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 ضؾیسى ثِ حل تحلیلی ٍ زلیك هؼبزلات زیفطاًؿیل ضؾبًف ثب هكتمبت خعئی حبلت پبیب ٍ زض ًتیدِ ّبی همبلِ زض حبلت ػوَهی، ضٍـایي 

هرتهبت زض زؾتگبُ زوبضتی ّؿتٌس ّبی طظ یب هطظّبیی غیط هَاظی ثب هحَضّبی ًبهٌظن وِ زاضای ه ل زلیك تبثغ تَظیغ زهب، زض ٌّسؾِحهَ

ای ثب وٌس. ثطای ضؾیسى ثِ ایي ّسف ٍ ٍيَح ثیكتط زض ثحث، زض یه حبلت ذبل، نفحِ ع هرتلف قطایٍ هطظی( ضا هؼطفی هی)ثب اًَا

تِ ٍ هؼبزلِ زاضای ضاؼ لبئوِ ٍالغ زض هجسا ثِ ّوطاُ قطایٍ هطظی زهب ثبثت ٍ زض حبلت پبیب، هس ًظط ٍالغ گك ،قىل هثلث لبئن العاٍیِ

ّبیی اظ بض ثطزُ قسُ، اّویت ٍ لسضت هتغیطّبی هرتلٍ ٍ وبضثطزضؾبًف حبون ثط آى ثِ نَضت تحلیلی حل قسُ اؾت. زض حل تحلیلی ثِ و

وطیؿتَفل، ثِ ٍيَح ًوبیبى گكتِ اؾت. زض اًتْب، خْت اػتجبض زّی ثِ حل تحلیلی  –آى، ّوچَى تجسیلات هرتلٍ، ثِ ٍیػُ تجسیل قَاضتع 

ثب ًتبیح حل اؾت ٍ ًتبیح حبنل اظ آى،  قسُحل  COMSOL Multiphysics 5.0 قسُ، هؿئلِ ثب ضٍـ الوبى هحسٍز زض ًطم افعاض اًدبم

 .  حت حل تحلیلی اَویٌبى ثركیسُ اؾتّب ثِ ن اًس وِ ٍخَز ّورَاًی ثیي آى تحلیلی همبیؿِ قسُ

 .وطیؿتَفل-تجسیل قَاضتع ؛هثلث لبئن العاٍیِ ؛ٌّسؾِ ًبهٌظن ؛حل تحلیلی ؛زؾتگبُ زوبضتی ؛هؼبزلِ ضؾبًف :کلوبت کلیذی
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Abstract 
This paper presents, in general, the means to acquire the analytical and exact solutions to the steady-state 

partial differential conduction equation, and consequently, finds the exact distribution of temperature in 

irregular geometries with one or more edges unparalleled with the Cartesian axes (with various boundary 

conditions). In order to get to this goal and for clarify, one specific problem, i.e. a steady-state right 

triangular plate with the right angle on the origin and with constant-temperature boundary conditions is 

considered. In the analytical technique used, the importance and strength of complex variables and their 

applications such as complex transformations, especially the Schwarz–Christoffel transformation, is clearly 

visible. Finally, to validate the analytical solution acquired, the problem is solved using the finite element 

method in COMSOL Multi-physics 5.0. The results obtained are compared, and the correspondence confirms 

the analytical solution. 

Keywords: Conduction Equation; Cartesian Coordinate System; Analytical Solution; Irregular Geometry; 

Right Triangle; Schwarz–Christoffel Transformation. 
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  هقذهِ -4
اظ هؼبزلات  ّبی زلیك ٍ تحلیلی ثسٍى قه حهَل پبؾد

گیطی یه زضن  ، ًمف هْوی زض قىلاًتمبل حطاضت ضؾبًكی

اًتمبل گطهبی ضؾبًكی ثبظی هٌبؾت اظ ظبّط ویفی پسیسُ 

هؼبزلات زیفطاًؿیل ضؾبًف ثطای حبلت پبیب زض لبلت  .وٌس هی

ای ظبّط  لاؼ ٍ پَاؾَى، ثطای ّط ًَع ٌّسؾِزٍ هؼبزلِ لاپ

قًَس، ایي زٍ هؼبزلِ ٍ ثِ ذهَل هؼبزلِ لاپلاؼ زض  هی

یی ثطذَضزاضًس ٍ ثِ ضیبيیبت، فیعیه ٍ هٌْسؾی اظ اّویت ثبلا

ّبی زیگط هبًٌس  حبون زض ثؿیبضی اظ پسیسُ ػٌَاى هؼبزلِ

ضًٍس. اظ  ًدَم، زیٌبهیه ؾیبلات ثِ قوبض هیالىتطٍهغٌبَیؽ، 

ّب ثط هؿبئل اًتمبل  وبضثطزّبی هْن ایي هؼبزلات، حبوویت آى

حطاضت ضؾبًكی زض حبلت پبیبؾت وِ زض ایي همبلِ، ثِ نَضت 

زٍ هؼبزلِ ثطای هؿبئل ضؾبًكی زض  ػوَهی حل تحلیلی ایي

ّبی  هٌظن زٍ ثؼسی ثطضؾی قسُ اؾت. ضٍـّبی ًب ٌّسؾِ

تفبيل هحسٍز، الوبى هحسٍز، حدن  ،ػسزی گًَبگًَی ّوچَى

هٌظن ّبی  ثطای حل هؼبزلات ضؾبًف زض ٌّسؾِ هحسٍز ٍ ...

 اهب زض ظهیٌِ حل تحلیلی ؛اًس ٍ ًبهٌظن تب وٌَى اضائِ قسُ

تحمیمبت ٍ اوثط  ،زٌّس طفتِ ًكبى هیّبی نَضت پصی ثطضؾی

َى، حل تحلیلی ٍ زلیك هُبلؼبت اًدبم گطفتِ اظ گصقتِ تب وٌ

ّب ٌّسؾِ  وِ زض آى زٌّس ا ثطای هؿبئلی اظ ضؾبًف اضائِ هیض

ثِ ػجبضتی  .اؾت، هٌظن ز ٍ ًبهحسٍز(یب ًبحیِ حل )هحسٍ

َاظی ثب هحَضّبی هرتهبت ثَزُ ، زاضای هطظّبی هًَاحی حل

ثِ ووه ضٍـ تفىیه هتغیط  ،بضی اظ ایي لجیل هؿبئل. ثؿیاًس

اًس ٍ اَلاػبت  ّبی فَضیِ، پبؾد زّی قسُ ُ اظ ؾطیٍ ثب اؾتفبز

حل تحلیلی هؼبزلات زیفطاًؿیل ضؾبًف ثب  ظهیٌِ وبفی زض

اؾت، هَخَز  [1] ّبی هٌظن زض ٌّسؾِ زض هكتمبت خعئی

هبًسُ وثط ایي هؿبئل ثی پبؾد ، اّبی ًبهٌظن ٍلی ثطای ٌّسؾِ

 نطاحتبً [2]زض  (1966) 1آضپبچیای وِ حتی،  ، ثِ گًَِاًس

ّبی تحلیلی  طای ضٍـ، هٌبؾت ثایي هؿبئل"وٌس:  ثیبى هی

لاپلاؼ ٍ پَاؾَى زض  حل تحلیلی هؼبزلِ ."زلیك ًیؿتٌس

گیطی اظ ًگبقت هرتلٍ  ن، ًیبظهٌس ثْطُّبی ًبهٌظ ٌّسؾِ

ؾِ هس اؾت وِ ثسؾت آٍضزى يبثُِ تجسیل هٌبؾت ثطای ٌّس

ؾبظز. هطٍض ثط وبضّبی  ضًٍس حل ضا ثب پیچیسگی هَاخِ هی ،ًظط

نَضت پصیطفتِ زض ظهیٌِ حل تحلیلی هؼبزلات لاپلاؼ ٍ 

                                                        
1 V S.Arpaci 

 2ام.خی.ثلیث زّس اؾَى ثِ ووه ًگبقت هرتلٍ ًكبى هیپَ

ثطای هؿئلِ  هؼبزلِ لاپلاؼ ، ]3[( زض 2012ٍ ّوىبضاى )

ثؼسی وِ ضؾبًف حطاضتی پبیب زض یه هحیٍ ًیوِ هحسٍز زٍ 

زاضای هطظ ًبهٌظن ٍ پط قىي اظ ؾوت هحسٍز ذَز اؾت ضا ثِ 

طیؿتَفل ثِ نَضت ػسزی حل و–قَاضتعووه تجسیل 

ى هطظ وطیؿتَفل ثطای هٌظن وطز–ٍ اظ تجسیل قَاضتع اًس وطزُ

 ]4[زض  (2012)  3ليهحوس. ام. ا .اًس هؿئلِ ثْطُ ثطزًُبهٌظن 

هؼبزلِ لاپلاؼ ثطای خطیبى ؾیبل ضا زض یه وبًبل هؿتُیلی 

قَز( ثِ  ای ًبهٌظن هحؿَة هی )وِ ٌّسؾِ هٌمجى قًَسُ

وطیؿتَفل ثِ نَضت تحلیلی حل وطزُ –ووه تجسیل قَاضتع

–اظ تجسیل قَاضتع ]5[زض  ،(9921ٍ ّوىبضاى ) 4اؾت. اٍى

ؾیبل ضٍی یه زیَاضُ ثب  وطیؿتَفل ثطای هُبلؼِ خطیبى

زاض اؾتفبزُ  ّبی لَؼ ّبی هؿتُیلی ٍ ثطآهسگی فطٍضفتگی

، ثِ تحمیك حبيط زض زٍ حبلت، یه حبلت ػوَهیاًس.  وطزُ

ٍ یه  ای بیی حل تحلیلی ثطای ّط ًَع ٌّسؾِخْت ایدبز تَاً

حبلت ذبل )ثطای هثلث لبئن العاٍیِ( ثِ خْت قفبف قسى 

ّبی وبهل حل ضاُ وبض اضائِی ٍ ثِ ثطضؾ ،هجبحث هُطح قسُ

ّبی ًبهٌظن  ؼبزلات لاپلاؼ ٍ پَاؾَى زض ٌّسؾِتحلیلی ه

 ]3–5[پطزاذتِ اؾت وِ ًؿجت ثِ وبضّبی نَضت پصیطفتِ زض 

اظ خْت ایدبز تَاًبیی حل تحلیلی ثطای ّط زٍ هؼبزلِ پَاؾَى 

 . تط اؾت ٍ لاپلاؼ زض ّط ًَع ٌّسؾِ ًبهٌظن وبهل

ل هؼبزلات ضؾبًف ح ثِ ووه ضٍـ ػوَهی وِ ثطای

، حل ایي ًبهٌظن، هؼطفی ذَاّس قس ّبی پبیب زض ٌّسؾِ

ع اًَا ،اظ لجیل زیگط ّط ٌّسؾِ ًبهٌظن هؼبزلات زض

ٍ ؾبیط  ّب هثلث ،ّب ّبی هٌتظن ٍ غیطهٌتظن، ثیًی چٌسيلؼی

ذُب ثؿیبض وبّف  ، ؾْل گكتِ ٍ هتؼبلجبًاقىبل ٌّسؾی

زض اوثط  ،اًتمبل حطاضتى ػلن بیبثس وِ ایي ثِ هحمم یه

 هیٌِّبی هطتجٍ ثب پسیسُ ضؾبًف حطاضتی، ثِ ٍیػُ زض ظ ظهیٌِ

ّبی  گطهبیی ثب اًَاع ٌّسؾِّبی  ّب  ٍ هجسل َطاحی پطُ

، اخبظُ ذَاّس زاز وِ زض یبفتي ضاثُِ تحلیلی تَظیغ ًبهٌظن

ػلاٍُ ثط  ،ًساقتِ زهب ثب زلت ثبلا، زض ؾَُح یبز قسُ هكىلی

ثغ تَظیغ زهب ثب ٌّسؾِ تب آى ثِ خْت هكرم ثَزى اضتجبٌ

، ثتَاًٌس ؾَُح ٌّسؾی ضا هتٌبؾت ثب تبثغ تَظیغ زهبی ؾَُح

ػیي حبل ثب ذُبی حل هَاخِ زض  ،زلرَاّكبى َطاحی ًوَزُ

                                                        
2 M.G. Blyth 
3 Mohamed M Allan 
4 D. Owen 
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ذتیبض . ّوچٌیي ایي اهىبى وِ لبزض ثبقٌس ثب زض اًجبقٌس

، ض پی آى، همساض قبض حطاضتی ٍ ززاقتي تبثغ زلیك تَظیغ زهب

ُلَة ثِ نَضت زلیك ّط ًمُِ ه ًطخ اًتفبل گطهب ضا زض

ّبی حطاضتی ٍ ثِ  تي تٌف، ؾْل قسُ ٍ زض یبفهحبؾجِ ًوبیٌس

بهت ، اًجؿبٌ ٍ ذویسگی ؾَُح ٍ ًیع َطاحی يرزًجبل آى

، ثب زض اذتیبض ذَضًس. ػلاٍُ ثط ایي ّب ثِ هكىل ثطًوی ػبیك

زاقتي تبثغ تَظیغ زهب ٍ زض ًظط گطفتي پتبًؿیل هرتلٍ 

وِ ثسؾت آٍضًس. ٌس تبثغ خطیبى حطاضت ضا تَاً ، هی[6] حطاضتی

ُ ثط هَاضز ػلاٍاؾت .  ًتمبل گطهبًكبًگط ذٌَُ خطیبى ا

ز، ثب تَخِ ثِ ایٌىِ وطتَاى ازػب  هُطح قسُ، هیوبضثطزی 

هؼبزلات زیفطاًؿیل حبون ثط زٍ پسیسُ فیعیىی تَظیغ 

ت زض پتبًؿیل الىتطٍاؾتبتیىی ٍ تَظیغ پتبًؿیل ؾطػ

ثطای خطیبى آضام، غیط لبثل تطاون، زیٌبهیه ؾیبلات )

( اظ ًمُِ ًظط ضیبيی هكبثِ هؼبزلات ٍیؿىَظ ٍ پبیبغیط

اًس ٍ اظ یه فطم ولی  زیفطاًؿیل هؿبئل ضؾبًف حطاضتی

، ثب هُبلؼِ اًدبم یبفتِ [6] وٌٌس )هؼبزلِ لاپلاؼ( تجؼیت هی

زض َی ایي همبلِ، حل هؼبزلات زیفطاًؿیل ثب هكتمبت خعئی 

ّبی ًبهٌظن هطثٌَ  پسیسُ فیعیىی زض ٌّسؾِ حبون ثط ایي زٍ

ٍ ضاُ ضؾیسى ثِ پبؾد تحلیلی ٍ  ّب ًیع ؾْل گكتِ ثِ آى

زلیك ثؿیبضی اظ هؿبئل ثی پبؾد زض ایي زٍ ظهیٌِ ًیع ضٍقي 

 ذَاّس قس.

ّبی  ضٍـ ضؾیسى ثِ حل تحلیلی زلیك زض ٌّسؾِ

ًبهٌظن ثطای هؼبزلات ضؾبًف پبیب، زض یه حبلت ٌّسؾی 

بئن العاٍیِ( زض ایي همبلِ هَضز ثطضؾی لطاض ذبل )هثلث ل

گطفتِ ٍ حل تحلیلی ثطای آى اضائِ قسُ، تب ثط هفبّین ػوَهی 

وِ هُطح ذَاٌّس قس قفبفیت ثركیسُ ٍ زض ًتیدِ، ضؾیسى 

ثِ پبؾد ثؿیبضی اظ هؿبئل ثی پبؾد هُطح قسُ زض ؾبیط 

ًَاحی ٌّسؾی ضا ؾْل وٌس. لاظم اؾت زض ایٌدب ثیبى قَز وِ 

هؿئلِ ذبل زض ًظط گطفتِ قسُ زض ایي همبلِ ّیچ حل ثطای 

تحلیلی وِ هجتٌی ثط ضٍـ فطهَلاؾیَى زیفطاًؿیلی ثبقس تب 

 وٌَى اضائِ ًكسُ اؾت.

 

 بیبى هسئلِ  -2
زض همبلِ حبيط یه ًبحیِ ثب ٌّسؾِ ای اظ ًَع نفحِ هثلثی 

لبئن العاٍیِ زاضای ضاؼ لبئوِ ٍالغ زض هجسا، تحت قطایٍ 

ثب يلغ                 زض نفحِ  هطظی زهب ثبثت

زض  1 هُبثك قىل   ٍ يلغ لبئن ثِ ََل    افمی ثِ ََل 

 ًظط گطفتِ قسُ اؾت.

 
 ٌّذسِ هسئلِ یب ًبحیِ حل -4شکل 

 

  ثیبى وطز: تَاى آى ضا ثِ نَضت ظیط وِ ثِ ظثبى ضیبيی هی

(1)    ,       |                
  

  
     -  

   هطظ هٌُجك ثط هحَض لبئن ثبثت ٍ ثطاثط ثب  زهبی ،1 زض قىل
ٍ ًیع     ٍ زهبی هطظ هٌُجك ثط هحَض افمی ثبثت ٍثطاثط ثب  

، همساض ثبثت ٍ ثطاثط هطظ ؾَم هؿئلِ وِ ٍتط هثلث اؾتزهب زض 

ٍ  یلیثؼس زهب زض حل تحلزض ًظط گطفتِ قسُ اؾت.    

هطظی زهب ، تحت قطایٍ ثطای ایي ًبحیِ. اؾت، ولَیي ػسزی

، ّسف حهَل تَظیغ ٍ ثسٍى ٍخَز چبُ یب چكوِ حطاضتی ثبثت

  ت پبیب ثِ ووه یه حل تحلیلی زلیك اؾت.زهبی حبل

 

 حل تحلیلی -9
 : قسُ ػجبضتٌس اظفطيیبت زض ًظطگطفتِ 

 حبلت پبیب -

  قطایٍ هطظی اظ ًَع اٍل  -

 ثسٍى تَلیس ٍ ههطف اًطغی زض ًبحیِ حل -

ٍ خبثِ خبیی ثب هحیٍ  ّیچ گًَِ اًتمبل گطهبی تبثكی -

 گیطز نَضت ًوی

 ًبحیِ حل ّوؿبًگطز ٍ ّوگي  -

، هؼبزلِ ٍ فطيیبت لجل ثب زض ًظط گطفتي لبًَى پبیساضی اًطغی

 : [7]زیفطاًؿیل حبون ثط هؿئلِ ػجبضت ذَاّس ثَز اظ

(2)    

    
 

   

    
                      

لاپلاؼ زض نفحِ زوبضتی اؾت هؼبزلِ هؼطٍف ثِ ، (2هؼبزلِ )

وِ زض ایي ٌّسؾِ ثِ ػٌَاى هؼبزلِ ضؾبًف حبون ثط هؿئلِ 

 ضیبيی ػجبضتٌس اظ:زض لبلت ثطای آى  اؾت ٍ قطایٍ هطظی



 

 

 

 232          و همکاران یغضنفر 9/ شماره 5/ دوره 4931سال ها/ ها و شارهمکانیک سازه

 

 

(3)           {

          

          

 (     
  

   
    )    

   

اثتىبضی وِ ثبیس ثطای حل هؼبزلات ضؾبًف پبیب زض 

بی ًبهٌظن ثِ وبض ضٍز، اؾتفبزُ اظ تجسیلات هرتلٍ ٌِّّسؾ

ًبحیِ ٌّسؾی ًبهٌظن ضا  . ثِ ایي نَضت وِ هی ثبیؿتاؾت

ؾپؽ هؼبزلِ زیفطاًؿیل ٍ  ،ای هٌظن تجسیل وطزُ ثِ ًبحیِ

قطایٍ هطظی حبون ثط هؿئلِ زض ًبحیِ ٌّسؾی هٌظن خسیس 

ِ ضا یبفتِ ٍ پؽ اظ آى هؼبزلِ ضؾبًف تجسیل یبفتِ زض ایي ًبحی

ضا یبفتِ ٍ زض ، ضاثُِ تحلیلی پبؾد زض آى خسیس ضا حل ًوَزُ

ًْبیت پبؾد زض ًبحیِ ٌّسؾی ًبهٌظن اٍلیِ ضا ثِ ووه 

. لاظم ثِ شوط [8] يبثُِ تجسیل ثیي زٍ ًبحیِ ثسؾت آٍضز

اؾت وِ پبؾد اوثط هؼبزلات زیفطاًؿیل ضؾبًف زض ًَاحی 

حیِ ٌّسؾی هٌظن اظ لجل هَخَز اؾت. چگًَگی تجسیل زٍ ًب

ًبهٌظن ٍ هٌظن ثِ یىسیگط ثِ ووه ًگبقت هرتلٍ نَضت 

لٍ ٍ ذلالیت ًیبظهٌس تؿ ،پصیطز وِ اهطی هكىل ثَزُ هی

تَاى يبثُِ  ّبی هرتلٍ ذَاّس ثَز. هیوبفی زض ظهیٌِ هتغیط

 ؛یبفت  [8-10]تجسیل هرتلٍ ثیي ثطذی ًَاحی ٌّسؾی ضا زض

قطایٍ ّوچٌیي ثِ هٌظَض تجسیل هؼبزلِ زیفطاًؿیل ضؾبًف ٍ 

اظ  ،ّب زض ًبحیِ ٌّسؾی خسیس هطظی حبون ٍ حهَل ضٍاثٍ آى

ّبی هرتلٍ اؾتفبزُ ُبلت آتی زض اضتجبٌ ثب ثحث هتغیطه

خْت حل هؼبزلات  ،ثٌبثطایي زض حبلت ػوَهی ؛ذَاّس قس

ًبهٌظن ّوچَى  زیفطاًؿیل ضؾبًف زض ّط ًَع ٌّسؾِ

 .هٌتظن ٍ .. ن ٍ غیطٌتظّبی ه ّب، چٌس يلؼی ّب، هثلث ثیًی

وبفیؿت، ایي ًبحیِ، ّوطاُ ثب هؼبزلِ زیفطاًؿیل ٍ قطایٍ 

حث آتی هطظی حبون ثطآى ضا ثِ ووه ًگبقت هرتلٍ ٍ هجب

ای هٌظن ثطزُ ٍ  ّبی هرتلٍ ثِ ًبحیِهُطح قًَسُ اظ هتغیط

پؽ اظ حل تحلیلی زلیك هؿئلِ زض آًدب ٍ حهَل پبؾد، ثِ 

 ووه يبثُِ ًگبقت هرتلٍ وِ زض حمیمت پل اضتجبَی ثیي

زٍ ًبحیِ ٌّسؾی هٌظن ٍ ًبهٌظن اؾت ثِ خَاة هؿئلِ زض 

ًبحیِ ًبهٌظن ضؾیس. هكىل انلی زض ایٌدب یبفتي يبثُِ 

ًگبقتی اؾت وِ لبزض ثبقس ثؿتِ ثِ ًَع ًبحیِ ٌّسؾی 

 ای هٌظن تجسیل وٌس.  ًبهٌظن، آى ضا ثِ ًبحیِ

ّبی هرتلٍ، ًگبقتی وِ لبزض ثبقس  اظ ثیي اًَاع ًگبقت

وِ خعٍ هطظّبی یه چٌس يلؼی ثؿتِ ) یًمبٌ زاذل ٍ ضٍ

ثِ غیط اظ ًَاحی ٌّسؾی ًب هٌظن ثِ حؿبة هی آیٌس الجتِ 

ای  ( ضا ثب ًبحیِای هٌظن زاضًس هطثغ ٍ هؿتُیل وِ ٌّسؾِ

 وطیؿتَفل اؾت. ایي-هطتجٍ ؾبظز، ًگبقت قَاضتع هٌظن

تَاًس ًمبٌ ضٍی هحَض افمی ٍ ًین نفحِ ثبلایی اظ هیًگبقت 

ّبی ( ضا ثِ ًمبٌ ضٍ ٍ زاذل هطظZیه نفحِ )هثل نفحِ 

( Wهثل نفحِ ی ) ای زیگط ثؿتِ زض نفحِ یه چٌس يلؼی

ّبی ثؿتِ وِ  . ثِ ایي تطتیت توبم چٌسيلؼی]9–10[ ثٌگبضز

اظ ًظط ٌّسؾی ًبهٌظن ٍ زاضای هطظ یب هطظّبیی غیط هَاظی ثب 

 تَاًبیی اضتجبٌ ثب هحَض افمی ٍ ًین ،اًس هحَضّبی هرتهبت

ای  وِ اظ ًظط ٌّسؾی ًبحیِ ،ای زیگط ضا نفحِ ثبلا اظ نفحِ

وطیؿتَفل  -ثِ ووه تجسیل قَاضتع  ،ضٍز هٌظن ثِ قوبض هی

. ایي ًگبقت اٍلیي ثبض تَؾٍ زٍ ضیبيیساى آلوبًی ثِ ًبم زاضًس

زض ؾبل  2تَفل( ٍ وطیؿ1843–1921زض ؾبل ) 1ّبی قَاضتع

ٍ  اًس اضائِ قس آى ضا پیسا وطزُ ( وِ هؿتملا1829ً–1900)

 . آهسُ اؾت ]9–10[اَلاػبت وبفی زض اضتجبٌ ثب ایي ًگبقت زض

، ًبحیِ زض ًظط گطفتِ ثب تَخِ ثِ ایٌىِ زض حبلت ذبل

قسُ ثطای حل هؼبزلِ ضؾبًف زض ایي همبلِ یه هثلث لبئن 

یه ؾِ يلؼی ثؿتِ ٍ ثبقس وِ اظ ًظط ٌّسؾی  العاٍیِ هی

ای تجسیل آى ثِ ؾت وِ ثطا  قَز ثسیْی هی ًبهٌظن تلمی

وطیؿتَفل، ثبیس ووه  –ًگبقت قَاضتع  ای هٌظن اظ ًبحیِ

گطفتِ قَز. ثٌبثطایي لاظم اؾت اًسوی ثِ تكطیح ایي تجسیل زض 

 ایٌدب پطزاذتِ قَز:

ضا زض ًظط  Z (z=x+iy)اگط زض حبلت ػوَهی ٍ ولی نفحِ 

 وطیؿتَفل ثب يبثُِ: –تجسیل قَاضتع گطفتِ قَز، 

(4)         ,∫ ∏ (    )
      

   
 

  
-     

لبزض اؾت هحَض افمی ٍ ًین نفحِ ثبلا اظ آى ضا ثِ ًمبٌ زاذل 

               ٍ ضٍی یه چٌس يلؼی ثؿتِ ثب ضئَؼ 

 .9]– [10ثٌگبضز (w=u+iv)نفحِ زض 

ثبثتی اًس وِ ثِ اًساظُ ، اػساز هرتلٍ A  ٍB( 4زض ضاثُِ )

ثبقٌس ٍ ثبیس ثِ زضؾتی ٍ ثؿتِ  ٍ هىبى چٌسيلؼی ٍاثؿتِ هی

ثِ ّط چٌسيلؼی ََضی اًتربة قًَس وِ هحَض افمی ٍ ًین 

 ّبیُجك ثط چٌسيلؼی قَز. ّوچٌیي ًوبزنفحِ ثبلا هٌ

اظ ضٍی ظٍایبی ذبضخی ّط ضاؼ چٌسيلؼی               

  آیٌس. ( ثسؾت هی5ٍ ثب ضاثُِ )

(5)      
  

 
 

 

                                                        
1Schwarz 
2Christoffel 
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 کریستَفل –تبذیل شَارتس  -2شکل 

  

ظاٍیِ زاذلی زض ّط ضاؼ چٌسيلؼی    وِ زض ضاثُِ ثبلا 

 ّب ثبیس زض قطٌٍ ظیط ًیع نسق وٌٌس: kjهمبزیط  ثبقس. هی

                  

(6)            

 قىل ایي تجسیل زض ثبلا ثِ ًوبیف گصاقتِ قسُ اؾت.

ًمبَی ثط ضٍی هحَض افمی زض                ًمبٌ 

 ضئَؼ وِ ثِ تطتیت ثِ ضٍی ثبقٌس هی Zنفحِ 

قًَس. زض ّط چٌس يلؼی تٌْب  اًگبقتِ هی             

ضا ثِ زلرَاُ               تَاى ؾِ ًمُِ اظ ًمبٌ  هی

اًتربة وطز، ثٌبثطایي زض نَضتی وِ چٌسيلؼی ثیف اظ ؾِ 

ضا تؼییي وٌین،    يلغ زاقتِ ثبقس ثبیس تؼسازی اظ ًمبٌ 

اًتربة قطایٍ تؼییي ایي اػساز ثبثت، قطایُی وِ ثِ وبض 

ثطزى آًْب ضاحت ثبقس اغلت احتیبج ثِ اثتىبض زاضز وِ ایي یىی 

، هحسٍزیت [9] ِ قوبض هی ضٍزّبی ایي تجسیل ث اظ هحسٍزیت

گیطی هطثٌَ ثِ  زیگط اؾتفبزُ اظ ایي تجسیل ثِ زلیل اًتگطال

هتٌبّی تَاى اًتگطال ضا ثط حؿت تؼساز  آى اؾت، اغلت ًوی

تبثغ همسهبتی حؿبة وطز، زض چٌیي حبلتی خَاة هؿبئل 

. زض یه [9] ثَؾیلِ ایي تجسیل هوىي اؾت پیچیسُ قَز

وطیؿتَفل ًیع، ثطای حل -عحبلت ذبل، اظ تجسیل قَاضت

 هؿئلِ ی هَضزًظط زض ایي همبلِ اؾتفبزُ ذَاّس قس.

زض هؿئلِ ی حبيط، چٌسيلؼی ثؿتِ، یه هثلث لبئن 

ای ًبهٌظن ثَزُ ٍ ثطای تجسیل آى ثِ  العاٍیِ اؾت وِ ًبحیِ

زض تجسیل  ؛ای هٌظن ثبیس زٍ تجسیل ثِ وبض ثؿتِ قَز ًبحیِ

 وطیؿتَفل، اظ نفحِ-تَاى ثِ ووه ًگبقت قَاضتع ًرؿت هی

Z (z=x+iy) ضا           ، هحَض افمی ٍ ًین نفحِ ثبلا

ثِ ضٍ ٍ زاذل هطظّبی یه هثلث لبئن العاٍیِ هتؿبٍی الؿبلیي 

 :ثب ثب يلغ افمی ٍ لبئن ثطاثط ()زاضای ضاؼ لبئوِ ٍالغ زض هجسا

 (7)   
 

 
 (

 

 
 
 

 
)          

،  W (w=u+iv)  زض نفحِ هؼطف تبثغ ثتب اؾت(  )وِ زض آى 

 ًگبقت.

 :[9]ثبقس اظ يبثُِ تجسیل هسًظط ػجبضت هی

       

   (
  

 
   ) ∫        

 

     
 

 
 

 
       

 

        

(8)    (
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  (    )
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     )  

) ػجبضت 
 

 
  

 

 
  

 

 
( اقبضُ زاضز ثِ تبثغ 8زض ضاثُِ ) (     

 وِ زض فطم ثبظ قسُ ػجبضت اؾت اظ: 1فَق ٌّسؾی گبٍؼ

 (
 

 
 
 

 
  

 

 
     )    

  ∑
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(9)                         |  |     

تَيیحبت وبفی زض ضاثُِ ثب تَاثغ فَق ٌّسؾی گبٍؼ زض 

(، ثب تَخِ هُبلت ثیبى قسُ زض 8آهسُ اؾت. زض ضاثُِ )  [11]

هس وطیؿتَفل، خْت اًدبم تجسیل  –اضتجبٌ ثب تجسیل قَاضتع 

( هحبؾجِ ٍ اًتربة 4ّبی ضاثُِ )ًظط، همبزیط ظیط ثطای پبضاهتط

 قسُ اًس: 

     (
  

 
  )                          

              
 

 
       

 

 
       

 

 
  

قىل ایي  آهسُ اؾت. [12]( زض 8ضاثُِ ) اثجبت وبهل نحت

 تجسیل زض ظیط ثِ ًوبیف گصاقتِ قسُ:

 

 
 z  ٍ wکریستَفل بیي صفحبت -تبذیل شَارتس -9شکل 

 

     ،        ثِ ضٍی      ، ًمُِ  3 هُبثك قىل

 اًگبقتِ      ثِ ضٍی      ٍ       ثِ ضٍی

،          ، ًمبٌ Zنفحِاظ  ، زض ًتیدِاًس قسُ
ثِ تطتیت ثط ضٍی              ٍ          

                                                        
1Hypergeometric Function 
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يلغ لبئن، يلغ افمی ٍ ٍتط هثلث لبئن العاٍیِ هتؿبٍی الؿبلیي 

، تهَیط هی قًَس ٍ ًمبٌ هَخَز زض ًین نفحِ  Wاظ نفحِ 

تهَیط  Wثِ ًمبٌ زاذل هثلث اظ نفحِ   Zثبلا اظ نفحِ

اًس. حبل ثطای ضؾیسى ثِ ًبحیِ انلی زض نفحِ ‌قسُ

تَاى ثِ ‌زض َی زٍهیي تجسیل، هی    (         )

، (10)ووه ًگبقت هرتلٍ اظ ًَع تغییط همیبؼ ٍ ثب ضاثُِ 

ضا ثِ هثلث   Wهثلث لبئن العاٍیِ هتؿبٍی الؿبلیي اظ نفحِ 

زض    ٍ يلغ لبئن ثِ ََل     لبئن العاٍیِ ثب يلغ افمی ثِ ََل

 تجسیل وطز:     نفحِ 

(10)                (
  

 
)    (

  

 
)    

 قىل ایي تجسیل ًیع زض شیل لبثل هكبّسُ اؾت: 

 

 
   ٍ     تبذیل بیي صفحبت -1شکل 

 

   حبل پط ٍايح اؾت وِ ًبحیِ انلی هؿئلِ زض نفحِ 

اؾت  Zهؼبزل ثب هحَض حمیمی ٍ ًین نفحِ ثبلایی زض نفحِ 

ٍ ( 8ّبی اضتجبَی ثیي ایي زٍ ًبحیِ ػجبضتٌس اظ ضٍاثٍ )وِ پل

ای  تَاى هؼبزلِ ضؾبًف هؿئلِ ضا زض ًبحیِ(. ثٌبثطایي هی10)

زض ًظط گطفتِ قسُ حل وطز. ثِ هٌظَض تحمك   Zوِ اظ نفحِ 

ثبیؿت تجسیل یبفتِ هؼبزلِ ضؾبًف ٍ قطایٍ هطظی  ایي اهط هی

 یبفت.  Zثِ ّوطاُ آى ضا ًیع، زض ًبحیِ هس ًظط اظ نفحِ 

ػجبضتٌس اظ قطٌ هطظی ثطای تجسیل اًَاع قطایٍ هطظی وِ      

ٍ قطٌ  3، قطٌ هطظی ضاثیي2، قطٌ هطظی ًیَهبى1زیطیىلِ

وِ زض ًظطگیطی ّوعهبى زٍ قطٌ هطظی  4هطظی وَقی

ثبیؿت اظ ضٍاثٍ هَخَز زض شیل وِ  زیطیىلِ ٍ ًیَهبى اؾت، هی

 : ]8-9[ حبلت ولی ٍ ػوَهی زاضز اؾتفبزُ وطز

                        فطو وٌیس تجسیل     

 C  تهَیط Γ، ّوسیؽ ٍ Z  زض نفحِ  Cّوَاض ضٍی لَؼ

                                                        
1 Dirichlet 
2 Neumann 
3 Robin 
4 Cauchy 

زض         ، اگط تبثغثبقس Wزض نفحِ  تحت ایي تجسیل

 زض یىی اظ قطایٍ Γاهتساز 

(11)                     {
     

   
        

  

(12)                   

{
 
 

 
  

  

  
  

  
  

  
       

  
  

  
       

  

(13)                 {

      
  

  
   

  

      
  

  
       

  

اػساز حمیمی ثبثت ٍ                 نسق وٌس وِ زض آى 

  ثبقس ٍ  Wتبثؼی اظ پیف هكرم زض نفحِ        تبثغ 

  
 

 ، آًگبُ تبثغ:Γًوبیف هكتمبت ًطهبل ثط 
        [             ]  

 ثِ تطتیت زض قطایٍ:    Cزض اهتساز 

(14)                     {
    

  
   [             ]

   

                   

(15) 

{
 
 

 
 

  

  
  

  
  

  
 

  

  
|     |    | 
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|     |   [             ]|     |

    

                 

(16) {

      
  

  

 

|     |
   

  

      
  

  

 

|     |
  [             ]

  

  وٌس وِ زض آى  نسق هی 

  
  Cًوبیف هكتمبت ًطهبل ثط   

 N، اًساظُ هكتك تبثغ تجسیل زض اهتساز هحَض |     |ثَزُ ٍ 

. ضٍاثٍ هُطح قسُ زض ثبلا، ثِ ٍيَح چگًَگی اضتجبٌ ثبقس هی

ضا تحت ًگبقت هرتلٍ  Z   ٍWقطایٍ هطظی زض نفحبت

 زّس. ّوسیؽ ًكبى هی

  Hًكبى زازُ قسُ ٍ هؼبزل تبثغ T اگط تبثغ زهب ثب ػلاهت      

ثطای  م اؾت وِزض ضٍاثٍ ثبلا زض ًظط گطفتِ قَز، هكر

ٍ  ّب )قطٌ هطظی زیطیىلِ(قطٌ هطظی زهبی هكرم زض هطظ

قطٌ هطظی ػبیك )اظ زؾتِ قطایٍ هطظی ًیَهبى(، زض اثط 

تغییط ٌّسؾِ ثَؾیلِ يَاثٍ تجسیلی وِ ّوسیؽ اًس ضٍی 

هطظّب، زهب ٍ گطازیبى زهب ثِ لحبِ همساضی تغییط ًیبفتِ ٍ زض 
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هبًس، اهب ثطای  هی تٌبظط، یىؿبى ٍ ثی تغییط ثبلیهطظّبی ه

قطٌ هطظی قبض ثبثت ٍ هتغیط )اظ زؾتِ قطایٍ هطظی ًیَهبى(  

ثطاثط ذَاّس ثَز ثب  Zایٌگًَِ ًجَزُ ٍ گطازیبى زهب زض نفحِ 

حبنلًطة اًساظُ ی هكتك تبثغ تجسیل زض همساض گطازیبى زهب 

. زض اضتجبٌ ثب قطٌ هطظی اًتمبل حطاضات خبثِ Wاظ نفحِ 

تَاى گفت، وِ زض ظی ضاثیي( ًیع هیخبیی زض هطظ )قطٌ هط

(، زچبض تغییط 16ایي قطٌ ًیع، هُبثك ضٍاثٍ ) Z نفحِ

گطزز. ثطای تجسیل قطٌ هطظی وَقی وِ ػجبضت اؾت اظ  هی

ثطلطاضی ّوعهبى قطایٍ هطظی زیطیىلِ ٍ ًیَهبى زض یه هطظ، 

ثبیؿت اؾتفبزُ قَز. زض  ( هی15ٍ ) (14اظ ّوبى ضٍاثٍ )

قطایٍ هطظی هَخَز، اظ ًَع  گطفتِ قسُ،هؿئلِ ذبل زض ًظط 

-ثبقٌس، اظ َطفی تجسیل قَاضتع قطٌ هطظی زیطیىلِ هی

وطیؿتَفل ٍ تجسیل تغییط همیبؼ ثِ وبض ثطزُ قسُ ًیع، ضٍی 

 وطیؿتَفل زض ًمبٌ-اًس )الجتِ تجسیل قَاضتع هطظّب ّوسیؽ

ّوسیؽ ًیؿت اهب زض ثمیِ       ٍ        ،      

ثبیؿت اظ  ی ّوسیؽ اؾت( ثٌبثطایي هیًمبٌ ضٍی هحَض افم

( خْت ثسؾت آٍضزى قطایٍ هطظی زض 14ضاثُِ اٍل ضٍاثٍ )

ضاثُِ اٍل اظ ضٍاثٍ   اؾتفبزُ وطز. ثب تَخِ ثِ، Z ٍ Wنفحِ 

ٍ ًحَُ اضتجبٌ هطظّب، زض ؾِ ًبحیِ زض ًظط گطفتِ قسُ  (14)

ّبی ظیط ذَاٌّس  قطایٍ هطظی ثِ فطم  W ،     ٍZاظ نفحبت

 ثَز:

(17)           {

          

          

 (     
  

   
    )    

  

(18)          {

         

         
             

 

(19)          {

                   
                

                              | |   
  

حبل زض ازاهِ خْت یبفتي فطم هؼبزلِ ضؾبًف پبیب زض 

آهسُ  ]5-6[ثبیؿت اظ هُلت ظیط وِ زض  هی  Z  ٍWنفحبت 

 اؾت اؾتفبزُ قَز: 

               فطو وٌیس تبثغ تحلیلی

اظ     ضا ثِ ضٍی حَظُ ی Zاظ نفحِ     حَظُ         

خعئی هطتجِ اٍل ثب هكتمبت         ثٌگبضز ٍ تبثغ Wنفحِ 

تؼطیف قسُ ثبقس، ثب اؾتفبزُ اظ لبػسُ     زض  ،ٍ زٍم پیَؾتِ

 تَاى ًكبى زاز اگط ظًدیطی ثطای هكتمبت خعئی هی

 :گبُآً [             ]         

(20)                   |     |  

زض          تَاى ًكبى زاز وِ اگط تبثغ ّوچٌیي هی

زاضای هكتمبت خعئی هطتجِ اٍل ٍ زٍم  Wاظ نفحِ     حَظُ

 پیَؾتِ ثبقس ٍ زض هؼبزلِ پَاؾَى نسق وٌس 
                

تبثؼی اظ پیف تؼییي قسُ  اؾت، آًگبُ        وِ زض آى 

 تحت تجسیل تحلیلی [             ]         تبثغ

ظیط هؼبزلِ پَاؾَى  زض                      

 [:6] نسق ذَاّس وطز

(21)          [             ]|     |   

، ایي ضاثُِ ثبیس هَالؼی ثِ وبض (21)ثب تَخِ ثِ فطم ضاثُِ  

ثطز قَز وِ هؼبزلِ ضؾبًف زض نفحِ انلی حل، اظ خٌؽ 

هؼبزلِ پَاؾَى ثبقس. زض هؿبئل ضؾبًف، هؼبزلِ پَاؾَى ثِ 

پبیبی حبون ثط هؿئلِ، ظهبًی ػٌَاى هؼبزلِ زیفطاًؿیل ضؾبًف 

قَز وِ ػلاٍُ ثط زض ًظط گیطی حبلت پبیب، زض ًبحیِ  هُطح هی

حل، چبُ یب چكوِ حطاضتی هَخَز ثبقس وِ اثط ٍخَز آى، ثب 

زض هؼبزلات ًكبى زازُ قَز. اهب        تبثؼی هثل تبثغ 

زض هَالؼی ثبیس ثِ وبض گطفتِ قَز وِ، هؼبزلِ  (20)ضاثُِ 

زض نفحِ انلی اظ خٌؽ هؼبزلِ لاپلاؼ ثبقس. زض زیفطاًؿیل 

هؿبئل ضؾبًف، هؼبزلِ لاپلاؼ ثِ ػٌَاى هؼبزلِ زیفطاًؿیل 

قَز وِ ػلاٍُ  ضؾبًف پبیبی حبون ثط هؿئلِ، ظهبًی هُطح هی

ثط زض ًظط گیطی حبلت پبیب، زض ًبحیِ حل، چبُ یب چكوِ 

حطاضتی ٍخَز ًساقتِ ثبقس. ثب تَخِ ثِ ایٌىِ ثطای هؿئلِ 

ل زض ًظط گطفتِ قسُ زض ایي همبلِ، چكوِ یب چبُ حطاضتی ذب

ٍخَز ًساضز، ثٌبثطایي خْت یبفتي فطم تجسیل قسُ هؼبزلِ 

 (20)ثبیؿت اظ ضاثُِ  هی   W ,     ٍZنفحبتضؾبًف زض 

   ٍ  ( ثیي نفحبت 20حبل اگط اظ ضاثُِ )اؾتفبزُ قَز. 

 ًیع ِ)ثب تَخِ ثِ ایٌىِ تجسیل ثیي زٍ نفحاؾتفبزُ گطزز، 

 تحلیلی اؾت(:
        |     |                  
        |     |                  

)ثب تَخِ ثِ ایٌىِ تجسیل ثیي زٍ    W  ٍZٍ ثطای نفحبت

 نفحِ تحلیلی اؾت(:
        |     |             
        |     |                 

گفتِ قسُ ٍ ًتبیح ثبلا وِ حبنل اظ آى ّؿتٌس،  هُلت

زٌّس وِ زض حبلت ولی فطم هؼبزلِ ضؾبًف پبیب  ًكبى هی

)هؼبزلِ لاپلاؼ( زض اثط تغییط ٌّسؾِ ًبحیِ حل، تحت 

یبثس. ثٌبثطایي  ّبی هرتلٍ ثب يَاثٍ تحلیلی، تغییط ًوی تجسیل
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فطم هؼبزلِ ضؾبًف ثِ نَضت ظیط ذَاّس    W  ٍZزض نفحبت

 ثَز:

(22)                     

(23)                     

شوط یه ًىتِ ًیع زض اًتْبی ایي ثحث لاظم ثَزُ ٍ آى 

زهب زض هطظّبی ًبحیِ  ثَزىایٌىِ ثِ زلیل هحسٍز ٍ هتٌبّی 

، همساض زهب زض ّط ؾِ ٌّسؾِ     انلی هؿئلِ زض نفحِ

هُطح قسُ تب وٌَى، زض ًَاحی حل هحسٍز ٍ وطاًساض اؾت، ثِ 

 :Zػجبضت زیگط، زض ًبحیِ هس ًظط اظ نفحِ 

(24)                      

)ًین  تب ثِ ایٌدب ثِ یه ًبحیِ هٌظن اظ ًظط ٌّسؾی

ٍ قطایٍ هطظی ّوطاُ  ضؾبًف(، هؼبزلِ Zنفحِ ثبلا اظ نفحِ 

آى زض ایي ًبحیِ زؾت یبفتِ قسُ اؾت، وِ زض لبلت ضیبيی 

 تَاى ثِ فطم ظیط ًكبى زاز: ایي یبفتِ ضا هی

(25) 

{
 
 

 
 

         

            {

                   
                

                              | |   

            
        

  

قسى هؿئلِ زض ًبحیِ ی انلی زض نفحِ خْت حل  حبل

حل قَز.  Zوبفیؿت هؿئلِ ی ثبلا زض نفحِ ی     ی 

زض ًین  هؿئلِ خسیس ثَخَز آهسُ هؼطٍف ثِ هؿئلِ ی زیطیىلِ

ثِ ََض  [8]وِ حل تحلیلی آى زض  [8]نفحِ ثبلایی اؾت 

هؿئلِ  وبهل آهسُ اؾت ٍ زض ایٌدب ضاثُِ حبنل اظ حل

قَز وِ  ٍضزُ هیآ  Zَظیغ زهب زض نفحِ ثطای ت زیطیىلِ 

 :ٍ ػجبضت اؾت اظ [9] ثَزُ ثِ فطهَل اًتگطال پَاؾَى هؼطٍف

 (26)        
 

 
∫

       

         

  

  
  

( 26ثب تَخِ ثِ قطایٍ هطظی زض ضاثُِ )       اگط

ّبی حبنلِ، تبثغ تَظیغ  ثب هحبؾجِ اًتگطال خبیگصاضی قَز،

 :ثٌبثطایي آیسثسؾت هی Zزهب زض نفحِ 

       
 

 
[∫

    

         
 ∫

    

         
 

 

  

  

  

∫
    

         
 ∫

    

         
]  

 

 

 

 
  

(27) 

       
 

 
*     (

   

 
)         

     (
 

 
)         

     (
   

 
)            +  

 

 Z، ضاثُِ تحلیلی تَظیغ زهب زض نفحِ (27)ضاثُِ 

ثبقس. زض ایي ضاثُِ ٍ توبم وبًتَضّبی ایي همبلِ ثؼس زهب  هی

ولَیي زض ًظط گطفتِ قسُ اؾت. ثطای زؾتیبثی ثِ هؼبزلِ 

یه  ثب (27زهب ثبثت ًیع وبفیؿت ضاثُِ ) ّبی هٌحٌیذبًَازُ 

 همساض ثبثت ثطاثط لطاض زازُ قَز یؼٌی:

 (28)            

تَاى همساض  هی  [7]1ّوچٌیي ثب اؾتفبزُ اظ لبًَى فَضیِ

ثِ ضاحتی  x   ٍyزض ّط ًمُِ ٍ زض ّط زٍ خْت  قبض حطاضتی ضا

هحبؾجِ وطزُ ٍ ثب ًظط ثِ ایٌىِ قبض حطاضتی، وویتی ثطزاضی 

ٍ ثِ زًجبل آى ًطخ  آیس، قبض حطاضتی ثطآیٌس ثِ حؿبة هی

ثطای ثسؾت . یبفت زض ّط ًمُِ زلرَاُ اًتمبل گطهب ضا ًیع

بثغ هرتلٍ پتبًؿیل حطاضتی ضا زض آٍضزى تبثغ خطیبى حطاضت، ت

تؼطیف وطزُ ٍ ثب تَخِ ثِ                      فطم 

 -تَاى اظ ثطلطاضی هؼبزلات وَقی ، هی    تحلیلی ثَزى 

ضا ثِ ػٌَاى        اؾتفبزُ ًوَزُ ٍ تبثغ      ثطای  2ضیوبى

تبثغ خطیبى حطاضت ثسؾت آٍضز. ّوچٌیي ثطای حهَل هؼبزلِ 

زٌّسُ هؿیطّبیی  ّبی خطیبى حطاضت وِ ًكبى ذبًَازُ هٌحٌی

ثب یه همساض ثبثت        ثبقٌس وبفیؿت تبثغ  ػجَض گطهب هی

 هُبثك شیل ثطاثط لطاض زازُ قَز:
            

ٍ زلیك ثطای (، حلی تحلیلی 27ثب حبنل قسى ضاثُِ )

ًیع اضائِ قسُ    انلی ٍالغ زض نفحِ  ًبحیِهؿئلِ، زض 

( زض نفحِ   چطا وِ پل اضتجبَی ثیي ًبحیِ ی انلی) اؾت،

 (10( ٍ )8زض لبلت ضٍاثٍ )  Zٍ ًین نفحِ ثبلا اظ نفحِ    

 ثبقس. هكرم هی وبهلاً

تَظیغ زهب ٍ  ، ًوَزاض ّبیؾِ حبلت قطٌ هطظیثطای      

 ًبحیِ زض، (27)هٌحٌی ّبی زهب ثبثت حبنل اظ ضاثُِ ی 
{      |              }   

 ٍ (9) (،8) ،(7) ،(6) (،5ّبی )زض لبلت قىل  Zنفحِ  اظ

اًس. ؾِ حبلت قطٌ هطظی زض  ثِ ًوبیف گصاقتِ قسُ (10)

 ًظط گطفتِ قسُ ػجبضتٌس اظ: 
         ٍ         ٍ                                     

         ٍ         ٍ                                     
         ٍ         ٍ                                    

 

                                                        
1Fourier 
2Cauchy-Riemann 
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برای حبلت  zًوَدار دهب بر حسب هکبى در صفحِ  -5شکل 

    شرط هرزی 

 

 
برای حبلت  zًوَدار دهب بر حسب هکبى در صفحِ  -6شکل 

     شرط هرزی 

 

 
برای حبلت  zًوَدار دهب بر حسب هکبى در صفحِ  -7شکل 

      شرط هرزی 

 

 

 
برای حبلت شرط  zهٌحٌی ّبی دهب ثببت در صفحِ  -8شکل 

    هرزی 

 

 
برای حبلت شرط  zّبی دهب ثببت در صفحِ هٌحٌی -9شکل 

      هرزی

 

 
برای حبلت شرط  zّبی دهب ثببت در صفحِ هٌحٌی -10شکل 

      هرزی 
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 حل عذدی -1
هثلث : حبلت اٍل(حل ػسزی ثطای ؾِ ًَع ٌّسؾِ هرتلف 

حبلت ، cm  10هتؿبٍی الؿبلیي ثب ؾبلی ثِ ََللبئن العاٍیِ 

ٍ يلغ  cm  10هثلث لبئن العاٍیِ ثب يلغ افمی ثِ ََل زٍم:

يلغ  هثلث لبئن العاٍیِ ثبٍ حبلت ؾَم:  cm5  لبئن ثِ ََل

ٍ زض ّط  cm 10) ٍ يلغ لبئن ثِ ََل cm  5افمی ثِ ََل

 :حبلت قطٌ هطظی ؾِ حبلت ٌّسؾی،

         ٍ         ٍ                            

         ٍ         ٍ                           

         ٍ         ٍ                           

ثِ     هؼبزلِ ضؾبًف زض نفحِزض ًظط گطفتِ قسُ اؾت. 

ّبی هثلثی قىل  هحسٍز ٍ ثب زض ًظطگطفتي الوبى ضٍـ الوبى

حل قسُ   COMSOL Multiphysics 5.0ثِ ووه ًطم افعاض

ثبیؿت اظ  ّبی زلیك هی ثطای ثِ زؾت آٍضزى خَاة .اؾت

هطظی ٍ ٌّسؾِ هؿئلِ اؾتفبزُ ثٌسی هتٌبؾت ثب قطایٍ  قجىِ

ّب ٍاگطا قسُ یب غیطُ زلیك  وَز ظیطا زض غیط ایي نَضت خَاةً

 تَيیحبت وبفی زض ایي هَضز زض هطخغ آیٌس. ثِ زؾت هی

ػسم ، ػسزی یىی اظ ًىبت هْنّبی  زض حل. آهسُ اؾت [13]

تؼساز ًمبٌ قجىِ اؾت. وِ ثِ هٌظَض ثطضؾی حل ثِ ٍاثؿتگی 

ثِ قجىِ زض ّط وسام اظ ؾِ حبلت حل  قطٌ ػسم ٍاثؿتگی

زهب زض هطوع ٌّسؾی ؾَُح   Ι ٌّسؾی ٍ حبلت قطٌ هطظی 

ثطای تؼساز ؾلَل هتفبٍت اظ قجىِ هحبؾجِ قس ٍ هُبثك 

 473زض، ثطای حبلت ٌّسؾی اٍل، قجىِ قبهل  1 خسٍل

ؾلَل ٍ زض  506ؾلَل، حبلت ٌّسؾی زٍم، قجىِ قبهل 

خْت حل ؾلَل،  504حبلت ٌّسؾی ؾَم، قجىِ قبهل 

ّب زض ایي حبلات اظ  خَاة .اًس هؼبزلِ ضؾبًف اًتربة قسُ

قجىِ ثب ؾطػت ثبلایی ثِ یىسیگط، ّوگطا قسُ ٍ ًتبیح حل 

 .اًس ػسزی حبنل قسُ

لبثل ضٍیت  11اظ قجىِ اؾتفبزُ قسُ زض قىل یه ًوًَِ 

ّبی زهب ثبثت حبنل  . وبًتَضّبی تَظیغ زهب ٍ هٌحٌیثبقس هی

ثطای ّط ؾِ ، 14ٍ  13، 12ىبل اظ حل ػسزی زض لبلت اق

حبلت ٌّسؾی ثب ؾِ حبلت قطٌ هطظی زض ًظط گطفتِ قسُ، 

 اًس. ًكبى زازُ قسُ

 
 بٌذی ًَع هختلف از شبکِ 2هقبیسِ دهب برای  -4جذٍل 

 حبلت ؾَم حبلت زٍم حبلت اٍل
تؼساز 

 ؾلَل
 زهب زض ًمُِ
    ̅    ̅  

تؼساز 

 ؾلَل
 زهب زض ًمُِ
    ̅       

تؼساز 

 ؾلَل
  زهب زض ًمُِ 
         ̅  

85 178.47 80 158.85 24 193.34 

136 178.44 174 158.87 49 193.34 

297 178.43 260 158.86 172 193.33 

473 178.43 506 158.87 504 193.33 

957 178.43 1617 158.87 1617 193.33 

3165 178.43 6362 158.87 6352 193.33 

 

 
 یک ًوًَِ از شبکِ حل -44کل ش
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 کبًتَر ّبی تَزیع دهب ٍ هٌحٌی ّبی دهب ثببت در حبلت ٌّذسی اٍل  -42شکل 

 

 

 
 در حبلت ٌّذسی دٍم کبًتَر ّبی تَزیع دهب ٍ هٌحٌی ّبی دهب ثببت -49شکل 
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 کبًتَر ّبی تَزیع دهب ٍ هٌحٌی ّبی دهب ثببت در حبلت ٌّذسی سَم -41شکل 

 
ثِ  ثیكتط اظ ًتبیح حل تحلیلی ٍ ػسزی،خْت اَویٌبى   

تحت قطایٍ هطظی شوط قسُ  لیبؼ همساض حبنل ثطای زهب،

پطزاذتِ  4ٍ  3، 2 لؿوت حل ػسزی، زض لبلت خساٍل زض

ٍ تهَیط    ًمُِ اظ  نفحِ یه ثِ نَضت تهبزفی قسُ اؾت.

 ایٌىبض اًتربة قسُ اؾت.، ثطای   زض نفحِ هتٌبظط ثب آى 

 

 بحث در ًتبیج   -5
ًتبیح حل ػسزی ًعزیىی هٌبؾجی ثِ  4ٍ  3، 2ٍل اهُبثك خس

تَاًس  ّبی هَخَز ًیع هی ًتبیح حل تحلیلی زاضًس ٍ ذُبی

ًبقی اظ ذُبی حل ػسزی ثبقس ّوبًَُض وِ زض خساٍل لبثل 

ثبقس، هیعاى ذُب زض حبلت ٌّسؾی اٍل ًؿجت ثِ  هكبّسُ هی

حبنل ّبی زٍم ٍ ؾَم ووتط اؾت، ایي هیعاى ذُبّبی  حبلت

َجیؼی اؾت، حتی زض حل هؿبئل ضؾبًف ثِ ضٍـ 

ثطذی  ّبی ضیتع ٍ وبًتطٍٍیچ( زض فطهَلاؾیَى اًتگطالی )ضٍـ

% )ضٍـ اًتگطال ضیتع( زض 27ّبی ًبهٌظن گبّب ذُبی  ٌّسؾِ

همبیؿِ ثب حل تحلیلی ثط هجٌبی فطهَلاؾیَى زیفطاًؿیلی ًیع 

 ؾت وِ ّط ؾِ حبلت ٌّسؾیا ثسیْی .[2] گعاضـ قسُ اؾت

ثبیؿت  زض ًظط گطفتِ قسُ ثطای حل ػسزی زض ایي همبلِ، هی

 ّبی هكبثْی اظ ًظط وبًتَضّبی تَظیغ زهب ثبقٌس زاضای قىل

)زض قطایٍ هطظی یىؿبى(، چطا وِ تٌْب اظ ًظط همیبؼ ثب 

اًس ٍ ایي هَيَع ضا ثِ ضٍقٌی زض وبًتَضّبی  یىسیگط هتفبٍت

ّس ثَز. ًىتِ تَاى قب تَظیغ زهبی ثِ ًوبیف گصاقتِ قسُ، هی

لبثل تَخِ زض ًتبیح حل تحلیلی ٍ ػسزی، هكبّسُ ثطلطاضی 

لًیِ انل هبوعیون زض اضتجبٌ ثب تَاثغ تحلیلی ثطای ًبحیِ 

، زض زاذل     ثبقس. َجك ایي لًیِ، ّطگبُ تبثغ  حل هی

، همبزیط |    |گبُ آًای تحلیلی ٍ غیطثبثت ثبقس،  ًبحیِ

 وٌس ٍ ًیع اگط تربة هیهبوعیون ذَز ضا ضٍی هطظ ًبحیِ اً

 ای اظ ایي ًبحیِ نفط ًكَز، هیٌیون همساض زض ّیچ ًمُِ      
 . ضاثُِ[9] ًیع ضٍی هطظ ایي ًبحیِ ضخ ذَاّس زاز |    |

ای تحلیلی ٍ  (، ضاث27ُِ) حبنل ثطای تَظیغ زهب یؼٌی ضاثُِ

غیط ثبثت اؾت ٍ ّوچٌیي زض زاذل ًبحیِ حل، نفط 

قَز، ثٌبثطایي قطایٍ لًیِ انل هبوعیون ضا اضيب وطزُ ٍ  ًوی

وٌس  همبزیط اوؿتطهن ذَز ضا ضٍی هطظّب اًتربة هی زض ًتیدِ

 زٌّس. وِ ًتبیح ػسزی ًیع ایي ضا ثِ ٍيَح ًوبیف هی
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  برای شرط هرزی  ج تحلیلی ٍ عذدیهقبیسِ ًتبی -2 جذٍل

    هرتهبت ًمُِ زض                                  

   هرتهبت ًمُِ زض
 حبلت اٍل

 ٌّسؾی

حبلت زٍم 

 ٌّسؾی

 ؾَم حبلت
 ٌّسؾی

                                                   

 179.5 179.5 179.5 زهب اظ حل تحلیلی

 191.92 169.08 179.75 حل ػسزی زهب اظ

 %6.91 %5.8 %0.13 ذُب ًؿجی

 

   برای شرط هرزی  ٍ عذدی ج تحلیلیهقبیسِ ًتبی -9جذٍل
    هرتهبت ًمُِ زض                                                 

   هرتهبت ًمُِ زض
 حبلت اٍل

 ٌّسؾی

حبلت زٍم 

 ٌّسؾی

 ؾَم حبلت
 ٌّسؾی

                                                   

 505.57 505.57 505.57 زهب اظ حل تحلیلی

 384.36 577.29 504.48 زهب اظحل ػسزی

 %23.9 %14.1 %0.21 ذُب ی ًؿجی

 

برای شرط هرزی  ج تحلیلی ٍ عذدیهقبیسِ ًتبی -1جذٍل

    
 هرتهبت ًمُِ زض                                                 

   

 

   هرتهبت ًمُِ زض
 حبلت اٍل

 ٌّسؾی

حبلت زٍم 

 ٌّسؾی

 ؾَم حبلت
 ٌّسؾی

                                                   

 264.36 264.36 264.36 زهب اظ حل تحلیلی

 241.26 280.59 264.14 زهب اظحل ػسزی

 %8.7 %6.1 %0.08 ذُب ی ًؿجی

 

 ًتیجِ گیری -2

َی همبلِ حبيط، زض حبلت ذبل، هؼبزلِ ضؾبًف، حبلت پبیب 

زض نفحِ هثلثی لبئن العاٍیِ ثب قطایٍ هطظی زهب ثبثت ثِ 

وطیؿتَفل حل قس، تبثغ تَظیغ زهب  –ووه تجسیل قَاضتع 

ثسؾت آهس ٍ زض ًْبیت ثِ ووه حل ػسزی اًدبم یبفتِ اظ 

نحت ًتبیح حل تحلیلی اَویٌبى حبنل قسُ ٍ ثِ هحل 

ّبی تبثغ تَظیغ زهب ًیع پی ثطزُ قس. ّوچٌیي  ٍلَع اوؿتطهن

زض حبلت ولی ضاُ وبض حل هؼبزلات ضؾبًف حبلت پبیب زض 

ّب زض ایي ظهیٌِ ًكبى زاز  س، ثطضؾیّبی ًبهظن اضائِ ق ٌّسؾِ

وِ ثَؾیلِ تجسیلات هرتلٍ ّوسیؽ، قطایٍ هطظی زیطیىلِ ٍ 

قطٌ هطظی ػبیك )اظ زؾتِ ی قطایٍ هطظی ًیَهبى( تغییط 

وٌٌس اهب قطٌ هطظی قبض ثبثت ٍ هتغیط )اظ زؾتِ قطایٍ  ًوی

قًَس. ّوچٌیي  ًیَهبى( ٍ قطٌ هطظی ضاثیي زچبض تغییط هی

تحت تجسیلات هرتلٍ ّوسیؽ، هؼبزلِ پی ثطزُ قس وِ 

لاپلاؼ زض فطم ذَز ثی تغییط هبًسُ اهب هؼبزلِ پَاؾَى زچبض 

ّبی اًدبم قسُ، لسضت تجسیلات  گطزز. ثطضؾی تغییط هی

هرتلٍ ضا ثطای حل هؼبزلات ضؾبًف حبلت پبیب، زض 

ّبی ًبهٌظن ثِ ٍيَح ًكبى زاز ٍ ضاُ ضا ثطای حل  ٌّسؾِ

 ّبی ًبهٌظن زیگط ًیع گكَز. هؼبزلات ضؾبًف زض ٌّسؾِ

 

 فْرست علائن  -2
   T                                                            ( زهبK)   

T1                                                                                       ( زهبی هطظ لبئنK) 

T2                                               ( زهبی هطظ افمیK) 
T3                                                 ( زهبی هطظ ٍتطK) 

 (cm) ََل يلغ افمی                                                          

 (cmََل يلغ لبئن )                                                           

 (cmؾبق )ََل                                                                   

 ًبحیِ انلی حل                                                                 

 تبثغ ثتب                                                                              

 ػسزی هرتلٍ                                                                     
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