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 چکیسه
ً  زاض ثیبن میثطوًلی تطن-ی تیط ايیلطثىسی ضيـ المبن محسيز عیفی ي حل آن ثطای آوبلیع اضتعبقبت آظاز ي يازاقتٍزض ایه ممبلٍ، فطمًل ز. قو

َوبی  خبیی عیفوی، توبث   ای حطوت، میسان خبثٍَبی زیفطاوؿیل پبضٌالگًضیتم المبن محسيز عیفی، زض ثطزاضوسٌ اؾترطاج معبزلٍفطمًل ثىسی 

ٍ   . تبث اؾت قىل زیىبمیىی ي مبتطیؽ ؾرتی زیىبمیىی َوبی موًج حوبوم ثوط     َبی قىل زیىبمیىی زض حًظٌ فطوبوؽ، اظ حول زلیوك معبزلو

وس ي ثوط ایوه   قً قًز وٍ ثب یه فىط پیچكی ثٍ َم متهل میزاض ثٍ زي ثرف یب زي تیط خساگبوٍ تمؿیم میآیىس. تیط تطنزؾت میؾیؿتم ثٍ

آیوس. ثوب زض و وط گوطفته اضتعوبـ آظاز تیوط،       زؾت میزاض ثٍثطوًلی تطن-ی فطوبوؽ ثطای تیط ايیلطاؾبؼ، مبتطیؽ ؾرتی زیىبمیىی زض حًظٌ

آیىس. زض ضيـ المبن محسيز عیفی، امىبن پوصیط اؾوت ووٍ وول     زؾت میمطظی گًوبگًن ثٍَبی زاض ثطای قططَبی عجیعی تیط تطنفطوبوؽ

یبثی ثٍ زلت مىبؾت، ایه امىبن میؿوط  وٍ زض ضيـ المبن محسيز ولاؾیه، ثطای زؾتؾبظی قًز، زض حبلیعًل تیط ثب زي المبن عیفی مسل

َوبی تحلیلوی   َبی ضيـ الموبن محوسيز ولاؾویه یوب حول     ت پبؾدزؾت آمسٌ اظ ضيـ المبن محسيز عیفی، ثب زلَبی ثٍویؿت. زلت پبؾد

َوب ي افوعایف زلوت، زض    َبی حبنل اظ ضيـ المبن محسيز عیفی، وكبوگط ثطتطی ایوه ضيـ زض ووبَف تعوساز الموبن    قًوس. وتیدٍممبیؿٍ می

 ممبیؿٍ ثب ضيـ المبن محسيز ولاؾیه اؾت.

 .مبتطیؽ ؾرتی زیىبمیىی ؛تبث  قىل زیىبمیىی ؛ثطوًلی-ًضی ايیلطتئ ؛تیط تطن زاض ؛ضيـ المبن محسيز عیفی :کلوات کلیسی
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Abstract 
In this article, a spectral finite element (SFE) formulation and its solution are described for free and force 

vibrations of cracked Euler-Bernoulli beam. The formulation based on SFE algorithm includes deriving 

partial differential equations of motion, spectral displacement field, dynamic shape functions, and dynamic 

stiffness matrix. Frequency-domain dynamic shape functions are derived from an exact solution of governing 

wave equations. The cracked beam with an open crack is modeled as two segments connected by a massless 

rotational spring at the crack position and frequency-domain dynamic stiffness matrix for cracked Euler-

Bernoulli beam is extracted. By considering free vibration of the cracked beam, its natural frequencies are 

derived for different boundary conditions. In the SFE model, It is possible to represent the whole length of 

beam only by two spectral elements, while it may not be possible to do that in finite element (FE) model, for 

reaching the same order of accuracy. The accuracy of results obtained from SFE formulation is compared 

with that of either FE method or analytical formulations. The SFE results display remarkable superiority with 

respect to those of FE, for reducing the number of elements as well as increasing numerical accuracy. 

Keywords: Spectral Finite Element Method; Cracked Beam; Euler-Bernoulli Theory; Dynamic Shape 

Function; Dynamic Stiffness Matrix. 
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 هقسهه -1

گیوطی اظ  زاض، ثوب ثُوطٌ  َبی توطن ثطضؾی ضفتبض زیىبمیىی ؾبظٌ

تحلیلوی، دوسزی ي تدطثوی، ثبضَوب موًضز      َبی گًووبگًن  ضيـ

مغبلعٍ لطاض گطفتٍ اؾت. ظمبوی وٍ زض یه ؾبظٌ تطووی ایدوبز   

ی آن، یبثووس ي زض وتیدووٍقووًز، ؾوورتی آن وووبَف مووی مووی

َبی عجیعی ؾبظٌ ویع وبَف ذًاَىس یبفت. اظ عطفی، فطوبوؽ

ثب زض ض زاَبی تطنَبی ثؿیبضی زض ایه حًظٌ، ضيی تیطپػيَف

ظ موطظی گًووبگًن نوًضت گطفتوٍ اؾوت.      و ط گوطفته قوطای  

زض پػيَكوی ثوٍ موطيض ضفتوبض زیىوبمیىی       ،[1] 1زیمبضاگًوبؼ

ٍ  ،[2] 2زاض پطزاذت. چًوسضيؼَبی تطنؾبظٌ ای وبمول  و طیو

ز ي ثوٍ ثطضؾوی   ووط زاض ثیوبن  ثطای ثطضؾی اضتعبقی تیوط توطن  

زاض پطزاذت. محموًز ي  ثطوًلی تطن-اضتعبقبت دطضی تیط ايیلط

زاض ثوب قوطایظ   آوبلیع مًزال، پبؾد تیوط توطن  [ ثب ضيـ 3ظیس ]

زؾت آيضزووس. آووبن وكوبن زازووس ووٍ      مطظی زي ؾط لًلا ضا ثٍ

َوب ي تيییوط زض الگوًی    خوبیی افعایف خبثٍ ؾجت ،حضًض تطن

-ثط ایه توبيیط موی   ،ي افعایف زض دمك تطن قًزپبؾد تیط می

گیوطی اظ ضيـ الموبن   ثوب ثُوطٌ   ،[4ي خجوبضی ]  3افعایس. وحًی

چىوویه ضيـ تدطثووی، ثووٍ ثطضؾووی ي َووم 4ولاؾوویهمحووسيز 

 ،[5ي َمىووبضان ] 5قىبؾوبیی تووطن زض ؾووبظٌ پطزاذتىوس. لًیووب  

زاض ثب قطایظ مطظی َبی عجیعی تیط تیمًقىىًی تطنفطوبوؽ

زؾت آيضزوس. آوبن تیط ضا ثٍ لًلا ضا ثطای اضتعبقبت دطضی آن ثٍ

وٍ ثب زي فىوط ثوسين خوطي، یىوی وككوی ي       نًضت زي ثرف

ووٍ  چكی، ثٍ َم متهلىس مسل وطزوس. ثطذلاف ایوه زیگطی پی

تًاوس ؾجت ثوبظ ي ثؿوتٍ قوسن توطن     گصاضی زیىبمیىی میثبض

 قًز.ز، زض ایه پػيَف، تطن َمًاضٌ ثبظ زض و ط گطفتٍ میقً

توطیه ضيـ  ضيـ المبن محسيز ولاؾیه، قوىبذتٍ قوسٌ  

َبؾت. ایه ضيـ، ثوٍ زلیول   دسزی زض تحلیل زیىبمیىی ؾبظٌ

ٍ  تًاومىسی ثبلا -ی آن زض ثطوبمٍ وًیؿی ووبمویًتطی، زض قوبذ

َبی گًوبگًن مُىسؾی وبضثطز فطاياوی یبفتٍ اؾت. ضيـ المبن 

َوبی  ثىوسی ؾوبظٌ ثوٍ الموبن    ثرف  محسيز ولاؾیه، ثط پبیٍ

َبی ؾرتی ي خطي، اؾوتًاض اؾوت.   متعسز ي اؾترطاج مبتطیؽ

                                                        
1 Dimarogonas 
2 Chondros 
3 Nahvi 
4 Finite element method (FEM) 
5 Loya 
 

ی گصض ثبض [ اظ ایه ضيـ ثطای ثطضؾی پسیس6ٌ]ي َمىبضان  6يي

اظ ضيـ المبن محوسيز   ،[7ي َمىبضان ] 7ثُطٌ ثطزوس. اوسضؾًن

َوبی زي ثعوسی ثُوطٌ گطفتىوس. ثبیوس اقوبضٌ       ولاؾیه زض ؾبظٌ

زاقت وٍ زلت ایه ضيـ، تب خبیی اؾت وٍ عًل مًج اظ عًل 

تط ثبقس. ثب افعایف فطوبوؽ، عًل مًج ووبَف  َط المبن ثعضي

حوسيز  یبفتٍ ي زض وتیدٍ، ثوطای افوعایف زلوت ضيـ الموبن م    

-تط قًز. َموًچه ي وًچه ،َبی المبنولاؾیه، ثبیس اوساظٌ

َبی چىیه، ضيـ المبن محسيز ولاؾیه ثٍ اؾترطاج مبتطیؽ

َوبی  َب، اظ توبث  قًز وٍ ایه مبتطیؽؾرتی ي خطي مىدط می

َب، ثسين زض وتیدٍ، ایه تبث  ؛آیىسزؾت میقىل اؾتبتیىی ثٍ

طایه، زض ضيـ الموبن  ثىوبث  ؛تيییط ي مؿتمل اظ فطوبوؽ َؿتىس

َوب  الموبن  َبی ثبلا، ثبیوس اووساظٌ  محسيز ولاؾیه، زض فطوبوؽ

َب افعایف یبثس توب زلوت ثیكوتط    وًچه ي زض وتیدٍ، تعساز آن

آیوس.  ایه ضيـ ثوٍ قومبض موی    َبی دمسٌقًز وٍ ایه اظ ومم

ؾجت افعایف تعوساز   ،َبی ثؿیبض ضیعثىسی ؾبظٌ ثٍ المبنثرف

اودبي  زض وتیدٍ، ظمبن ي َعیىٍ ،قسٌ َبی آظازی ؾیؿتمزضخٍ

ثىبثطایه، ثؿیبضی اظ پػيَكگطان  ؛یبثسمحبؾجبت ویع افعایف می

 َبی مىبؾت ثطای ایه ضيـ افتبزوس.ثٍ فىط یبفته خبیگعیه

ٍ  8ضيـ المبن محسيز عیفوی  ٍ  ، ثوط پبیو ی ی تجوسیل فًضیو

َبی وًیه ثطای خوبیگعیىی ضيـ الموبن   ، اظ خملٍ ضيـ9ؾطی 

ٍ   محسيز ولاؾو  ی اذیوط، زض  یه اؾوت. ایوه ضيـ، زض زي زَو

َوب، مووًضز تًخوٍ ي اؾووتمجبل   ثطضؾوی زیىوبمیىی ضفتووبض ؾوبظٌ   

َوبی  تًاووس پبؾود  پػيَكگطان لطاض گطفتٍ اؾت. ضيقی وٍ می

َووبی ثبضگووصاضی زض زلیووك ي مىبؾووت ضا، حتووی ثووطای مؿووبلٍ

فطوبوؽ ثبلا، اضایٍ وىس. ثوٍ عوًض ولوی، ضيـ الموبن محوسيز      

ی فطووبوؽ  لٍ حبوم ثط ؾیؿوتم زض حوًظٌ  عیفی، ثٍ حل معبز

گیوطز دزض  نًضت زلیك نًضت میپطزاظز. ایه ضيوس حل، ثٍمی

ی ظموبن، ثوٍ   َب، اظ حوًظٌ نًضت يخًز( ي ثطای وگبقت معبزلٍ

قوًز.  ی ؾطی  ثٍ وبض گطفتٍ میی فطوبوؽ، تجسیل فًضیٍحًظٌ

ای حوبوم  َبی پبضٌگًوٍ وٍ اقبضٌ قس، حل زلیك معبزلٍَمبن

بظٌ، اؾبؼ وبض ضيـ المبن محسيز عیفی اؾت ي ثوط ایوه   ثط ؾ

قوًز.  َبی عیفوی اودوبي موی   اؾبؼ، فطمًل ثىسی ثطای المبن

قًز، ثط ذلاف ضيـ ی ایه ضيـ ثط حل زلیك، ؾجت میتىیٍ

                                                        
6 Wu 
7 Anderson 
8
 Spectral finite element method (SFEM) 

9
 Fast Fourier transform (FFT) 
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ثىوسی  المبن محسيز ولاؾیه، ایه ضيـ ویبظ چىساوی ثٍ ثرف

ثوٍ  یوبثی  َبی ضیع وساقتٍ ثبقس. زض وتیدٍ، زؾتؾبظٌ ثٍ المبن

-َبی زلیك، تىُب ثب یه یب زي المبن ویع امىبن پصیط موی پبؾد

 قًز.

َوب  ضيـ المبن محسيز عیفی ثوطای تحلیول زیىوبمیىی ؾوبظٌ    

وبضثطز زاضز. ثطذلاف ضيـ المبن محسيز ولاؾیه ووٍ زض آن  

َبی قىل قًز، تبث ثطزٌ می َبی قىل اؾتبتیىی ثُطٌاظ تبث 

ٍ  َبی ، اظ حل زلیك معبزل1ٍزیىبمیىی زؾوت  حبوم ثط ؾوبظٌ ثو

-موی ثىوبثطایه   ،َب، ياثؿتٍ ثٍ فطوبوؽ ثوًزٌ آیىس. ایه تبث می

َبی ثبلا، ضفتبض زیىبمیىی زلیك ؾبظٌ ضا ثیبن تًاوىس زض فطوبوؽ

َبی قىل ی تبث ویع ثط پبیٍ 2وىىس. مبتطیؽ ؾرتی زیىبمیىی

ظمبن، قًز. ایه مبتطیؽ ثٍ عًض َمقىل زیىبمیىی ؾبذتٍ می

َبی خطي ي ؾرتی المبن اؾت. اظ عطفی يیػگیی زض ثطزاضوسٌ

وُوف  زض ضيـ المبن محسيز عیفی، پبؾود زیىوبمیىی، ثوطَم   

زاضی اظ مًزَبی مًج زض چىسیه فطوبوؽ گؿؿتٍ، تعساز وطان

قوًز. زض  ی گؿؿوتٍ فوطو موی   ی تئًضی تجسیل فًضیٍثط پبیٍ

ی مبتطیؽ ؾرتی زیىبمیىی ثبیس ثوطای َموٍ   وتیدٍ، محبؾجٍ

ؿؿتٍ، تب ثبلاتطیه فطووبوؽ موًضز و وط تىوطاض     َبی گفطوبوؽ

 قًز.

َبیی مبوىوس  زض ضيـ المبن محسيز ولاؾیه، يخًز فطو

چىیه، وبَس. َمَب میَبی قىل اؾتبتیىی، اظ زلت پبؾدتبث 

دسي ویبظ ثٍ زض و ط گطفته تعساز الموبن ظیوبز، ؾوجت اظ ثویه     

ً ثىسی ؾبظٌ میَبی مطثًط ثٍ ثرفضفته ذغب ز ي ظموبن ي  قو

َب یبثس. پؽ اظ ثطضؾی ضاثغٍی محبؾجبت ویع وبَف مییىٍَع

ٍ   ی فطوبوؽ، ثب ثُوطٌ زض حًظٌ ی گیوطی اظ ياضين تجوسیل فًضیو

 قًوس.ؾبظی میی ظمبن، ثبظَب زض حًظٌ، پبؾد3ؾطی 

ثووطای ورؿووتیه ثووبض، مفووبَیم  ،[8] 4وبضایبوووبن ي ثؿووىبؼ

 ،[9] 5اؾبؾی ضيـ المبن محسيز عیفی ضا ثیبن ومًزوس. زيیل

 6ی اوتكبض مًجورؿتیه ثبض اظ ایه ضيـ زض ثطضؾی پسیسٌ ،[9]

گیوطی اظ الگوًضیتم تجوسیل    َب ثُوطٌ ثوطز. ثُوطٌ   زض ؾبظٌ 6مًج

ی ؾطی ، زض پػيَف يی مًضز تًخٍ لطاض گطفت. ؾوؽ، فًضیٍ

                                                        
1 Dynamic shape function 
2 Dynamic stiffness matrix (DSM) 
3 Inverse fast Fourier transform (IFFT) 
4 Narayanan, Beskos 
5 Doyle 
 6 Wave propagation 

ضيـ المبن محوسيز عیفوی ضا، خُوت     ،[10] 7زيیل ي فبضیؽ

وطزوس. گطز ویع معطفی َبی َمؿبنآوبلیع اوتكبض امًاج زض ؾبظٌ

یوه موسل الموبن محوسيز      ،[11] 8مبَبپبتطا ي گًپبلاوطیكىبن

-ذمكوی -عیفی ثطای آوبلیع اوتكبض مًج زضَم زضگیط محًضی

ایوٍ وطزووس ي   ی ضوریم، اض َبی مطوت لایٍ لایٍثطقی، زض تیط

یب مبتطیؽ الموبن عیفوی زلیوك ضا     مبتطیؽ ؾرتی زیىبمیىی

ضيـ الموبن   ،[12ي َمىوبضان ]  9زؾت آيضزوس. لیثطای آن ثٍ

 ٍ ی ؾوطی ، ثوطای   عیفی وًیه ثط مجىبی الگًضیتم تجسیل فًضیو

 ٍ َوبی زیىوبمیىی ذغوی    ی ؾیؿوتم پبؾد زیىبمیىی يازاقوت

ي  10نفط، اضایٍ زازوس. چوبوطاثًضتی گؿؿتٍ، ثب قطایظ آغبظیه وب

ضيـ المبن محسيز عیفی ضا ثطای آوبلیع  ،[13گًپبلاوطیكىبن ]

ثىسی قسٌ، ظیط وطز زضخٍلضفتبض اوتكبض مًج زض یه تیط ثب دم

ٍ   ثبضگصاضی ضطثٍ ي  11ووبض گطفتىوس. يیىوًز   ای فطووبوؽ ثوبلا، ثو

ثطوًلی،  -ثٍ ثطضؾی اضتعبقی تیط چطذبن ايیلط ،[14َمىبضان ]

ثب ؾغح ممغ  يبثت ي متيیط ثوب ضيـ الموبن محوسيز عیفوی     

َوبی  َبی مًج، اظ فوطو زؾت آيضزن دسزپطزاذتٍ، ي ثطای ثٍ

 گطفتىس.ای ثُطٌ ؾبزٌ وىىسٌ

گیوطی اظ ضيـ الموبن   زض پػيَف حبضوط، اثتوسا ثوب ثُوطٌ    

     ٍ ی تیوط  محسيز عیفوی، ثوٍ ثطضؾوی اضتعبقوبت آظاز ي يازاقوت

َبی ثطوًلی پطزاذتٍ ي پؽ اظ آن، ثب زض و ط گطفته ضاثغٍ-ايیلط

ؽ ؾرتی زیىوبمیىی  مطثًط ثٍ تطن َمًاضٌ ثبظ زض تیط، مبتطی

-ىی تیط ؾبلم، ثٍاؾبؼ مبتطیؽ ؾرتی زیىبمیزاض، ثطتیط تطن

گیوطی  زاض، ثب ثُطٌَبی عجیعی تیط تطنآیس. فطوبوؽزؾت می

َوبی موطظی زي ؾوط    اظ ضيـ المبن محسيز عیفی، ثطای قطط

-زؾت آيضزن فطوبوؽثٍ .آیسزؾت میلًلا ي زي ؾط گیط زاض ثٍ

ٍ   ،َبی عجیعی ی غیوط خجوطی   ی مموساض يیوػٌ  مىدط ثوٍ مؿوبل

اظ ضيـ دوسزی   ،َوب ایه فطوبوؽ ذًاَس قس وٍ ثطای محبؾجٍ

پوؽ اظ آن، ثوب زض و وط     .قوًز ثُطٌ ثوطزٌ موی   12زي ویم وطزن

زاض زض قطط مطظی زي ؾوط  گطفته ویطيی يبثت، پبؾد تیط تطن

چىیه دمك قًز. تبيیط يخًز تطن زض تیط ي َملًلا حبنل می

قًز. ثٍ عًض ولی، زاض ویع ثطضؾی میي محل تطن زض تیط تطن

ـ المبن محسيز عیفی دثب زض و ط گطفته تىُب گیطی اظ ضيثُطٌ

                                                        
7 Farris 
8 Mahapatra, Gopalakrishnan 
9 Lee 
10  Chacraborty 
11 Vinod 
12 Bisection method 
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زؾت آيضزن مبتطیؽ ؾرتی زیىبمیىی تیوط  زي المبن( ثطای ثٍ

زاض دثٍ ضيـ شوط قسٌ زض ایه پػيَف(، ثطضؾی اضتعوبـ  تطن

چىویه،  زاض ي َوم َبی تیط توطن زؾت آيضزن فطوبوؽآظاز ي ثٍ

َبی مطثًط ثٍ تطن، ثط پبؾود زیىوبمیىی   ثطضؾی تبيیط پبضامتط

آیىوس. زلوت   َبی ایه پػيَف ثٍ قمبض موی یه تیط، اظ وًآيضیا

َبی تحلیلی یب ویمٍ تحلیلی َب دزض ممبیؿٍ ثب ضيـثبلای پبؾد

-َبی ثؿیبض وم، اظ ثطتوطی گیطی اظ تعساز المبنمًخًز( ي ثُطٌ

 ـ َوب، ثوٍ   َبی ضيـ المبن محسيز عیفی، وؿجت ثٍ ؾوبیط ضي

 ذهًل، ضيـ المبن محسيز ولاؾیه اؾت.

 

-اویلر بررسی روش الواى هحسوز طیفی زر تیر -2

 برنولی سالن

 ،ثطوًلی-ای حبوم ثط اضتعبـ تیط ايیلطی زیفطاوؿیل پبضٌمعبزلٍ

 :[15] قًزثٍ ایه نًضت ثیبن می

  
        

   
   

        

   
        

   

(1) 

مسيل   خبیی دطضی تیط، ثیبوگط خبثٍ       زض ایه ضاثغٍ، 

  ؾغح ممغو  تیوط،     گكتبيض ایىطؾی ؾغح،   الاؾتیؿتٍ، 

(، پبؾود  7دوكوبوگط ویوط         چگبلی خطموی تیوط ثوًزٌ ي    

-يی ذبضخی زلرًاَی اؾت وٍ ثط تیط ياضز موی دمًمی ثطای 

ثوٍ   ،ثطووًلی -ز. گكتبيض ذمكی ي ویطيی ثطقی زض تیط ايیلطقً

 ایه قىل ذًاَىس ثًز:
                  

                    

   (2) 

   (3) 

خبیی دطضی تیط، ثب ثیبن عیفی قًز، خبثٍاوىًن فطو می

 ی فطوبوؽ وگبقتٍ قًز:ظیط، اظ حًظٌ ظمبن ثٍ حًظٌ

       
 

 
∑               

   

   

  (4) 

َوبی عیفوی یوب َموبن     ضوطیت          وٍ زض ایه ضاثغٍ، 

خبیی دطضی تیط َؿوتىس. اوىوًن   فًضیٍ ثطای خبثٍَبی ضطیت

 ٍ ( ي ثووطای یووه 1ی د( زض ضاثغوو4ٍی دثووب خبیگووصاضی معبزلوو

 ٍ ی زیفطاوؿویل حوبوم ثوط مؿوبلٍ، ثوٍ      فطوبوؽ ذبل، معبزلو

 :قًزی فطوبوؽ وگبقتٍ مینًضت ظیط، ثٍ حًظٌ

                                     (5) 

َووبی فًضیووٍ ثووطای ویطيَووبی ضووطیت        وووٍ زض آن،  

ذبضخی ياضز ثط تیط َؿتىس. اوىًن ثطای ثیبن اضتعبـ آظاز تیوط  

ٍ -ايیلووط ( وىووبض 5ی داظ معبزلووٍ        ی ثطوووًلی، خملوو

 :قًزحبنل می( 6دی گصاقتٍ قسٌ ي ضاثغٍ

                             (6) 

-فطو می ( 7ضاثغٍ د زیفطاوؿیل ثبلا، ثٍ قىلی پبؾد معبزلٍ

 قًز:

                (7) 

مىدط  (8د (، ثٍ ضاثغ6ٍی د( زض معبزل7ٍی دخبیگصاضی ضاثغٍ

 قًز:گفتٍ می 1ی پطاوىسگیز، وٍ ثٍ آن، ضاثغٍقًمی

ثطووًلی  -ثطای تیوط ايیلوط   2وكبوگط دسز مًج   زض ایه ضاثغٍ، 

 ز:قً اؾت ي ثٍ ایه نًضت ثیبن می

(، چُبض ضیكٍ زاضز وٍ ثٍ ایه قوىل وموبیف زازٌ   8ی دمعبزلٍ

 قًوس:می

  ٍ ٍ ثىبثطایه، ثب زض و ط گوطفته ضاثغو خوبیی دطضوی تیوط    ی خبثو

 ایه قىل ذًاَس ثًز:ثطوًلی ثٍ -ايیلط

 ی ثبلا:وٍ زض ضاثغٍ

ثطووًلی ثوٍ   -َبی گطَی ثطای المبن تیوط ايیلوط  خبییثطزاض خبثٍ

ٍ       ،  عًل   خوبیی زض حوًظٌ  ثوٍ نوًضت ظیوط، ثوٍ میوسان خبثو

 فطوبوؽ مطتجظ اؾت:

ثطووًلی ویوع عجوك    -َبی گطَی ثطای المبن تیط ايیلطثطزاض ویطي

َوبی ذمكوی   گكوتبيض َوبی ثطقوی ي   ، ثٍ ویوطي (14دی ضاثغٍ

ي ثوط اؾوبؼ لوبوًن     1ياثؿتٍ اؾت. ثب زض و ط گوطفته قوىل   

 دلامت زض ممبيمت مهبلح:

                                                        
1
 Dispersion relation 

2
 Wave number 

     
       (8) 

   √  
  

  
     (9) 

                            (10) 

           
         

        
      

    
              

 (11) 

                                  

            
  

(12) 

      {

  

  

  

  

}  

{
 

 
    

     
     

      }
 

 
 (13) 
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ٍ   11ی دثب خبیگصاضی ضاثغٍ (، 13ی د( زض ؾومت ضاؾوت ضاثغو

 آیس:زؾت میثٍ 15ی ضاثغٍ

 وٍ زض ایه ضاثغٍ:

 

 
 برنولی-علاهت برای الواى طیفی تیر اویلرقرارزاز  -1ضکل 

 

  ٍ ٍ 15ی داوىًن ثب خبیگوصاضی ضاثغو (، ثوطزاض  11ی د( زض ضاثغو

-خبیی دطضی تیوط ايیلوط  خبثٍ ،تًان حصف وطزٌضا می  يبثت 

 ثطوًلی ضا ثٍ ایه نًضت ثیبن زاقت:

                   (17) 

زیىوبمیىی تیوط   ، توبث  قوىل           وٍ زض ایه ضاثغوٍ،  

 آیس:زؾت میثٍ (18دی ثطوًلی اؾت ي اظ ضاثغٍ-ايیلط

                  
       (18) 

ثطووًلی،  -زؾت آمسن تبث  قىل زیىبمیىی تیط ايیلوط پؽ اظ ثٍ

ضيوس محبؾجٍ ثطای ایدبز موبتطیؽ ؾورتی زیىوبمیىی، ازاموٍ     

ٍ  1فطي ضوعی   ثىبثطایه، ؛یبثسمی گطفتوٍ  (، زض و وط  5ی دضاثغو

 قًز:می

اؾت. ثب زض   ممساض زلرًاَی اظ تيییطات    وٍ زض آن، 

ی ضاثغٍ ،ی ايلو ط گطفته اوتگطال خعء ثٍ خعء، ضيی خملٍ

 ( اؾت:20ضاثغٍ دنًضت ( ث19ٍد

                                                        
1
 Weak form 

    ٍ (، 14( ي د13َوبی د ثٍ ایه تطتیت، ثوب زض و وط گوطفته ضاثغو

 ز:قًثیبن می (21ضاثغٍ د ( ثٍ قىل19ی دضاثغٍ

∫              
  

 

 ∫              
  

 

       (21) 

(، فطي 19ی د( زض ضاثغ21ٍی دثىبثطایه ثب خبیگصاضی ضاثغٍ

 ذًاَس قس:( 22ضاثغٍ دضعی ، ثٍ قىل 

∫              
  

 

   ∫          
  

 

 

 ∫           
  

 

         

(22) 

(، 22ی د(، زض ضاثغ17ٍی دي زض وُبیت، ثب خبیگصاضی ضاثغٍ

 حبنل ذًاَس قس: (23دی ضاثغٍ

     ∫     
     

     
  

 

   ∫     
        

  

 

 

            

(23) 

 ی ثبلا:وٍ زض ضاثغٍ

       ∫          
         

  

 

 (24) 

ثیبوگط ثوطزاض ویوطيی گطَوی ثوٍ اظای            زض ایه ضاثغٍ، 

ممساض زلروًاَی اظ      اظ عطفی، چًن ویطيی ذبضخی اؾت. 

 پؽ:خبیی اؾت، تيییطات خبثٍ

                          (25) 

ثطوًلی، اظ -ثىبثطایه، مبتطیؽ ؾرتی زیىبمیىی ثطای تیط ايیلط

 قًز:می ومبیف زازٌ (26ضاثغٍ دزؾت آمسٌ زض ی ثبلا ثٍضاثغٍ

       ∫      
     

          
      

  

 

 (26) 

ثطوًلی -زیىبمیىی تیط ايیلطاوىًن ثب زاقته مبتطیؽ ؾرتی 

-زاض ضا ثٍتًان مبتطیؽ ؾرتی زیىبمیىی تیط تطنؾبلم، می

 زؾت آيضز.

 زرآوری هاتریس سرتی زیناهیکی تیر اویلر -3

 زاربرنولی ترک
زَس وٍ زض ایه زاض ضا وكبن میثطوًلی تطن-، تیط ايیلط2قىل 

 چىویه، ثوطای  قًز. َمتیط، تطن َمًاضٌ ثبظ زض و ط گطفتٍ می

ضيز. وبض موی ؾبظی تطن، مسل فىط پیچكی ثسين خطي، ثٍمسل

قوًز ووٍ زض   زض ایه مسل، تیط ثٍ زي ثرف ؾبلم تمؿویم موی  

گیطی اظ یه فىط پیچكی ثوسين خوطي، ثوٍ    محل تطن، ثب ثُطٌ

       {

  

  

  

  

}  {

     
     
     

     

}   (14) 

      

{
 

 
       

        
        

         }
 

 
          (15) 

        

[

 
    

       

           

 
   

      

         

 
   

       

    
      

 
  

      

   
     

] 
(16) 

∫ (                        )     
  

 

 (19) 

∫                 
  

 

  

∫                    
  

 

    |
  
 

     |
  
 

 

(20) 



 

 

 

 02    میردامادی و همکاران        2/ شماره 5/ دوره 4931ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 

ی قًوس. زض يال  ایه فىط وٍ وكبن زَىوسٌ زیگط متهل مییه

موًاضٌ  ی پیچف اؾت، مسلی ثطای تطن َپیًؾتگی زض ظايیٍوب

 آیس. ثبظ ثٍ قمبض می

 ؾبظی تطن ثب فىط پیچكی، زض محل تطن، ویطيی زض مسل

خبیی دطضی تیط، ثوسين تيییوط   ثطقی، گكتبيض ذمكی ي خبثٍ

پیًؾوتٍ اؾوت. ایوه    ی پویچف، ووب  مبوىس ي تىُب ظايیٍثبلی می

َبی ؾبظگبضی زض محل تطن اؾت ووٍ زض  مًضًع، ثیبن ضاثغٍ

 [:16] قًوسض و ط گطفتٍ میثیبن عیفی، ثٍ نًضت ظیط ز

 
 زاربرنولی ترک-هسل فنر پیچطی زر تیر اویلر - 2ضکل 

 

    
       

   

        
           

   

         
            

   

     
        

           
   

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

  ی محل تطن ثًزٌ، زَىسٌوكبن    َب، وٍ زض ایه ضاثغٍ
  

  زضؾت لجل اظ تطن ي 
-زضؾت ثعس اظ تطن ضا ومبیف می  

دمك تطن اؾت. وؿجت دمك تطن ثٍ   اضتفبع تیط ي   زَس. 

⁄     اضتفبع تیط،  تبثعی اظ ایه وؿجت اؾت.    ثًزٌ ي   

 :آیسزؾت میی ظیط ثٍاظ ضاثغٍ[ ي 17]ثطاؾبؼ مطخ     

    (
 

   
)

 

  

                                      

(31) 

زاض، ثوٍ زي الموبن   ثطوًلی تطن-قًز، تیط ايیلطاوىًن فطو می

ی ایه زي الموبن  ، وكبن زَىس3ٌقًز. قىل ثىسیعیفی ثرف

       ٍ َوبی  اؾت. ثىوبثطایه، ثوب زض و وط گوطفته ایوه قوىل، ضاثغو

ثیوبن  زاض ثٍ نوًضت ظیوط   ثطوًلی تطن-ؾبظگبضی ثطای تیط ايیلط

 ذًاَىس قس:

  
      

   
 

  
      

    

  
    

  

  
    

     
   

 

(32) 
 

(33) 

(34) 

(35) 

 وٍ زض ایه ضاثغٍ:

  
 

  
   (36) 

  َبی ثبلا، زض ضاثغٍ
  ي   

  َبی دطضی، خبییخبثٍ  
  

  ي 
  َبی پیچف، ظايیٍ  

  ي     
َبی ثطقی ي ویطي    

  
  ي     

ذمكی، زضؾت لجل ي ثعس اظ  َبیگكتبيض    

 محل تطن َؿتىس.

اوىًن اگوط فوطو قوًز، موبتطیؽ ؾورتی زیىوبمیىی اظ       

تًان آن ضا ثٍ نوًضت  گبٌ میآیس، آنزؾت می( ث26ٍی دضاثغٍ

 ومبیف زاز: (37ضاثغٍ د

       [

      

      

      

      

      

      

      

      

] (37) 

خبیی گطَی زض ثیبن َبی ویطيی زاذلی ي خبثٍاظ عطفی، ثطزاض

ضاثغٍ َبی لجل ي ثعس اظ تطن ثٍ نًضت عیفی، ثطای المبن

 قًوس:ومبیف زازٌ می( 38د

                    → 
         

   
    

   {  
     

   
  

     
   }

 
 

                     → 

     
   

      
  

   {  
     

   
  

     
   }

 
 

(38) 

َبی ي خبیگصاضی ضاثغٍ ثىبثطایه ثب زض و ط گطفته اضتعبـ آظاز

َبی لجل ي ثعس اظ (، ثطای المبن25ی د( زض ضاثغ38ٍ( ي د37د

 آیس:زؾت می( ث39ٍی دتطن، ضاثغٍ

[

            

            

   

   

   

   

      

      

]

{
 
 

 
   

  

  
 

  
     

   

}
 
 

 
 

 

 

{
 
 

 
    

   

   
   

  
   

  
   

}
 
 

 
 

 

[

      
      

            

   

   

   

   

      

      

]

{
 

 
  

 

  
 

  

  }
 

 

 

{
 
 

 
    

   

   
   

  
   

  
   

}
 
 

 
 

 

(39) 

(، ضاثغٍ 39ی دثىبثطایه، ثب زض و ط گطفته المبن ايل زض ضاثغٍ

 آیس:زؾت میثٍ( 40د
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{
 
 

 
                  

       
        

   
    

   

                 
       

        
   

    
   

                 
       

        
   

       
   

                 
       

        
   

       
   

 

(40) 

ی ضاثغٍ( ي ذظ چُبضي 33ی داوىًن ثب زض و ط گطفته ضاثغٍ

 آیس:زؾت می(، گكتبيض ذمكی زض محل تطن ث39ٍد

 :(42دیثب تعطی  ضاثغٍ

         (42) 

(، مووبتطیؽ 40ی د( زض ضاثغوو41ٍی دي ثووب خبیگووصاضی ضاثغووٍ

-زاض ثٍثطوًلی تطن-ؾرتی زیىبمیىی ثطای المبن ايل تیط ايیلط

 آیس:زؾت می

      [

      

      

      

      

      

      

      

      

] 

 
 

 
[

                        

                        

      

      

      

      

            

            

] 

(43) 

 

 
-های طیفی تیر اویلرزر الواى قرارزاز علاهت - 3ضکل 

 زاربرنولی ترک

 

ز. ایه مًضوًع،  قً ؾجت وبَف ؾرتی ؾبظٌ می ،يخًز تطن

( ویع لبثل مكوبَسٌ اؾوت. زض ایوه ضاثغوٍ، ثوب      43ی دزض ضاثغٍ

تفبضل یه مبتطیؽ اظ مبتطیؽ ؾرتی زیىبمیىی تیوط ؾوبلم،   

ٍ ثطوًلی تطن-مبتطیؽ ؾرتی المبن ايل تیط ايیلط زؾوت  زاض ثو

 اؾت. مبتطیؽ تفبضلی ثٍ ایه نًضت لبثل ثیبن اؾت:آمسٌ 

     

[
 
 
 
 
   

    
    

    
 

   
    

    
    

 

   
 

   
 

   
 

   
 

   
    

 

   
    

 ]
 
 
 
 

  (44) 

 

 
[

                        

                        

      

      

      

      

            

            

] 

   ٍ ( ي ؾوطَم  43( ي د39َوبی د اوىًن ثب زض و وط گوطفته ضاثغو

َبی ايل ي زيي، مبتطیؽ ؾرتی تیوط  َبی المبنثىسی مبتطیؽ

 آیس.زؾت میثٍ      زاض یب تطن
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(45) 

ٍ  َم زاض، ی فطووبوؽ عجیعوی تیوط توطن    چىیه، ثوطای محبؾوج

 قًز:زض و ط گطفتٍ می( 46دی ضاثغٍ

            (46) 

ٍ ی ممساض يیػٌمؿبلٍ ی ی ثبلا، غیط خجطی ثًزٌ ي ثطای محبؾوج

-ثُطٌ ثوطزٌ موی   اظ ضيـ دسزی زي ویم وطزن ،َبایه فطوبوؽ

قًز. ثٍ ایه نًضت وٍ فطووبوؽ ثوٍ دىوًان یوه يضيزی ياضز     

( قوسٌ ي ثوٍ اظای   46ی دی غیط خجطی حبنل اظ ضاثغٍمعبزلٍ

-قًز، فطوبوؽآن ممبزیطی اظ فطوبوؽ وٍ خًاة معبزلٍ نفط 

ٍ  ،َبی عجیعی َؿتىسَبی معبزل وٍ َمبن فطوبوؽ زؾوت  ثو

 .ذًاَىس آمس
 

های سرتی و جرم تیر زر روش الواى هاتریس -4

 هحسوز کلاسیک
َبی ؾرتی ي خطي ثطای المبن [، مبتطیؽ18]ثطاؾبؼ مطخ  

 قًوس:ثطوًلی ثٍ قىل ظیط زض و ط گطفتٍ می-تیط ايیلط
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ثوٍ آن اقوبضٌ قوس، ثوب زض و وط       3َمبوىس ضيوسی وٍ زض ثرف 

ٍ  گطفته مبتطیؽ ؾرتی المبن  (، موبتطیؽ  47ی دتیوط اظ ضاثغو

-زاض، ثٍ زؾت آمسٌ ي زض محبؾجٍثطوًلی تطن-ؾرتی تیط ايیلط

 ضيز.َبی مطثًط ثٍ ضيـ المبن محسيز ولاؾیه ثٍ وبض می
 

 های عسزیهثال -5

 ارتعاش آزاز -5-1
زاض ثطوًلی تطن-زض ایه ثرف، ثٍ ثطضؾی اضتعبـ آظاز تیط ايیلط

َبی موطظی زي  طای قططَبی عجیعی آن، ثپطزاذتٍ ي فطوبوؽ

چىیه، زض قطط . َمآیىسزؾت میؾط لًلا ي زي ؾط گیطزاض، ثٍ

 ٍ َوبی  فطووبوؽ  ،مطظی زي ؾط لًلا، محل تطن ویع تيییط یبفتو

آیىس. زؾت میزاض ثطای ایه زي مًلعیت ویع ثٍعجیعی تیط تطن

ؾوغح ممغعوی ثوب     متط ي 10زاض ثب عًل ثطوًلی تطن-تیط ايیلط

متط ضا زض و ط ثگیطیس. چگوبلی   1/0ضربمت متط ي  1/0دطو 

موسيل   ،گطي ثط متوط مىعوت ثوًزٌ   ویلً 7860خطمی ایه تیط، 

گیگب پبؾىبل اؾت. توطن ثوبظ، زض    210الاؾتیؿیتٍ ثطای تیط، 

ؾبوتی متط وٍ ثطاثط وه  ضوربمت   5ی ی تیط ي ثب اوساظٌمیبوٍ

َوبی عجیعوی تیوط    قًز. فطووبوؽ تیط اؾت، زض و ط گطفتٍ می

اض، ثطای زي قطط مطظی زي ؾط لًلا ي زي ؾط گیوطزاض، اظ  زتطن

، المبن محسيز عیفی ي الموبن  [16]َبی مبتطیؽ اوتمبل ضيـ

ٍ 1آیىوس. خوسيل   زؾت میمحسيز ولاؾیه ثٍ ای اظ ، مدمًدو

زاض ثب قطط مطظی زي ؾط لوًلا ضا  َبی عجیعی تیط تطنفطوبوؽ

اظ ی ایوه مدمًدوٍ   زَىوسٌ ، وكوبن 2زَس ي خسيل ومبیف می

زاض، ثوب قوطط موطظی زي ؾوط     َبی عجیعی تیوط توطن  فطوبوؽ

-مكبَسٌ می 2ي  1َبی گًوٍ وٍ اظ خسيلگیطزاض اؾت. َمبن

زاض، ؾرتی ؾبظٌ ضا افعایف قًز، يخًز قطط مطظی زي ؾط گیط

َبی عجیعی تیط، زلیل افعایف فطوبوؽ ،زَس ي ایه مًضًعمی

-فطوبوؽ، 1وؿجت ثٍ قطط مطظی زي ؾط لًلا اؾت. زض خسيل 

اووس.  زاض ي تیط ؾبلم ثب َم ممبیؿوٍ قوسٌ  َبی عجیعی تیط تطن

َوبی فوطز   تيییط زض فطووبوؽ  ؾجتی تیط،يخًز تطن زض میبوٍ

َوبی  ايوط اؾوت. فطووبوؽ   َبی ظيج ثیتمطیجبٌ ثط فطوبوؽ ،قسٌ

َب، یه گطٌ َبی پبز متمبضن تیط َؿتىسوٍ زض آنظيج، فطوبوؽ

وٍ تطن  ی تیط اؾتمیبوٍ متمبضن تیط، زضاظ قىل مًزَبی پبز

توًان  موی  ،َبی یه گطٌاؾت. اظ يیػگیخب يال  قسٌویع زض آن

وٍ يخًز آن، ثطای  ثٍ نفط ثًزن اوحىبی تیط زض آن اقبضٌ وطز

َبی ظيج ثىبثطایه، فطوبوؽ ؛ايطثركی تطن ضيی تیط لاظي اؾت

َوبی  قًز، پبؾدمبوىس. اظ عطفی مكبَسٌ میثی تيییط ثبلی می

سٌ اظ ضيـ المبن محسيز عیفی تىُوب ثوب زي الموبن،    زؾت آمثٍ

ٍ  مغبثمت ثؿیبض ذًثی ثوب پبؾود   زؾوت آموسٌ اظ ضيـ   َوبی ثو

-َب ثب وبي حل تحلیلی، ووبي مبتطیؽ اوتمبل زاضوس وٍ زض خسيل

-َب چىیه وتیدٍ موی اوس. اظ ؾًی زیگط، اظ خسيلگصاضی قسٌ

َووبی پووبییه، زض ضيـ المووبن محووسيز قووًز وووٍ زض فطوووبوؽ

َب ثوٍ ثویف اظ چُول الموبن،     ، ثب افعایف تعساز المبنولاؾیه

َبی المبن محسيز زؾت آمسٌ اظ ضيـَبی ثٍَب ثٍ وتیدٍپبؾد

َوبی  امب زض فطوبوؽ ؛قًوسعیفی ي مبتطیؽ اوتمبل وعزیه می

تعساز چُل المبن ویع پبؾود   ،ثبلاتط دَمبوىس فطوبوؽ پىدبَم(

َ مىبؾجی ضا اضایٍ ومی مچىوبن افوعایف   وىس ي ثبیس ایه تعوساز 

 یبثس.

زار با ضرط هرزی زو های طبیعی تیر ترکفرکانس - 1جسول 

 سانتی هتر و زر وسط تیر قرار زارز( 5)عوق ترک  سر لولا
-فطوبوؽ

َبی 

عجیعی 

 دَطتع(

تحلیلی تیط 

 ؾبلم

تحلیلی تیط 

 زاضتطن

المبن 

محسيز 

 عیفی

 المبن( 2د

المبن 

محسيز 

 ولاؾیه

 المبن( 40د

 267/2 267/2 267/2 344/2 یىم

 375/9 375/9 375/9 375/9 زيي

 451/20 443/20 443/20 094/21 ؾًي

 502/37 501/37 501/37 501/37 چُبضي

 896/56 873/56 873/56 595/58 پىدم

 381/84 378/84 378/84 378/84 قكم

 852/111 629/111 629/111 848/114 َفتم

 021/150 005/150 005/150 005/150 َكتم

 123/185 771/184 771/184 851/189 وُم

 443/234 384/234 384/234 384/234 زَم

... ... ... ... ... 

... ... ... ... ... 

 036/6616 895/5859 895/5859 895/5859 پىدبَم
 

ی ، وكبوگط وطخ َمگطایی یب زضنس ذغبی وؿجی اوساظ4ٌقىل 

ثب قطط موطظی زي ؾوط    زاضفطوبوؽ عجیعی ايل ثطای تیط تطن

ٍ  ؾوبوتی  5لًلا ي تطن  ی تیوط ثوٍ اظای تعوساز    متوطی زض میبوو

-َبی گًوبگًن زض ضيـ المبن محسيز عیفی اؾت. َمبنالمبن

قًز، زضنس ذغبی وؿجی ثب گًوٍ وٍ زض ایه قىل مكبَسٌ می

 001/0المبن، حسيزاً اظ ممساض  8ثٍ  2َب اظ افعایف تعساز المبن

یبثس. زضنس ذغبی وؿجی وبَف می زضنس 0002/0زضنس ثٍ 

َبی محوسيز   زؾت آمسٌ اظ ضيـ المبناظ تفبضل ممساضَبی ثٍ

 ٍ زؾوت  عیفی ي ضيـ مبتطیؽ اوتمبل، تمؿیم قسٌ ثط ممساض ثو

ٍ  100زض  آمسٌ اظ ضيـ مبتطیؽ اوتمبل، ضوطة  زؾوت آموسٌ   ثو
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اؾت. الجتٍ شوط ایه وىتٍ ضوطيضی اؾوت ووٍ زضنوس ذغوبی      

ٍ  وؿجی، ممساض ثؿیبض ووًچىی   ٍ اؾوت، ثو ی ای ووٍ اووساظٌ  گًوو

زضنس ذغوب َىگوبي زض و وط گوطفته تىُوب زي الموبن، حوسيزا        

َوب ثوب زض و وط    زضنس اؾت. ثٍ ایه تطتیت، زلت پبؾد 001/0

 .گطفته زي المبن ثؿیبض مىبؾت اؾت

زار با ضرط هرزی زو های طبیعی تیر ترکفرکانس-  2جسول 

 تیر قرارزارز(سانتی هتر و زر وسط  5)عوق ترک  زارسر گیر
-فطوبوؽ

َبی 

عجیعی 

 دَطتع(

تحلیلی تیط 

 ؾبلم

تحلیلی تیط 

 زاضتطن

المبن 

محسيز 

 عیفی

 المبن( 2د

المبن 

محسيز 

 ولاؾیه

 المبن( 40د

 188/5 188/5 188/5 313/5 یىم

 646/14 646/14 646/14 646/14 زيي

 834/27 825/27 825/27 712/28 ؾًي

 464/47 463/47 463/47 463/47 چُبضي

 874/68 842/68 842/68 901/70 پىدم

 032/99 027/99 027/99 027/99 قكم

 582/128 188/128 188/128 841/131 َفتم

 364/169 342/169 342/169 342/169 َكتم

 645/206 936/205 936/205 531/211 وُم

 507/258 408/258 408/258 408/258 زَم

... ... ... ... ... 

... ... ... ... ... 

 726/6748 492/5977 475/5977 475/5977 پىدبَم
 

   
 

ی فرکانس نرخ هوگرایی )زرصس ذطا( انسازه-  4ضکل 

 5زار با ضرط هرزی زو سر لولا و ترک طبیعی اول تیر ترک

ها زر ازای تعساز گوناگوى الواىی تیر به هتری زر هیانهسانتی

 روش الواى هحسوز طیفی

وكبوگط وطخ َمگطایی یب زضنس ذغبی وؿجی  ،ویع 5قىل       

زاض ثب قطط موطظی  ی فطوبوؽ عجیعی ايل ثطای تیط تطناوساظٌ

ی تیط ثٍ اظای تعساز زض میبوٍ متطیؾبوتی 5زي ؾط لًلا ي تطن 

 .اؾوت  ولاؾویه َوب زض ضيـ الموبن محوسيز    گًوبگًن الموبن 

ی قوًز، زضنوس ذغوب   گًوٍ وٍ زض ایه قىل مكبَسٌ میَمبن

حوسيزاً اظ  الموبن،   40ثوٍ   4َب اظ ثب افعایف تعساز المبن وؿجی

 یبثس.وبَف میزضنس  02/0زضنس ثٍ  47/1ممساض 
 

الجتٍ ثبیس اقبضٌ زاقت وٍ زضنس ذغب، وؿجت ثٍ ضيـ المبن 

ثىبثطایه، افعایف  ؛محسيز عیفی، ممساض ثؿیبض ثعضگتطی ثًزٌ

تط، تط ي زلیكزؾت آيضزن پبؾد مىبؾتَب ثطای ثٍتعساز المبن

 قًز.تًنیٍ می

زض ضيـ  َوبی ثوبلاتط،  َب ثطای فطووبوؽ وطخ َمگطایی پبؾد   

تفبيت چىساوی ثب فطوبوؽ پبیٍ وساضز ووٍ   ،المبن محسيز عیفی

گیوطی اظ  ضؾم گطزیس. ایه مًضًع، ثٍ ذبعط ثُوطٌ  4زض قىل 

ٍ     تبث  ی َبی قىل زیىبمیىی اؾوت ووٍ اظ حول زلیوك معبزلو

آیىس. ایوه ووطخ   زؾت میزیفطاوؿیل زیىبمیىی حبوم ثط تیط ثٍ

َوبی  َمگطایی، زض ضيـ المبن محسيز ولاؾیه ثطای فطوبوؽ

یبثس. ثٍ َمیه زلیل ثوب افوعایف   وبَف چكمگیطی می ،ثبلاتط

َوب  َبی ولاؾیه، ثوب ووطخ وىوستطی زلوت پبؾود     تعساز المبن

َوبی قوىل اؾوتبتیىی،    گیوطی اظ توبث   یبثس. ثُوطٌ ایف میافع

َبی ثوبلاتط ضا  تًاوبیی ضيـ المبن محسيز ولاؾیه زض فطوبوؽ

 .زَسثٍ قست وبَف می

، زض قطط مطظی زي ؾط لًلا، محل تطن تيییوط  3زض خسيل    

ثوب زض و وط   گیوطز.  وطزٌ ي زض یه ؾًي اثتسایی تیوط لوطاض موی   

یبثیم وٍ اگط تطن زض یه ؾوًي عوًل   زض می 3گطفته خسيل 

َبی عجیعی، وؿوجت ثوٍ   تیط يال  قًز، مضبضة ؾٍ اظ فطوبوؽ

َوب  َبی ؾبلم، تمطیجبٌ ثسين تيییط َؿتىس ي ؾبیط فطوبوؽاوساظٌ

قًز، زلت ضيـ الموبن  یبثىس. ثٍ ذًثی مكبَسٌ میوبَف می

الموبن محوسيز ولاؾویه    محسيز عیفی، زض ممبیؿٍ ثوب ضيـ  

 ثؿیبض ثیكتط اؾت.

 
 

ی فرکانس نرخ هوگرایی )زرصس ذطا( انسازه-  5ضکل 

 5زار با ضرط هرزی زو سر لولا و ترک طبیعی اول تیر ترک

ها زر ی تیر به ازای تعساز گوناگوى الواىهتری زر هیانهسانتی

 روش الواى هحسوز کلاسیک
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زار با ضرط هرزی زو های طبیعی تیر ترکفرکانس-  3جسول 

سانتی هتر و زر یک سوم ابتسایی تیر  5)عوق ترک  سر لولا

 قرارزارز(
-فطوبوؽ

َبی 

عجیعی 

 دَطتع(

تحلیلی تیط 

 ؾبلم

تحلیلی تیط 

 زاضتطن

المبن 

محسيز 

 عیفی

 المبن( 2د

المبن 

محسيز 

 ولاؾیه

 المبن( 40د

 286/2 285/2 285/2 344/2 یىم

 181/9 157/9 157/9 375/9 زيي

 097/21 094/21 094/21 094/21 ؾًي

 802/36 606/36 606/36 501/37 چُبضي

 732/57 378/57 378/57 595/58 پىدم

 382/84 378/84 378/84 378/84 قكم

 622/112 219/112 219/112 848/114 َفتم

 011/148 211/147 211/147 005/150 َكتم

 452/190 851/189 851/189 851/189 وُم

 251/231 237/229 237/229 384/234 زَم

... ... ... ... ... 

... ... ... ... ... 

 810/6559 680/5825 640/5825 895/5859 پىدبَم

 

َبی زلیك ي پبؾد تىُب ثب زي المبن ،ضيـ المبن محسيز عیفی

َوب زض  وٍ افعایف تعساز المبنوىس، زض حبلیمىبؾت ضا اضایٍ می

ایه ضيـ  ضيـ المبن محسيز ولاؾیه، تىُب ضاٌ افعایف زلت

ً َب میؾجت افعایف محبؾجٍ ،اؾت. َط چىس ایه مًضًع ز. قو

، ثطای قطط مطظی زي ؾط لًلا، دمك تطن وبَف 4زض خسيل 

َوبی عجیعوی   یبفتٍ اؾت. ایه مًضًع، ؾجت افعایف فطووبوؽ 

َوبی  ، فطووبوؽ 1ز. َمبوىس خوسيل  قً می 1وؿجت ثٍ خسيل 

-َبی فطز وبَف موی مبوىس ي تىُب فطوبوؽظيج، يبثت ثبلی می

 .یبثىس
 

 ارتعاش وازاضته -5-2
ثطووًلی  -ی تیط ايیلوط زض ایه ثرف، ثٍ ثطضؾی اضتعبـ يازاقتٍ

زاض، ثوب قوطط   ثطوًلی تطن-تیط ايیلطقًز. زاض پطزاذتٍ میتطن

متط ي ؾغح ممغعی ثب دوطو   10مطظی زي ؾط لًلا ي ثب عًل 

متط ضا زض و ط ثگیطیس. چگبلی خطموی   1/0ي ضربمت  متط 1/0

مووسيل  ،گووطي ثووط متووط مىعووت ثووًزٌ ویلووً 7860ایووه تیووط، 

گیگب پبؾىبل اؾت. ویطيی يبثت ثب  210الاؾتیؿیتٍ ثطای تیط، 

-6قًز. زض قىل ویًته، زض مطوع تیط ياضز می 1000ی زامىٍ

 زاض، ثٍ ایه ویطيی يبثت وكبن َبی ؾبلم ي تطنال ، پبؾد تیط

زار با ضرط هرزی زو های طبیعی تیر ترکفرکانس-  4جسول 

 سانتی هتر و زر وسط تیر قرار زارز( 3.5)عوق ترک  سر لولا
-فطوبوؽ

َبی 

عجیعی 

 دَطتع(

تحلیلی تیط 

 ؾبلم

تحلیلی تیط 

 زاضتطن

المبن 

محسيز 

 عیفی

 المبن( 2د

المبن 

محسيز 

 ولاؾیه

 المبن( 40د

 314/2 314/2 314/2 344/2 یىم

 375/9 375/9 375/9 375/9 زيي

 834/20 830/20 830/20 094/21 ؾًي

 502/37 501/37 501/37 501/37 چُبضي

 898/57 876/57 876/57 595/58 پىدم

 381/84 378/84 378/84 378/84 قكم

 482/113 464/113 464/113 848/114 َفتم

 021/150 005/150 005/150 005/150 َكتم

 212/188 607/187 607/187 851/189 وُم

 443/234 384/234 384/234 384/234 زَم

... ... ... ... ... 

... ... ... ... ... 

 114/6564 895/5859 895/5859 895/5859 پىدبَم

 

ی تیط لطاض زاضز ي وؿجت دموك  زازٌ قسٌ اؾت. تطن زض میبوٍ

زض و ط گطفتٍ  5/0ي  35/0، 2/0 ،تطتیتتطن ثٍ اضتفبع تیط ثٍ 

قًز. پبؾد اظ ضيـ المبن محسيز عیفی ي تىُب ثب زي المبن می

زؾت آمسٌ اؾت. اظ عطفوی، يخوًز توطن زض تیوط، اوعغوبف      ثٍ

وىس وٍ ایه اوعغبف پصیطی ثٍ زلیل پصیطی محلی ضا ایدبز می

   ٍ ی توطن  تيییطی اؾت وٍ زض اوطغی وطوكی تیوط حوًل وبحیو

يخوًز توطن ي افوعایف    ة، -6ثط اؾبؼ قوىل   فتس.ااتفبق می

زض وتیدٍ، پبؾود آن   ؛دمك آن، ؾجت وبَف ؾرتی تیط قسٌ

    َوب ثوط مموساض    پبؾد. زَسضا افعایف می
     ⁄ تمؿویم    

ٍ    ثعس قسٌثی ،قسٌ ي ثٍ ایه تطتیت ی اووس. ایوه مموساض، ثیكویى

خبیی اؾتبتیىی تیط َىگبي ادمبل ویطيی يبثوت زض يؾوظ   خبثٍ

 .تیط اؾت

ٍ ا-7 زض قىل    ثطووًلی   -ی میوبوی تیوط ايیلوط   ل ، پبؾد ومغو

، ثوٍ ویوطيی   5/0ي  2/0َبی دمك توطن  ثطای وؿجت، زاضتطن

َبی الموبن محوسيز   زض مطوع آن، اظ ضيـویًتىی  1000يبثت 

اظ عطفی،  زؾت آمسٌ اؾت.عیفی ي المبن محسيز ولاؾیه ثٍ

پبؾود ثوٍ زؾوت    مغبثمت ذوًة   یة، وكبن زَىسٌ-7قىل 

ٍ زض  ،الموبن  2المبن محسيز عیفی ثب آمسٌ اظ ضيـ  ثوب   ممبیؿو

 ي 30حل مبتطیؽ اوتمبل ي ضيـ المبن محوسيز ولاؾویه ثوب    

 .المبن اؾت 60



 

 

 

 06    میردامادی و همکاران        2/ شماره 5/ دوره 4931ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 

 

 

 )الف(

  

 )ب(

به  2-5برص زار زو سر لولا با هطرصات بیاى ضسه زر برنولی ترک-ی هیانی تیر اویلری نقطهبعس ضسه)الف( پاسد بی-  6ضکل 

گیری از روش الواى با بهره های گوناگوى ترک،ی تفاوت پاسد، به ازای عوقنیوتنی زر هرکس آى و هقایسه 1000نیروی ثابت 

های گوناگوى ترک زر زست آهسه برای عوقی پاسد بههحسوز طیفی با زو الواى. )ب( بسرگنوایی برطی از ضکل )الف( و هقایسه

 تیر

قًز، ایه اؾت وٍ، َط چوٍ  ة مكبَسٌ می-7چٍ زض قىل آن

َب زض ضيـ المبن محسيز ولاؾیه افوعایف پیوسا   تعساز المبن

َوبی حبنول اظ ضيـ الموبن    تط ي ثٍ پبؾود َب زلیكوىس، پبؾد

 قًوس.تط میمحسيز عیفی وعزیه

-پبؾد ومغٍی تبيیط محل تطن ثط زَىسٌومبیف ،8قىل 

گیوطی اظ ضيـ الموبن   َب ثب ثُطٌزاض اؾت. پبؾدمیبوی تیط تطن

اوس. زض ایه قىل، ثوب  زؾت آمسٌمحسيز عیفی ي ثب زي المبن ثٍ

-خب وطزن محل تطن، زض یه َكتم، یه چُبضي ي میبوٍخبثٍ

زؾت آموسٌ اؾوت.   زاض ثٍی میبوی تیط تطنی تیط، پبؾد ومغٍ

اؾوبؼ  قًز. ثططوع تیط ياضز می ثط م ،ویًتىی ویع 1000ویطيی 

پصیطی محلی وبقی اظ يخوًز توطن،   ثٍ زلیل اوعغبف ، 8قىل 

ی میبوی تط ثٍ ومغٍچٍ ایه اوعغبف پصیطی زض مىبوی وعزیهَط

تیط لطاض گیطز، تبيیط آن ثط وبَف ؾرتی تیط ي افعایف پبؾود  

ی میبوی آن، ثیكتط ذًاَس قس. مؿلمب ثب زيض قسن محل ومغٍ

 یبثس.ی میبوی تیط ویع وبَف مین ثط پبؾد ومغٍتطن، تبيیط آ

آیس، زلت ثوبلای ضيـ الموبن   میثط 8تب  6َبی چٍ اظ قىلآن

محسيز عیفی اؾت. ضيقی وٍ تىُب ثب زض و ط گطفته زي المبن، 

ووٍ  زض حبلی؛ وىسلجل ي ثعس اظ تطن، پبؾد مىبؾت ضا اضایٍ می

َوب،  الموبن  ضيـ المبن محسيز ولاؾیه، تىُب ثب افعایف تعساز

زؾت َبی ثٍلبزض ثٍ افعایف زلت ذًز اؾت. زلت ثبلای پبؾد

 زهاى )ثانیه(

به
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 نواییبسرگ

 تیر بسوى ترک

 (2/0نسبت عوق ترک )

 (35/0نسبت عوق ترک )

 (5/0نسبت عوق ترک )

به
جا

ی
ی ب
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سه
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ب
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ی
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 زهاى )ثانیه(
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قوًز اظ آن ثوٍ   آمسٌ اظ ضيـ المبن محسيز عیفی، ؾوجت موی  

َوبی  دىًان یه مطخ  لبثل اتىب، ثطای زضؾتی ؾوىدی پبؾود  

َب ثُطٌ ثطز. ثٍ دجبضت زیگوط، زض تعیویه ادتجوبض یوب     ؾبیط ضيـ

سيز عیفوی ثوٍ   َوبی ووًیه، اظ ضيـ الموبن محو    زضؾتی ضيـ

َبی تحلیلی یب ویمٍ تحلیلوی  دىًان خبیگعیىی ثطای ؾبیط حل

چٍ ثوٍ  َب، َطزؾت آمسٌ اظ ؾبیط ضيـَبی ثٍوتیدٍ ،ثُطٌ ثطزٌ

تط گطزوس، اضظـ ي َبی ضيـ المبن محسيز عیفی وعزیهپبؾد

 ادتجبض آن ضيـ ویع، افعایف یبثس.

 

  

 

  )الف( 

  

  )ب(

زار زو سر لولا با هطرصات بیاى ضسه زر برنولی ترک -ی هیانی تیر اویلری نقطهبعس ضسه)الف( پاسد بی-  7ضکل 

)ب( بسرگنوایی برطی از  5/0 و 2/0های عوق ترک نیوتنی زر هرکس آى برای نسبت 1000، به نیروی ثابت 2-5برص 

 کلاسیکهای هاتریس انتقال، الواى هحسوز طیفی و زست آهسه از روشی پاسد بهضکل )الف( و هقایسه

 زهاى )ثانیه(
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 زهاى )ثانیه(

 

 5/0زار با نسبت عوق ترک تیر ترک

 2/0زار با نسبت عوق ترک تیر ترک

 نواییبسرگ

 

 هاتریس انتقال

 الواى( 2الواى هحسوز طیفی)

 الواى( 30هحسوز کلاسیک)الواى 

 الواى( 60الواى هحسوز کلاسیک)



 

 

 

 03    میردامادی و همکاران        2/ شماره 5/ دوره 4931ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 

، به روش الواى 2-5زار با هطرصات بیاى ضسه زر برص برنولی ترک -ی هیانی تیر اویلری نقطهبعس ضسهپاسد بی-  8ضکل  

 های گوناگوى ترک زر تیرالواى، برای هوقعیت 2هحسوز طیفی با 

 

 

 گیرینتیجه -6

ثطای تیوط  َبی مًخًز زض ایه پػيَف، ثب زض و ط گطفته ضاثغٍ

ثطوًلی، ضيـ المبن محسيز عیفی، معطفی گطزیس. پؽ اظ -ايیلط

ثطووًلی ؾوبلم، موبتطیؽ ؾورتی     -َبی تیط ايیلوط ثطضؾی ضاثغٍ

زؾت آمس. تطن اظ وًع َموًاضٌ  زاض ثٍزیىبمیىی، ثطای تیط تطن

ثبظ ي مسل آن، مسل فىط پیچكی ثسين خطي ثطگعیوسٌ قوس. زض   

َوبی عجیعوی تیوط    بوؽی فطوو ثطضؾی اضتعبـ آظاز ي محبؾجٍ

زاض، ضيـ المبن محسيز عیفی ثب زي الموبن زلوت ثؿویبض    تطن

 ،وٍ ضيـ المبن محسيز ولاؾویه ثبلایی ضا اضایٍ زاز، زض حبلی

َوبی آظازی تیوط ي   اظ ایه زلت ثٍ زيض ثًز. وبَف تعساز زضخٍ

-َب اظ ثطتوطی ی محبؾجٍی آن، وبَف ظمبن ي اوساظٌزض وتیدٍ

زض مدموًع، ثبیوس اقوبضٌ     عیفی ثًز.َبی ضيـ المبن محسيز 

 زاقت وٍ ضيـ المبن محسيز عیفی زض ثطضؾی: 

 ٌووٍ حول زلیوك     َوب ثعسی مبوىس تیوط َبی یهؾبظ

َبی زیفطاوؿیلی( حبوم ثط َبی مًج دمعبزلٍمعبزلٍ

 َب زض زؾتطؼ ثبقس يآن

 ،مؿبیل ذغی ي تيییط وبپصیط ثب ظمبن 

ثُتط  ،وؿجت ثٍ ضيـ المبن محسيز ولاؾیه ثطتطی زاقتٍ 

 اؾت اظ ایه ضيـ اؾتفبزٌ قًز. 

 امب زض ثطضؾی:

 ٌتط وٍ حل زلیك معبزلٍ مًج زض َبی پیچیسٌؾبظ

َبی تحلیلی َب ؾرت تط قسٌ ي یب اظ عطیك حلآن

 غیط ممىه اؾت ي

 ذغی ي متيیط ثب ظمبن،مؿبیل غیط 

زض  ،تط ثًزٌه ضعی وؿجت ثٍ ضيـ المبن محسيز ولاؾی 

 دمل ثُتط اؾت اظ ضيـ المبن محسيز ولاؾیه اؾتفبزٌ قًز.

 َبی دسزی وكبن زاز:اظ عطفی، مثبل 

حضًض تطن زض تیط وؿجت ثٍ حبلت ثسين تطن،  -1

 ز. قًی میبوی تیط میؾجت افعایف پبؾد ومغٍ

2-    ٍ ی میوبوی تیوط ضا   افعایف دمك توطن، پبؾود ومغو

 زَس.افعایف می

ی ی تیط، پبؾد ومغٍطن ثٍ میبوٍثب وعزیه قسن ت -3

 قًز.میبوی آن، ثیكتط می

َبی المبن محوسيز ولاؾویه ي عیفوی ثوٍ     ایه وتبیح اظ ضيـ

زؾت آمس، ثب ایه تفبيت وٍ زلت ضيـ المبن محوسيز عیفوی   

 َب ومتط ثًز.ثؿیبض ثیكتط ي تعساز المبن
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 ترک زر یک هطتن تیر

 ترک زر یک چهارم تیر

 ی تیرترک زر هیانه
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    دطو تیط   
تطن ثٍ اضتفبع تیط  تبث  ياثؿتٍ ثٍ وؿجت دمك   

 ثطای فىط پیچكی
َبی گطَی زض ثیبن عیفی خبییثطزاض خبثٍ      

        
    ثیبن عیفی ویطيی ذبضخی         

       َبی زاذلی گطَی ثطزاض ویطي       
       ثطزاض ویطيَبی ذبضخی گطَی        

    ی ویطيی يبثت اوساظٌ   
    ضربمت یب اضتفبع تیط   
⁄     دسز مًج      
    عًل تیط   
    عًل المبن عیفی    

     گكتبيض ذمكی        
 وبض ضفتٍ زض تجسیل فًضیٍتعساز ومبط ثٍ  

 ثطوًلی-ثطزاض تبث  قىل زیىبمیىی تیط ايیلط         
    ویطيی ثطقی        
 ثطوًلی-مبتطیؽ ؾرتی زیىبمیىی تیط ايیلط       

    ظمبن   
    خبیی دطضی خبثٍ       

    خبیی دطضی ثیبن عیفی خبثٍ          
    ی مىبن مرتهٍ  
    مًلعیت تطن زض عًل تیط    
    دمك تطن   
      وؿجت دمك تطن ثٍ اضتفبع تیط   
        فطوبوؽ ومًوٍ ثطزاضی   


