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ضخیم مستطیلی همگن و ایزوتروپیک های ای ورقدر این مقاله یک حل دقیق فرم بسته برای ارتعاشات آزاد خارج صفحه 

جایی بعدی خطی ارائه شده است. از تعدادی میدان جابهچندلایه با شرایط مرزی مفصل ساده بر مبنای تئوری الاستیسیته سه

باشند که شرایط مرزی مفصل ساده را بر جایی درنظر گرفته شده طوری میهای جابهبرای حل معادلات استفاده شده است. میدان

بعدی جایی فرض شده در معادلات الاستیسیته سههای جابهکنند. در ادامه حل، با جایگذاری میدانهای ورق برقرار میوی پایهر

دست آمده و آید. با حل تحلیلی معادلات دیفرانسیل بهسازی نتایج تعدادی معادله دیفرانسیل معمولی به دست میحرکت و ساده

-های طبیعی مربوط به مدهای خارج صفحهها فرکانسفحات بالا و پایین ورق و صفحات بین لایهبرقراری شرایط مرزی بر روی ص

-های مربعی و مستطیلی تکآیند. برای بررسی صحت، دقت و توانایی روش حاضر تعدادی نتیجه عددی برای ورقدست میای به

  اند.بعدی اجزاء محدود مقایسه شدهدست آمده از حل سهبهلایه و دولایه ارائه شده است که با نتایج موجود در مقالات و نتایج 
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Abstract 

In this paper, an exact closed-form solution is presented for out-of-plane free vibration of thick 

homogeneous and isotropic multilayered rectangular plates with simply supported boundary conditions 

based on the linear three-dimensional elasticity theory. The solution procedure is on the basis of using of 

some proposed displacement fields.  Proposed displacement fields satisfied simply supported boundary 

conditions on the edges of the plate. On the continuation of the solution, by replacing the proposed 

displacement fields into the three-dimensional elasticity equations of motion and simplifying the results 

some independent ordinary differential equations are obtained. The natural frequencies are extracted by 

satisfying the boundary conditions on the surfaces of the plate and surfaces between the layers. In order to 

establish the accuracy and stability of the proposed solution, several numerical results for one layered and 

two layered square and rectangular plates are presented and compared with corresponding results in the 

literatures and obtained results of 3-D finite element method. 

Keywords: exact closed-form solution, linear three-dimensional elasticity theory, natural frequency, out-of-plane 

modes 
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 مقدمه  -4
لایه و چندلایه های مستطیلی همگن و ایزوتروپیک تکورق

های باشند که در حوزههای پرکاربرد صنعتی میسازهیکی از 

مختلف صنعتی از جمله صنایع فضایی، مکانیکی، عمرانی، 

توان های چندلایه میای کاربرد دارند. در ورقدریایی و هسته

های ها به ویژگیبا انتخاب مواد مناسب برای هر کدام از لایه

یافت. از لایه دست های تکمکانیکی بهتری نسبت به ورق

ها متحمل بارهای مکانیکی آنجایی که در موارد مختلفی ورق

شود و ها اجتناب ناپذیر میشوند، بررسی ارتعاشات آنمی

دست آوردن مهمترین بخش در بررسی ارتعاشات ورق، به

 باشد. های طبیعی ورق میفرکانس

های گذشته مطالعات اندکی برای تحلیل رفتار در سال    

لایه و های مستطیلی همگن و ایزوتروپیک تکرقارتعاشی و

بعدی  نسبت به سایر الاستیسیته سه چندلایه بر مبنای تئوری

های دوبعدی انجام شده است. بر اساس تحقیقات تئوری

های دوبعدی برای نسبت به سایر تئوری گذشته این تئوری

های ضخیم کارآمدتر و دقیقتر تحلیل رفتارهای مکانیکی ورق

دهیم باشد. در ادامه مروری بر تحقیقات گذشته انجام میمی

بعدی خطی و برای بررسی که بر مبنای تئوری الاستیسیته سه

لایه های مستطیلی همگن و ایزوتروپیک تکارتعاشات آزاد ورق

میلادی سِرینیوِس 1793اند. در سال و چندلایه صورت گرفته

روش فضای حالت یک حل دقیق با استفاده از  ]1[و همکاران 

های ضخیم مستطیلی همگن و برای حل ارتعاشات آزاد ورق

های مفصل ساده ارائه لایه و چندلایه با پایهایزوتروپیک تک

همچنین در همان سال با استفاده از روشی  ]2[ها کردند. آن

ها را بررسی کردند. مشابه ارتعاشات آزاد و خمش ورق

ای ات آزاد خارج صفحهارتعاش 1791در سال  ]0[لِوینسون 

شرایط مرزی مفصل ساده را مورد مطالعه های تک لایه با ورق

های قرار داد و یک حل فرم بسته برای محاسبه فرکانس

طبیعی ارائه کرد. در این بررسی مدها به دو دسته خمشی و 

روش ریتز توسط  1771تنفسی تقسیم شدند. در سال 

های طبیعی فرکانس دست آوردنبرای به ]4[فِرِدریکسِن 

لایه با شرایط مرزی های چندمربوط به مدهای خمشی ورق

بر مبنای  1779در سال  ]1[کار برده شد. یِ های آزاد بهپایه

یک حل بازگشتی و با استفاده از روش لاگرانژ ارتعاشات آزاد 

های گیردار را بررسی کرد. باترا و اِیمانی ای با پایههای لایهورق

های گم شده در به بررسی فرکانس 2330ال در س ]6[

ها در دست آوردند. آنها را بهتحقیقات پیشین پرداختند و آن

کار رفته در ورق تراکم این مطالعه فرض کردند که مواد به

یک حل  2339همچنین در سال  ]9[ها باشند. آنپذیر می

های همگن و ایزوتروپیک تحلیلی برای ارتعاشات آزاد ورق

های گم م ناپذیر ارائه کردند و در این تحقیق نیز فرکانستراک

دست آوردند. چِئونگ و شده در تحقیقات پیشین را نیز به

روش ریتز را برای مطالعه  2331در سال  ]9[همکاران 

کار لایه بههای همگن و ایزوتروپیک تکارتعاشات آزاد ورق

تلف شرایط ها مطالعه خود را برای چندین حالت مخآنبردند.  

با  2339در سال  ]7[مرزی انجام دادند. ناگینو وهمکاران 

استفاده از روش ریتز و ارائه یک حل نیمه تحلیلی به محاسبه 

های ایزوتروپیک با هر نوع شرایط های طبیعی ورقفرکانس

دست آوردند. اخیراً ها را با دقت خوبی بهمرزی پرداختند و آن

مرزی متفاوت را  تاثیر شرایط ]13[مِسینا  2311نیز در سال 

لایه و چندلایه بررسی های تکبر روی ارتعاشات آزاد ورق

 کردند. 

های ایزوتروپیک، تعدادی حل تحلیلی و علاوه بر ورق    

بعدی برای تحلیلی بر مبنای تئوری الاستیسیته سهنیمه

های غیر ایزوتروپیک چندلایه نیز انجام شده است. در ورق

یک تحلیل دقیق برای  ]11[سِرینیوِس و رائو 1793سال 

های ارتوتروپیک چندلایه رفتارهای  استاتیکی و ارتعاشی ورق

یک حل دقیق  1799در سال  ]12[ارائه کردند. ویتریک

های ارتوتروپیک با تحلیلی برای خمش و ارتعاشات آزاد ورق

 های مثلثاتی ارائه کرد.های مفصل ساده با استفاده از سریپایه

، ]10[علاوه بر دو مورد فوق به کارهای انجام شده توسط پِن

می توان اشاره کرد که به ترتیب در  ]14[دینگ و همکاران

بعدی بر مبنای تئوری الاستیسیته سه 2331، 1772های سال

های مستطیلی همگن چندلایه اما غیر ارتعاشات آزاد ورق

 ایزوتروپیک را مورد بررسی قرار دادند. 

بعدی خطی این بررسی، بر مبنای تئوری الاستیسیته سه در    

برای تحلیل  ]0[و با استفاده از بسط دادن روشی که لِوینسون

کار برد، یک  های تک لایه بهای ورقارتعاشات آزاد خارج صفحه

ای حل دقیق فرم بسته برای ارتعاشات آزاد خارج صفحه

آوریم. یدست مهای همگن و ایزوتروپیک چندلایه بهورق

های انجام شده برای مزیت حل ارائه شده نسبت به سایر حل

های چندلایه علاوه بر فرم بسته بودن روش حل، استفاده ورق

باشد که باعث کاهش ای میجایی ویژههای جابهاز میدان

معادلات حرکت از سه معادله مستقل به دو معادله مستقل 

 شوند.می

 

 



 

       9صالحی پور و حسینی       4/ شماره  5/ دوره 4931ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 

 ی حرکتبعدمعادلات الاستیسیته سه 
نشان داده  b، عرض aلایه با طول  Nورق مستطیلی همگن 

های آن از شده در شکل زیر را در نظر بگیرید که ضخامت لایه

 باشد.می 1h ،... ،Nhترتیب پایین به بالا به

 

 
 هندسه ورق چند لایه 4شکل 

 

های بعدی حرکت برای هر کدام از لایهمعادلات الاستیسیته سه    

 باشند:صورت زیر میبالا بههمگن ورق 
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) jو  jG ،jدر معادله بالا      1,..., )j N ترتیب به

و  ju ،jvباشند. می jمدول برشی، چگالی و ضریب پواسون لایه 

jw جایی لایه های جابهترتیب مولفهنیز بهj های در جهتx ،y 

 jeو  های بالا، عملگرهای باشند. همچنین در رابطهمی zو 

 شوند:صورت زیر تعریف میبه
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 روش حل 
طبیعی مربوط  هایدست آوردن فرکانسدر این قسمت برای به

جایی متفاوت اما جابههای ای از میدانبه مدهای خارج صفحه

-کنیم. در این میدانها استفاده میمشابه برای هر کدام از لایه

صورت جایی بههای جابهشود مولفهجایی فرض میهای جابه

 هارمونیکی با زمان تغییر می کنند: 
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واحد زمان،  tفرکانس طبیعی،  در معادلات بالا     

1i    و( )jg z  و( )jf z (1,..., )j N  توابعی ازz 

-های ورق بهباشند. شرایط مرزی مفصل ساده بر روی پایهمی

 باشند:می زیر صورت
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های ورق منظور برقراری شرایط مرزی بالا بر روی پایهبه    

)تابع  , )W x y کنیم:صورت زیر تعریف میرا به 

 

(6) 
1 1

( , ) sin( )sin( )

,

mn m n

n m

m n

W x y W x y

m a n b

 

   

 

 



 

 

 

های موجهای هارمونیکی در جهتنیم nو  mدر رابطه بالا     

x  وy جایی فوق در های جابهباشند. با جایگذاری میدانمی

ها، تنها دو معادله مستقل سازی آنمعادلات حرکت و ساده

برای هر  yیا  xهای و دیگری در یکی از جهت zیکی در جهت 

-آید، زیرا به دلیل ویژه بودن میداندست میها بهکدام از لایه

دست آمده برای هر کدام از جایی بالا معادلات بههای جابه

باشند. این یکسان می yو  xای ها در جهات صفحهلایه

 شند:باصورت زیر میمعادلات به



 

       1صالحی پور و حسینی       4/ شماره  5/ دوره 4931ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 

(9) 

 2 2

2

2 2
( ) ( )

1 2

( ) ( ) 0
1 2

( 1,..., )

j

j j j m n j

j

j

j j j

j

G g z G g z

G
g z f z

j N


 



 


 
   

  

  




 

 

(9) 

  

 

2 2 2

2 2

( )

1 2
( )

2 2

( ) 0 ( 1,..., )
2 2

j j

j

j m n j j

j

j m n

j

j

G f z

G f z

G
g z j N


   



 



 


  




  



 

 

)برای حل معادلات بالا     )jg z  و( )jf z (1,..., )j N 

)expرا متناسب با مقدار نمایی  )j z گیریم. در نظر می

ها یک معادله مشخصه درجه بدین ترتیب برای هر کدام از لایه

 آید:دست میچهار به صورت زیر به
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صورت زیر ها بهلایههای معادله مشخصه هر کدام از ریشه    

 باشند:می
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از صفر تا بینهایت تغییر  هنگامی که مقدار فرکانس     

 Nهای هر کدام از کند، سه محدوده مختلف برای ریشهمی

برای مقادیری  تواند وجود داشته باشد.معادله مشخصه بالا می

های معادله کنند ریشهکه در رابطه زیر صدق می از 

 مشخصه همگی مقادیری حقیقی دارند:
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)در این حالت توابع     )jg z  و( )jf z (1,..., )j N  به

 باشند:صورت زیر می
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  





 

 

1در حالت دوم      j  2و j  3موهومی و j  4و j 

برقرار  زیر از باشند. این حالت برای مقادیری حقیقی می

 است:

 

(14) 

   
 

 

2 2

2 2

2 1

1 2

( 1,..., )

j m n j j

j j j

m n

G G

j N

  


  

 

 
  



 

 

  

)در این حالت توابع      )jg z  و( )jf z (1,..., )j N  به

 باشند:صورت زیر می

 

(11) 

2 2
1 1 2 1

3 3 4 3

( ) cos( ) sin( )

cosh( ) sinh( )

( 1,..., )

j j j j j

j j j j

g z L z L z

L z L z

j N

 

 

 

 



 

 

(16) 

2
1 1

2
2 1 3 3

4 3

( ) cos( )

sin( ) cosh( )

sinh( ) ( 1,..., )

j j j

j j j j

j j

f z K z

K z K z

K z j N



 





 

 

 

 

 باشد:زیر میحالت سوم و پایانی برای محدوده     
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(19) 

   
 

2 22 1
( 1,..., )

1 2

j j m n

j j

G
j N

  


 

 
 


 

 

باشند و صورت موهومی میها همگی بهریشهدر این حالت     

)لذا توابع  )jg z  و( )jf z (1,..., )j N  به صورت زیر

 شوند:می

 

(19) 

2 2
1 1 2 1

2 2
3 3 4 3

( ) cos( ) sin( )

cos( ) sin( )

( 1,..., )

j j j j j

j j j j

g z L z L z

L z L z

j N

 

 

 

 



 

 

(17) 

2
1 1

2 2
2 1 3 3

2
4 3

( ) cos( )

sin( ) cosh( )

sinh( ) ( 1,..., )

j j j

j j j j

j j

f z K z

K z K z

K z j N



 





 

 

 

 

ijK (1,...,4)iو ijLدر هر حالت هشت ثابت       برای

ها وجود دارد، اما معادله مشخصه jهر کدام از مقادیر 

باشند. لذا باید تنها چهار ثابت معادلاتی مرتبه چهار می

)مستقل وجود داشته باشد. با جایگذاری  )jg z  و( )jf z 

(1,..., )j N ( 9( یا )9در هر حالت، در یکی از روابط )

برای هر کدام  ijKو ijLهایچهار رابطه وابستگی بین ثابت

بر  ijLهایآید. برای حالت اول ثابتبوجود می jاز مقادیر 

 آیند:دست میصورت زیر بهبه ijKهایحسب ثابت

 

(23) 

 

 

2 2
1 1 2

2 2
2 1 1

3 4 3

4 3 3

( 1,..., )

j j j m n

j j j m n

j j j

j j j
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L K

L K

j N

  

  





  

  

 

 



 

 

به صورت  ijKهایبر حسب ثابت ijLثوابتدر حالت دوم     

 آیند:دست میزیر به

 

(21) 

 

 

2 2 2
1 1 2

2 2 2
2 1 1

3 4 3

4 3 3

( 1,..., )

j j j m n

j j j m n

j j j

j j j
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L K
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j N

  

  





  

 

 

 



 

 

 و در حالت سوم:    

 

(22) 

 

 

2 2 2
1 1 2

2 2 2
2 1 1

2
3 4 3

2
4 3 3

( 1,..., )

j j j m n

j j j m n

j j j

j j j

L K

L K

L K

L K

j N

  

  





  

 



 



 

 

های معادله با توجه به آنکه سه حالت مختلف برای ریشه    

 Nها وجود دارد، لذا برای یک ورق مشخصه هر کدام از لایه

های معادلات حالت مختلف برای ریشه N0لایه در مجموع 

-دست آوردن فرکانسها وجود دارد. برای بهمشخصه همه لایه

طبیعی باید شرایط مرزی را بر روی صفحات بالا و پایین های 

ها برقرار کنیم. در حالت ارتعاش آزاد ورق و صفحات بین لایه

بر روی  zzو تنش نرمال  yzو  xzهای برشی باید تنش

 صفحات بالا و پایین ورق مساوی صفر باشند:

 

(20) 

     

     1 10 0 1 0

0

0

zz xz yzN Nz h z h N z h

zz xz yzz z z

  

  

  

  

  

  
 

 

های ترتیب لایهبه Nو  1های ( اندیس20در معادلات )    

نیز ضخامت کل  hکنند و مقدار پایینی و بالایی را مشخص می

جایی تعریف شده های جابهباشد. با استفاده از میدانورق می

های فوق بر روی صفحات بالا و پایین ورق تنشصفرشدن 

 :فقط منجر به چهار معادله مستقل زیر می شود
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(24) 
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    
 

    
 

    

 

 

علاوه بر برقراری شرایط مرزی بر روی صفحات بالا و پایین     

ها برقرار ورق، باید شرایط پیوستگی نیز در صفحات بین لایه

ها جایی در صفحه بین لایهو جابه باشد. شرایط پیوستگی تنش

 باشند:صورت زیر میبه

 

(21) 
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 rهای مربوط به لایه r-1و  rهای های بالا اندیسدر رابطه    

جایی تعریف های جابهباشند. با استفاده از میدانمی r-1و 

( فقط چهار معادله مستقل برای 26( و )21شده از معادلات )

)2,,...(هر مقدار  Nr  آیند:دست میصورت زیر بهبه 
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معادله مستقل  N4( ، در مجموع 27-29( و )24معادلات )    

باشند. برای وجود حل غیر ثابت مستقل می N4بر حسب 

بدیهی )حل غیر صفر( باید دترمینان ماتریس ضرایب مساوی 

صفر باشد. با مساوی صفر قرار دادن دترمینان ماتریس ضرایب 

دست ای بههای طبیعی مربوط به مدهای خارج صفحهفرکانس

  آیند.می

 

 نتایج عددی 
در این بخش برای نشان دادن توانایی و دقت روش فوق در به 

. است های طبیعی نتایج عددی ارائه شدهدست آوردن فرکانس

برای یک ورق مربعی همگن و ایزوتروپیک  1در جدول 

ای برای زوج صحیح لایه پنج پارامتر فرکانس خارج صفحهتک

محاسبه شده و  1/313و  13( دو نسبت طول به ضخامت 1،1)

اند. مقدار مقایسه شده ]11،16[با نتایج ارائه شده در مراجع 

 شود:صورت زیر تعریف میپارامتر فرکانس به

 

(03) 2a E h   

 

باشد. سایر مدول الاستیسیته می Eدر رابطه بالا     

های قبلی پارامترهای استفاده شده در رابطه بالا در بخش

دست آمده از روش فوق همخوانی اند. نتایج بهمعرفی شده

 ]16[دقیق چن  خصوص حلبه ]11،16[خوبی با نتایج مراجع 

 برای هر دو نسبت طول به ضخامت دارد.

دولایه مربعی با نسبت طول به  برای یک ورق 2در جدول     

و یک ورق دولایه مستطیلی با نسبت اضلاع دو به  13ضخامت 

های مربوط فرکانس 13یک و نسبت طول کوچکتر به ضخامت 

و با نتایج  ای ورق محاسبه شدهبه شش مد اول خارج صفحه

 اند.بعدی اجزاء محدود مقایسه شدهدست آمده از حل سهبه
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 ( یک ورق مربعی همگن و ایزوتروپیک1،1ای زوج صحیح )مقایسه پنج پارامتر فرکانس مدهای خارج صفحه 4جدول 

 1                          4                          0                          2                          1مد                                       

 = طول به ضخامت13

                                                                                                                                                                                                           990/077                417/019                009/231                1321/46                99671/1روش ارائه شده             

]11[                           9967/1                  130/46                  04/231                  42/019                  99/077                                                       

]16[                           9967/1                  130/46                  04/231                  42/019                  99/077                                                                                                                                                                                                                    

 = طول به ضخامت1/313

                                                                                                                                                                                                            1406/44                7921/00                9279/24                4629/14                61911/4روش ارائه شده             

]11[                           6192/4                  460/14                  903/24                  792/00                  144/44                                                                  

]16[                           6192/4                  460/14                  903/24                  790/00                  144/44                                                                                                                                                                                                                    

 

های ورق مربعی و یا در این جدول برای هر کدام از حالت    

مستطیلی، نتایج برای سه مقدار متفاوت نسبت ضخامت لایه 

جنس اند. ارائه شده 1/3و  0/3، 1/3بالا به ضخامت کل ورق 

گیگا  93الاستیسیته ( با مدول Alلایه پایینی از آلومینیوم )

کیلوگرم بر متر مکعب و جنس لایه  2932پاسکال و چگالی 

گیگا  093( با مدول الاستیسیته 3O2Alبالایی از آلومینا )

باشد. کیلوگرم بر متر مکعب می 0933پاسکال و چگالی 

فرض شده است و واحد  0/3ضریب پواسون در کل ورق برابر 

 0در جدول  باشد.ثانیه می دست آمده رادیان برهای بهفرکانس

مربعی دولایه با نسبت طول به  برای ورق 2مشابه جدول 

و ورق دولایه مستطیلی با نسبت اضلاع دو به یک  1ضخامت 

های طبیعی ورق فرکانس 1و نسبت ضلع کوچکتر به ضخامت 

بعدی اجزاء محدود محاسبه شده و با نتایج حاصل از حل سه

با  (2ZrO)ین کردن اکسید زیرکونیوم اند. با جایگزمقایسه شده

کیلوگرم  1933گیگا پاسکال و چگالی  233مدول الاستیسیته 

های جای آلومینا در لایه بالا دوباره فرکانسبر متر مکعب به

 اند. ارائه شده 1و  4ایم که در جداول طبیعی را محاسبه کرده

ده از دست آمشود مقایسه نتایج بههمانگونه که مشاهده می    

بعدی اجزاء محدود  صحت و دقت روش فوق با نتایج حل سه

کند. اختلاف نتایج به دست آمده از روش فوق را تایید می

 31/3روش فوق با نتایج اجزاء محدود در تمامی موارد کمتر از 

های مربعی به دلیل تقارن ورق، باشد. برای ورقدرصد می

با  (m, nهای )دست آمده برای زوجهای بهفرکانس

( یکسان n, mهای )های به دست آمده برای زوجفرکانس

( ,n2mهای )های مربوط به زوجباشند. همچنین فرکانسمی

های های مربوط به زوجهای مستطیلی و فرکانسبرای ورق

(m, nورق مربعی متناظر یکسان می ) باشند که علت آن

جداول باشد. با مقایسه نسبت اضلاع دو به یک مستطیل می

شود که با افزایش ضخامت ورق با یکدیگر مشاهده می

 یابند. های طبیعی افزایش میفرکانس

بعد های طبیعی بی( برای فرکانس03با توجه به رابطه )    

لایه، نسبت الاستیسیته به های تکشده )پارامتر فرکانس( ورق

Eچگالی )  ارتعاشی آن ماده ( یک ماده معرف خواص

های طبیعی نیز باشد که با افزایش آن مقادیر فرکانسمی

Eیابند. مقدار افزایش می   برای آلومینا بیشتر از اکسید

شود باید باشد. بنابراین همانگونه که مشاهده میزیرکونیوم می

وم انتظار داشته باشیم که با جایگزین کردن اکسید زیرکونی

Eبجای آلومینا مقدار فرکانس طبیعی کاهش یابد. مقدار   

باشد. بنابراین برای آلومینیوم کمتر از اکسید زیرکونیوم می

با کاهش  1و  4همچنین باید انتظار داشته باشیم در جداول 

یابد. اما ضخامت لایه بالایی، فرکانس طبیعی ورق افزایش می

شود اینگونه نیست و در بعضی ه مشاهده میهمانگونه ک

ها کاهش ها فرکانس طبیعی افزایش و در بعضی حالتحالت

توان همان های چندلایه نمییابد. بنابراین در مورد ورقمی

های چندلایه علاوه لایه را گرفت. در ورقهای تکنتیجه ورق

Eبر مقدار   ها و ، مقدار ضخامت لایههاهر کدام از لایه

ها در هندسه ورق نیز بر مقدار فرکانس جایگاه هر کدام از لایه

 طبیعی تأثیر دارد.
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های دولایه مربعی و مستطیلی ساخته شده از آلومینیوم و آلومینیوم اکسید با ای ورقشش فرکانس طبیعی اول مدهای خارج صفحه 2جدول 

 13نسبت ضلع کوچکتر به ضخامت 

 ورق مربعی                                                             ورق مستطیلی                                                 

 اول              دوم             سوم           روش حل                مد           اول              دوم             سوم                       مد 

     4190/91      7713/96      2717/99        1                    466/119      371/121      274/122        1حل ارائه شده           

 419/91        771/96        272/99(          1،1)               49/119        37/121        27/122(          1،1اجزاء محدود       )

 466/119      371/121      274/122        2                    234/299      677/294      491/270        2حل ارائه شده           

 49/119        13/121        27/122(          2،1)               21/299        93/294        49/270(          2،1اجزاء محدود       )

 322/199      117/171      206/171        0                    234/299      677/294      491/270        0حل ارائه شده           

 32/199        16/171        24/171   (       0،1)               21/299        93/294        49/270(          1،2اجزاء محدود       )

 011/207      134/241      974/211        4                    777/419      220/402      711/412        4حل ارائه شده           

 04/207        10/241        72/211   (       1،2)               33/419        20/402        76/412(          2،2اجزاء محدود       )

 234/299      677/294      491/270        1                    203/136      660/120      707/110        1حل ارائه شده           

 22/299        92/294        13/270(          2،2)               26/136        93/120        79/110(          0،1اجزاء محدود       )

 360/009      910/049      179/061        6                    203/136      660/120      707/110        6حل ارائه شده           

 39/009        99/049        22/061   (       0،2)               26/136        93/120        79/110(          1،0اجزاء محدود       )

 

نا با نسبت ضلع کوچکتر های دولایه مربعی و مستطیلی ساخته شده از آلومینیوم و آلومیای ورقشش فرکانس طبیعی اول خارج صفحه 9جدول 

 1به ضخامت 

 ورق مستطیلی       ورق مربعی                                                                                                        

 اول              دوم             سوم       روش حل                مد           اول              دوم              سوم                      مد     

     632/109      013/142      943/146        1                    133/237      112/216      496/226        1حل ارائه شده           

 63/109        01/142        94/146(          1،1)               13/237        11/216        49/226    (      1،1اجزاء محدود       )

 133/237      112/216      496/226        2                    903/443      930/461      692/131        2حل ارائه شده           

 13/237        11/216        49/226    (      2،1)               90/443        91/461        69/131(          2،1اجزاء محدود       )

 129/014      246/026      011/047        0                    903/443      930/461      692/131        0حل ارائه شده           

 10/014        21/026        06/047(          0،1)               90/443        91/461        69/131(          1،2اجزاء محدود       )

 977/099      909/431      199/443        4                    396/620      093/661      796/940        4حل ارائه شده           

 90/099        99/431        62/443   (       1،2)               39/620        09/661        77/940(          2،2اجزاء محدود       )

 903/443      930/461      692/131        1                    026/929      221/997      919/999        1حل ارائه شده           

 91/443        90/461        93/131(          2،2)               06/929        26/997        99/999(          0،1اجزاء محدود       )

 307/121      719/149      922/639        6                    026/929      221/997      919/999        6حل ارائه شده           

 36/121        79/149        91/639(          0،2)               06/929        26/997        99/999(          1،0اجزاء محدود       )
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ده از آلومینیوم و منیزیم اکسید با نسبت های دولایه مربعی و مستطیلی ساخته شای ورقشش فرکانس طبیعی اول مدهای خارج صفحه 1جدول 

 13ضلع کوچکتر به ضخامت 

 ورق مستطیلی     ورق مربعی                                                                                                           

 دوم             سوم   اول                سوم                       مد              روش حل                مد           اول              دوم      

     2469/61      6343/60      6360/17        1                    939/132      221/133      2614/74        1حل ارائه شده           

 249/61        634/60        639/17   (       1،1)               91/132        22/133        261/74(          1،1اجزاء محدود       )

 939/132      221/133      2614/74        2                    360/240      761/206      939/221        2حل ارائه شده           

 91/132        22/133        266/74(          2،1)               39/240        79/206        91/221(          2،1اجزاء محدود       )

 362/160      762/119      016/113        0                    360/240      761/206      939/221        0حل ارائه شده           

 36/160        76/119        24/171      (    0،1)               39/240        79/206        91/221(          1،2اجزاء محدود       )

 011/237      379/234      941/170        4                    009/093      376/061      410/049        4حل ارائه شده           

 09/237        12/234        96/170(          1،2)               04/093        13/061        46/049(          2،2اجزاء محدود       )

 360/240      761/206      939/221        1                    417/447      214/409      111/424        1حل ارائه شده           

 39/240        79/206        92/221(          2،2)               41/447        27/409        19/424(          0،1اجزاء محدود       )

 490/279      304/273      474/299        6                    417/447      214/409      111/424        6حل ارائه شده           

 13/279        31/273        11/299  (        0،2)               41/447        27/409        19/424(          1،0اجزاء محدود       )

 

ز آلومینیوم و منیزیم اکسید با نسبت های دولایه مربعی و مستطیلی ساخته شده اای ورقشش فرکانس طبیعی اول مدهای خارج صفحه 5جدول 

 1ضلع کوچکتر به ضخامت 

 ورق مربعی                                                             ورق مستطیلی                                                  

 سوم       وم       روش حل                مد           اول              دوم             سوم                       مد           اول              د

     102/121      490/119      910/112        1                    167/191      149/193      926/190        1حل ارائه شده           

 10/121        49/119        91/112       (   1،1)               19/191        11/193        90/190(          1،1اجزاء محدود       )

 167/191      149/193      926/190        2                    441/079      999/099      644/090        2حل ارائه شده           

 19/191        11/193        90/190   (       2،1)               41/079        97/099        61/090(          2،1اجزاء محدود       )

 410/293      142/290      963/266        0                    441/079      999/099      644/090        0حل ارائه شده           

 46/293        11/290        96/266(          0،1)               41/079        97/099        61/090(          1،2اجزاء محدود       )

 261/047      967/043      193/001        4                    261/169      060/111      907/119        4حل ارائه شده           

 27/047        97/043        21/001(          1،2)               26/169        09/111        94/119(          2،2اجزاء محدود       )

 441/079      999/099      644/090        1                    929/669      293/610      932/662        1حل ارائه شده           

 46/079        71/099        66/090(          2،2)               96/669        01/610        94/662(          0،1اجزاء محدود       )

 074/492      294/461      992/417        6                    929/669      293/610      932/662        6حل ارائه شده           

 41/492        03/461        97/417(          0،2)               96/669        01/610        94/662(          1،0اجزاء محدود       )
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تغییرات فرکانس  0و  2های در نمودارهای شکل    

طبیعی اول یک ورق مربعی دولایه با طول واحد و 

2h نسبت به 1/3ضخامت  h 2رسم شده است کهh 

باشد. در هر دو نمودار ، جنس ضخامت لایه بالایی می 

-های بالایی بههای پایینی از آلومینیوم و جنس لایهلایه

 اند. فرض شده اکسید زیرکونیومترتیب از آلومینا و 

 

 
تغییرات پارامتر فرکانس طبیعی اول در برابر  2شکل 

 ضخامت نسبی لایه آلومینیوم اکسید

 

 
تغییرات پارامتر فرکانس طبیعی اول در برابر  9شکل 

 ضخامت نسبی لایه منیزیم اکسید

 

هر کدام از نمودارهای بالا از دو محدوده صعودی و     

 2اند. در نمودار شکل یک محدوده نزولی تشکیل شده

تغییرات فرکانس طبیعی در  0خلاف نمودار شکل بر

محدوده نزولی نسبت به تغییرات فرکانس در کل 

2hمحدوده تغییرات  h باشد که بسیار کوچک می

Eتوان به مقایسه مقدار دلیل آن را می   برای

آلومینا و اکسید زیرکونیوم نسبت داد. بنابراین حتی 

Eتوان انتظار داشت با تغییرات مقدار می   لایه

بالایی به یک روند کاملاً صعودی یا نزولی در نمودارهای 

 بالا دست یافت.
 

 گیرینتیجه 
در این مطالعه به ارائه یک حل دقیق فرم بسته برای 

های همگن و ای ورقارتعاشات آزاد خارج صفحه

های مفصل ساده ایزوتروپیک چندلایه مستطیلی با پایه

بعدی خطی پرداخته بر مبنای تئوری الاستیسیته سه

های طبیعی از تعدادی دست آوردن فرکانسشد. برای به

های جاییهای جابهجایی برای بیان مولفهمیدان جابه

جایی فوق باعث های جابهیدانورق استفاده گردید. م

کاهش سه معادله الاستیسیته حرکت به دو معادله 

مستقل دیفرانسیلی ساده کوپل شده گردیدند که این 

امر موجب کاهش سه معادله مستقل به دو معادله 

شود. های طبیعی میدست آوردن فرکانسمستقل در به

در پایان برای بررسی صحت و دقت روش استفاده شده 

ایج عددی ارائه شدند و همچنین تأثیر مقدار ضخامت نت

های دولایه بر روی فرکانس طبیعی مورد های ورقلایه

دست آمده از روش مقایسه نتایج بهبررسی قرار گرفت. 

بعدی اجزاء محدود  صحت و دقت فوق با نتایج حل سه

کند. اختلاف نتایج به دست آمده روش فوق را تایید می

نتایج اجزاء محدود در تمامی موارد کمتر از روش فوق با 

 باشد.درصد می 31/3از 
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