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 چکیده
های اثرات کنترل کنندهبا در نظر گرفتن  (PENR) کیزوالکترینانورزوناتور پو پایداری  یرخطیارتعاشات غ لیتحلحاضر  تحقیقدر 

( در GMSITمرداک )-نیسطح/رابط گورت یهای( و تئورSGTکرنش ) انیگراد یتئور ،(NLT) موضعیریغ یتئورمانند  کیرکلاسیغ

( DC) میبا ولتاژ مستق یرخطیغ کیالکترواستات کیرتحت تحمورد مطالعه نانورزوناتور  است.هارائه شد(CT)  کیکلاس هیبا نظر سهیمقا

به  یبرا بیبه ترت نیگالرک روشو  لتونیاز اصل هم لیتحل نیا یبرا. قرار دارد پاسترناک سکویو طیمح نی( و همچنACو متناوب )

 یرخطیغ یپاسخ فرکانس یبررس یاست. براحل معادله حرکت استفاده شده یبرا نیو همچن یمرز طیدست آوردن معادلات حاکم و شرا

که  دندهینشان م جینتا .شودیطول قوس استفاده م روش پیمایشهمراه با  مختلط یریگنیانگیاز روش م PENR یداریپا لیو تحل

 طیدر شراهمچنین  ؛دهدینشان م را PENR یاز پاسخ ارتعاش ینادرست ینیبشیکوچک، پ اسیگرفتن اثرات سطح/رابط در مق دهیناد

و دامنه نوسان و  شوندیم PENR یسفت شیمنجر به کاهش و افزا بیبه ترت یرمحلیغ یطول ماده و پارامترها اسیمختلف، مق یمرز

سطح/رابط  یپارامترها رییتغ نیهمچن است؛ شتریب کیکلاسحالت نسبت به  SGTو  NLT کیکلاس ریغ یهاهینظر یداریدامنه ناپا

 .گرددمی PENR ستمیس یداریو ناپا یرخطیرفتار غ د،یدامنه تشد د،یفرکانس تشد شیافزا ایمنجر به کاهش 

 ؛یرخطیانس غپاسخ فرک ؛مورداک -نیسطح/رابط گورت هینظر ؛موضعی ریکرنش غ انیگراد هینظر ؛کیزوالکتریپ رزوناتورنانو  :کلمات کلیدی

 طول قوس. روش پیمایش ؛مختلط یریگنیانگیروش م

Comparison of nonclassical controllers on piezoelectric nanoresonator: nonlinear 
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Abstract 
In current study, nonlinear vibrations and stability analysis of piezoelectric nanoresonator (PENR) 

considering with the effects of non-classical controllers such as strain gradient (SGT), nonlocal (NLT) and 

Gurtin–Murdoch surface/interface (GMSIT) theories are presented in comparison with the classical theory 

(CT). PENR subjected to nonlinear electrostatic excitation with direct (DC) and alternative (AC) voltages 

and also visco-pasternak medium. For this work, Hamilton’s principle and Galerkin technique are used to 

obtain the governing equations and boundary conditions and also to solve the equation of motion. Complex 

averaging method combined with arc-length continuation is used to investigate nonlinear frequency 

response and stability analysis of PENR. The results show that ignoring small-scale and surface/interface 

effects give inaccurate predictions of vibrational response of the PENR. It is indicated that in different 

boundary condition, material length scale and nonlocal scale parameters respectively lead to decreasing and 

increasing of PENR stiffness and also the amplitude of oscillation and the range of instability of non-classic 

theories of NLT and SGT are greater than that of the classical one. Also changes of surface/interface 

parameters lead to decreasing or increasing of the resonant frequency, resonance amplitude, nonlinear 

behavior and the system's instability of PENR. 

Keywords: Piezoelectric nanoresonator; Nonlocal strain gradient theory; Gurtin–Murdoch surface/interface; 

Nonlinear frequency response; Complex averaging method, Arc-length continuation.  
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 مقدمه -1
 از یمتعدد یهانهیاز علم است که زم یاشاخه ینانوتکنولوژ

 ژهیونانو، به یم مانند ساختارهاوو عل یفناور

که  ردیگیرا در بر م کیزوالکترینانو پ یسنسورها/رزوناتورها

 یموتورهااز جمله  روز یطور گسترده در مهندسبه

حسگرها در بخش ی، عملگرها در بخش صنعت، کیزوالکتریپ

)چاپگرها،  یمصرف کیعملگرها در لوازم الکترونی، پزشک

جرقه زن ، هاکروفونیم، کیزوالکتریپ ، آلارمبلندگوها(

ساختارهای میکروسکوپ  نانو در یابیتیموقع، کیزوالکتریپ

حسگرها و نانو عملگرها در  نانوو  کیربات کرویم، نیروی اتمی

بسیاری از صنایع از جمله پزشکی، پتروشیمی، نفت و گاز، غیره 

برای تشخیص انواع ریز ساختارهای عبوری از نانوساختار برای 

تشخیص آنها بعنوان سنسور جرمی، بایو سنسور، سنسورهای 

، سنسور فشار و سایر سنسورهای شیمیایی پزشکی،

ه قرار مورد استفاد یی و الکتریکیسنسورهای مکانیکی، شیمیا

محققان در سراسر جهان نظر  یتوجهقابل بصورتو  رندیگیم

گسترده  یمنحصر به فرد و کاربردها یهایژگیبه وبا توجه را 

استفاده  لیبه دل گر،ید ی. از سو[1-4]اند به خود جلب کرده

در  کیزوالکترینانوحسگر پ ژهیواز حد از نانوحسگرها، به شیب

 یرفتارهاتحلیل و  یاضیر یسازمدل ،یارتعاش یهادستگاه

 یهاهیمنظور، نظر نیا یبرااست.  یآنها ضرور یارتعاش

مورداک -نیسطح/رابط گورت یهایتئورمانند  کیرکلاسیغ

[ 7کرنش ] انیگراد و [6] یعیا غیرموض یرمحلیغتئوری ، [5]

 یکینامید لیو تحل یرخطیارتعاشات غ یبررس یبرا

 اند.نانوساختارها ارائه شده

[ 8فرج پور و همکاران ] ،غیرمحلی الاستیسیته هیاساس نظر بر

 یهالینانوصفحه، پتانس لیو تحل هیکه در تجز ندنشان داد

با در نظر گرفتن اثر  یرخطیو نسبت فرکانس غ یسیمغناط

 [9] همکارانو  یمیابراه .ابدییکاهش م ولط اسیپارامتر مق

 جهیتن نیبه ا کیزوالکترینانوصفحات پ یکمانش لیدر تحل

 شهیهم یرمحلینانوصفحات غ یکمانش یکه بارها دندیرس

 لیتحلدر [ 10و همکاران ] نجفی .است کیکلاس حالتکمتر از 

 تلفمخی اثرات پارامترها، کیزوالکتریپ ریارتعاشات آزاد نانوت

 یالاعمولتاژ  و نسبت طول به ضخامت ،یرمحلیمانند پارامتر غ

در بررسی صورت  نیهمچن ؛اندداده قراری بررس موردرا  یخارج

 شیاست که افزاشده[ نشان داده 11] یعارفگرفته توسط 

 یهاییها، جابجاچرخش شیمنجر به افزا وضعیرمیپارامتر غ

با  کیزوالکتریپوسته نانو پ کی یدرون صفحه و انحراف عرض

 هی[ از نظر12و همکاران ] یمی. ابراهشودیدوگانه م یهایمنحن

ارتعاشات  لیتحل یبررس یبرا یرمحلیکرنش غ انیگراد

 یبا توجه به تئور. اندهاستفاده کرد کیسکوالاستیو یهاتیرنانو

 ،یمولکول کینامید یسازهیو شب یرمحلیکرنش غ انیگراد

و  انعلیها توسط مهرارتعاش آزاد نانولوله زیکمانش و آنال

بکارگیری با قرار گرفته است.  یبررس[ مورد 13همکاران ]

 یهاسمقیا لیتحلیروش و  یرمحلیکرنش غ انیگراد یئورت

-یلراو ضعیغیرمو نانوتیر طیغیرخ تتعاشارا ،نی چندگانهماز

و  دماکارتوسط لکترومکانیک انانوبعنوان یک ساختار  لیبرنو

 [. 14است ]شده یهمکاران بررس

مرداک، -نیگورتسطح  تهیسیالاست هینظرتوجه به  باهمچنین 

 یرخطیغپس کمانش -کمانش و  یارتعاش لیتحل

توسط فانگ و همکاران مورد  کیزوالکتریپ ینانوساختارها

و  یکچپ یهاشم رایاخ. [15،16قرار گرفته است ] بررسی

 اسیدر مقهای مهم تحلیلی برخی از روش [17-24همکاران ]

 ،مورداک -نیسطح/رابط گورتانرژی  یهایتئورکوچک مانند 

 نیهمچن یرمحلیکرنش غ انیگراد و ی ارینجنرمحلیغتئوری 

کنترل اثرات تا  نداهارائه کردرا مختلف  یهاروشاین  بیترک

ارتعاشات  ،یعیطب یهابر فرکانس را غیرکلاسیکهای کننده

چند  کیزوالکتریپ یساختارهانانو  یداریپا لیو تحل یرخطیغ

 ،کیهارمون مختلفی چون کاتیتحت تحر وجداره 

رار قغیرخطی مورد بررسی  کیالکترواستاتو  ویسکوپاسترناک

  دهند.

از  یمحدود اری[ تعداد بس20به ذکر است که علاوه بر ] لازم

و اثرات در  /رابطسطحانرژی  ریمطالعات به طور همزمان تأث

 نانوساختارها خصوصا نانوساختارهای یکوچک را برا اسیمق

اثرات با بکارگیری . قرار دادندمورد مطالعه  کیزوالکتریپ

 یهاکمانش نانوپوسته تحلیل ی،سطحانرژی و  یرمحلیغ

 توسط یفشار یو بارها یخارج یتحت ولتاژها کیزوالکتریپ

همچنین  ؛است بررسی قرار گرفته مورد [25و همکاران ] سون

 ی پاسخرمحلیو غ یاثرات سطحبا در نظر گرفتن  [26] یانیک

لعه مطامورد را مانند  ی تیرپس کمانش نانوساختارها یلیتحل

نانو ورق دو جداره  یرخطیارتعاشات غ تحلیلاست.  داده قرار

انرژی و  یرمحلیغ تهیسیزوالاستیپ یهایربا استفاده از تئو

. استشده انجام[ 27قربانپور و همکاران ]توسط  یسطح

 هایکه پارامتر انده[ نشان داد28و همکاران ] یقربان نیهمچن
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ا ر یعیفرکانس طب بیبه ترت یرمحلیطول ماده و غ اسیمق

ها در پاسخ یسطح رو انرژیو اثرات  دهندیو کاهش م شیافزا

پارامتر تر و مقادیر پایینطول  اسیمقبالاتر پارامتر  ریمقاد

 . است تریقوی، رمحلیغ

ام شده انج سندگانیکه تا کنون توسط نو یقبل یتمام کارها در

 یداریو پا اتارتعاش لیدر تحلهای بسیار کمی پژوهشاست، 

رات اثهمزمان با در نظر گرفتن  کیزوالکتریپ ینانوساختارها

 یرمحلیمورداک و اثرات غ-نیکرنش، سطح/رابط گورت انیگراد

کارهای صورت گرفته ادامه تحقیق حاضر . صورت گرفته است

اما موضوع مورد مطالعه به  است،نویسنده مقاله حاضر  [20]

 وتحریک اعمالی کاملا متفاوت از کار قبلی بوده  یروهاین ژهیو

و برخلاف  شودحاصل می یاز مقاله قبل متفاوتی جینتا در نتیجه

 کیبه طور همزمان تحت تحر حاضرنانوساختار  ،یکار قبل

( و متناوب DC) میمستق یتاژهاولبا  یرخطیغ یکیالکترواستات

(AC ) در ردیگیقرار مپاسترناک  سکویو طیمح نیهمچنو .

 یبراغیرکلاسیک نامبرده  هایکنندهکنترل، تحقیق حاضر

زوناتور رنانو یداریپا لیو تحل یرخطیغ یپاسخ فرکانس یبررس

رار مورد مطالعه ق کیکلاس یبا تئور سهیدر مقا کیزوالکتریپ

 یبرا نیگالرک روشو  لتونیاز اصل همکار،  نیا ی. براگیرندمی

و حل معادله  یمرز طیشرا، به دست آوردن معادلات حاکم

پاسخ  یبررس یبرا و همچنیناست استفاده شدهحرکت 

 کیکترزوالیپرزوناتور نانو یداریپا لیو تحل یرخطیغ یفرکانس

 اسیاثرات مق با در نظر گرفتن پارامترهای مختلفی چون

 یولتاژها ،پاسترناک سکویوبسترهای سطح/رابط، ، کوچک

پارامترها از روش  ریو سا کیزوالکتریو پ کیالکترواستات

طول قوس  روش پیمایشهمراه با  مختلط یریگنیانگیم

 . شودیاستفاده م

 

 سازی هندسی و فیزیکیمدل -2
 یمبتن کیزوالکتریپ گردیتشدرزوناتور یا نانو نانو ، 1در شکل 

رناک پاست سکویو طیکه در معرض مح یابر نانوپوسته استوانه

شان ن ،قرار گرفته است یرخطیغ یکیالکترواستات کیو تحر

ار نانوساخت یو هندس یکیزیف اتیاست. تمام خصوصداده شده

قابل  [18]و همکاران  یکچپ یذکر شده در مرجع هاشم

 است. مشاهده

 

 
 کیتحت تحر کیزوالکتریپ دگرینانو تشد کی -1شکل 

 ]18[ یرخطیغ یکیالکترواستات

 

 معادلات حاکم بر سیستم -3
معادلات حاکم بر حرکت ، لتونیبا اعمال اصل همبخش،  نیدر ا

یم به دست کیزوالکتریپوسته پنانو حاکم بر یمرز طیو شرا

 :دیآ

 

(1) ∫ (𝛿𝑇 − 𝛿𝜋 + 𝛿𝑤𝑣𝑓 + 𝛿𝑤𝑒)𝑑𝑡 = 0,
𝑡

0

 

 

 بستر ،یجنبش یکرنش، انرژ یانرژ اترییتغاولین که 

 بیه ترتب یرخطیغ کیالکترواستات کیو تحر پاسترناکسکویو

 نی. توجه به اشودبیان می 𝛿𝑤𝑒، و 𝛿𝑇  ،𝛿𝜋  ،𝛿𝑤𝑣𝑓 بصورت

 یو عبارات برا بیروابط، ضرا یاست که تمام ینکته ضرور

و  یرمحلیغ تئوری ،انیگرادسطح/رابط انرژی  یهاهینظر

-روابط تنشهمچنین /رابط و حسط یرمحلیکرنش غ گرادیان

کامل در مرجع  اتیبا جزئ رهیکوچک و غ اسیکرنش در مق

 یکرنش یانرژ رییتغ نیاول است.ذکر شده [20] یکچپ یهاشم

 :شودمینوشته  ریبه صورت ز
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(2) 𝛿𝜋 = ∫ ∫
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 یانیسطح م یهاییجابجا یبرا بیبه ترت 𝑤و  𝑢، 𝑣که در آن 

 یانرژ رییتغ نیاول نیهمچن ؛هستند 𝑧و  𝑥 ،𝜃 یهادر جهت

 :زیر بیان نمودصورت توان به یرا م یجنبش

 

(3) 
𝛿 ∫ 𝑇𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

= −∫ ∬{𝐼 ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
) 𝛿𝑢 + (

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
)𝛿𝑣

𝑡2

𝑡1

+ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
) 𝛿𝑤)}𝑅𝑑𝜃𝑑𝑥𝑑𝑡 

 که

(4) 𝐼 = ∫ 𝜌𝑁

ℎ𝑁

−ℎ𝑁

𝑑𝑧 + ∫ 𝜌𝑝

−ℎ𝑁

−ℎ𝑁−ℎ𝑝

𝑑𝑧 + ∫ 𝜌𝑝

ℎ𝑁+ℎ𝑝

ℎ𝑁

𝑑𝑧 

+𝜌𝑆,𝐼 = 2𝜌𝑁ℎ𝑁 + 2𝜌𝑝ℎ𝑝 + 2𝜌
𝑆 + 2𝜌𝐼 

 

و  رناکپاستسکویو بسترکار انجام شده توسط  رییتغ نیو اول

بیان زیر توان به صورت یرا م یرخطیغ کیالکترواستات کیتحر

 :کرد

 

(5) 𝛿𝑊𝑣𝑓 = −∫ ∫ ∫

(

 

𝐾𝑤𝑤

−𝐾𝑝𝛻
2𝑤

+𝐶𝑤
𝜕𝑤

𝜕𝑡 )

 𝛿𝑤
𝑤

0

2𝜋

0

𝐿

0

𝑅𝑑𝜃𝑑𝑥, 

(6) 

𝛿𝑊𝑒 = 

∫ ∫ ∫
𝜋𝛶(𝑉𝐷𝐶 + 𝑉𝐴𝐶𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡))

2

(

  
 √

(𝑏 − 𝑤)

× (2𝑅 + 𝑏 − 𝑤)

×[cosh−1 (
1 +
𝑏−𝑤

𝑅

)]

2

)

  
 

𝛿𝑤
𝑤

0

2𝜋

0

𝐿

0

𝑅𝑑𝜃𝑑𝑥 

 

را  (6) -)2)ت معادلابیان شده در و عبارات  بیضرا یتمامکه 

و همکاران  یکچپ یدر مراجع هاشمبا جزئیات کامل توان  یم

 مشاهده کرد.  [18 ,20]

(، معادلات حاکم 1معادله ) در( 6) -(2معادلات. ) ینیگزیجا با

به دست آمده است.  PENR یبرا یمرز طیبر حرکت و شرا

 اسیبا در نظر گرفتن اثرات مق[ و 18مطابق با مرجع ]

اثرات  با در نظر گرفتنطول مواد و  اسیمق و یرمحلیغ

 یب یپارامترهااستفاد از و  کرنش سطح/رابط انیگراد یرمحلیغ

 یرا مبر حرکت حاکم بعد  یببعد مراجع ذکر شده، معادلات 

 :زیر نوشت توان به صورت

 

(7) 
(1 − �̅��̅�2)

(

 
 
 
 
𝛼1𝑢

𝜕2�̅�

𝜕𝜉2
+ 𝛼2𝑢

𝜕2�̅�

𝜕𝜃2
+ 𝛼3𝑢

𝜕2�̅�

𝜕𝜉𝜕𝜃

+𝛼4𝑢
𝜕�̅�

𝜕𝜉
+ 𝛼5𝑢

𝜕�̅�

𝜕𝜉

𝜕2�̅�

𝜕𝜉2

+𝛼6𝑢
𝜕�̅�

𝜕𝜉

𝜕2�̅�

𝜕𝜃2
+ 𝛼7𝑢

𝜕2�̅�

𝜕𝜉𝜕𝜃

𝜕�̅�

𝜕𝜃 )

 
 
 
 



= (1 − �̅��̅�2)
𝜕2�̅�

𝜕𝜏2
, 

(8) 
(1 − �̅��̅�2)

(

 
 
 
 
 
 

𝛼1𝑣
𝜕2�̅�

𝜕𝜉𝜕𝜃
+ 𝛼2𝑣

𝜕2�̅�

𝜕𝜉2

+𝛼3𝑣
𝜕2�̅�

𝜕𝜃2
+ 𝛼4𝑣

𝜕�̅�

𝜕𝜉

𝜕2�̅�

𝜕𝜉𝜕𝜃

+𝛼5𝑣
𝜕2�̅�

𝜕𝜉2
𝜕�̅�

𝜕𝜃
+ 𝛼6𝑣

𝜕�̅�

𝜕𝜃

+𝛼7𝑣
𝜕�̅�

𝜕𝜃

𝜕2�̅�

𝜕𝜃2 )

 
 
 
 
 
 

= (1 − �̅��̅�2)
𝜕2�̅�

𝜕𝜏2
, 

(9) (1 − �̅��̅�2) × 
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(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝛼1𝑤
𝜕�̅�

𝜕𝜉
+ 𝛼2𝑤

𝜕�̅�

𝜕𝜉

𝜕2�̅�

𝜕𝜉2

+𝛼3𝑤
𝜕�̅�

𝜕𝜉

𝜕2�̅�

𝜕𝜃2
+ 𝛼4𝑤

𝜕2�̅�

𝜕𝜉2
𝜕�̅�

𝜕𝜉
+𝛼5𝑤

𝜕2�̅�

𝜕𝜉𝜕𝜃

𝜕�̅�

𝜕𝜃

+𝛼6𝑤
𝜕2�̅�

𝜕𝜉𝜕𝜃

𝜕�̅�

𝜕𝜃
+ 𝛼7𝑤

𝜕�̅�

𝜕𝜃

𝜕2�̅�

𝜕𝜉𝜕𝜃

+𝛼8𝑤
𝜕2�̅�

𝜕𝜃2
𝜕�̅�

𝜕𝜉
+ 𝛼9𝑤

𝜕�̅�

𝜕𝜉

𝜕2�̅�

𝜕𝜉𝜕𝜃

+𝛼10𝑤
𝜕2�̅�

𝜕𝜉2
𝜕�̅�

𝜕𝜃
+ 𝛼11𝑤

𝜕2�̅�

𝜕𝜉𝜕𝜃

𝜕�̅�

𝜕𝜉

+𝛼12𝑤
𝜕�̅�

𝜕𝜃
+ 𝛼13𝑤

𝜕�̅�

𝜕𝜃

𝜕2�̅�

𝜕𝜉2

+𝛼14𝑤
𝜕�̅�

𝜕𝜃

𝜕2�̅�

𝜕𝜃2
+ 𝛼15𝑤

𝜕2�̅�

𝜕𝜃2
𝜕�̅�

𝜕𝜃

+𝛼16𝑤�̅� + 𝛼17𝑤�̅�
𝜕2�̅�

𝜕𝜉2
+ 𝛼18𝑤�̅�

𝜕2�̅�

𝜕𝜃2

+𝛼19𝑤
𝜕2�̅�

𝜕𝜉2
+ 𝛼20𝑤

𝜕�̅�

𝜕𝜉

𝜕2�̅�

𝜕𝜉𝜕𝜃

𝜕�̅�

𝜕𝜃

+𝛼21𝑤
𝜕2�̅�

𝜕𝜉2
(
𝜕�̅�

𝜕𝜉
)
2

+ 𝛼22𝑤
𝜕2�̅�

𝜕𝜉2
(
𝜕�̅�

𝜕𝜃
)
2

+𝛼23𝑤
𝜕4�̅�

𝜕𝜉4
+ 𝛼24𝑤 (

𝜕�̅�

𝜕𝜉
)
2

+𝛼25𝑤
𝜕4�̅�

𝜕𝜉2𝜕𝜃2
+ 𝛼26𝑤 (

𝜕�̅�

𝜕𝜉
)
2 𝜕2�̅�

𝜕𝜃2

+𝛼27𝑤
𝜕2�̅�

𝜕𝜃2
+ 𝛼28𝑤

𝜕4�̅�

𝜕𝜃4

+𝛼29𝑤
𝜕2�̅�

𝜕𝜃2
(
𝜕�̅�

𝜕𝜃
)
2

+ 𝛼30𝑤 (
𝜕�̅�

𝜕𝜃
)
2

+𝛼31𝑤
𝜕4�̅�

𝜕𝜉2𝜕𝜏2
+ 𝛼32𝑤

𝜕4�̅�

𝜕𝜃2𝜕𝜏2
+ 𝛼33𝑤 )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

= (1 − �̅��̅�2) × 

(

 
 
 
 
 
 

𝜕2�̅�

𝜕𝜏2
+ 𝐶�̅�

𝜕�̅�

𝜕𝜏
+ 𝐾𝑤�̅� − 𝐾𝑝�̅�

2�̅�

−
�̅�𝑒(�̅�𝐷𝐶 + �̅�𝐴𝐶 𝑐𝑜𝑠(�̅�𝜏))

2

(√
(𝑚1�̅� − �̅�) ×

(2𝑚4�̅� + 𝑚1�̅� − �̅�)
) ×

[𝑐𝑜𝑠ℎ−1 (1 +
𝑚1�̅�−�̅�

𝑚4�̅�
)]
2

)

 
 
 
 
 
 

, 

 

�̅�2که در آن  =
𝜕2

𝜕𝜉2
+𝑚0

2 𝜕2

𝜕𝜃2
مطرح  بیضراکلیه و  است 

𝛼𝑖𝑢(𝑖 شده = 1. .7), 𝛼𝑗𝑣(𝑗 = 1. 𝛼𝑘𝑤(𝑘و  (7. = 1. در  (33.

توان به یمرتبط را م یمرز طیاند. شراشده ی[ معرف20مرجع ]

 :بدست آورد ریبعد به صورت زیشکل ب

(10) 

�̅�

= 0:

(

 
 
 
𝛼1𝑢
𝑏𝑐
𝜕�̅�

𝜕𝜉
+ 𝛼2𝑢

𝑏𝑐
𝜕�̅�

𝜕𝜃
+ 𝛼3𝑢

𝑏𝑐�̅�

+𝛼4𝑢
𝑏𝑐 (

𝜕�̅�

𝜕𝜉
)
2

+ 𝛼5𝑢
𝑏𝑐 (

𝜕�̅�

𝜕𝜃
)
2

+𝛼6𝑢
𝑏𝑐 )

 
 
 
𝛿�̅�𝜉

|

|

0

1

+

(

 
 
𝛼7𝑢
𝑏𝑐
𝜕�̅�

𝜕𝜃
+ 𝛼8𝑢

𝑏𝑐
𝜕�̅�

𝜕𝜉

+𝛼9𝑢
𝑏𝑐
𝜕�̅�

𝜕𝜉

𝜕�̅�

𝜕𝜃 )

 
 
𝛿�̅�𝜃|

|

0

2𝜋

= 0, 

(11) 

𝛿�̅� = 0: 



(

 
 
𝛼1𝑣
𝑏𝑐
𝜕�̅�

𝜕𝜃
+ 𝛼2𝑣

𝑏𝑐
𝜕�̅�

𝜕𝜉

+𝛼3𝑣
𝑏𝑐
𝜕�̅�

𝜕𝜉

𝜕�̅�

𝜕𝜃 )

 
 
𝛿�̅�𝜉|

|

0

1

+

(

 
 
 
𝛼4𝑣
𝑏𝑐
𝜕�̅�

𝜕𝜉
+ 𝛼5𝑣

𝑏𝑐
𝜕�̅�

𝜕𝜃
+ 𝛼6𝑣

𝑏𝑐�̅�

+𝛼7𝑣
𝑏𝑐 (

𝜕�̅�

𝜕𝜉
)
2

+ 𝛼8𝑣
𝑏𝑐 (

𝜕�̅�

𝜕𝜃
)
2

+𝛼9𝑣
𝑏𝑐 )

 
 
 
𝛿�̅�𝜃

|

|

0

2𝜋

= 0, 

(12) 

𝛿�̅� = 0: 



(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+𝛼1𝑤
𝑏𝑐
𝜕�̅�

𝜕𝜉

𝜕�̅�

𝜕𝜉
+ 𝛼2𝑤

𝑏𝑐
𝜕�̅�

𝜕𝜃

𝜕�̅�

𝜕𝜃

+𝛼3𝑤
𝑏𝑐
𝜕�̅�

𝜕𝜉

𝜕�̅�

𝜕𝜃
+ 𝛼4𝑤

𝑏𝑐
𝜕�̅�

𝜕𝜃

𝜕�̅�

𝜕𝜉

+𝛼5𝑤
𝑏𝑐 �̅�

𝜕�̅�

𝜕𝜉
+ 𝛼6𝑤

𝑏𝑐
𝜕�̅�

𝜕𝜉

+𝛼7𝑤
𝑏𝑐
𝜕3�̅�

𝜕𝜉3

+𝛼8𝑤
𝑏𝑐

𝜕3�̅�

𝜕𝜉𝜕𝜃2
+ 𝛼9𝑤

𝑏𝑐
𝜕�̅�

𝜕𝜉
(
𝜕�̅�

𝜕𝜉
)
2

+𝛼10𝑤
𝑏𝑐

𝜕�̅�

𝜕𝜉
(
𝜕�̅�

𝜕𝜃
)
2

+ 𝛼11𝑤
𝑏𝑐

𝜕3�̅�

𝜕𝜉𝜕𝜏2)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝛿�̅�𝜉

|

|

|

|

0

1

 

(13) 

𝜕�̅�

𝜕𝜉
= 0 

:

(

 
 
 
 
𝛼23𝑤
𝑏𝑐

𝜕2�̅�

𝜕𝜉2
+ 𝛼24𝑤

𝑏𝑐
𝜕2�̅�

𝜕𝜃2

+𝛼25𝑤
𝑏𝑐 + 𝛼26𝑤

𝑏𝑐
𝜕2�̅�

𝜕𝜉2

+𝛼27𝑤
𝑏𝑐

𝜕2�̅�

𝜕𝜃2
+ 𝛼28𝑤

𝑏𝑐
𝜕2�̅�

𝜕𝜏2)

 
 
 
 

𝛿 (
𝜕�̅�𝜉

𝜕𝜉
)

|

|

0

1

+ (𝛼29𝑤
𝑏𝑐

𝜕2�̅�

𝜕𝜉𝜕𝜃
) 𝛿 (

𝜕�̅�𝜃
𝜕𝜉

)|
0

2𝜋

= 0, 

(14) 

𝜕�̅�

𝜕𝜃

= 0: (𝛼30𝑤
𝑏𝑐

𝜕2�̅�

𝜕𝜉𝜕𝜃
) 𝛿 (

𝜕�̅�𝜉

𝜕𝜃
)|
0

1

+

(

 
 
 
 
𝛼31𝑤
𝑏𝑐

𝜕2�̅�

𝜕𝜉2
+ 𝛼32𝑤

𝑏𝑐
𝜕2�̅�

𝜕𝜃2

+𝛼33𝑤
𝑏𝑐 + 𝛼34𝑤

𝑏𝑐
𝜕2�̅�

𝜕𝜉2

+𝛼35𝑤
𝑏𝑐

𝜕2�̅�

𝜕𝜃2
+ 𝛼36𝑤

𝑏𝑐
𝜕2�̅�

𝜕𝜏2)

 
 
 
 

𝛿 (
𝜕�̅�𝜃
𝜕𝜃

)

|

|

0

2𝜋

= 0 
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𝛼𝑙𝑢 بیضراکه 
𝑏𝑐(𝑙 = 1. .9)، 𝛼𝑚𝑣

𝑏𝑐 (𝑚 = 1. 𝛼𝑛𝑤و  (9.
𝑏𝑐 (𝑛 =

1.  یاراند. در مطالعه حاضر بشده ی[ معرف20در مرجع ]  (36.

مشکل  بهو با توجه ( 6معادله ) کیالکترواستات یروین انیب

ی، از رخطیغایجاد شده در این حالت  یرخطیغ یبرازش منحن

روش که توسط  میکنیاستفاده م یاچند جملهتابع شکل 

روش با استفاده از و  Matlabدر جعبه ابزار  lsqcurvefit عددی

بعد انجام شده یکار بدر نتیجه  ؛شودیحل محداقل مربعات 

 کرد انیب ریتوان به صورت زیرا م کیالکترواستات یرویتوسط ن

[20]: 

(15) 
𝛿𝑊𝑒 = ∫ ∫ {∫ �̅�𝑒(�̅�𝐷𝐶 + �̅�𝐴𝐶cos(Ω𝜏))

2(𝐶1̅

�̅�

0

2𝜋

0

𝐿

0

+ 𝐶2̅�̅� + 𝐶3̅�̅�
2 +⋯

+ 𝐶�̅��̅�
𝑛−1) 𝛿�̅�} 𝛿𝜃𝛿𝜉 

 

�̅�1که  − �̅�𝑛 ثابت هستند . 

 

 روش حل تحلیلی -4
م معادلات حاک لیتبد یبرا نیاز روش گالرک ،تحقیق حاضرر د

 نیبنابرا ؛شودیاستفاده م یمعمول لیفرانسیبه معادلات د

و تابع حالت به  افتهی میها بر حسب مختصات تعمییجابجا

 :[29شوند ]ینوشته م ریصورت ز

 

(16) 

[
𝑢(𝑥, 𝜃, 𝑡)

𝑣(𝑥, 𝜃, 𝑡)

𝑤(𝑥, 𝜃, 𝑡)
]

= ∑∑

[
 
 
 
 
 
 [
𝑢𝑚,𝑗,𝑐(𝜏) cos(𝑗𝜃)

+𝑢𝑚,𝑗,𝑠(𝜏) sin(𝑗𝜃)
] 𝜒𝑚𝑗(𝜉)

[
𝑣𝑚,𝑗,𝑐(𝜏) sin(𝑗𝜃)

+𝑣𝑚,𝑗,𝑠(𝜏) cos(𝑗𝜃)
] 𝜙𝑚𝑗(𝜉)

[
𝑤𝑚,𝑗,𝑐(𝜏) cos(𝑗𝜃)

+𝑤𝑚,𝑗,𝑠(𝜏) sin(𝑗𝜃)
] 𝛽𝑚𝑗(𝜉)

]
 
 
 
 
 
 

𝑁

𝑗=1

𝑀1

𝑚=1

+ ∑ [

𝑢𝑚,0(𝜏)𝜒𝑚0(𝜉)

𝑣𝑚,0(𝜏)𝜙𝑚0(𝜉)

𝑤𝑚,0(𝜏)𝛽𝑚0(𝜉)

]

𝑀2

𝑚=1

= ∑ [

𝑢𝑖(𝜏)𝜒𝑖(𝜉)𝜗𝑖(𝜃)

𝑣𝑟(𝜏)𝜙𝑟(𝜉)𝛼𝑟(𝜃)

𝑤𝑠(𝜏)𝛽𝑠(𝜉)𝜓𝑠(𝜃)

]

𝑀2+𝑀1×𝑁

(𝑖,𝑟,𝑠)=1

 

 

تمام  دیبا 𝛽𝑠(𝜉)و  𝜒𝑖(𝜉) ،𝜙𝑟(𝜉)توابع  ن،یروش گالرک در

 ینیگزیرا برآورده کنند. با جا یعیو طب یهندس یمرز طیشرا

 روش( و با استفاده از 14) -( 7( در معادلات )16معادلات. )

نوشته  ریحرکت به شکل ز افتهیمعادله مرتبه کاهش  ن،یگالرک

  :شودیم

(17) 
[(𝐾)𝑢

𝑢 + (𝐾𝑏𝑐)𝑢
𝑢]{�̅�} + [(𝐾)𝑢

𝑣 + (𝐾𝑏𝑐)𝑢
𝑣 ]{�̅�}

+ [(𝐾)𝑢
𝑤 + (𝐾𝑏𝑐)𝑢

𝑤]{�̅�}
+ [(𝑁𝐿)𝑢

𝑤 + (𝑁𝐿𝑏𝑐)𝑢
𝑤]{�̅�2}

= [(𝑀)𝑢
𝑢]{�̈̅�} + �̅�𝑢𝑝

𝑏𝑐 , 

(18) 
[(𝐾)𝑣

𝑢 + (𝐾𝑏𝑐)𝑣
𝑢]{�̅�} + [(𝐾)𝑣

𝑣 + (𝐾𝑏𝑐)𝑣
𝑣]{𝑣}

+ [(𝐾)𝑣
𝑤 + (𝐾𝑏𝑐)𝑣

𝑤]{�̅�}
+ [(𝑁𝐿)𝑣

𝑤 + (𝑁𝐿𝑏𝑐)𝑣
𝑤]{�̅�2}

= [(𝑀)𝑣
𝑣]{�̈̅�} + �̅�𝑣𝑝

𝑏𝑐 , 

(19) 

[(𝐾)𝑤
𝑢 ]{�̅�} + [(𝐾)𝑤

𝑣 ]{�̅�}

+ [(𝐾)𝑤
𝑤 + (𝐾𝑏𝑐)𝑤

𝑤 − (𝐾𝑣𝑝)𝑤
𝑤
− (𝐾𝑒2)𝑤

𝑤] {�̅�}

+ [(𝑁𝐿)𝑤
𝑢 + (𝑁𝐿𝑏𝑐)𝑤

𝑢 ]{�̅��̅�}
+ [(𝑁𝐿)𝑤

𝑣 + (𝑁𝐿𝑏𝑐)𝑤
𝑣 ]{�̅��̅�}

+ [(𝑁𝐿)𝑤2
𝑤 + (𝑁𝐿𝑏𝑐)𝑤2

𝑤 − (𝑁𝐿2𝑒)𝑤2
𝑤 ]{�̅�2}

+ [(𝑁𝐿)𝑤3
𝑤 + (𝑁𝐿𝑏𝑐)𝑤3

𝑤 − (𝑁𝐿3𝑒)𝑤3
𝑤 ]{�̅�3}

= ([(𝑀)𝑤
𝑤 + (𝑀𝑏𝑐)𝑤

𝑤]){�̈̅�} + ([(𝐶)𝑤
𝑤]

+ [(𝐶𝑏𝑐)𝑤
𝑤]){�̇̅�}) + �̅�𝑤𝑝 + �̅�𝑤𝑝

𝑏𝑐 − �̅�𝑤𝑒

− �̅�𝑒 {

((�̅�𝐴𝐶cos�̅�𝜏)
2 + 2�̅�𝐴𝐶�̅�𝐷𝐶cos�̅�𝜏) ×

(
𝐶4̅(𝑁𝐿𝑒)𝑤3

𝑤 + 𝐶3̅(𝑁𝐿𝑒)𝑤2
𝑤

+𝐶2̅(𝐾𝑒)𝑤
𝑤 + 𝐶1̅�̅�1

)
} 

 

( در مرجع 19) -(17) تو عبارات معادلا بیکه تمام ضرا

 طیمح بیشده است و تنها ضرا فی[ تعر20] یکچپ یهاشم

𝑤(𝐾𝑣𝑝)پاسترناک -سکویو
𝑤

ارائه شده  مقاله حاضر 1 وستیدر پ 

 است.

 حرکتت غیرخطی معادلاور که قبلا اشاره شد برای حل طهمان

 بررسیو  یرخطیغ یپاسخ فرکانس و تحلیل( 19) -(17)

 تلطمخ یریگنیانگیاز روش می نانوساختار مورد مطالعه داریپا

 شودیطول قوس استفاده م روش پیمایشهمراه با 

[18،20،30.] 

 

 نتایج و بحث -5
 کیتاتالکترواسزوینانورزوناتور پ یبخش، ابتدا پاسخ زمان نیدر ا

 کرنش و سطح/رابط انیگراد ،یرمحلیاثرات غدر نظر گرفتن با 

 نیب سهیکار، مقا نیا ی. براشودیم یبررس داریدر حالت پا

با  همراه مختلط یریگنیانگیروش م جیکوتا و نتا-روش رانگ

 ظور( به منیروش عددبعنوان طول قوس ) روش پیمایش

است. سپس اثرات انجام شده یشنهادیاعتبار روش پ یبررس

، یرمحلیغتئوری با و بدون  یهندس یپارامترها مواد مختلف و

سطح/رابط بر پاسخ انرژی و اثرات  یرمحلیکرنش غ گرادیان

 یریگنیانگیروش مبا استفاده از  یداریپا لیو تحل یفرکانس

است. به ارائه شده طول قوس روش پیمایشهمراه با  مختلط

 بیبه ترت CFو  CC ،SS ،CS عبارات ،مسئله یسازساده منظور

 ساده و-رداریگ یها، لبهدو سر مفصل یهالبه ردار،یگ یهالبه

و  ی. خواص مواد سطحدهندیرا نشان م آزاد -ی گیردارهالبه
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به  PZT کیزوالکتریپ هیو لا (Al) ومینینانوپوسته آلوم میحج

 [.19 ,18] استنشان داده شده 2و  1در جداول  بیترت

 

 ومینیومآل میو حج یخواص سطح -1جدول 
𝝆𝑰 

(𝒌𝒈 𝒎𝟐⁄ ) 
𝝉𝟎
𝑰  

(𝑵 𝒎⁄ ) 
𝝁𝑰 

(𝑵 𝒎⁄ ) 
𝝀𝑰 
(𝑵 𝒎⁄ ) 

𝝆𝑵 

(
𝒌𝒈

𝒎𝟑
) 

𝝊𝑵 𝑬𝑵 

(𝑮𝑷𝒂) 

×5.4610
−7

 
0.91

08 

1.95 3.7

86 

2700 0.3

3 

2700 

 

 PZT-4 میو حج یخواص سطح -2جدول 
𝐂𝟏𝟏𝐩 
(𝐆𝐏𝐚) 

 

𝐂𝟐𝟐𝐩 
(𝐆𝐏𝐚) 

𝐂𝟏𝟐𝐩 
(𝐆𝐏𝐚) 

 

𝐂𝟐𝟏𝐩 
(𝐆𝐏𝐚) 

𝐂𝟔𝟔𝐩 
(𝐆𝐏𝐚) 

𝐄𝐩 
(𝐆𝐏𝐚) 

 

139 139 77.8 77.8 30.5 95 
𝛖𝐩 ρp 

(kgm−3) 
 

η33p 

(10
−8

 

F m⁄ )  

λS(N m⁄ ) μS(N m⁄ ) τ0
S 

(N m⁄ ) 

0.3 7500 8.91 4.488 2.774 0.60

48 
𝐞𝟑𝟏𝐩 

(𝐂 𝐦𝟐⁄ ) 
 

e32p 
(C m2⁄ ) 

e31p
S  

(C m⁄ ) 
e32p
S  

(C m⁄ ) 
ρS(kg m2⁄ )  

5.2- 5.2- 
-3× 10

−8
 -3× 10

−8
 -5.61× 10

−6
 

 

 

 ریز جیدر تمام نتا PENR یو هندس یکیزیف یپارامترها ریسا

 است.نشان داده شده [27 ,19 ,18] 3در جدول 

 

 یهندس یمواد و پارامترها -3جدول 
𝑹(𝒎) 𝑳 𝑹⁄  

 
𝒉𝑵 𝑹⁄  𝒉𝒑 𝑹⁄  

 

𝒃 𝑹⁄  
𝑪𝒘 (

𝑵. 𝑺

𝒎
) 

1× 10
−9

 
10 0.01 0.005 0.1 

×110
−3

 

𝑲𝒘(𝑵 𝒎𝟑⁄ ) 𝐾𝑝(𝑁 𝑚⁄ ) 𝑉𝑝(𝑉) 𝑉0 𝑉𝐷𝐶(𝑉) 𝑉𝐴𝐶(𝑉) 

×910
17

 
2.07 

×110
5-

 
1 1.5 0.5 

𝛍(𝐦𝟐) η(m2)     

( 1× 10
−10
)
2 ( 1× 10

−11
)
2 

    

 
 گذاری نتایجصحه -5-1

با  همراه مختلط یریگنیانگیروش م پاسخبخش، دقت  نیدر ا

آمده دستبه جیبا نتا)روش عددی( طول قوس  روش پیمایش

گرفتن تمام اثرات با نظر )روش عددی(  کوتا-از روش رانگ

  یعنی در نظر گرفتن اثرات انرژی سطح/رابط و یرمحلیغ

GMSIT+SGT پاسخ حالت  ج( -)الف 2 . شکلشودیم سهیمقا

 ستمیس یثابت پارامترها ریمقاد یبرا PENR یرخطیغ داریپا

𝑚 تعداد شکل مود با = 𝑛 و 3 =  نیدهد. در ا ینشان مرا  1

( 3-1جداول ) یو هندس یماد یاز پارامترها ییآزما یراست

 .استاستفاده شده

 

 
 𝑢)الف( جابجایی در جهت 

 

 
 𝑣)ب( جابجایی در جهت 

 

 
 𝑤)ج( جابجایی در جهت 

 

 SSنانورزوناتور  برای داریحالت پازمانی پاسخ  -2شکل 

 غیرخطی کیالکترواستات کیتحت تحر
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�̅�𝑠) یکیاستات یهاییجابجا سهیبا مقا =
(�̅�𝑚𝑎𝑥+�̅�𝑚𝑖𝑛)

2
= �̅�𝑑) یکینامیو د (0.284 =

(�̅�𝑚𝑎𝑥−�̅�𝑚𝑖𝑛)

2
=  -بدست آمده با روش رانگ (0.1277

ت بدس یکینامیو د ستایا یو پاسخ فرکانس )ج(2 شکلکوتا 

 روش پیمایشهمراه با  مختلط یریگنیانگیروش مآمده با 

�̅�7هفتم  تشدیددر فرکانس  )الف و ب(3 طول قوس شکل =

 یسازهیشب نیا جهیگرفت که نت جهینت توانی، م4.764

 -رانگ یعدد پاسخ های بدست آمده از روش نیتطابق کامل ب

چون شکل . دهدینشان م ارمختلط  یریگنیانگیو روش مکوتا 

هفتم  تشدیدفرکانس را برای  داریحالت پازمانی پاسخ یعنی  2

�̅�7 = را  �̅�𝑑و  �̅�𝑠ترسیم نمودیم و از آنجا مقادیر  4.764

 یهاپاسخاز نمودار  3دیم و سپس در شکل محاسبه نمو

انس که جابجایی بر حسب فرک یکینامیو د یکیاستات یفرکانس

ب برای حالت 3الف برای استاتیک و  3از نمودار  است،

های استاتیکی و دینامیک کاملا مشخص است که جابجایی

�̅�7دینامیکی به ترتیب در  = �̅�𝑠دقیقا مقادیر  4.764 =

�̅�𝑑و  0.284 = باشند که این نتیجه را دارا می 0.1277

ش روهمراه با  مختلط یریگنیانگیم عددی روشبیانگر دقت 

مطابق  نیهمچن؛ کوتا دارد -با روش رانگ طول قوس پیمایش

 𝑣و  𝑢در جهات  یرخطیغ یکینامی، پاسخ دج(-)الف2 شکل

 جینتا یدر تمام نیاست، بنابرا 𝑤 گریکوچکتر از جهت د اریبس

مربوطه در جهت  جیتنها نتا ،آمده در ادامه مقاله حاضربدست 

 است.نشان داده شده 𝑤 یشعاع

 

 
 𝑤در جهت  یکیاستات یفرکانس پاسخ)الف( 

 

 
 𝑤در جهت  یکینامید یفرکانس پاسخ)ب( 

 

 یکینامیو د یکیاستات یفرکانس یهاپاسخ -3شکل 

 غیرخطی کیالکترواستات کیتحت تحر SSنانورزوناتور 

 

غیر  فرکانسپاسخ مطالعه پارامتری و تحلیل  -5-2

 خطی و پایداری

پس از اعتبارسنجی مسأله و اطمینان از صحت نتایج در قسمت 

 کیرکلاسیغ هیسه نظر سهیبخش، مقا نیا یهدف اصلقبل، 

NLT ،SGT  وGMSIT کیکلاس هیبا نظر CT نیا یاست. برا 

و مواد مختلف با و بدون  یهندس یپارامترها ریمنظور، تأث

بر پاسخ رابط /یو سطح یرمحلیکرنش، اثرات غ انیگراد

با مشخصات ذکر شده  PENR یبرا یداریپا لیو تحل یفرکانس

 تیخواهد شد. با توجه به اهم لیو تحل هیتجز 3-1در جداول 

اشات ارتع لیدر تحلو تاثیر زیادی که سطح/رابط  یچگال یبالا

 ی، دو مورد از چگالدارد نانوساختارها یرخطیو غ یخط

 .گرددمیارائه  4مطابق جدول  /رابطسطح

 

 دو حالت از چگالی سطح/رابط -4جدول 
 2 حالت 1 حالت

𝝆𝑰(𝒌𝒈 𝒎𝟐⁄ ) 𝜌𝑆(𝑘𝑔 𝑚2⁄ ) 𝜌𝐼(𝑘𝑔 𝑚2⁄ ) 𝜌𝑆(𝑘𝑔 𝑚2⁄ ) 

×5.4610
−7

 ×5.6110
−6

 ×5.4610
−8

 5.61× 10
−7

 

 

با  GMSITو  NLT ،SGT کیرکلاسیغ هیسه نظر سهیمقا

ی برای رخطیغ یپاسخ فرکانس یبر رو CT کیکلاس یتئور

PENR در دو حالت SS وCC   با�̅�𝐷𝐶 = �̅�𝐴𝐶و  1.7 = 0.5  

 یم 4است. از شکل ارائه شده 5و  4ی هادر شکل بیبه ترت

 تیفرکانس و صلب لیتحل جیکه با توجه به نتا افتیتوان در
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SS PENR  در نظر استفاده شده هیبا توجه به نوع نظرو ،

( منجر 1 حالت)  GMSITتئوری 2حالت  در S/Iگرفتن اثرات 

 شیشود و با افزایم PENRشدن )نرم شدن( به سخت

را کاهش  PENR دی)کاهش( فرکانس رزونانس، دامنه تشد

ولتاژ اعمال شده  ریمقاد لی)به دل یداریناپا نیهمچن ؛دهدیم

 CT ،NLTها ) هینظرسایر دهد. در یرخ نم ستمیبه آن( در س

-saddleی )نیز –گره  یهابا انشعاب یداری(، ناپاSGTو 

node bifurcations )یرخ م یرخطیشدن غو رفتار سخت

و  NLT کیکلاس ریغ یهاهیدهد و واضح است که در نظر

SGTاز نمونه  شتریب یداریمحدوده ناپا و ، دامنه نوسان

 دامنه و نوسان دامنه �̅� و 𝜏̅ شیو با افزا است کیکلاس

 .ابدییکاهش م دیاما فرکانس تشد ابد،ییم شیافزا یدارناپای

 
 هیبا نظر کیکلاس ریغ یها یتئور سهیمقا -4شکل 

 SS یداریپا لیو تحل یرخطیارتعاشات غ در کیکلاس

PENR 
 

پارامتر  شیشود که با افزایمشاهده م 5از شکل  ن،یعلاوه بر ا

مشاهدات  نی. اابدییم افزایش دیدامنه تشدبعد، یب یمحل ریغ

 ریغ حالتکوچک در  اسیاست که اثرات مق یمعن نیبه ا

موارد،  شتری. در بکندیم رتریپذرا انعطاف CC PENR ،یمحل

. فقط دارد SS یمرز طیمشابه شرا یجینتا CC یمرز طیشرا

 CC یمرز طیدر شرا ستمسی، �̅� و �̅� شی، با افزاSGT یدر تئور

دهد، یاز خود نشان م یرخطیغ وندگینرم ش یداریرفتار ناپا

سخت  یداریرفتار ناپا SS ،PENR یمرز طیکه در شرا یدر حال

 دارد. یرخطیغ وندگیش
 

 
 هیبا نظر کیکلاس ریغ یها یتئور سهیمقا -5شکل 

 CC یداریپا لیو تحل یرخطیارتعاشات غ در کیکلاس

PENR 
 

مختلف  ریمقاد یبرا PENR یداریپا لیو تحل یپاسخ فرکانس

 یهایبر اساس تئور  (�̅�𝐴𝐶)و متناوب   (�̅�𝐷𝐶)میمستق یولتاژها

، NLT یرمحلیغ هی، نظرCT کیکلاس یتئور ی چونمختلف

مرداک -نیطح/رابط گورتانرژی س، SGTکرنش  انیگراد هینظر

GMSIT یتئور بیترک و همچنین GMSIT  باNLT  وSGT 

ارائه  CCو  SS یمرز طیشرا یبرا 7و  6 هایدر شکل بیبه ترت

 .شده است

 دیدتشفرکانس  نیگرفت که کمتر جهیتوان نتیم 6از شکل 

 ابیاست )البته در غ NLT هیمربوط به نظر داریدامنه ناپا یبرا

 دامنه یفرکانس رزونانس را برا نیکه کمتر GMSIT 1 حالت

می ( 2 حالت) GMSITدارد( و حداکثر مقدار مربوط به  داریناپا

 SGTو  CT ،NLT هیشد، سه نظرقبلا بیان . همانطور که باشد

ر د داریبه دامنه ناپا ،موارد نیدر ا ستمینرم شدن س لیبه دل

به  دنیرس یو برارسند یم ACو  DCتر از  نییپا یولتاژها

 یشتریب ACو  DC یولتاژها، GMSIT هیدر نظر داریدامنه ناپا

 .است ازیمورد ن
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 CT )الف(

 NLT )ب(

 SGT)ج( 

 GMSIT)د( 

 GMSIT+NLT)ه( 

 GMSIT+SGT)و( 

 (�̅�𝐴𝐶)و متناوب  (�̅�𝐷𝐶) میمستق یولتاژها ریتأث -6شکل 

 بر اساس SS PENR یداریپا لیو تحل یبر پاسخ فرکانس

( د) SGT( ج) NLT)ب(  CT )الف(نظریه های 

GMSIT  (ه )GMSIT+NLT (و ) GMSIT+SGT 
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، CT یهای، تئورمسئله یهامثال، با توجه به دادهبه عنوان 

NLT  وSGT  در�̅�𝐴𝐶 = �̅�𝐷𝐶و   0.5 =  داریبه دامنه ناپا  1.45

و استفاده همزمان از  GMSIT هیکه نظر یرسند، در حالیم

و  GMSIT + NLT یعنی کیکلاسریغ هیبا دو نظر هینظر نیا

GMSIT + SGT یهابه ولتاژ داریبه دامنه ناپا دنیرس یبرا 

�̅�𝐴𝐶 = �̅�𝐷𝐶و   2 = ینشان م جینتا نیهمچن ؛دارند ازین 4

، دامنه DCو  AC یولتاژها شیکه در همه موارد با افزا دهد

 یگوندش نانوساختار رفتار سخت و ابدییم شیافزافرکانس 

ینشان م ی را از خودنیز –گره  یهارا با دوشاخه یرخطیغ

 .دهد

 CT )الف(

 NLT )ب(

 
 SGT)ج( 

 
 GMSIT)د( 

 
 GMSIT+NLT)ه( 
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 GMSIT+SGT)و( 

 (�̅�𝐴𝐶)و متناوب  (�̅�𝐷𝐶) میمستق یولتاژها ریتأث -7شکل 

بر  CC PENR یداریپا لیو تحل یبر پاسخ فرکانس

( د) SGT( ج) NLT)ب(  CT )الف( نظریه های اساس

GMSIT  (ه )GMSIT+NLT (و ) GMSIT+SGT 

 

 SS یبرا 6مشابه شکل  با  یتقر CC PENR یبرا 7شکل  جینتا

PENR  مشخص است که شرط  های ارائه شدهشکلاست. از

و در  های از نظریه، در برخCCنسبت به شرط  SS یمرز

 .رسدیم یداریزودتر به منطقه ناپا ،یمساو یبارگذار طیشرا

مورد  هشد های نشان دادهشکل همهدر  هی کجینتا هب هبا توج

ضریب غیر دهد که افزایش نشان می ،ایمهتحلیل قرار داد

 باعث در نتیجهای و کاهش سفتی کلی سازه موضعی باعث

ی سیستم خواهد شد و مقدار آن از هافرکانس کاهش مقدار

تئوری کلاسیک کمتر خواهد شد. افزایش تمامی پارامترهای 

سطح/مرز تداخل به غیر از چگالی سطح/مرز تداخل، منجر به 

 دارمق افزایشباعث  در نتیجهای و کلی سازهسفتی افزایش 

نسبت به حالت کلاسیک خواهد شد. چگالی  هافرکانس

سطح/رابط بیشترین تاثیر را در کاهش سفتی سیستم خواهد 

داشت و با تغییر آن مقدار فرکانس می تواند بیشتر یا کمتر از 

 مقدار کلاسیک تغییر نماید. به علاوه تغییر هر یک از پارامترها

منجر به تغییرات مختلف در کلیه رفتارهای ارتعاشات غیر 

خطی از جمله فرکانس و دامنه تشدید، ناپایداری، پولین و 

و در نظر نگرفتن اثرات هم زمان سطح/مرز  می شوداغتشاش 

تداخل، مقیاس طول و غیرموضعی )یعنی حالت کلاسیک( 

موجب افزایش رفتارهای غیر خطی، دامنه تشدید و محدوده 

ناپایداری سیستم نسبت به حالت غیرکلاسیک خواهد شد. 

این ویژگی در سنسورها بسیار حائز اهمیت است. با توجه به 

 تر بزرگاین که نانو رزوناتور در کدام بخش از یک سیستم 

دارد،  بر عهدهی را افهیوظو چه  ردیگیممورد استفاده قرار 

دستگاهی نیاز توان نوع خاصی از آن را به کار گرفت. در می

پایین رخ دهد در این صورت  فرکانس هایاست که تشدید در 

ی فیزیکی و هاویژگیباید در انتخاب نانو رزوناتور از لحاظ 

ی انتخاب شود که فرکانس طبیعی کوچکی انهیگزهندسی، 

دارد و فرکانس تحریک سیستم را باید به فرکانس طبیعی 

کرد در این صورت در همان  تر کینزدکوچک نانو رزوناتور 

یا اندازه نیروی تحریک  دهدیمپایین تشدید رخ  فرکانس های

 یی که سیستم دیرتر باید تشدیدجا دریا ولتاژ را افزایش داد و 

یعنی فرکانس تحریک را از  ؛شودشود، بر عکس عمل می

توان با . علاوه بر این میمیکنیمفرکانس طبیعی اولیه دور 

نیروی تحریک خارجی و یا ولتاژ و ضریب میرایی تغییر اندازه 

سیستم و یا تغییر در ابعاد نانو رزوناتور، شدت و ضعف 

و رفتارهای غیر خطی سیستم را تغییر داد. در واقع  دهایتشد

بهترین حالت ممکن در نظر گرفتن همزمان پارامترهای 

تاثیرگذار بر رفتارهای غیرکلاسیک یعنی اثرات سطح/رابط، 

یعنی  است؛مقیاس طول و اثرات غیرموضعی اثرات 

GMSIT+SGTتواند منجر ، چرا که در نظر نگرفتن هر یک می

 به پیش بینی غیرواقعی از رفتار سیستم منجر شود.
 

 بندیجمع -6
انرژی کرنش و  انیگراد ،یرمحلیغ یهایدر مطالعه حاضر، تئور

 یبرام هها با و ترکیب این روشمرداک -نیسطح/رابط گورت

تحت  کیرزوالکتینانورزوناتور پ یداریو پا یپاسخ فرکانس تحلیل

ر دو بستر ویسکوپسترناک  یرخطیغ کیالکترواستات کیتحر

ز اصل ا کار نیا یبراارائه شده است.  کیکلاس یبا تئور سهیمقا

 حرکت، به دست آوردن معادلات یبرا نیگالرک روشو  لتونیهم

 یپاسخ فرکانس یبررس یبرا ت وحاکم و حل معادلا یمرز طیشرا

روش  ی نانوساختار مورد مطالعه ازداریپا لیو تحل یرخطیغ

طول قوس استفاده  روش پیمایشهمراه با  مختلط یریگنیانگیم

  .استشده
 است:دست آمدهصورت زیر مطالعه به  نیا جیاز نتا یبرخ

  با روش همراه  مختلط یریگنیانگیروش م پاسخدقت

-آمده از روش رانگدستبه جیطول قوس با نتا پیمایش

 انرژی سطح/رابط و یرمحلیبا نظر گرفتن تمام اثرات غ کوتا

 یسازهیشب نیاشده و نتایج  سهیمقابرای نانوساختار حاضر 
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ن نشا ار پاسخ های بدست آمده از دو روش نیتطابق کامل ب

 .دهدیم

  در نظر گرفتن اثراتS/I تئوری 2حالت  درGMSIT  

و  شده PENR( منجر به سخت شدن )نرم شدن( 1 حالت)

 PENR دی)کاهش( فرکانس رزونانس، دامنه تشد شیبا افزا

ولتاژ اعمال  ریمقاد لی)به دل یداریناپا و دهدیرا کاهش م

 دهد.یرخ نم ستمیشده به آن( در س

 ها هیدر نظرCT ،NLT  وSGTیهابا انشعاب یداری، ناپا 

 .دهدیرخ م یرخطیغو رفتار سخت شدن ی نیز –گره 

  کیکلاس ریغ یهاهیدر نظر NLT  وSGTدامنه نوسان ، 

و با  است کیاز نمونه کلاس شتریب یداریمحدوده ناپا و

 یم شیافزا یدارناپای دامنه و نوسان دامنه �̅� و �̅� شیافزا

 .ابدییکاهش م دیاما فرکانس تشد ابد،ی

 زایشاف دیبعد، دامنه تشد یب یمحل ریپارامتر غ شیبا افزا 

 اسیاثرات مقو  ابدییم یافته ولی فرکانس تشدید کاهش

 رتریپذرا انعطاف CC PENR ،یمحلریغ حالتکوچک در 

 . کندیم

 یمرز طیموارد، شرا شتریدر ب CC طیمشابه شرا یجینتا 

، �̅� و �̅� شی، با افزاSGT یفقط در تئور و دارد SS یمرز

 وندگینرم ش یداریرفتار ناپا CC یمرز طیدر شرا ستمسی

 طیکه در شرا یدهد، در حالیاز خود نشان م یرخطیغ

 یرخطیغ وندگیسخت ش یداریرفتار ناپا SS ،PENR یمرز

 دارد.

 ه مربوط ب داریدامنه ناپا یبرا تشدیدفرکانس  نیکمتر

که  GMSIT 1 حالت ابیالبته در غکه است  NLT هینظر

دارد و  داریدامنه ناپا یفرکانس رزونانس را برا نیکمتر

 .است( 2 حالت) GMSITحداکثر مقدار مربوط به 

  هیسه نظر CT ،NLT  وSGT ستمینرم شدن س لیبه دل، 

رسند یم ACو  DCتر از نییپا یدر ولتاژها داریبه دامنه ناپا

 یولتاژها، GMSIT هیدر نظر داریبه دامنه ناپا دنیرس یو برا

DC  وAC است ازیمورد ن یشتریب. 

 یولتاژها شیافزا در همه موارد با AC  وDC دامنه ،

 یگندوش نانوساختار رفتار سخت و ابدییم شیفرکانس افزا

ینشان م ی را از خودنیز –گره  یهارا با دوشاخه یرخطیغ

 .دهد

 جینتا CC PENR جینتا مشابه با یتقر SS PENR و  است

 ،یمساو یبارگذار طیو در شرا های از نظریهدر برخفقط 

زودتر به منطقه  CCنسبت به شرط  SS یشرط مرز

 .رسدیم یداریناپا

  پایین  هایفرکانسدر دستگاهی نیاز است که تشدید در

در این صورت فرکانس تحریک سیستم را باید به  ،رخ دهد

ر این د ،کرد تر کینزدفرکانس طبیعی کوچک نانو رزوناتور 

یا  دهدیمپایین تشدید رخ  هایفرکانسصورت در همان 

یی که جا دراندازه نیروی تحریک یا ولتاژ را افزایش داد و 

 ؛شودسیستم دیرتر باید تشدید شود، بر عکس عمل می

یمیعنی فرکانس تحریک را از فرکانس طبیعی اولیه دور 

 . میکن

  با تغییر اندازه نیروی تحریک خارجی و یا ولتاژ و ضریب

 ناتور، شدت ومیرایی سیستم و یا تغییر در ابعاد نانو رزو

 و رفتارهای غیرخطی سیستم را تغییر داد.  دهایتشدضعف 

  بهترین حالت ممکن در نظر گرفتن همزمان پارامترهای

تاثیرگذار بر رفتارهای غیرکلاسیک یعنی اثرات سطح/رابط، 

یعنی  است؛اثرات مقیاس طول و اثرات غیرموضعی 

GMSIT+SGTتواند ، چرا که در نظر نگرفتن هر یک می

 بینی غیرواقعی از رفتار سیستم منجر شود.نجر به پیشم

 

 فهرست علائم -7
 𝑁 علامت نانوپوسته

 𝑃 علامت لایه پیزوالکتریک

 ،و لایه پیزوالکتریک ضخامت نانوپوسته
m 

ℎ𝑁,𝑝 

 m 𝐿طول، 

 m 𝑅شعاع سطح مقطع میانی، 

 𝑥 جهت محوری

 𝜃 جهت محیطی

 𝑧 جهت شعاعی

 GPa 𝐸𝑁,𝑝، یانگ مدول

 𝜐𝑁,𝑝 ضریب پواسان

 3kg/m 𝜌𝑁,𝑝جرمی، چگالی 

 𝑠𝑘 سطح داخلی و خارجی لایه پیزو

 𝐼𝑘 رابط داخلی و خارجی لایه پیزو

N/m 𝜆(𝐼,𝑠)𝑘های لامه سطح/ رابط، ثابت , 𝜇(𝐼,𝑠)𝑘 

N/m  𝜏0سطح/ رابط، تنش باقیمانده
(𝐼,𝑠)𝑘 

2kg/m 𝜌(𝐼,𝑠)𝑘چگالی جرمی سطح/ رابط،   
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 GPa 𝐶𝑖𝑗(𝑁,𝑝)ثابت کشسانی، 

 N/m 𝜎𝑖𝑗(𝑁,𝑝)تنش میانی، 

 m 𝜅(𝑥,𝜃)، انحناء

, های سطح میانیکرنش 𝜀(𝑥,𝜃)
0  𝛾𝑥𝜃

0 

 𝑥 ،m 𝑢جابجایی جهت 

 𝜃 ،m 𝑣جابجایی جهت 

 𝑧 ،m 𝑤جابجایی جهت 

 𝛻 عملگر لاپلاس

 rad/s 𝜔فرکانس طبیعی، 

 kg 𝑀ماتریس جرم کلی، 

 N.S/m 𝐶ضریب میرایی کلی، 

 N �̅� بارهای ولتاژ پیزوالکتریک،

V 𝑉𝐷𝐶ولتاژ الکتریک مستقیم،   

 V 𝑉𝐴𝐶ولتاژ الکتریک متناوب، 

 𝜇 پارامتر غیرموضعی

 F/m 𝜂، پارامتر مقیاس طول

,2C/m  𝑒31𝑝ثوابت پیزوالکتریک، 𝑒32𝑝 

 F/m 𝜂33𝑝ثابت دی الکتریک، 

 N/C �̅�𝑝، میدان الکتریکی

 N/C 𝐷𝑧𝑝، جابجایی الکتریکی

C/m 𝑒31𝑝 سطح، ثوابت پیزوالکتریک
𝑠𝑘 , 𝑒32𝑝

𝑠𝑘  

 V 𝑉𝑝 ولتاژ پیزوالکتریک،

 J 𝜋انرژی کرنشی کل، 

 J 𝑇انرژی جنبشی کل، 

 2kg.m 𝐼ن اینرسی جرمی، امم

 N.S/m 𝐶𝑤 ثابت میرایی،

 3mN/ 𝐾𝑤ثابت وینکلر، 

 N/m 𝐾𝑝سترناک، اثابت برشی پ

 J 𝑊، کار کلی

 J 𝑤𝑣𝑓کار ویسکوپاسترناک، 

 J 𝑤𝑒، یرخطیغ کیالکترواستاتکار 

 N/m 𝐾ماتریس سختی کلی، 

 m 𝑏عرض شکاف نانورزوناتور، 

 

 

 

 

 ضمایم -8
(𝐾𝑣𝑝)𝑤

𝑤

=∬

(

 
 
 
 
�̅�𝑤 (𝛽𝑟𝛽𝑜𝜓𝑠𝜓𝑝 − �̅� (

𝛽𝑟𝛽𝑜
′′𝜓𝑠𝜓𝑝

+𝑚0
2𝛽𝑟𝛽𝑜𝜓𝑠𝜓𝑝

′′))

−�̅�𝑝(𝛽𝑟𝛽0
′′𝜓𝑠𝜓𝑝 +𝑚0

2𝛽𝑟𝛽𝑜𝜓𝑠𝜓𝑝
′′)

+�̅�𝑝�̅� (
𝛽𝑟𝛽0

′′′′𝜓𝑠𝜓𝑝 + 2𝑚0
2𝛽𝑟𝛽0

′′𝜓𝑠𝜓𝑝
′′

+𝑚0
4𝛽𝑟𝛽𝑜𝜓𝑠𝜓𝑝

′′′′ )
)

 
 
 
 

𝑑𝜉 
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