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مدل  يناميكد يدمناسب با يروش درمان يككه  كنديم يشنهادل حاضر پيرو، تحل ين. از اباشديقادر به بازگشت نم ي،استفاده از ورود

  .يداصلاح نما ي،سرطان هايعلاوه بر كاهش تعداد سلول يز،سرطان را ن
  .)Limited Time Inputزمان محدود ( يورود يودرماني؛راد يداري؛سرطان؛ پا :كلمات كليدي

  
Changing the dynamics of a system by using finite duration inputs: Application to 

cancer modeling and treatment 
 

A. Ghaffari1, M. Nazari2,*, M. Khazaee3 and B. Bahmaie4 
1 Prof., Mech. Eng., K.N. Toosi University of Tech., Tehran, Iran 

2 Ph.D. Candidate, Mech. Eng., K.N. Toosi University of Tech., Tehran, Iran 
3 Ph.D. Candidate, Mech. Eng., IUST, Tehran, Iran 

4 M.Sc., Mech. Eng., K.N. Toosi University of Tech., Tehran, Iran 
 

Abstract 
A new mathematical model is developed to represent the interaction between healthy and cancer cells in the 
human body, focusing on the role of input on the dynamics of the cancer model. For this purpose, the effect 
of input on the dynamics of a system is investigated. The question is whether an input implemented only for 
a limited duration can change the characteristics of a dynamic system such that the behavior of the free 
system, after eliminating the input, differs from that before acting the input? It is shown that nonlinearity is a 
necessary condition for a system in order that its dynamical properties change due to a limited duration acted 
input. According to the results, the accelerated fractionation is the best protocol. Also, after removing the 
radiotherapy the patient becomes healthy and the cancer do not relapse due to change in the dynamics of the 
cancer. So, the present analysis suggests that a proper treatment method should change the dynamics of the 
cancer instead of only reducing the population of cancer cells. 
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  مقدمه -1
سرطان يكي از عوامل اصلي بيماري و مرگ در جهان است. 

از بين  مرگ به دليل سرطان 585700تقريبا هر ساله 
شود فرد مبتلا به سرطان در آمريكا گزارش مي 1665540

]. از اين رو، مدلسازي و درمان سرطان يكي از تمركزات 1[
-ها، رياضياصلي دانشمندان در جهان از پزشكان، بيولوژيست

دانان و مهندسين كنترل است. شواهد بسياري وجود دارد كه 
هاي ولدهد سيستم ايمني قادر به حذف سلنشان مي

]. از اين رو، موارد 2سرطاني در غياب درمان خارجي است [
زير در مدلسازي سرطان و يافتن يك روش درماني مناسب 

  ضروري است:
 هاي حافظهوجود حافظه و سلول 

 هاي سرطاني پس از اتمام دوره حذف كامل سلول
 زمان محدود درمان

هاي رياضي كه در درمان ]، مروري بر مدل4،3در [
- ن استفاده شده است، انجام شده است. برخي از مدلسرطا

هاي موجود در درمان سرطان بر مبناي اين فرض هستند كه 
رشد سرطان يك سيستم ديناميكي نامتغير با زمان است 

-براي شيمي SDRE]، روش كنترلي بهينه 5]. در [5- 19[

و فيلتر  SDREدرماني استفاده شده است. روش كنترلي 
] استفاده 6ته براي شيمي درماني بهينه در [كالمن توسعه ياف
-]، يك مسئله كنترل بهينه براي شيمي7شده است. در [

درماني سرطان درنظر گرفته شده است كه شامل فعاليت 
باشد. در تابع هزينه، متوسط وزني سيستم ايمني نيز مي

چندين كميت كه نشان دهنده ميزان تاثير درمان است، 
هاي رياضي براي ]، نويسندگان مدل8كمينه شده است. در [

آنتي آنژيوژنز، كه يك روش درماني غيرمستقيم است را مورد 
بندي بهينه براي اين نوع درمان در بررسي قرار دادند. زمان

] مورد بررسي قرار گرفته 10يا  9هايي همچون [پژوهش
] نشان داده شده است كه يك منحني 12و  11است. در [

پاسخ سيستم به دوزهاي زمان متغير تكين بهينه محلي (
، 2013بهينه) براي مسئله كنترل بهينه وجود دارد. در سال 

-مرادي و همكارانش يك كنترلر مقاوم بهينه براي شيمي

]. درمان تركيبي راديودرماني به 13درماني طراحي كردند [
] 14همراه داروي اندوكرين براي درمان سرطان سينه در [

] بررسي شده 15درماني بهينه در [ايمنياستفاده شده است. 
] بررسي شده است. كنترل 16است. راديودرماني بهينه در [

درماني در افرادي بين تطبيقي براي تعيين دوز شيميپيش
- ] بررسي شده است. زمان17كه سرطان خون داشتند در [

بندي بهينه و انتخاب توابع هدف براي درمان سرطان در 
]، اثر عوامل ايمني درماني 19ت. در [] تحقيق شده اس18[

مختلف بررسي شده است. اين تحقيقات بر روي موارد زير 
  تمركز دارند:

كاهش بار درماني بيمار. در اين ايده، قيدهايي بر  - 1
 شود.روي سياست درماني درنظر گرفته مي

كنترل و كاهش حجم تومور تا رسيدن به يك  - 2
 حجم معين در انتهاي درمان.

هاي تزريق شده كه بر نقاط داد سلولارزيابي تع - 3
گذارد و ممكن است تعادل سيستم ايمني اثر مي

 در نهايت خطرناك شود.

ها اثر ورودي درماني به صورت مستقيم بر در اين پژوهش
روي متغيرهاي حالت سيستم درنظر گرفته شده است. 

باشد درحاليكه رفتار سرطان در طول درمان درحال تغيير مي
هاي بيروني به عنوان يكي از فاكتورهاي استرس]. 20[

هاي مخرب، در نظر محيطي زندگي،  كه به عنوان ورودي
را  DNAشوند، قابليت ناتوان كردن ژن بازيابي گرفته مي

هاي توانند در عملكرد سيگنالها همچنين مي]. آن21دارند [
-TGFهاي ممانعت از رشد () و سيگنالTGF-aتنظيم رشد (

bنشان داده 22]. در [20ها را تغيير دهند [لت و آن) دخا [
شده است كه تغيير ديناميك مدل سرطان از عوامل اصلي 
وقوع آن است. به عنوان مثال در بسياري از مطالعات، نقص 
اصلي در روش درماني ارائه شده اين است كه سرطان پس از 

]، 23گردد. به عنوان مثال در [يك دوره درماني بازمي
سندگان يك درمان تركيبي مدار باز براي يك سري از نوي

) ارائه كردند. اما پس از اتمام درمان (درمان 9پارامترها (بيمار 
درماني) تومور مجددا شروع به درماني و ايمنيتركيبي شيمي

كند و سرطان به دليل ناپايدار بودن نقطه تعادل رشد مي
يك روش درماني ]. بنابراين، 24بدون تومور بازخواهد گشت [

موثر بايد تغييرات مخرب رخ داده در ديناميك مدل سرطان 
را اصلاح كند، كه اين موضوع در اين مقاله مورد بررسي قرار 

] نيز 25و  24گرفته است. اين ايده در درمان سرطان در [
] مدل سرطان به دليل فقدان يك 25استفاده شده است. در [

اول حل، بايد اصلاح گردد.  نقطه تعادل بدون تومور در ناحيه
]، تغيير در ديناميك سيستم براي 24درحاليكه در [
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پايدارسازي نقطه تعادل بدون تومور موجود در ناحيه اول بايد 
صورت گيرد. بنابراين، اصلاح ديناميك مدل سرطان براي 

ضروري است. از اين رو، ما  درمان زمان محدودداشتن يك 
علاقمند به بررسي و تحليل اين موضوع هستيم كه ورودي 
اعمال شده در يك دوره محدود چگونه ديناميك يك سيستم 

توند تغيير دهد. بنابراين در ابتدا اثر ورودي بر ديناميك را مي
گيرد. سپس به اين سوال يك سيستم مورد بررسي قرار مي

ورودي اعمال شده در يك بازه زماني  دهيم كه آياپاسخ مي
محدود قادر به تغيير در ديناميك يك سيستم است يا خير؟ 
در ادامه، كاربرد اين ديدگاه در مدلسازي و درمان سرطان 

  گيرد.مورد بررسي قرار مي
  
  اثر ورودي بر ديناميك يك سيستم -2

  سيستم ديناميكي آزاد نامتغير با زمان زير را درنظربگيريد:
ሶݔ  )1( ൌ ݂ሺݔሻ,

ሺ0ሻ݂كه  ൌ . اثر ورودي بر رفتار اين سيستم مورد بررسي 0
گيرد. سوال اين است كه آيا ورودي اعمال شده به قرار مي

قادر به تغيير در  ،سيستم در يك بازه زماني محدوديك 
هست  خودسيستم پس از حذف  آنهاي ديناميكي مشخصه

م آزاد به هاي ديناميكي سيستيا خير؟ در اين مقاله، مشخصه
  شود.عنوان ديناميك آن سيستم درنظر گرفته مي

اين موضوع واضح است كه ديناميك يك سيستم خطي 
نامتغير با زمان به واسطه ورودي اعمالي در يك بازه محدود 

كند؛ زيرا سيستم خطي نامتغير بازمان در طول تغيير نمي
ሶݔبه صورت  ሻݐሺݑاعمال ورودي  ൌ ݔܣ ൅ باشد، و مي ݑܤ

است  ܣديناميك اين سيستم وابسته به مقادير ويژه ماتريس 
باشد. از اين رو، غيرخطي بودن يك كه وابسته به ورودي نمي

شرط لازم براي رسيدن به اين هدف است. درادامه، شروط 
لازم و كافي در يك سيستم غيرخطي را براي تغيير در 

بازه محدود را ديناميك آن با استفاده از ورودي اعمالي در 
دهيم. به واسطه حذف ورودي(ها)، اثر مورد بررسي قرار مي

آن(ها) بايد در داخل سيستم ذخيره گردد. بنابراين، انتگرال 
  ورودي(ها) بايد در داخل سيستم وارد گردد.

يك ورودي زمان محدود، ديناميك سيستم  :1تئوري 
  تنها اگر:دهد اگر و ) را تغيير مي1غيرخطي نامتغير با زمان (

الف) ورودي بر روي پارامترهاي سيستم به شكل انتگرالي اثر 
  بگذارد،

  ب) و ورودي داراي انتگرال غيرصفر در ساپورت خود باشد.
  اثبات:

) متاثر از ورودي گردد. در 1فرض كنيد سيستم ( شرط لازم:
حالت كلي يك ورودي ممكن است بر روي متغيرهاي حالت 
سيستم و/يا پارامترهاي سيستم اثر بگذارد. بنابراين، سيستم 

توان به صورت زير نوشت ) در طول اعمال ورودي را مي1(
]26:[   
ሶݔ  )2( ൌ ,ݔሺݎ ሻߙ ൅ ݄൫ݔ, ߚ ൅ ሻ൯ݐଵሺݑ

൅ 																							,ሻݐଶሺݑ
  كه:

)3(  ݂ሺݔሻ ൌ ,ݔሺݎ ሻߙ ൅ ݄ሺݔ,  ,ሻߚ
نشان دهنده بردار پارامترهاي سيستم هستند. از  ߚو  ߙكه 

در طول اعمال ورودي بدون تغيير  ߙاين رو، بردار پارامتر 
تغيير  ሻݐଵሺݑبا ورودي  ߚ	 ماند در حاليكه بردار پارامترمي
,ݔሺݎ	كند. به عبارت ديگر،مي ديناميكي بخشي از سيستم ሻߙ

باشد كه پارامترهاي آن در طول اعمال ورودي ثابت ) مي1(
هايي در شكل ورودي ሻݐଶሺݑو  ሻݐଵሺݑمانند. فرض كنيد مي

  ) باشند:2كلي معادله (

ሻݐଵሺݑ  )4( ൌ ߮ଵሺݐሻ ൅ න ߰ଵሺ߬ሻ	݀߬,
௧

௧భ

 

ሻݐଶሺݑ ൌ ߮ଶሺݐሻ ൅ න ߰ଶሺ߬ሻ	݀߬,
௧

௧భ

 
,ሻݐଵሺ߮كه  ߮ଶሺݐሻ, ߰ଵሺݐሻ	, ߰ଶሺݐሻ  توابع با ساپوت فشرده

اي از ها زير مجموعهشود كه ساپورت آنهستند كه فرض مي
,ଵݐሾبازه  اي ) اثر لحظه4باشد. سمت راست معادله ( ଶሿݐ

به اثر ماندگار ورودي است. پس  طورودي و عبارت دوم مربو
  ها:از حذف اين ورودي

ሶݔ  )5( ൌ ,ݔሺݎ ሻߙ ൅ ݄ ቆݔ, ߚ ൅ න ߰ଵሺ߬ሻ
௧మ

௧భ

	݀߬ቇ

൅ න ߰ଶሺ߬ሻ
௧మ

௧భ

ݐ						߬݀	 ൐  .ଶݐ
  و سيستم آزاد به صورت زير است:

ሶݔ  )6( ൌ ,ݔሺݎ ሻߙ ൅ ݄ሺݔ, ߚ ൅ ଵሻܭ ൌ ݃ሺݔሻ,
݃ሺ0ሻ ൌ 0, ݐ ൐  ,ଶݐ

  باشد:يك ثابت مي ଵܭكه 
ଵܭ ൌ න ߰ଵሺ߬ሻ

௧మ

௧భ

	݀߬. 
ଵܭاگر  ് ، در اين صورت ديناميك سيستم، تغيير پيدا 0

  كرده است، يعني:
ሶݔ  )7( ൌ ݃ሺݔሻ ് ݂ሺݔሻ						ݐ ൐  .ଶݐ
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) 1سيستم ديناميكي غيرخطي نامتغير با زمان ( شرط كافي:
را در نظر بگيريد. فرض كنيد كه معادله حاكم بر سيستم در 
طول اعمال ورودي با انتگرال محدود بر روي پارامترهاي 

  سيستم، يك معادله ديفرانسيل انتگرالي باشد، يعني:
ሶݔ  )8( ൌ ,ݔሺݎ ሻߙ ൅ ݄ ቆݔ, ߚ ൅ න ߰ሺ߬ሻ

௧

௧భ

	݀߬ቇ ,

ଵݐ ൏ ݐ ൏  .ଶݐ
ݐپس از حذف ورودي براي  ൐ ، به دليل وجود  ଶݐ

,ଵݐሾانتگرال محدود غير صفر در بازه  ، معادله سيستم ଶሿݐ
ሶݔكند، يعني: تغيير مي ൌ ݃ሺݔሻ ് ݂ሺݔሻ. □  

(هاي) زمان محدود، كند كه ورودي) بيان مي1تئوري (
-ديناميك يك سيستم غيرخطي نامتغير با زمان را تغيير مي

 زها) پارامترهاي سيستم را تغيير دهد. ااگر آن ورودي( ،دهد
)، چنين سيستمي در طول اعمال 8اين رو، بر مبناي معادله (

  توان به صورت كلي زير نوشت:ورودي را مي
)9(  ൜

ሶݔ ൌ ݂ሺݔ, ,ሻߤ
ሶߤ ൌ ߰ሺݐሻ,

 
ي از سيستم هستند كه مشتق زماني بردار پارامترهاي ߤ	كه 
  است. ሻݐሺ߰ها وابسته به ورودي آن

ها نرا از مقدار اوليه آ ߤ	بردار پارامترهاي  ሻݐሺ߰ورودي 
اگر در طول اعمال ورودي  ،دهدبه مقدار ديگري تغيير مي ଴ߤ

,ଵݐሾدر بازه    شرط زير برقرار باشد: ଶሿݐ
׬ ߰ሺ߬ሻ
௧మ
௧భ

	݀߬ ് 0. 
 ሻݐሺ߰همانطور كه در بالا بحث شد، از آنجاكه ورودي 

زمان  در سيستم خطي نامتغير با ܣاثري بر روي ماتريس 
تواند ديناميك سيستم خطي نامتغير با زمان را ندارد، نمي

 ሻݐሺ߰تغيير دهد. بايد به اين نكته توجه داشت كه اگر ورودي 
(پارامترهاي سيستم) اثر بگذارد، در اين  ܣبر روي ماتريس 

ሶݔصورت ديگر سيستم  ൌ ݔܣ ൅ ، سيستم خطي نامتغير ݑܤ
׬باشد. از اين رو، مقدار با زمان نمي ߰ሺ߬ሻ

௧మ
௧భ

اثري بر روي  ߬݀	
  ديناميك سيستم خطي نامتغير با زمان ندارد.

  
  مدل سرطان -3

] را مورد بررسي قرار 28در اين بخش مدل ارائه شده در [
دهيم. رفتار ديناميكي يك بخش از بدن كه متاثر از مي

) قابل 11) و (10باشد، با استفاده از معادلات (سرطان مي
  بيان است.

)10( ݀
ݐ݀
ቂ
ݔ
ቃݕ ൌ ൤ ଵ݂ሺݔ, ሻݕ

ଶ݂ሺݔ, ሻݕ
൨, 

  كه،

)11( 
ଵ݂ ൌ ܽଵݔ ൬1 െ

ݔ
ଵܭ
൰ െ ሺ݀ଵ ൅ ܿሻݔ െ ܾଵݕݔ, 

ଶ݂ ൌ ܽଶݕ ൬1 െ
ݕ
ଶܭ
൰ െ ݀ଶݕ ൅ ݔܿ െ ሺܾଶݔ ൅ ݃ሻݕ. 

به ترتيب نشان دهنده غلظت  ݕ	و ݔ	)، 11در معادله (
هاي سالم و سرطاني هستند. متغيرهاي حالت بايد به سلول

ݔ	لحاظ فيزولوژيكي معنا داشته باشند؛ يعني ൒ ݕو  0 ൒ 0 .
	ܽଵ  ܽوଶ هاي سالم و سرطاني را نشان ضرايب نرخ رشد سلول
هاي سالم و سرطاني با افزايش جمعيت دهند. رشد سلولمي
]. وظيفه 29شود [نزديك مي ଶܭو  ଵܭها به مقدار ظرفيت آن

هاي جهش يافته و سرطاني با سيستم ايمني كشتن سلول
نشان دهنده بخشي  ܿ	يب ]. ضر30است [ ଶ݀و  ଵ݀هاي نرخ

هاي ها توسط استرسهاي سالم هستند كه ژن آناز سلول
ها شروع به يك بيروني دچار اختلال شده است. اين سلول

هاي سرطاني تبديل فرآيند نئوپلاستيك كرده و بعد به سلول
هاي تومور بر روي منابع مانند خون، ]. سلول31شود [مي

]. به 32كنند [اي سالم رقابت ميهمواد غذايي و فضا با سلول
پردازند. هاي سرطاني با يكديگر نيز به رقابت ميعلاوه، سلول

نشان داده  ݃	و   ،ܾଶ	ଵܾهاي مختلف بانرخ رقابت بين سلول
   شده است.

]، ورودي نه تنها جمعيت 20بر مبناي مشاهدات تجربي [
ها بلكه رفتار سيستم سرطان را در طول اعمال خود سلول

دهد. از اين رو، اثر ورودي بر روي ديناميك سيستم تغيير مي
به صورت اثر مستقيم بر روي متغيرهاي حالت سيستم و 
همچنين ذخيره شدن تاريخچه ورودي بر روي پارامترهاي 

)، 9شود. از اين رو، بر مبناي معادله (سيستم درنظر گرفته مي
  اشد:بمدل سيستم در حين اعمال ورودي به صورت زير مي

)12(  

ሶݔ ൌ ܽଵݔ ൬1 െ
ݔ
ଵܭ
൰ െ ሺ݀ଵ ൅ ܿሻݔ െ ܾଵݕݔ

െ ݁ଵݑ, 
ሶݕ ൌ ܽଶݕ ൬1 െ

ݕ
ଶܭ
൰ െ ݀ଶݕ ൅ ݔܿ െ ሺܾଶݔ ൅ ݃ሻݕ

െ ݁ଶݑ, 
ߤ݀
ݐ݀

ൌ ݑ଴ߤ ቀ1 െ
ߤ
ܭ
ቁ, 

حد  ܭها و مقدار اوليه آن ଴ߤبردار پارامترهاي سيستم،  ߤكه 
اشباع هر پارامتر است. پيشرفت سرطان يك فرآيند تكاملي 

كند مهمي را در آن ايفا ميها نقش است كه جابجايي ژن
تغيير پارامترهاي سيستم در اثر ]. در پژوهش حاضر، نرخ 33[

در نظر گرفته شده است  ݑمتناسب با اندازه ورودي  ورودي،
]. 22و  33،27باشد [مي كه مطابق با ديدگاه فيزيولوژيكي
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كه اين حد  شوندمياشباع  يضرايب بيولوژيكي در حد
هاي بدن و ميزان بيولوژيكي ارگان هايوابسته به محدوديت

]. ساير پارامترها نيز 27و  33تاثير اثرات خارجي دارد [
ها مقادير ضرايب فرمولاسيون مشابهي دارند كه در آن

متفاوت است. هنگاميكه يك ورودي مخرب به بدن اعمال 
ماند و ممكن است شود، اثرات آن در داخل بدن باقي ميمي

درماني يا سيستم بازيابي بدن از بين اثرات آن توسط ورودي 
  نرود.

دهد كه چگونه ديناميك مدل سرطان اين مدل نشان مي
ه چرا سرطان ككند و همچنين اينبا اعمال ورودي تغيير مي

گردد. با تغيير در پارامترهاي پس از يك دوره درمان بازمي
سيستم توسط ورودي، موقعيت نقاط تعادل و شكل 

ند. از طرف ديگر، نكحه فاز تغيير ميمسيرهاي حركت در صف
  به دليل اعمال ورودي به شكل انتگرالي؛ يعني:

ߤ  )13( ൌ න ݑ଴ߤ ቀ1 െ
ߤ
ܭ
ቁ݀ݐ

௧

௧బ

. 

-اثر ورودي، حتي پس از حذف آن، در سيستم باقي مي

 اعمال دامنه و همچنين مدت زمان ماند. اين واضح است كه
  است. ߤموارد اصلي در ميزان تغيير  ،ورودي

  
  تعادل و تحليل پايداري نقاط -4

  اند:) به صورت زير محاسبه شده11نقاط تعادل سيستم (
)14(1ሻ ݔ ൌ 0, ݕ ൌ 0,

)15(2ሻ ݔ ൌ 0, ݕ ൌ
ଶሺܽଶܭ െ ݀ଶ െ ݃ሻ

ܽଶ
ൌ െ

ଶߚ
ଶߙ
, 

)16(3ሻ ݔ ൌ ଺ߙ ൅ ,଻ߙ ݕ ൌ ଺ߙଵሺߙ ൅ ଻ሻߙ ൅  ,ଵߚ
)17(4ሻ ݔ ൌ ଺ߙ െ ,଻ߙ ݕ ൌ ଺ߙଵሺߙ െ ଻ሻߙ ൅  ,ଵߚ

  كه:
ଵߙ ൌ െ

௔భ
௄భ௕భ

ଵߚ , ൌ
௔భିௗభି௖

௕భ
ଶߙ , ൌ െ

௔మ
௄మ

,  
ଶߚ ൌ ܽଶ െ ݀ଶ െ ଷߙ,݃ ൌ ଶߙଵߙଵሺߙ െ ܾଶሻ, 
ସߙ ൌ ଵߚଶߙଵߙ2 െ ܾଶߚଵ ൅ ଶߚଵߙ ൅ ܿ, 
ହߙ ൌ ଵߚଶߙଵሺߚ ൅ ଺ߙ ,ଶሻߚ ൌ

ିఈర
ଶఈయ

଻ߙ , ൌ
ඥఈరమିସఈయఈఱ

ଶఈయ
. 

,ݔሺ̅) حول نقطه تعادل 11سازي معادله (با خطي  دلخواه  തሻݕ
  داريم:

ሶܼ ∗ ൌ ∗ܼܣ ൅ .்.ு.ைܤ ൅  ,ܥ
  كه:

ܣ	

ൌ ൦
െ2

ܽଵ
ଵܭ
ݔ̅ ൅ ܾଵߚଵ െ ܾଵݕത െܾଵ̅ݔ

ܿ െ ܾଶݕത െ2
ܽଶ
ଶܭ
തݕ ൅ ܽଶ െ ݀ଶ െ ݃ െ ܾଶ̅ݔ

൪,	 

ܼ∗ ൌ ൤
∗ݔ

൨∗ݕ , .்.ு.ைܤ ൌ െ ቎

௔భ
௄భ
ଶ∗ݔ ൅ ܾଵݕ∗ݔ∗

௔మ
௄మ
ଶ∗ݕ ൅ ܾଶݕ∗ݔ∗

቏,  

ܥ ൌ ൦
െ
ܽଵ
ଵܭ
ଶݔ̅ ൅ ሺܽଵ െ ݀ଵ െ ܿሻ̅ݔ െ ܾଵ̅ݕݔത

െ
ܽଶ
ଶܭ
തଶݕ ൅ ሺܽଶ െ ݀ଶ െ ݃ሻݕത െ ܾଶ̅ݕݔത ൅ ݔ̅ܿ

൪. 

,ݔሺهاي مرتبه بالا حول نقطه تعادل عبارت ሻݕ ൌ ሺ0,0ሻ 
  برابر صفر است. ܥ	قابل صرف نظر است و عبارت آخر

) در 11پايداري نقاط تعادل سيستم ( تحليلدر ادامه به 
  پردازيم.قالب گزاره زير مي

  : 1گزاره 
) در ربع اول قرار داشته باشد 3اگر نقطه تعادل ( - 1

) در اين ناحيه نباشد؛ 2در حاليكه نقطه تعادل (
تم به نقطه در اين صورت متغيرهاي حالت سيس

 شوند (حالت سلامت).) همگرا مي3تعادل (

) در ناحيه اول 3) و (2اگر هر دو نقطه تعادل ( - 2
قرار داشته باشند در اين صورت متغيرهاي حالت 

 شوند.) همگرا مي3) يا (2سيستم به نقطه (

) در ناحيه اول قرار داشته باشد 2اگر نقطه تعادل ( - 3
ورت متغيرهاي ) نباشد، در اين ص3و نقطه تعادل (

شوند ) همگرا مي2حالت سيستم به نقطه تعادل (
 (حالت سرطان).

  اثبات:
ݔ،  )1در نقطه تعادل ( )1 ൌ 0, ݕ ൌ ، مقادير ويژه 0

 ماتريس برابرند با:

൜
ଵߣ ൌ ܽଵ െ ሺ݀ଵ ൅ ܿሻ
ଶߣ ൌ ܽଶ െ ሺ݀ଶ ൅ ݃ሻ

  

] نشان داده شده است، 21و  26همانطور كه در [
از  ଶܽبيشتر است. همچنين، مقدار ܿ	و ଵ݀از مجموع ଵܽمقدار

بيشتر است. از اين رو، مقادير ويژه در نقطه  ݃	و ଶ݀مجموع
  ) هميشه مثبت است و مبدا يك نود ناپايدار است.1تعادل (

ݔ)، 2در نقطه تعادل (  )2 ൌ 0, ݕ ൌ െ
ఉమ
ఈమ

، مقادير ويژه 
 ماتريس برابر است با:

ቐ
ଵߣ ൌ ܾଵ ൬ߚଵ ൅

ଶߚ
ଶߙ
൰

ଶߣ ൌ െሺܽଶ െ ݀ଶ െ ݃ሻ
 

ଶߚمثبت است، ازاين رو  ݕ	ار) مقد15در ( ⁄ଶߙ ൏ 0 .
ଶߚെ]، مقدار26،21همچنين، با توجه به [  ଵߚبزرگتر از ⁄ଶߙ

است. بنابراين، نقطه تعادل در صورت وجود در ربع اول يك 
  نود پايدار است.
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ݔ) داريم 3در نقطه تعادل ( )3 ൌ ଺ߙ ൅ ,଻ߙ ݕ ൌ

଺ߙଵሺߙ ൅ ଻ሻߙ ൅ در رابطه  ݕ	و ݔ	. با توجه به اينكهଵߚ
଺ߙ) در ربع اول هستند داريم 16( ൅ ଻ߙ ൐ 0 ،

଺ߙଵሺߙ ൅ ଻ሻߙ ൅ ଵߚ ൐  ܣ–ماتريس 1. ماينورهاي اصلي0
 در اين نقطه تعادل برابر است با:

∆ଵൌ
ܽଵ
ଵܭ
ሺߙ଺ ൅ ଻ሻߙ ൐ 0 

∆ଶൌ ቊ2
ܽଵଶܽଶ
ଶܾଵܭଵܭ

൤1 െ
1
ଵܭ
ሺߙ଺ ൅ ଻ሻ൨ߙ

൅
ܽଵ
ଵܭ
ቆ2ܾଶሺߙ଺ ൅ ଻ሻߙ ൅ ݀ଶ ൅ ݃

െ 2
ܽଶሺ݀ଵ ൅ ܿሻ

ଶܾଵܭ
െ ܽଶቇ

൅											ܾଵ ൬ܿ

െ ܾଶ
ܽଵ െ ݀ଵ െ ܿ

ܾଵ
൰ቋ ሺߙ଺ ൅ ଻ሻߙ ൐ 0 

منفي معين است و اين نقطه يك نود  ܣ	، ماتريسبنابراين
  پايدار است.

ݔ) داريم 4در نقطه تعادل ( )4 ൌ ଺ߙ െ ,଻ߙ ݕ ൌ

଺ߙଵሺߙ െ ଺ሻߙ ൅ در رابطه  ݕ	و ݔ	. با توجه به اينكهଵߚ
଺ߙ) در ربع اول هستند داريم 17( െ ଻ߙ ൐

଺ߙଵሺߙ،0 െ ଻ሻߙ ൅ ଵߚ ൐  . ماينورهاي اصلي ماتريس0
 در اين نقطه تعادل برابر است با: ܣ–

∆ଵൌ
ܽଵ
ଵܭ
ሺߙ଺ െ ଻ሻߙ ൐ 0 

∆ଶൌ ቊ2
ܽଵଶܽଶ
ଶܾଵܭଵܭ

൤1 െ
1
ଵܭ
ሺߙ଺ െ ଻ሻ൨ߙ

൅
ܽଵ
ଵܭ
ቆ2ܾଶሺߙ଺ െ ଻ሻߙ ൅ ݀ଶ ൅ ݃

െ 2
ܽଶሺ݀ଵ ൅ ܿሻ

ଶܾଵܭ
െ ܽଶቇ

൅											ܾଵ ൬ܿ

െ ܾଶ
ܽଵ െ ݀ଵ െ ܿ

ܾଵ
൰ቋ ሺߙ଺ െ ଻ሻߙ ൏ 0 

 2، اين نقطه در صورت وجود يك نقطه زين اسبيبنابراين
  □ است.

  

  راديودرمانيهاي ارزيابي پروتكل - 5
هاي دوز ثابت و هاي مختلف راديودرماني براي حالتديدگاه

ها را با سلول ،گيرد. تشعشعميراشونده مورد بررسي قرار مي
                                                       
1 Principle minor 
2 Saddle point 

كند. از اين رو، تاثير بر روي يك يا چند كروموزوم نابود مي
ميرند. توانند دوباره ساخته و درنهايت ميها نميسلول

مودهاي متعددي داشته باشند.  توانندهاي تابش ميپروتكل
در اين مقاله، دوز ثابت مانند مواردي كه نياز به تابش بلند 

اي است و دوز ميرا شونده مدت بعد از يك سانحه هسته
شود، همانند زماني كه براي درمان سرطان ريه استفاده مي

  گيرد.مورد بررسي قرار مي
مورد ] 16،14هاي رياضي در كارهاي [اثر تابش در مدل

گرفته است. اما در همه اين كارها پارامترهاي  قراربررسي 
سيستم در طول درمان ثابت درنظر گرفته شده است، 

كند درحاليكه رفتار سرطان در طول پيشرفت آن تغيير مي
اصلاح گردد و  ،]. چنين تغييراتي بايد با استفاده از درمان20[

اين مقاله درمان نبايد محدود به تنظيم خروجي گردد. در 
هاي مختلف راديودرماني با مدل ديناميك همچنين استراتژي

ثابت سرطان و مدل ديناميك متغير سرطان مورد بررسي قرار 
گيرد. در حالت ديناميك ثابت، ورودي فقط بر روي مي

گذارد در حاليكه در حالت متغيرهاي حالت سيستم اثر مي
م بر روي ديناميك متغير علاوه بر متغيرهاي حالت سيست

پارامترهاي سيستم نيز اثرگذار است. به عبارت ديگر، هدف 
اصلي اين مقاله مدلسازي اثر راديودرماني بر روي جمعيت 

  ها با درنظر گرفتن تغيير ديناميك در سيستم است.سلول
هاي متنوعي براي هر پروتكل انجام شده سازيشبيه

ارامترهاي در ها، دوز اعمالي، تغيير پسازياست. در اين شبيه
سيستم در دو حالت ديناميك ثابت و  رفتاراثر درمان، و 

  ). 6- 1هاي متغير نشان داده شده است (شكل
-هاي درماني به صورت زير ميكلي، پروتكل حالتدر 

  باشند:
 3دوز استاندارد - 1

 4دوز هايپر - 2

 5دوز شتابي - 3

  سازي آورده شده است.پارامترهاي شبيه 2در جدول 
رفتار سيستم (ديناميك ثابت و متغير) در طول درمان با 

نشان داده شده  1استفاده از دوز ثابت استاندارد درشكل 
است. همانطور كه در اين شكل قابل مشاهده است، هم 
                                                       
3 Standard fractionation 
4 Hyper- fractionation 
5 Accelerated fractionation 
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هاي سرطاني در ثابت و هم جمعيت سلول هايسلولجمعيت 
حال كاهش است. اين بدان دليل است كه راديودرماني هم بر 

هاي سرطاني تاثير سلول يهاي سالم و هم بر روسلول روي
 35و در طول  2گذارد. در اين حالت راديودرماني با دوز مي

با  مدلشود. تغيير پارامترهاي سيستم در روز اعمال مي
ديناميك متغير نيز نشان داده شده است. همانطور كه قابل 

- ولكه نشان دهنده نرخ مرگ سل ଶ݀مشاهده است، پارامتر 

افزايش پيدا كرده است. همچنين،  ،باشدهاي سرطاني مي
كاهش يافته است. به عبارت  ଵܾافزايش و پارامتر  ଶܾپارامتر 

ديگر، سيستم ايمني با استفاده از راديودرماني تقويت شده 
هاي سرطاني در رقابت هاي سالم در برابر سلولاست و سلول

ابل مشاهده است، اند. همانطور كه ققدرت يافته ،بين خود
روز راديودرماني، سيستم با ديناميك ثابت به  35پس از پايان 

گردد درحاليكه سيستم با ديناميك حالت سرطاني بازمي
   مدلسازيرود. به عبارت ديگر، در متغير به حالت سلامت مي

هاي سرطاني به سيستم با ديناميك متغير، جمعيت سلول
ي سالم به مقداري هارود و جمعيت سلولسمت صفر مي

  شود.غيرصفر مي
رفتار سيستم (ديناميك ثابت و متغير) در طول درمان با 

نشان داده شده است.  2هايپر درشكل ثابت استفاده از دوز 
همانطور كه در اين شكل قابل مشاهده است، هم جمعيت 

هاي سرطاني در حال هاي ثابت و هم جمعيت سلولسلول
  وز تابش در ابتدا از دوز كاهش است. در اين حالت، د

  

تر است. نحوه استاندارد بيشتر است ولي مدت اعمال آن كوتاه
تغيير پارامترها مشابه با قبل است. در حالت مدل با ديناميك 
متغير، حتي پس از اتمام درمان، سيستم به حالت سلامت 

  رود.مي
رفتار سيستم (ديناميك ثابت و متغير) در طول درمان با 

نشان داده شده است.  3از دوز شتابي ثابت درشكل استفاده 
همانطور كه در اين شكل قابل مشاهده است، هم جمعيت 

هاي سرطاني در حال هاي ثابت و هم جمعيت سلولسلول
كاهش است. در اين حالت، دوز تابش در هر پريود تا شروع 

يابد. نحوه تغيير پارامترها مشابه با قبل دوره بعد، كاهش مي
  است.

  
 ]28،22پارامترهاي تخمين زده شده [ -1جدول 

  مقدار تخميني  واحد  پارامتر
ܽଵ ି݇݁݁ݓଵ 5 

݀ଵ ି݇݁݁ݓଵ 1/0 

 ଵ 05/0ି݇݁݁ݓ ܿ

  ܾଵ ି݇݁݁ݓଵ 6/0 

ܽଶ ି݇݁݁ݓଵ 5/6 

݀ଶ ି݇݁݁ݓଵ 04/0 

ܾଶ ି݇݁݁ݓଵ 1/0 

 ଵ 1/0ି݇݁݁ݓ ݃

  

  
هاي هاي سالم در طول درمان با استفاده از دوز ثابت استاندارد. بالا راست: كاهش سلولبالا چپ: ديناميك رفتار سلول -1شكل 

دوز تابش در  5تابش: سرطاني در طول درمان. پايين چپ: تغيير پارامترهاي سيستم در طول درمان. پايين راست: الگوي پروتكل 
  روز. 35طول 
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هاي هاي سالم در طول درمان با استفاده از دوز هايپر ثابت. بالا راست: كاهش سلولبالا چپ: ديناميك رفتار سلول - 2شكل 

تابش دوز  9سرطاني در طول درمان. پايين چپ: تغيير پارامترهاي سيستم در طول درمان. پايين راست: الگوي پروتكل تابش: 
  روز. 35در طول 

  

  
هاي هاي سالم در طول درمان با استفاده از دوز شتابي ثابت. بالا راست: كاهش سلولبالا چپ: ديناميك رفتار سلول -3شكل 

دوز تابش  5سرطاني در طول درمان. پايين چپ: تغيير پارامترهاي سيستم در طول درمان. پايين راست: الگوي پروتكل تابش: 
  روز. 35در طول 

  
رفتار سيستم (ديناميك ثابت و متغير) در طول درمان با 

نشان داده شده  4استفاده از دوز ميراشونده ثابت درشكل 
است. همانطور كه در اين شكل قابل مشاهده است، هم 

هاي سرطاني در هاي ثابت و هم جمعيت سلولجمعيت سلول
-اين حالت، نرخ تغييرات جمعيت سلول حال كاهش است. در

دوز تابش به  ،ها كمتر از قبل است. همچنين در هر پريود

يابد. از اين رو، نرخ تغيير پارامترها صورت نمايي كاهش مي
  نيز كمتر است.

رفتار سيستم (ديناميك ثابت و متغير) در طول درمان با 
نشان داده شده  5استفاده از دوز ميراشونده ثابت درشكل 

است. همانطور كه در اين شكل قابل مشاهده است، هم 
هاي سرطاني در هاي ثابت و هم جمعيت سلولجمعيت سلول
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حال كاهش است. در اين حالت، دوز تابش در پريود افزايش و 
تر شده است. نحوه تغيير پارامترها بازه زماني اعمال آن كوتاه

ثابت است. در مقايسه با  سريعتر از حالت پروتكل ميراشونده
هاي عيت سلولمتر و جشهاي سالم بيقبل، جمعيت سلول
  سرطاني كمتر است.

  ، رفتار سيستم (ديناميك ثابت و متغير) در 6در شكل 

طول درمان با استفاده از دوز ميراشونده شتابي نشان داده 
است. در اين حالت دوره بازيابي، در مقايسه با قبل، بيشتر در 

  شود.گرفته مينظر 
هاي فوق نشان داده شده است، همانطور كه در شكل

هاي سالم و سرطاني در طول اعمال ورودي جمعيت سلول
  درماني (هم در سيستم با ديناميك ثابت و هم در سيستم با 

  

  
هاي با استفاده از دوز ميراشونده ثابت. بالا راست: كاهش سلولهاي سالم در طول درمانبالا چپ: ديناميك رفتار سلول - 4شكل 

دوز تابش در  5سرطاني در طول درمان. پايين چپ: تغيير پارامترهاي سيستم در طول درمان. پايين راست: الگوي پروتكل تابش: 
  روز. 35طول 

  

  
-از دوز ميراشونده هايپر. بالا راست: كاهش سلولهاي سالم در طول درمان با استفادهبالا چپ: ديناميك رفتار سلول -5شكل 

دوز  9هاي سرطاني در طول درمان. پايين چپ: تغيير پارامترهاي سيستم در طول درمان. پايين راست: الگوي پروتكل تابش: 
  روز. 35تابش در طول 
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-ميراشونده شتابي. بالا راست: كاهش سلولهاي سالم در طول درمان با استفاده از دوز بالا چپ: ديناميك رفتار سلول - 6شكل 

دوز  5هاي سرطاني در طول درمان. پايين چپ: تغيير پارامترهاي سيستم در طول درمان. پايين راست: الگوي پروتكل تابش: 
  روز. 35تابش در طول 

  
ز حذف ورودي يابد. اما پس اديناميك متغير) كاهش مي

درماني) سيستم با ديناميك ثابت به (اتمام راديو درماني
هاي گردد؛ يعني جمعيت سلولسمت حالت سرطاني بازمي

هاي سرطاني به سالم به سمت صفر رفته ولي جمعيت سلول
رود؛ در حاليكه در سيستم با سمت مقداري غيرصفر مي

رود؛ يعني ديناميك متغير سيستم به سمت حالت سالم مي
سالم به سمت مقداري غيرصفر رفته ولي  هايجمعيت سلول
رود. به عبارت هاي سرطاني به سمت صفر ميجمعيت سلول

ديگر، الگوي مسير حركت سيستم بيمار در ابتداي درمان 
تنها  2باشد. در اين حالت، نقطه تعادل مي 7مشابه با شكل 

باشد كه يك نود نقطه تعادل در ناحيه اول صفحه فاز مي
  ).1اره پايدار است (گز

  

 
 مسير حركت سيستم در ابتداي راديودرماني - 7شكل 

در حالت سيستم با ديناميك متغير، مسير حركت 
، به دليل تغيير در پارامترهاي در انتهاي راديودرماني سيستم

كند. در اين حالت، نقطه تغيير پيدا مي 8سيستم، به شكل 
كه يك نود تنها نقطه تعادل موجود در ربع اول است  3تعادل 

). در اين حالت، پس از حذف ورودي 1پايدار است (گزاره 
(اتمام راديودرماني)، مسير حركت سيستم متناظر با حالت 
سلامت است و با شروع از هر شرايط اوليه، سيستم به حالت 

كند. اما در ) حركت مي3متناظر با سلامت (نقطه تعادل 
سيستم پس از حالت متناظر با ديناميك ثابت، مسير حركت 

گردد و با شروع از هر شرايط بازمي 7اتمام درمان به شكل
رود و بيمار خواهد مي 2اوليه سيستم به سمت نقطه تعادل 

مرد. از اين رو، تغيير در ديناميك سيستم بايد به عنوان يك 
فاكتور اصلي در ارائه روش درماني مدنظر قرار بگيرد. به 

سب بايد علاوه بر كاهش عبارت ديگر، يك روش درماني منا
  حجم تومور به اصلاح ديناميك سيستم نيز بپردازد.

بايد به اين نكته اشاره كرد كه در طول درمان در سيستم 
(حالت  7با ديناميك متغير، ديناميك سيستم از شكل 

(حالت متناظر با سلامت) تغيير  8متناظر با سرطان) به شكل 
ه طور كامل طي بكند. درهر صورت، اگر طول درمان مي

خواهد بود كه هر  9نشود، صفحه فاز سيستم مشابه با شكل 
سرطاني وجود حالت دو حالت متناظر با حالت سالم و 

ليه سيستم پس از وخواهند داشت. در اين حالت، شرايط ا
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اتمام درمان مشخص كنده حالت نهايي بيمار خواهد بود. اگر 
حيه جذب نقطه شرايط اوليه بيمار پس از حذف درمان در نا

باشد بيمار خواهد مرد و اگر در ناحيه جذب نقطه  2تعادل 
  باشد بيمار بهبود خواهد يافت. 3تعادل 

  

 
مسير حركت سيستم در انتهاي راديودرماني در -8شكل 

  سيستم با ديناميك متغير
  

 
مسير حركت سيستم در طول راديودرماني در - 9شكل 

  سيستم با ديناميك متغير
  

هاي سالم و سرطاني در انتهاي جمعيت سلول - 2جدول 
  راديودرماني در سيستم با ديناميك متغير

هايتعداد سلول  پروتكل درماني
  سالم

هايتعداد سلول
  سرطاني

 664 265  دوز استاندارد ثابت
 660 290  دوز هايپر ثابت
 650 325  دوز شتابي ثابت
دوز استاندارد 
  655  225  ميراشونده

 671 300  هايپر ميراشوندهدوز
دوز شتابي 
  664  272  ميراشونده

هاي هاي راديودرماني، جمعيت سلولبراي ارزيابي پروتكل
نشان  2سالم و سرطاني در انتهاي راديودرماني در جدول 

داده شده است. بهتربن پروتكل، پروتكلي است كه تعداد 
هاي هاي سالم درانتهاي آن بيشتر و تعداد سلولسلول

سرطاني كمتر باشد. با توجه به نتايج، پروتكل شتابي ثابت از 
  باشد.ها بهتر مير پروتكليسا

  

  گيرينتيجه -6
يك سيستم با اعمال  يهاي ديناميكتغيير ماندگار در مشخصه
موضوعي بسيار مهم و جذاب در  ،ورودي در زمان محدود

مهندسي كنترل است. در اين مقاله، شروط لازم و كافي 
جهت ايجاد تغيير ماندگار در ديناميك يك سيستم با استفاده 
از ورودي زمان محدود مورد بررسي قرار گرفته است. اين 

كنند كه سيستم بايد غيرخطي باشد؛ شرايط بيان مي
ارامترهاي سيستم وابسته به همچنين مشتق زماني برخي از پ

دهد كه دامنه ورودي باشد. نتايج بدست آمده نشان مي
ورودي و مدت زمان اعمال آن، عوامل اصلي در تغيير اين 
پارامترهاي هستند. بر مبناي اين ديدگاه، يك مدل رياضي 

هاي سالم و جديد، براي نشان دادن اندركنش بين سلول
ر نقش ورودي بر روي سرطاني در داخل بدن با تمركز ب

ديناميك سيستم، ارائه شده است. به عبارت ديگر، اثر ورودي 
نه تنها بر روي متغيرهاي حالت سيستم، بلكه بر روي 

باشد. سپس، بر مبناي اين مدل ديناميك سرطان نيز مي
هاي مختلف راديودرماني با استفاده از مدل جديد، استراتژي

اند و بهترين قايسه شدهديناميك ثابت و ديناميك متغير م
پروتكل انتخاب شده است. بر مبناي نتايج بدست آمده، 

باشد. همچنين، پس از پروتكل شتابي بهترين پروتكل مي
بيمار بهبودي خود را بازيافته و سرطان به  ،اتمام راديودرماني

گردد. دليل اصلاح انجام شده در ديناميك سيستم، بازنمي
كند كه ده در اين مقاله پيشنهاد ميبنابراين، تحليل انجام ش

يك روش درماني مناسب بايد علاوه بر كاهش جمعيت 
 هاي سرطاني، ديناميك سيستم نيز اصلاح گردد.سلول

  

  هاعلايم و نشانه -7
  ليست نمادها

ܽଵهاي سالمنرخ رشد سلول  

݀ଵ 
هاي جهش هاي ايمني در كشتن سلولاثر سلول

  يافته
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ܿ 
ها به دليل سالم كه ژن آن هايبخشي از سلول

 هاي بيروني غيرفعال شده استاسترس

ܾଵ 
هاي توسط سلول NKهاي غيرفعال شدن سلول

  سرطاني
ܽଶهاي سرطانينرخ رشد سلول  

݀ଶ 
هاي هاي ايمني در كشتن سلولاثر سلول
  سرطاني

ܾଶهاي سرطاني توسط نرخ مرگ سلولNK 

  سرطاني هاي سالم ونرخ رقابت بين سلول݃
  هاي سالمظرفيت سلولଵܭ
  هاي سرطانيظرفيت سلولଶܭ
 پارامتر نشان ئهنده بيشينه ظرفيتܭ
  هاي سالمجمعيت سلولݔ
  هاي سرطانيجمعيت سلولݕ

 ورودي خارجي به سيستمሻݐሺݑ
  زمانݐ

݂ሺݔሻديناميك سيستم آزاد قبل از اعمال ورودي  
݃ሺݔሻپس از اعمال ورودي ديناميك سيستم آزاد  
ଵ݂ሺݔ,   هاي سالمديناميك سلولሻݕ
ଶ݂ሺݔ,   هاي سرطانيديناميك سلولሻݕ

  علائم يوناني
- پارامترهايي از سيستم كه متاثر از ورودي نميߙ

  باشند
-پارامترهايي از سيستم كه متاثر از ورودي ميߚ

  باشند
߮ሺݐሻورودي زمان محدود  
߰ሺݐሻورودي زمان محدود 

  پانويس
  .نشان دهنده مشتق نسبت به زمان است  
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