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 چکیده
 باشد.شناسایی مرزهای داخلی، تخمین خواص مکانیکی مواد و غیره میسازی، حل مسائل معکوس های بهینهیکی از کاربردهای روش

هایی که ماده موردنظر یک جسم همگن است، در نظر گرفته شده در بیشتر مقالاتی که تاکنون انجام شده به علت سادگی روابط، حالت

 و بیترک امکان هاهماد نوع به توجه با، شوندیم ختهیر همی رو قالب کی در مذاب ماده چند ای دو کهی هنگام صنعت دراست، ولی 

شناسایی هندسۀ مرزهای داخلی مقاله  در این .شودیمناهمگن  دیجد ماده کی آمدند وجو بهباعث  که دارد وجود هم در هاماده نفوذ

سیته مدول الاستی در حالتی که  ماده میانی دارای و تخمین خواص مکانیکی ماده و تعیین ساختار درونی ماده میانی نامنظم بین سه ماده

رزی مهای و روش گردایان مزدوج به همراه روش عددی المانسیمپلکس ، رقابت استعماریالگوریتم  با تلفیق سه روشباشد، می  متغیر

ه و موقعیت مرزهای داخلی دهنده جسم ناهمگن و تاثیر هندسهمچنین تاثیر نوع و سختی مواد تشکیل ؛استه بررسی قرار گرفت مورد

در همگرایی بررسی شده است. نتایج بدست آمده حاکی از قدرت و توانایی روش ارایه شده و تخمین نسبتا خوب پارامترهای مجهول 

  است.

  .مدول الاستیسیته متغیر ؛جسم ناهمگن ؛سازیبهینه ؛شناسایی ؛الگوریتم رقابت استعماری ؛های مرزیروش المان :کلمات کلیدی
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Abstract 
 One of the applications of optimization methods is solving the inverse problems of identifying internal 

boundaries, estimating the mechanical properties of materials and etc. In most of the articles, due to the 

simplicity of the relationships, the cases where the material is a homogeneous body have been considered, 

But in industry, when two molten material are combined together, there is a possibility that the resulting 

material is non-homogeneous material. In this article, identifying the geometry of the irregular internal 

boundaries between three materials and estimating the mechanical properties is presented. The intermediate 

material has a variable modulus of elasticity. This problem has been studied by combining three methods 

of colonial competition algorithm, simplex and conjugated gradian method along with the numerical 

method of Boundary Elements  Method. The effect of the type and hardness of the constituent materials of 

the non-homogeneous body and the effect of the geometry and position of the internal boundaries on the 

convergence have been investigated. The obtained results indicate the power and ability of the presented 

method to estimate unknown parameters. 

Keywords:Boundary Elements Method (BEM); Imperialist Competitive Algorithm (ICA); Optimization;     

Identification; Non- homogeneous body; variable modulus of elasticity. 
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 مقدمه-1
ی رو قالب کی در مذاب ماده چند ای دو کهی هنگام درصنعت

 وذنف و بیترک امکان مواد نوع به توجه با، شوندیم ختهیر هم

 کی آمدند وجو به باعث امر نیا که دارد وجود هم درمواد 

 المثی برا. شودیم کیزوترپیرایغ ای کیزوتروپیا دیجد ماده

 ماده به مذاب حالت در( 1) ماده کهی نگامه 1 شکل مطابق

 بوجودآمده ماده ،مواد نوع به توجه با شودیم اضافه( 3)

ل بوده و ک کیزوتروپیرایغ ای کیزوتروپیا تواندیم(( 2)ماده)

 جسم در مجموع ناهمگن خواهد بود. 

 
 جسم ناهمگن -1شکل

 ، خواصمرزها هندسه، با معلوم بودن در مساله مستقیم

مقادیر مجهول جابجایی و تنش  ،مواد و شرایط مرزی مکانیکی

در مساله معکوس، آید. یمدر نقاط داخلی و مرزی جسم بدست 

 مگن به همراهناه دهنده جسمی سه ماده تشکیلکیخواص مکان

ها برروی باشد، اما جابجایی، مجهول میهندسه مرزهای داخلی

ا در این مقاله ابتد گیری هستند.سطح خارجی جسم قابل اندازه

ا هفرمولاسیون موردنیاز برای حل مساله مستقیم محاسبه تنش

ها، روی مرزهای خارجی یک جسم ناهمگن ارایه و جابجایی

 مسائل ای از حلور به تاریخچهشده است، به همین منظ

ناهمگن یا  مواد به انجام شده مربوط الاستیسیته

ای از شود. در ادامه نیز به تاریخچهاشاره می غیرایزوتروپیک

-های مرزی و روشکارهای انجام شده با استفاده از روش المان

سازی در حل مسایل معکوس شناسایی اشاره خواهد های بهینه

ک روش انتگرال مرزی برای حل ی] 1[کلمنتس و اسکار  شد.

ای از مسائل الاستیسیته در محیط غیرایزوتروپ بیان دسته

. در این تحقیق با استفاده از یک تابع گرین، معادلات اندکرده

د موراز مسائل الاستیسیته  تعدادیانتگرال مرزی برای حل 

بندی جدید یک فرمول ] 2[بررسی قرار گرفته است. در مرجع 

 دهشبرای حل مسائل الاستیسیته در محیط غیرایزوتروپ ارائه 

بندی معادلات تعادل به فرم معادلات است. در این فرمول

ای که حل اساسی )تابع گرین( پتانسیل تبدیل شده به گونه

 جدید بندیفرمول کی] 3[پن و آمادی  برای آن وجود دارد.

 اب مواد در بعدیسه تهالاستیسی مسائل حل برای مرزی المان

. اندارائه کرده حجمی نیروهای تحت غیرایزوتروپیک خواص

 فرم به غیرایزوتروپ هایمحیط گونهاین برای گرین تابع

مسئله مقدار ] 4[ایوان و کلمنتس  است. آمده بدست تحلیلی

  را کیمواد ناهمگن الاست یکیر شکل استاتییتغ یبرا یمرز

ه ته بیسین مقاله مدول الاستی. در اانددادهقرار  یمورد بررس

کند و یر مییتغ یوسته در دو جهت مختصات دکارتیطور پ

ل یفرانسیمعادلات د یحل عدد یبرا یمعادلات انتگرال مرز

ک یوپزوتریر ایمواد ناهمگن غ یکیر شکل استاتییحاکم بر تغ

مسائل الاستیک در ] 5[گاوا و همکاران  .استخراج شده است

با روش المان  FGMمواد با خواص مکانیکی متغیر مانند مواد 

. در این تحقیق مسائل دو بعدی انددادهمرزی مورد بررسی قرار 

و سه بعدی الاستیسیته در محیط ناهمگن که مدول برشی به 

در نظر گرفته شده است، انجام شده است.  دلخواهصورت تابعی 

های های ماتریسای محاسبه مولفهروشی بر] 6[ مرجع در

برای مسائل الاستیسیته در محیط غیرایزوتروپ و در  موردنیاز

 .اندکرده حالت سه بعدی با استفاده از روش المان مرزی ارائه

ای برای گروه خاصی از مواد حالت کرنش صفحه] 7[در مرجع 

مدول  لهمقا. در این شده استناهمگن غیر ایزوتروپ بررسی 

الاستیسیته به صورت پیوسته و به صورت تابعی از مختصات 

و معادلات انتگرالی برای محاسبه تنش و د کنتغییر می

بندی فرمول] 8[ زانگ و همکاران .اندجابجایی استخراج شده

ی امعادلات انتگرال مرزی برای حل مسائل الاستیسیته صفحه

در  اند.کردهارائه  را و مواد ناهمگن در محیط اورتوتروپیک

 فرمولاسیون المان مرزی مربوط به مواد ناهمگن ]11-9[مرجع 

کارهای انجام شده در زمینه مسائل  است. ازارائه شده خاص

محل،  ]12[مرجع  توان به موارد زیر اشاره کرد. درشناسایی می

یک ناخالصی در داخل یک جسم جامد  اندازه و خواص مکانیکی

یابی محلی مرزی و روش بهینه هایبا استفاده از روش المان

 ]13[مرجع  در تخمین پارامترها شناسایی گردیده است.

جسم جامد ایزوتروپیک  اسایی مرز نامنظم مشترک بین دوشن

 هشدروش گرادیان مزدوج انجام  ، بابا استفاده از انتقال حرارت
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شناسایی شکل هندسی و خواص ] 14[ مرجع . دراست

ر د. ک ناخالصی در داخل یک ماده انجام شده استی مکانیکی

تاثیر شرایط مرزی مختلف در شناسایی هندسه ] 15[مرجع 

حفره درون یک جسم الاستیک دو بعدی با استفاده از معادلات 

 CGMو  Psoالاستیسیته خطی و با استفاده از تلفیق روش 

تخمین موقعیت و اندازه ] 16[ دشتی و خداداد .استشدهانجام 

حفره داخل یک جسم الاستیک دو بعدی را مورد بررسی قرار 

ابتدا با استفاده از روش الگوریتم ژنتیک  اند. دراین تحقیقداده

ای شکل تخمین زده شده و سپس شکل حفره به صورت دایره

-ی میگرادیان مزدوج هندسه و موقعیت حفره شناسایبا روش 

شناسایی هندسه حفره درون یک جسم ] 17[در مرجع  شود.

الاستیک دو بعدی با استفاده از معادلات الاستیسیته خطی 

حل مساله  ]20-18[مرجع همچنین در  ؛استانجام شده

معکوس تخمین خواص حرارتی و ضریب هدایت حرارتی 

 اجسام مورد بررسی قرار گرفته است. 

هندسۀ مرزهای داخلی نامنظم بین شناسایی مقاله  در این

و تخمین خواص مکانیکی ماده و تعیین ساختار درونی  سه ماده

مدول الاستیسیته  در حالتی که ماده میانی دارای ماده میانی

 ،رقابت استعماریالگوریتم  با تلفیق سه روش، است متغیر

و روش گردایان مزدوج به همراه روش عددی سیمپلکس 

حل مساله . استه بررسی قرار گرفت موردمرزی های المان

در شود. کردن تابع هدف انجام می کمینهمعکوس براساس 

تابع هدف به های حل شده در این مقاله، ها و حالتهمه مثال

ه و شدگیریت تفاضل بین جابجایی اندازهصورت مجموع مربعا

از حل مستقیم مساله با استفاده از روش  ،شدهمحاسبه جابجایی

ابتدا از روش الگوریتم رقابت  شود.المان مرزی تعریف می

ر د شود.استعماری برای تعیین پارامترهای مجهول استفاده می

به عنوان  رقابت استعماریادامه از جواب به دست آمده از روش 

 شود و درحدس اولیه برای روش گرادیان مزدوج استفاده می

به های از جوابترشدن مقادیر مجهول، برای دقیق نهایت

به عنوان حدس اولیه برای گرادیان مزدوج،  روشآمده از دست

همچنین تاثیر نوع و سختی  ؛شودروش سیمپلکس استفاده می

مواد تشکیل دهنده جسم ناهمگن و تاثیر هندسه و موقعیت 

مرزهای داخلی در همگرایی مورد بررسی قرار گرفته است. 

نتایج بدست آمده حاکی از قدرت و توانایی روش ارایه شده و 

 .استتخمین نسبتا خوب پارامترهای مجهول 

 

مواد  های مرزی برایفرمولاسیون روش المان-2

 ناهمگن
در این قسمت، ابتدا به طور خلاصه، فرمولاسیون مورد نیاز 

ها روی ها و جابجاییبرای حل مساله مستقیم محاسبه تنش

مرزهای خارجی یک جسم ناهمگن با استفائه از روش المانهای 

معادلات تعادل برای مسایل الاستیک مرزی ارایه شده است. 

-می به صورت زیر میخطی دو بعدی در غیاب نیروهای حج

 باشد:

 

(1) 
𝜎𝑖𝑗,𝑗 = 0 ⟶

{
 

 
𝜕𝜎11
𝜕𝑥1

+
𝜕𝜎12
𝜕𝑥2

= 0

𝜕𝜎12
𝜕𝑥1

+
𝜕𝜎22
𝜕𝑥2

= 0

 

,2,1 در رابطه بالا ji 12امتداد محورهای  در , xx  و

 221211 ,, شرایط ای هستند.های تنش صفحهمولفه 

( به صورت زیر در 2مطابق شکل )( 1) معادلات برای مرزی

 شود:نظر گرفته می

(2) 𝑢𝑖 = 𝑢̅𝑖                𝑜𝑛    Γ𝑎 

𝑡𝑖 = 𝑡𝑖̅                 𝑜𝑛    Γ𝑏 

 
 دامنه جسم ناهمگن دو بعدی -2شکل 

 

توان هر مولفه تنش را براساس با استفاده از قانون هوک می

 بیان کرد.های تغییر شکل نسبی به صورت زیر مولفه

 

(3) 𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗ℎ𝑘𝜀ℎ𝑘 = 𝐶𝑖𝑗ℎ𝑘𝑢ℎ,𝑘 

 

در این رابطه 
ijhkC  ،تانسور سختیhk های تغییر مولفه

باشند. برای مواد ناهمگن بردار جابجایی می huشکل نسبی و 

 ود:شنظر گرفته میایزوتروپ، ماتریس سختی به صورت زیر در 
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(4) 𝐶𝑖𝑗ℎ𝑘 = 𝐶𝑖𝑗ℎ𝑘(𝑥) 

 

 xشود که خواص ماده وابسته به موقیتیعنی فرض می

ی هاکند. با تلفیق رابطهبوده و در جهت این محور تغییر می

 توان نوشت:( می4( و )3(، )1)

(5) [𝐶𝑖𝑗ℎ𝑘(𝑥)𝑢ℎ.𝑘(𝑥)],𝑗 = 0 

-می xکه تنها وابسته به موقعیت  𝐶𝑖𝑗ℎ𝑘(𝑥) ماتریس سختی

ابت تانسور ث درباشد، به صورت حاصلضرب یک تابع پیوسته 

 .]4[ شوددر نظر گرفته می ijhkcالاستیک 

 

 

(6) 

𝑐𝑖𝑗ℎ𝑘(𝑥) = 𝜇(𝑥)𝑐𝑖̅𝑗ℎ𝑘

= 𝜇(𝑥)[
2𝜈

1 − 2𝜈
𝛿𝑖𝑗𝛿ℎ𝑘

+ 𝛿𝑖ℎ𝛿𝑗𝑘 + 𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗ℎ] 

 

که در رابطه بالا 
ij و  دلتای کرونکر)(x  مدول

  .استبرشی 

(7) 
𝜇(𝑥) =

𝐸(𝑥)

2(1 + 𝜈)
 

 

  با انتخاب تابع وزن. استضریب پواسون  بالا  در رابطه

𝑈𝑙𝑖(𝑥, 𝑦) ( انتگرال5و ضرب آن در رابطه )  باقی مانده وزنی به

,𝑈𝑙𝑖(𝑥جاییکه تابع وزن آید، دست می 𝑦)  از حل تکین اساسی

( برای حالت مواد همگن، ایزوتروپ و الاستیک در 1معادلات )

( را ارضا 3ای )شود که معادلات دیفرانسیل پارهنظر گرفته می

 کند.می
 

(8) 𝑐𝑖𝑗ℎ𝑘𝑈𝑙𝑖,𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) + 𝛿𝑙ℎ𝛿(𝑥 − 𝑦) = 0 

 

𝛿(𝑥در رابطه بالا  − 𝑦) تابع دلتای دیراک در نقطه y است .

 .استحل معادله بالا به صورت زیر 
 

(9) 
𝑈𝑖𝑗 = −

[3 − 4𝜈)𝛿𝑖𝑗 ln(𝑟) − 𝑟,𝑖𝑟,𝑗]

8𝜋𝜇(1 − 𝜈)
 

 

yxrکه در این رابطه    است. با اعمال قضیه دیورژانس

در نظر گرفتن خواص توان نوشت و ( می8گوس روی رابطه )

 توان نوشت:تابع دلتای دیراک می

 

 

 

(10) 

𝜇(𝑦)𝑢𝑖(𝑦)

= ∫ 𝑈𝑖𝑗(𝑥, 𝑦)𝑡𝑗(𝑥)𝑑Γ
Γ

−∫ 𝜇(𝑥)𝑇𝑖𝑗(𝑥, 𝑦)𝑢𝑗(𝑥)𝑑Γ
Γ

+∫ Σ𝑖𝑗𝑙(𝑥, 𝑦)𝜇,𝑙(𝑥)𝑢𝑗(𝑥)𝑑Ω
Ω

 

 

برای استخراج ( معادلات میدانی هستند. 10لات )معاد

( را روی 10رالی مرزی میدانی باید معادلات )معادلات انتگ

𝑦  مرزها اعمال کرد. این کار با اعمال  ⟶ Γ ( 10روی رابطه )

 شود.انجام می

-ها میتنش محاسبه برای استخراج معادلات لازم برای

𝑢𝑖��بایست 

𝜕𝑦ℎ
( 10محاسبه شود. با مشتق گرفتن از رابطه )  

با در نظر گرفتن یه گوس و با استفاده از قض و 𝑦ℎ نسبت به 

Γ𝜀 ، 𝑛𝑙 این نکته که روی مرز  = 𝑟,𝑙   و  𝑟 = 𝜀 ،در هستند

 آید.رابطه زیر به دست می نهایت
 

(11) 
𝑢𝑗(𝑦)𝜇,𝑙(𝑦)∫ Σ𝑖𝑗𝑙(𝑥, 𝑦)𝑛ℎ(𝑥)𝑑Γ

Γ𝜀

= 𝐽𝑖𝑗ℎ𝑘
𝜀 𝜇,𝑙(𝑦)𝑢𝑗(𝑦) 

 

ترم
ijhkJ شود. به صورت زیر تعریف می 

 

(12) 
𝐽𝑖ℎ𝑗𝑘
𝜀 =

[(6 − 8𝜈)𝛿𝑖𝑗 − 𝛿𝑖ℎ𝛿𝑗𝑘]

16𝜋(1 − 𝜈)
 

 ، درگرفته شودروی مرزها در نظر ( 10چنانچه رابطه )

 .] 4[توان به رابطه زیر رسیدنهایت می

 

(13) [𝑈Γ][𝑢Γ] − [𝑇Γ    ΣΓ][𝑡Γ] = 0 

 

, 𝑢Γ در رابطه بالا 𝑡Γ های روی مرزها ها و جابجاییتراکشن

 باشند.  و نقاط داخلی می

 

ها جاییها و جابمساله مستقیم محاسبه تنش -3

 روی مرزهای خارجی جسم مرکب
ها روی مرزهای جاییجابها و ین قسمت نحوه محاسبه تنشدر ا

خارجی یک جسم مرکب، تشکیل شده از دو جسم همگن و 
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 با توجه به مطالبگیرد. یک جسم ناهمگن مورد بررسی قرار می

 یکنواختسمت قبل حال اگر دامنه مساله غیرگفته شده در ق

جسم از سه ماده مختلف  3به طوری که مطابق شکل  ،باشد

همگن و  3و ماده  1به صورتی که ماده  تشکیل شده باشد،

و  1ماده میانی یک ماده ناهمگن و به صورت ترکیبی از ماده 

به سه زیر دامنه  در این صورت دامنه  باشد، 3

321 ,,  شود که هر یک دارای نسبت پواسون تقسیم می

و مدول الاستیسیته خاص خود هستند و با دو مرز مشترک 

)( 2112

II   و)( 3223

II  اند.از هم جدا شده  

 

 
 با سه زیر ناحیة در تماس ناهمگن جسم الاستیک-3شکل
 

و برای مواد  (13معادلات )برای ماده میانی ناهمگن از 

-های مربوط به مواد همگن استفاده میاز فرمول 2و1همگن 

هر زیر دامنه شود. با اعمال معادلات برای 
321 ,,   به

 :توان نوشتمی، صورت جداگانه
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11 , EE utهای مرز ها در گرهها و تراکشن: مقادیر جابجایی

1خارجی 

E  در امتدادهای
12 , xx 

1212 , II utهای مرز ها در گرهها و تراکشن: مقادیر جابجایی

12مشترک 

I  12در امتدادهای , xx 

22 , EE utهای مرز ها در گرهها و تراکشن: مقادیر جابجایی

2خارجی 

E  12در امتدادهای , xx 
2121 , II utهای مرز ها در گرهها و تراکشن: مقادیر جابجایی

21مشترک 

I  12در امتدادهای , xx 
2323 , II utهای مرز ها در گرهها و تراکشن: مقادیر جابجایی

23مشترک 

I  12در امتدادهای , xx 
33 , EE utهای مرز ها در گرهها و تراکشن: مقادیر جابجایی

3خارجی 

E  12در امتدادهای , xx 
3232 , II utهای مرز ها در گرهها و تراکشن: مقادیر جابجایی

32مشترک 

I  12در امتدادهای , xx 
 

فرمولاسیون استفاده شده در این  ،همانطور که گفته شد 

برای ماده ناهمگن  Gو  Hهای قسمت برای محاسبه ماتریس

 .استمتفاوت  2و  1و مواد همگن  2یانیم

بر روی مرزهای هموار  iهای جابجایی هرگره برای مولفه

 توان نوشت:و مشترک میانی می
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امتدادهای ها در در مورد تنش، برای هر گره بایستی تنش

12 , xx  قبل و بعد از آن گره در نظر گرفته شود که برای

هایی که در گوشه قرار های روی مرز داخلی به جز گرهگره

مساوی در نظر  i-1گره  در  را با تنش iدارند، تنش قبل از گره 

توان به صورت پیوسته به گرفته و شرط مرزی تنش را می

هایی که و برای گره ]21و12[ در نطر گرفت 18صورت رابطه 

با توجه به نوع بارگذاری روی جسم  ،در گوشه قرار دارند

با اعمال شرایط حاکم و با توجه به اینکه شوند. مشخص می

طور جداگانه منظور مرزهای مشترک برای هر زیر دامنه به 

( را با هم تلفیق 18( و )17( و )16توان معادلات )می ،شودمی

 .] 12[ و ساده کرد

 توان نوشت:طور خلاصه میدر نهایت به 
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 ماتریس *H  یک ماتریس

)(2)(2 5432154321 NNNNNNNNNN   و

 *G ماتریسک ی

)(4)(2 5432154321 NNNNNNNNNN   است که

1N ها بر روی مرز خارجی زیر ناحیه تعداد گره
1 ،

2N 

ها بر روی مرز خارجی زیر ناحیه تعداد گره
2 ،3N  تعداد

های تعداد گره 3 ،4Nها روی مرز خارجی زیر ناحیه گره

)(بر روی مرز مشترک  2112

II   5وN های بر روی تعداد گره

)(مرز مشترک  3223

II  .ین معادله همۀ مقادیر ادر  است

جایی و تراکشن به سمت راست و همۀ مقادیر معلوم مجهول جاب

-ر روی مرزها، به سمت چپ آورده میجایی و تراکشن بجابه

شود. با انجام این کار معادله بر حسب مجهولات مرتب شده و 

 آید:به صورت زیر در می

 

(20) [𝐴]{𝑥} = [𝐵] 

 

ماتریس مجهولات   x ها و جاییشامل مقادیر مجهول جاب

ا هها و تراکشنجاییروی مرزهای خارجی و کلیه جابها تراکشن

است. حل دستگاه معادلات فوق با  روی مرز مشترک میانی

برای مثال  .های استاندارد قابل انجام خواهد بودکی از روشی

(  نشان داده 4)یک جسم ناهمگن مرکب از سه ماده در شکل 

شده است. در حالت ساده مرزهای داخلی منظم و موازی هم 

( هر دو Ω3) 3( و ماده Ω1)1ماده شود. در نظر گرفته می

( یک ماده Ω2) 2باشند، ولی ماده میانی همگن و ایزوتروپ می

cteناهمگن و ایزوتروپ بوده که ضریب پواسون آن ثابت )

شروع شده  3Eو مقدار مدول یانگ آن به صورت نمایی از  (

 . استرسد و به شکل رابطه زیر می 1Eو به 

 

 

(21) 
𝐸2(𝑦) = 𝐸3𝑒

𝛽(𝑦−𝑦𝑐) 

𝛽 =
1

𝑦𝐴 − 𝑦𝑐
ln (
𝐸1
𝐸3
) 

روی هر کدام  هاتعداد گره ،و معکوس برای حل مساله مستقیم

که  ،گره 32 خارجیروی مرزهای  گره، 10 از مرزهای داخلی

. جهت بررسی صحت شوددر نظر گرفته میگره  52در مجموع 

و دقت کد نوشته شده، جواب به دست آمده از حل مستقیم با 

نتایج به دست آمده نشان  مقایسه شده است. ANSYSنرم افزار 

با   های بدست آمده از حل عددیدهنده دقت خوب جواب

همانطور که قبلا گفته  .استهای مرزی استفاده از روش المان

کردن  کمینهبراساس  شد، در این مقاله، حل مساله معکوس

روش  ،رقابت استعماریبا تلفیق سه روش الگوریتم  تابع هدف و

شود. در ادامه انجام می و روش گردایان مزدوجسیمپلکس 

ارائه خواهد  توضیح مختصری در مورد سه روش بهینه سازی

 شد.

     
 ماده ناهمگن مرکب از سه ماده -4شکل               
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 بهینه سازی-4
 الگوریتم رقابت استعماری  -4-1

پز گرگری و لوکس در الگوریتم رقابت استعماری توسط آتش

رقابت استعماری  . الگوریتم]22[میلادی ارائه شد 2007سال 

ی سازی ریاضسازی با مدلیک الگوریتم قدرتمند برای بهینه

 سایر نظیر الگوریتم ینا کند.اجتماعی ارائه می -یده سیاسیپد

 آغاز اولیه جمعیتیک  با بتکاریفراا سـازی بهینـههای روش

لیه معیت اوچندین کشور به عنوان ج . در این الگوریتمشـودمی

های موجود به دو دسته کشورو  شوندمینظر گرفته در 

 ،هرکشورامپریالیست .شوندگر و مستعمره تقسیم میاستعمار

 بـه را مسـتعمره کشـورهایاز  تعـدادی خود، قدرت به بسته

 را امپراطورییک  مجموع در و آوردمیدر  خودی سلطه

های کشور ،شوددر مرحله بعد سعی می دهند.می تشکیل

استعمارگر با هدف تحلیل فرهنگ و ساختار اجتماعی 

های مختلف سیاسی ها، کشورهای مستعمره در راستامستعمره

ها به سمت شوند. سپس مستعمرهها نزدیک و اجتماعی به آن

در حین اجرای شوند. ور استعمارگر حرکت داده میشک

ها به نقاطی در تابع بعضی از مستعمره ،الگوریتم ممکن است

تری نسبت به مقدار تابع هزینه در هزینه برسند که هزینه کم

موقعیت استعمارگر داشته باشند. در این حالت جای مستعمره 

ر د و الگوریتم با کشور استعمارگرشود و استعمارگر عوض می

پس از محاسبه هزینه هر  .یابدموقعیت جدید ادامه می

های ضعیف حذف های امپراطوریطوری، مستعمرهامپرا

شوند. فرآیند تر ملحق میهای قویشوند و به امپراطوریمی

شود. در هر مرحله جذب یا رقابت بین استعمارگرها تکرار می

یکی از  ،تری دارداز تکرار الگوریتم، استعمارگری که قدرت کم

ده از دهد. مستعمره جدا شهای خود را از دست میمستعمره

قدرت در بین تمام  ترینکمتر، دارای استعمارگر ضعیف

. برای تصاحب استهای مربوط به آن استعمارگر مستعمره

 ودشمیها ایجاد ها یک رقابتی میان کلیه امپراطوریمستعمره

ترین این روند تا رسیدن به یک استعمارگر دارای بیش. ]23[

برای اتمام اجرای الگوریتم شرایطی به  یابد.قدرت ادامه می

شود. از جمله این شرایط عنوان شرایط خاتمه در نظر گرفته می

تعداد تکرار معینی از الگوریتم یا زمان اجرای مشخص را 

توان نام برد. الگوریتم با رسیدن به شرایط خاتمه یا رسیدن می

این  زیسامراحل پیاده یابد.به یک استعمارگر نهایی پایان می

 است.آورده شده ]23و22[الگوریتم به طور کامل در مرجع 

 روش سیمپلکس -4-2
ل از یک شک ،توسط اسپندلی ابداع گردیده استاین روش که 

هندسی با قاعده برای انتخاب نقاط رئوس سیمپلکس جهت 

. در حالتی که مساله دو شودمحاسبه تابع هدف استفاده می

لاضلاع شکل ایک مثلث متساوی ،شودر نظر گرفته بعدی د

در حالتی که مسئله سه دهد و هندسی مزبور را تشکیل می

-این شکل به یک چهاروجهی با قاعده تبدیل میبعدی باشد، 

ا د. با افزایش تعداد متغیرها تعداد رئوس افزایش پی]24[شود

در حالت دو بعدی برای تعیین هر  کند. برای یک مسالهمی

شوند، در سه راس مثلث محاسبه می f(x)امتداد جستجو ابتدا 

سپس امتداد جستجو از مرکز مثلث عبور کرده و از راس مربوط 

این  5شود. شکل محاسبه شده، دور میf(x) به بزرگترین مقدار

که در آن  استراسی  Wدهد. در این شکلفرایند را نشان می

بیشترین مقدار را دارد. پس از آن مطابق شکل یک  f(x)تابع 

ده آممثلث متساوی الاضلاع دیگر ساخته شده و راس به دست

شده در آن نقطه محاسبه  f(x)به عنوان نقطه جدید انتخاب و 

 به این ترتیب یکشود. ه این فرایند انعکاس گفته میبکه 

مطابق شکل آید، این عمل دست می امتداد جستجوی جدید به

یابد تا سیمپلکس نقطه بهینه را در میان آنقدر ادامه می 5

 گیرد.

 
 مرحله انعکاس در روش بهینه سازی سیمپلکس -5 شکل

تواند منجر به نزدیکی بیشتر در این هنگام ادامه روند فوق نمی

ابد. یبنابراین اندازه سیمپلکس باید کاهش ؛ به نقطه بهینه گردد

در این حالت اضلاع آخرین سیمپلکس به دو نیم تقسیم شده 

تا مجددا نقطه بهینه خارج از سیمپلکس قرار گیرد و روند فوق 

 .کندادامه پیدا می

 

 روش گرادیان مزدوج -4-3

بردار  .استمعرفی این روش ابتدا نیازمند تعریف بردار گرادیان 

که امتداد بزرگترین  Xگرادیان عبارت است از بردار یک نقطه 

 Xبردار گرادیان در نقطه  .کندرا مشخص می f(x)افزایش در 
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ر سازی براباست. امتداد جستجو در بیشینه عمود f(x)بر کانتور 

ترین صعود نیز ر گرادیان که اصطلاحاً آن را تیزاست با بردا

سازی برابر منفی گرادیان در کمینهجو نامند. امتداد جستمی

نامند. در روش اصطلاحا آن را تیزترین فرود می باشد کهمی

گرادیان مزدوج با انتخاب بردارهای متوالی جهت به صورت 

آیند. به این های متوالی به دست میای مزدوج از گرادیاننمونه

شوند، بلکه در های مربوطه از قبل مشخص نمیترتیب جهت

ش، از شوند. در این روهر تکرار به صورت متوالی تعیین می

ترکیب بردار گرادیان در تکرار فعلی با بردار گرادیان در تکرار 

جوی جدید استفاده برای به دست آوردن امتداد جست قبلی

: اول اینکه به استاین روش دارای سه مزیت  .]24[ شودمی

آید میمرحله بدست  nاستثنای مواردی که جواب در کمتر از 

بردارهای جهت قبلی مستقل گرادیان همواره ناصفر و نسبت به 

خطی است. مزیت دوم اینکه، روش گرادیان مزدوج دارای 

ای است که برای تعیین بردار جهت بکار گرفته فرمول ساده

ا هها بستگی به گرادیانشود و سوم، به دلیل آنکه جهتمی

دارند، فرایند مربوطه در هر مرحله پیشرفت خوب و یکنواختی 

 به سوی جواب دارد.

 

ی شبیه سازی مساله معکوس شناسایی مرزها-5

 و تعیین ساختار درونی ماده میانی منظم
در مساله معکوس مورد نظر، مرزهای داخلی بین سه ماده و 

خواص مکانیکی )مدول الاستیسیته و ضریب پواسون( مواد 

 ها برجاییب، ولی جااستتشکیل دهنده جسم ناهمگن مجهول 

گیری هستند. برای دازهجسم قابل ان روی مرزهای خارجی

-های زیر تعریف مییه سازی این مساله معکوس، ماتریسشب

 شوند:

 eu :شامل ستونی ستونی بردارMاندازه جابجایی-

 مرزی شده گیری

 cu :همان شامل ستونی بردار Mکه مرزی جابجایی 

 .شوندمی محاسبه مرزی المان روش وسیله به

][ :مجهول پارامترهفت  شامل ستونی بردار (

CA yyEE ,,,,,, 33211 ) معکوس مساله در باید که 

 زیر صورت به ماتریس مجهول بنابراین ؛شوند زده تخمین

 :شودمی گرفته نظر در

(22)    
CA yyEE ,,,,,, 33211  

های گیریدر این تحقیق، حل مسایل معکوس تنها با اندازه

های رو مرز خارجی بدست های جابجایی گرهسطحی مولفه

در این تحقیق از نتایج  است.آمده از آزمایش کشش 

شود و برای حل مسائل معکوس از آزمایشگاهی استفاده نمی

مسئله استفاده خواهد اطلاعات به دست آمده از حل مستقیم 

شد. در واقع با شبیه سازی یک مسئله کشش ساده، از نتایج 

به دست آمده از حل مستقیم مسئله، به عنوان اطلاعات در 

برای تعیین ساختار درونی ماده  دسترس استفاده خواهد شد.

و Ayبایست مقادیر ( می21میانی مطابق رابطه )
Cy 

محاسبه شوند. برای حل این مساله معکوس و محاسبه 

بهنیه سازی رقابت استعماری و  روش از پارامترهای مجهول،

روش سیمپلکس استفاده شده است. همانطور که قبلا گفته 

کردن تابع هدف انجام  کمینهحل مساله معکوس براساس  ،شد

 شود. می

 
 ماده ناهمگن مرکب از سه ماده-6شکل           

تابع هدف به صورت مجموع مربعات تفاضل بین جابجایی 

mشده ) گیریاندازه
eu )محاسبه شده از حل  و جابجایی

m)مرزی هایمستقیم مساله با استفاده از روش المان
cu)  در

 شود.زیر تعریف می به صورتام بوده و mگره 

 

(23) 
𝑗[Γ̂] = ∑[𝑢𝑐

𝑚 − 𝑢𝑒
𝑚]2

𝑀

𝑚=1
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در  6رای حل یک نمونه مساله یک ماده ناهمگن مطابق شکل ب

این ماده از ترکیب تنگستنشود. نظر گرفته می

)203.0,380(1  GPaETu،  فولاد

)298.0,210(3  GPaESt  و ماده میانی ناهمگن

-مدول یانگ آن به صورت نمایی تغییر می ،شودکه فرض می

)245.0(کند و دارای ضریب پواسون ثابت 2   ،است

7.0Ay و 3.0Cyهمچنین مقدار  ؛تشکیل شده است

ه با جمعیت اولیابتدا از روش الگوریتم رقابت استعماری . است

تعیین پارامترهای مجهول برای  40و تعداد امپراطوری  450

های به دست آمده از این روش شود. سپس از جواباستفاده می

ود شبه عنوان حدس اولیه برای روش سیمپلکس استفاده می

ست آید. جواب به دست آمده از این بد تریهای دقیقتا جواب

  آمده است. 1دو روش در جدول 

 
 و سیمپلکس ICAنتایج حاصل از روش -1جدول

جواب بدست 

 از روشآمده 
SM 

جواب بدست آمده 

 ICA از روش

مقدار 

 واقعی

 پارامترها

379 350 380 )(1 MPaE 

203/0 175/0 203/0 1 

244/0 2/0 245/0 2 

5/211 226 210 )(3 MPaE 

299/0 34/0 298/0 3 

71/0 5/0 7/0 Ay 

298/0 22/0 3/0 cy 

 %خطای میانگین 377/16 545/0

5-103/4 2-106/7 مقدار تابع هدف 

 

تاثیر هندسه و موقعیت مرزهای داخلی در  -5-1

 همگرایی

 در روند همگرایی، برای بررسی تاثیر موقعیت مرزهای داخلی

های متنوعی از موقعیت مرزها حل شده است. در تمامی حالت

از کادر  6ها جسم ناهمگن مورد نظر مطابق شکل این بررسی

های حل شده برای موقعیت مثال. استفولاد  -مربعی تنگنستن

های مختلف، شامل مرزهای داخلی نزدیک به مرزها در حالت

هم، مرزهای داخلی دور از هم، مرزهای داخلی نزدیک به مرز 

 .استبالایی و پایینی جسم 

 

 

 میزان خطا ناشی از موقعیت مرزهای داخلی -2جدول

 cy Ay Case درصد خطا مقدار تابع هدف

number 
6-103/1 216/0 3/0 7/0 1 
5-105/9 259/1 4/0 5/0 2 
4-106/4 9459/1 1/0 9/0 3 
2-103/4 994/3 8/0 9/0 4 
4-103/8 294/2 1/0 2/0 5 

 

آورده شده است. از نتایج به  2جدول نتایج به دست آمده در 

توان نتیجه گرفت، هر چه مرزهای داخلی دست آمده می

خطا نیز افزایش  ،جسم باشد یا پایینی نزدیک به مرز بالایی

 یابد.می

 

تاثیر نوع و سختی مواد تشکیل دهنده جسم  -5-2

 ناهمگن در همگرایی
ن ناهمگدر این قسمت تاثیر سختی مواد تشکیل دهنده جسم 

در شناسایی مرزهای داخلی و تخمین خواص مکانیکی مورد 

گیرد. برای بررسی اثر سختی مواد تشکیل بررسی قرار می

دهنده جسم ناهمگن در روند همگرایی، چند مساله برای جسم 

ناهمگن تشکیل شده از مواد مختلف حل شده که خطای 

. آورده شده است 3حاصل از نتایج به دست آمده در جدول 

شود که با کاهش اختلاف سختی مواد تشکیل ملاحضه می

دهنده جسم ناهمگن، میزان خطای پارامترهای تخمینی نیز 

نتایج بدست آمده حاکی از قدرت و توانایی شود. میبیشتر 

-روش ارایه شده و تخمین نسبتا خوب پارامترهای مجهول می

 باشد.

 

تاثیر نوع و سختی مواد تشکیل دهنده -3جدول 

 جسم ناهمگن در میزان خطا

درصد 

 خطا

نسبت 

 پواسون

مدول 

 یانگ
(MPa) 

 مواد 
 

2016/0 
203/0 

349/0 

380 

111 
1 

3 

 تنگستن

 1 فسفر برنز

294/0 
320/0 

307/0 

179 

331 
1 

3 

 مونل

 2 مولیبدِن

498/0 
298/0 

322/0 

210 

127 
1 

3 

 استیل

 نیکل
3 

856/0 
211/0 

324/0 

100 

106 
1 چدن 

 خاکستری
4 
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3 برنج زرد 

294/1 
349/0 

324/0 

111 

106 
1 

3 

 برنز فسفر

 5 برنج زرد

 

شبیه سازی مساله معکوس شناسایی مرزها و  -6

تخمین خواص درونی ماده میانی در حالت مرزهای 

 نامنظم داخلی
بررسی شده مربوط به حالتی بود که  ر قسمت قبل مسئلهد

در این قسمت مرزهای داخلی به صورت منظم و موازی بودند. 

ی مورد بررس ،باشندحالتی که مرزهای داخلی به صورت نامنظم 

در حالتی که مرزهای داخلی نامنظم هستند گیرد. قرار می

به شکل نمایی فرض  7شکل مدول یانگ ماده میانی را مطابق 

 شود. گرفته میکرده و به صورت رابطه زیر در نظر 

 
 

(24) 
𝐸2(𝑦) = 𝐸3𝑒

𝛽(𝑦−𝑦𝑚𝑖𝑛) 

𝛽 =
1

𝑦𝑚𝑎𝑥 − 𝑦𝑚𝑖𝑛
ln (
𝐸1
𝐸3
) 

 

برای حل یک مساله به منظور تخمین مرزهای داخلی و 

تعیین ساختار درونی ماده میانی، یک ماده ناهمگن با مرزهای 

شود. روند گرفته میدر نظر  8داخلی نامنظم و مطابق شکل 

ا این قبل بوده، ب سازی این مساله معکوس نیز مانند حالتشبیه

 21زده شوند، جهول که باید تخمین تفاوت که پارامترهای م

 شود:ر گرفته میظصورت زیر در نپارامتر بوده و به

 
مشخصات و پارامترهای هندسی جسم ناهمگن  -7شکل 

 با مرزهای نامنظم داخلی

(25) [Γ] = [Γ1    Γ2     Γ3] = [𝑦1
1, 𝑦2

1, … ,
𝑦10
1 , 𝑦1

2, 𝑦2
2, … , 𝑦10

2 , 𝜈2] 

نیز محاسبه minyو maxyبا شناسایی مرزهای داخلی مقدار

( ساختار درونی ماده میانی 24شده و با جایگذاری در رابطه )

برای این نمونه مساله مقدار واقعی شود.نیز تخمین زده می
8236.0max y 15.0وmin yبنابراین ساختار  ؛باشندمی

 شود:درونی ماده میانی به صورت زیر در نظر گرفته می

 

 

(26) 
𝐸2(𝑦) = 210𝑒𝛽(𝑦−0.15) 

𝛽 =
1

0.8236 − 0.15
ln (
380

210
) 

𝜈2 = 0.245 

 

برای حل مساله معکوس به منظور شناسایی مرزهای 

داخلی و تخمین ساختار درونی ماده میانی، ابتدا از روش 

 شود. استفاده میهمگانی رقابت استعماری 

 

 
مشخصات هندسی و شرایط مرزی جسم  -8شکل 

 ناهمگن با مرزهای نامنظم داخلی
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شناسایی مرزهای جسم ناهمگن همرا ه با  -9شکل 

 CGMو  ICAتخمین ساختار درونی ماده میانی با 

 

با تخمین دو گره اول  9الگوریتم رقابت استعماری مطابق شکل 

مرزهای مشترک داخلی )در مجموع چهار و آخر روی هر یک از 

پارامتر مجهول(، این دو مرز را به صورت یک خط راست 

ادامه کار به  ICAزند. با تخمین حدس اولیه توسط تخمین می

با شرط  CGMشود. الگوریتم روش گرادیان مزدوج واگذار می
001.0  70پس از ( 70دوره تکرارCGMiter متوقف )

نشان  9در شکل  CGMشود. مرز تخمین زده شده توسط می

داه شده است. میزان خطای محاسبه شده از رابطه برای 

 10/18%برابر  CGMمرزهای تخمین زده شده توسط الکوریتم 

توسط این   ضریب پواسون تخمین زده برای ماده میانی .است

221.02روش نیز برابر   شدن مرزهای تربرای دقیق .است

 CGMشناسایی شده، در ادامه از جواب به دست آمده از روش 

ود و شبه عنوان حدس اولیه برای روش سیمپلکس استفاده می

در نهایت مرزهای تخمینی به صورت نشان داده شده در شکل 

پس از  001.0با شرط  SMآیند. الگوریتم به دست می 10

میزان دقت مرزهای  .شوددوره تکرار متوقف می 1500

که نشان دهنده آن است که  است 85/90% شناسایی شده برابر

 ٪ 9 ا حدوددقت مرزهای تخمینی ر SM استفاده از الگوریتم

 .بهبود بخشیده استقبل نسبت به روش 

 SMهمچنین ضریب پواسون تخمینی برای ماده میانی توسط 

8065.0maxو مقدار 2395.02نیز برابر  y و
1348.0min yدر نتیجه معادله  ؛تخمین زده شده است

نمایی ضریب یانگ برای ماده میانی به صورت معادله زیر به 

 آید.دست می

 

(27) 
𝐸2(𝑦) = 210𝑒𝛽(𝑦−0.1348) 

𝛽 =
1

0.8065 − 0.1348
ln (
380

210
) 

𝜈2 = 0.2395 

 
شناسایی مرزهای جسم ناهمگن همرا ه با  -10شکل

 SMتخمین ساختار درونی ماده میانی با الگوریتم 

 

در مقالاتی که در زمینه حل مسایل معکوس شناسایی ساختار 

ها و تخمین مرزهای داخلی، شناسایی حفرهداخلی ماده، تعیین 

انجام شده است، درصد خطای محاسبه  خواص مکانیکی مواد

 1/0شده با توجه به نوع مساله و روش مورد استفاده، در بازه 

درصد گزارش شده است. البته در مواردی که اثر  12درصد تا 

های ورودی هم گیری دادهخطاهای غیرقابل اجتناب در اندازه

درصد هم گزارش شده  12بررسی شده، میزان خطای بیش از 

ه توان بدست آمده در این مقاله میتوجه به نتایج به است. با

توانایی روش ارایه شده برای حل مساله معکوس و شناسایی 

 مرزهای داخلی و تخمین خواص مکانیکی جسم اشاره کرد. 

 

 نتایج-6
منظم و شناسایی هندسۀ مرزهای داخلی  تحقیق در این

 و تعیین دواخمین خواص مکانیکی م، تنظم بین سه مادهنام

ابت رقمیانی با تلفیق سه روش الگوریتم ساختار درونی ماده 

 ی به دستسازی همگانی، برا، به عنوان روش بهینهاستعماری

و روش  گرادیان مزدوج ، روشآوردن بهترین حدس اولیه

ماده ه ک یسازی محلی در حالتسیمپلکس به عنوان روش بهینه

لیل مورد تح ،استبا مدول الاستیسیته متغیر میانی یک ماده 

فت گتوان دست آمده میررسی قرار گرفت. براساس نتایج بهو ب
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نه مناسب یک حدس اولیۀ بهی تخمیندر  ICAالگوریتم که 

تواند موثر واقع شود. های محلی میبرای شروع کار الگوریتم

-تقمش ستفاه از روش سیمپلکس به عنوان روشی که نیاز بها

برای حل معکوس شناسایی مرزها  گیری ندارد،و گرادیان گیری

کار گرفته شده است. تأثیر این روش به ویژه در دقت به

میانی بسیار تشخیص مرزهای داخلی و خواص مکانیکی ماده 

های کرانه برای مرزهایی که در، همچنین استه قابل ملاحض

ضریب سختی لتی که مواد، خارجی جسم قرار دارند و برای حا

 از جمله گیرد.تخمین به خوبی صورت میدارند،  همنزدیک به

توان به کاربردهای اساسی روش پیشنهادی در این پژوهش می

 گری اشاره کرد. از جمله مزایایهکاربردهای آن در صنایع ریخت

روش پیشنهادی این است که اجرای آزمایشی همچون آزمایش 

ص و های مرسوم تشخیکشش ساده در مقایسه با سایر روش

های لیزر یا التراسونیک بسیار شناسایی مثل استفاده از پرتو

از موارد توجیه اقتصادی پیدا  ارزان بوده و از این رو در بسیاری

 کند.می
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