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 دهيچک
ميکروتيرهاي چرخان با حرکت محوري محاط شده در بستر ويسکوز با شرايط مرزي  اندازهبهدر مقاله حاضر، ارتعاشات و پايداري وابسته 

مغناطيسي تحت نيروهاي گرانشي و محوري براساس تئوري تنش کوپل و مدل تير -حرارتي-هاي رطوبتيمختلف دوسربسته در محيط

ين و حل روش گالرک يريکارگبهاند. با اصل هميلتون استخراج شده يريکارگبهرايلي مطالعه شده است. معادلات ديناميکي سيستم با 

سنجي اند. براي اعتبارهاي ناپايداري سيستم به دست آمدهرو سيستم و آستانهرو و پيشهاي ارتعاشاتي پسمسئله مقدار ويژه، فرکانس
ختلف مانند پارامتر اينرسي چرخشي، ميرايي بستر، اند. اثر پارامترهاي کليدي ماي انجام شدهنتايج پژوهش حاضر، مطالعات مقايسه

سي هاي مغناطيهاي رطوبتي، ميداناند. نتايج نشان دادند که برعکس محيطديناميک سيستم آزموده شده برنسبت سفتي خمشي 

 روهايکه حرکت محوري سيستم در خلاف جهت شتاب گرانشي باشد، نيهمچنين، هنگامي ؛شوندموجب بهبود عملکرد سيستم مي
شان داده شد ن ضمناًتوانند سير تکاملي پايداري سيستم را تغيير دهند. شوند و ميگرانشي موجب کاهش آستانه ناپايداري سيستم مي

سازي و نتايج پژوهش حاضر هاي ارتعاشاتي و پايداري سيستم دارد. مدلکه افزايش پارامتر اينرسي چرخشي اثر کاهنده بر فرکانس

 ها مفيد باشند.احي بهينه ميکروسوييچطرتوانند در مي

 .، محيط پيچيده، نيروهاي گرانشي، بستر ويسکوز، شرايط مرزيچرخان متحرک يهاستميس :کلمات کليدي
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Abstract 
In the present paper, the size-dependent vibrations and stability of rotating microbeams with axial motion 
embedded in a viscous medium with different supported boundary conditions in humid-thermal-magnetic 
environments under gravitational and axial loads are studied based on the coupled stress theory and 
Rayleigh beam model. The dynamic equations of the system are derived using the Hamilton principle. 
Using the Galerkin method and solving the eigenvalue problem, the backward and forward vibrational 
frequencies and the instability thresholds of the system are obtained. Comparative studies are performed to 
validate the results of the present study. The effects of various key parameters such as rotary inertia factor, 
substrate damping, and flexural stiffness ratio on system dynamics are examined. The results showed that 
magnetic fields improve system performance in contrast to humid environments. Also, when the axial 

motion of the system is in the opposite direction of gravitational acceleration, gravitational forces reduce 
the instability threshold of the system and can change the system stability evolution. It is also shown that 
increasing the rotary inertia factor reduces vibrational frequencies and system stability. The modeling and 
the results of the present study can be useful in the optimal design of microswitches. 

Keywords: Moving spinning systems, complex environment, gravitational loads, viscous foundation, 

boundary conditions. 
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  مقدمه -1
در صنايع تيرهاي چرخان به دليل کاربردهاي متداولي که 

شماري مورد مهندسي گوناگون دارند، توسط محققين بي

همچنين ازآنجاکه ديناميک  ؛[1] اندبررسي قرارگرفته

بسياري از  هاي متحرک محوري، موضوع مورد علاقهسازه

ه است، لذا مطالعات هاي گذشته بودپژوهشگران در سال

ها انجام شده جامعي بر رفتار ارتعاشاتي و پايداري اين سازه

ي بحراني هاتيرهاي متحرک چرخان، يکي از المان .[2] است

آيند. ازآنجاکه حرکات مکانيکي به شمار مي يهاستميسدر 

-زمان رخ ميها به صورت همسازه محوري و چرخشي در اين

، رفتار ديناميکي پرباري در متحرک يهاستميسدهند، اين 

همچنين،  ؛دهنداز خود نشان مي دوار يهاستميسميان 

زمان حرکات محوري و چرخشي را هايي که به صورت همسازه

ي هاي مهندسهاي تأثيرگذاري در سازهکنند، قابليتتجربه مي

هاي کليدي، مطالعات ميت بسزاي اين سازهاه باوجوددارند. 

 هاآنسازي رياضي و تحليل ديناميکي مدل محدودي به

اسخ پبرنولي، -براساس مدل تير اويلردر اين عرصه، . اندپرداخته
هاي محوري زمان شامل حرکتديناميکي يک سيستم که هم

 هاآنمطالعه شد.  [3]و چرخان است، توسط يانگ و همکارانش 

هاي ر سرعتسيستم را به ازاي تغيير د هاي ناپايداريآستانه

نشان دادند  هاآنهمچنين،  ؛محوري و دوراني به دست آوردند

رو مربوط هاي چرخشي پسهاي فرد به حرکتکه فرکانس

هاي چرخشي هاي زوج مربوط به حرکتهستند و فرکانس

 دارايپايداري تيرهاي  [4]باشند. ژو و چانگ رو ميپيش

هاي مفصلي گاهزمان چرخشي و محوري با تکيههاي همحرکت

اثر پارامتر  هاآنرا براساس مدل تير رايلي بررسي کردند. 

پايداري سيستم مطالعه نااينرسي چرخشي را بر مرزهاي 

هاي ارتعاشي تيرهاي جدار ويژگي [5]کردند. لي و همکارانش 

نازک کامپوزيتي چرخان متحرک محوري را بررسي کردند. 

طبيعي و مناطق پايداري را براساس  هايفرکانس هاآن
 اثرات هاآنهمچنين،  ؛مشخصات مادي سيستم محاسبه کردند

هاي طول و ضخامت به شعاع هاي هندسي نظير نسبتويژگي

ي جهت بندي الياف را بر پاسخ و خواص ماده مانند زاويه

فتار رديناميکي سيستم بررسي کردند. در تحقيقي ديگر، 

ارتعاشات غيرخطي يک رشته حفاري تحت حرکت محوري 

کار و همکارانش متغير با زمان در يک چاه اريب توسط صاحب

اثرات جرم نامتوازن و نيروي غيرخطي  هاآن مدل شد. [6]

به اين  اهآنسيال بر پاسخ ديناميکي سيستم را مطالعه کردند. 

نتيجه دست يافتند که افزايش دامنه نوسانات و اثرات غيرخطي 

غيرخطي ارتعاشي را به دنبال هاي در سيستم، افزايش فرکانس

متحرک  تير چرخاندارد. پايداري ديناميکي غيرخطي يک 

با  هاآن بررسي شد. [7]محوري توسط قايش و همکارانش 

هاي پايداري پاسخ استفاده از روش مقياس چندگانه، محدوده

اثر ضريب  هاآن همچنين، ؛حالت ماندگار را به دست آوردند

هاي چرخشي و محوري را بر روي ويسکوالاستيک، سرعت

 [8]يوه و يانگ هاي خطي و غيرخطي مطالعه کردند. فرکانس

يکي يک تير چرخان متحرک محوري را سازي ديناممدل

نشان دادند که  هاآنصورت آزمايشگاهي بررسي کردند. به

هاي بالا تأثير نيروي اينرسي در تيرهاي چرخان در سرعت

اي دارد. رفتارهاي ديناميکي پيش پيچش تير ملاحظهقابل
چرخان متحرک محوري يکسرگيردار بر اساس تئوري تير 

مطالعه شده است. او نشان داد که  [9]برنولي توسط لي -اويلر

هاي سريع طولي و چرخشي، جايي نوک تير به ازاي حرکتجابه

 . داردنوسان کمتري 

عملکرد تجهيزات صنعتي در تمام ابعاد، به شرايط محيطي 

ال مثال، با اعمعنوانوابستگي فراواني دارد. به هاآنتعبيه شده 

هاي هاي حرارتي، انبساط حرارتي و درنتيجه تنشميدان

شوند که منجر به تغيير فشاري حرارتي در سيستم ايجاد مي

لذا بررسي شرايط محيطي بر ؛ شودرفتار ارتعاشاتي سازه مي

هاي متحرک و يا چرخان، موضوعي جذاب براي عملکرد سازه

 [10]در اين زمينه، شفيعي و همکارانش ژوهشگران است. پ

ارتعاشات عرضي يک نانوتير مخروطي مدرج تابعي چرخان را 

فهميدند که با  هاآنهاي حرارتي بررسي کردند. در محيط

هاي طبيعي سيستم کاهش شاخص تواني مواد مدرج، فرکانس

، ارتعاشات [11]يابند. عظيمي و همکارانش افزايش مي

نانوتيرهاي تيموشنکو مدرج تابعي چرخان تحت ميدان حرارتي 

نشان داد که با  هاآنغيرخطي را موردبررسي قرار دادند. نتايج 

افزايش ضخامت، فرکانس و دماي بحراني سيستم افزايش 

کارگيري روش ، با به[12]يابد. قديري و همکارانش مي

هاي تواني، تحليل ديناميکي نانوتيرهاي چرخان در سري

دند که نشان دا هاآنهاي حرارتي را انجام دادند. محيط

اي در سيستم، هاي طبيعي با افزايش سرعت زاويهفرکانس

، ديناميک [13]و همکارانش  ينادريابند. افزايش مي

-مغناطيسي-رطوبتي هايچرخان را در محيطتيرهاي ميکرو
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اثرات نيروهاي محوري و پيرو  هاآنکردند.  يحرارتي را بررس

 همداني و اسماعيلي را نيز بر ارتعاشات سيستم مطالعه کردند.

ارتعاشات غيرخطي تيرهاي مدرج تابعي چرخان را  [،14]

اثر اندازه،  هاآن. مدل کردند يه گراديان کرنشظرنبراساس 

پاسخ  ياثر اندازه بر رو يپارامترهاجنس، سرعت چرخش و 

، [15]باي و همکارانش سيستم بررسي کردند.  يارتعاش

برنولي و تئوري گراديان کرنش -براساس مدل تير اويلر

غيرمحلي، ارتعاشات و پايداري نانوتيرهاي متحرک محوري 

حرارتي بررسي -مغناطيسي-هاي رطوبتيچرخان را در محيط

نشان دادند که با افزايش پارامتر گراديان  هاآنکردند. 

 .يابدکاهش مي/افزايش، غيرمحلي، پايداري سيستم/کرنش

بر روي براساس اطلاعات نويسندگان، مطالعات محدودي 

تيرهاي متحرک محوري چرخان در  اندازهبهارتعاشات وابسته 
در مقاله حاضر، رفتار اند. هاي پيچيده تمرکز کردهمحيط

ديناميکي و پايداري ميکروتيرهاي چرخان با حرکت محوري 

محاط شده در بستر ويسکوز تحت اثر نيروهاي گرانشي و 

به ازاي شرايط مرزي  حرارتي-مغناطيسي-هاي رطوبتيمحيط

مقيد مختلف براساس تئوري تنش کوپل و مدل تير رايلي 

مطالعه شده است. در ادامه، فرمولاسيون رياضي مسئله توضيح 

شوند. سپس داده خواهد شد و معادلات ديناميکي استخراج مي

سي اثرات پارامترهاي مختلف سيستم مانند پارامتر اينر

هاي چرخشي، ميرايي بستر، شرايط محيطي بر فرکانس

 .پايداري سيستم بررسي خواهند شدناارتعاشاتي و مرزهاي 

اندازه، هاي جراحي کوچکربات پژوهش در طراحياين نتايج 

مقياس، قطعات ريز الکترونيکي کوچک کاريسوراخهاي ماشين

، همچنين ؛توانند مفيد باشندمي هاي حفاريلولهدوار و ميکرو

ابزار تري از توان شناخت دقيقشده ميبا نتايج ارائه

 حرکات داراينانوتکنولوژي، نانومهندسي و نانوپزشکي که 

ور در سيال، مانند اجسام غوطه ،هستنددوراني  ومحوري 

 داشت.
 

 فرمولاسيون ریاضی -2
ه کبا سطح مقطع دايروي ، شماتيک يک ميکروتير 1در شکل 

چرخشي و محوري است، نمايش داده شده هاي تحت حرکت

-تحت بارهاي مغناطيسيدر يک محيط پيچيده يعني که  است

است و در يک  L. طول ميکروتير حرارتي قرار دارد-رطوبتي

محاط شده است. سيستم با  cبستر ويسکوز با ضريب ميرايي 

کند. سيستم با سرعت در راستاي طولي حرکت مي Uسرعت 

کند. سيستم تحت ولي خود دوران ميحول محور ط Ωدوراني 

است. ممان اينرسي و  Pاعمال نيروي فشاري محوري با اندازه 

هاي عرضي سيستم جابجايي، Aو  Iمساحت سطح مقطع تير با 

نمايش داده  wو  v، به ترتيب با zو  yدر راستاي محورهاي 

 .شوندمي

 
هاي چرخشی و شماتيک یک ميکروتير با حرکت -1شکل 

 محوري

 زيناچ يعرض ييبا جابجا سهيدر مقا يمحور ييجابجا ازآنجاکه

کوچک و محدود  يهاييجابجادرنظر گيري با ، [5-2]است 

 ،گيري اثرات غيرخطي در سيستمناديدهبراي سيستم و 

 :[17, 16]توان نوشت ميبراساس تئوري تنش کوپل 

 الف(-1)
𝜀xx = −𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
− 𝑦

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
 

𝜒xy ب(-1) = 𝜒yx = −
1

2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 

𝜒xz پ(-1) = 𝜒zx = −
1

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
 

 .استقسمت متقارن تنش انحنا  χکرنش طولي و  xxεکه 

 :[17]توان نوشت براي قسمت انحرافي تنش کوپل مي

 الف(-2)
𝑚xy = 𝑚yx = −𝐺𝑙2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 

𝑚xz ب(-2) = 𝑚zx = −𝐺𝑙2
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
 

𝜎xx پ(-2) = 𝐸𝜀xx 

 مدول برشي G ،مدول يانگ E، پارامتر مقياس طولي ماده lکه 

  است.تنش محوري  xxσو 

 :[18] توان نوشتانرژي پتانسيل ميبراي 

(3) 𝑉 =
1

2
∫ (𝜎xx𝜀xx + 2𝑚xy𝜒xy + 2𝑚xz𝜒xz)𝐴d𝑥

𝐿

0

 

 :[4]ود شمي بيان چنينبردار موقعيت يک نقطه از سيستم اين
(4) 𝐫 = (𝑥 − 𝑦

∂𝑣

∂𝑥
− 𝑧

∂𝑤

∂𝑥
) 𝐢 + (𝑦 + 𝑣)𝐣 + (𝑧 + 𝑤)𝐤 

 x ،yبه ترتيب بردارهاي يکه در راستاهاي  kو  i ،j که در آن

 شود:محاسبه مي چنيناين نيزبردار سرعت هستند.  zو 
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(5) 

𝐯 = 𝐫̇ + Ω × 𝐫 = (𝑈 − 𝑦 (
∂2𝑣

∂𝑡 ∂𝑥
+ Ω

∂𝑤

∂𝑥
+ 𝑈

∂2𝑣

∂𝑥2
)

− 𝑧 (
∂2𝑤

∂𝑡 ∂𝑥
− Ω

∂𝑣

∂𝑥

+ 𝑈
∂2𝑤

∂𝑥2
)) 𝐢 

+ (
∂𝑣

∂𝑡
+ 𝑈

∂𝑣

∂𝑥
− Ω𝑤) 𝐣 + (

∂𝑤

∂𝑡
+ 𝑈

∂𝑤

∂𝑥
+ Ω𝑣) 𝐤 

هاي دوراني و محوري انرژي جنبشي سيستم ناشي از حرکت

 :[4]شود چنين بيان مينيز اين

(6) 

𝑇 =
1

2
𝜌𝐴 ∫ [𝑈2 + (

∂𝑣

∂𝑡
+ 𝑈

∂𝑣

∂𝑥
)

2𝐿

0

+ (
∂𝑤

∂𝑡
+ 𝑈

∂𝑤

∂𝑥
)

2

] d𝑥 

+
1

2
𝜌𝐼 ∫ [(

𝜕2𝑣

∂𝑥 ∂𝑡
+ Ω

∂𝑤

∂𝑥
+ 𝑈

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
)

2𝐿

0

+ (
𝜕2𝑤

∂𝑥 ∂𝑡
− Ω

∂𝑣

∂𝑥
+ 𝑈

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

+ 2Ω2] d𝑥 

براي استخراج معادلات  چگالي ميکروتير هستند. ρکه در آن 

 ود:شسيستم، از اصل هميلتون مطابق رابطه ذيل استفاده مي

(7) 𝛿 ∫ (𝑇 + 𝑊 − 𝑉)
𝑡2

𝑡1

d𝑡 = 0 

روي سيستم است که نيروهاي خارجي  شدهانجامکار  W که

(، eWتوسط بارهاي محيطي و بستر ) شدهانجامشامل کارهاي 

 ( است.gW( و نيروي گرانشي )PWنيروي محوري فشاري )

-رطوبتي-تغييرات کار انجام شده توسط بارهاي مغناطيسي

 :[19, 15]شود چنين بيان ميحرارتي و بستر ويسکوز اين

(8) 

δ𝑊e = ∫ (
𝐴𝐵2

𝜇
− 𝐸𝐴𝛼HΔ𝐻

𝐿

0

− 𝐸𝐴𝛼TΔ𝑇) [
∂𝑣

∂𝑥
δ (

∂𝑣

∂𝑥
)

+
∂𝑤

∂𝑥
δ (

∂𝑤

∂𝑥
)] d𝑥 + 𝑐 

∫ [(
∂𝑣

∂𝑡
+ 𝑈

∂𝑣

∂𝑥
) δ𝑣 + (

∂𝑊

∂𝑡
+ 𝑈

∂𝑤

∂𝑥
) δ𝑤]

𝐿

0

d𝑥 

شدت ميدان  Bضريب نفوذپذيري مغناطيسي،  μکه 

تغييرات رطوبتي،  HΔضريب انبساط رطوبتي،  H𝛼مغناطيسي، 

T𝛼  ،ضريب انبساط حرارتيTΔ  تغييرات حرارت وc  ضريب

تغييرات کار انجام شده توسط نيروي  ميرايي بستر است.

 :[21, 20]شود محاسبه مي چنيناينمحوري فشاري 

(9) 
δ𝑊P = 𝑃 ∫ [

∂𝑣

∂𝑥
δ (

∂𝑣

∂𝑥
) +

∂𝑤

∂𝑥
δ (

∂𝑤

∂𝑥
)]

𝐿

0

d𝑥 

 :[22]شود بيان ميچنين اينتغييرات کار انجام شده گرانش 

(10) 
δ𝑊g = −𝜌𝐴𝑔 ∫ [

∂

∂𝑥
((𝐿 − 𝑥)

∂𝑣

∂𝑥
) δ𝑣

𝐿

0

+
∂

∂𝑥
((𝐿 − 𝑥)

∂𝑤

∂𝑥
) δ𝑤] d𝑥 

در  فوقبا جايگذاري روابط  شتاب گرانشي است. gکه در آن 

 ند:آيچنين به دست ميت سيستم اينرابطه هميلتون، معادلا

 الف(-11)

(𝐸𝐼 + 𝐺𝐴𝑙2)𝑣′′′′ + 𝜌𝐴(𝑣̈ + 2𝑈𝑣̇′

+ 𝑈2𝑣′′) 

−𝜌𝐼(𝑣̈′′ + 2𝑈𝑣̇′′′ + 𝑈2𝑣′′′′ + 2Ω𝑤̇′′

− Ω2𝑣′′

+ 2𝑈Ω𝑤′′′) 

+(𝐸𝐴𝛼HΔ𝐻 + 𝐸𝐴𝛼TΔ𝑇 − 𝜇𝐴𝐵2

+ 𝑃)𝑣′′ 

+𝜌𝐴𝑔((𝐿 − 𝑥)𝑣′)
′

+ 𝑐(𝑣̇ + 𝑈𝑣′) = 0 

𝐸𝐼) ب(-11) + 𝐺𝐴𝑙2)𝑤′′′′ + 𝜌𝐴(𝑤̈ + 2𝑢𝑤̇′

+ 𝑢2𝑤′′) 

−𝜌𝐼(𝑤̈′′ + 2𝑈𝑤̇′′′ + 𝑈2𝑤′′′′ − 2Ω𝑣̇′′

− Ω2𝑤′′

− 2𝑈Ω𝑣′′′) 

+(𝐸𝐴𝛼HΔ𝐻 + 𝐸𝐴𝛼TΔ𝑇 − 𝜇𝐴𝐵2

+ 𝑃)𝑤′′ 

+𝜌𝐴𝑔((𝐿 − 𝑥)𝑤′)
′

+ 𝑐(𝑤̇ + 𝑈𝑤′) = 0 

بعد، بعد، پارامترهاي بيبراي استخراج معادلات ديناميکي بي

 شوند:چنين معرفي مياين

(12) 

𝑥∗ =
𝑥

𝐿
  , 𝑣∗ =

𝑣

𝐿
  , 𝑤∗ =

𝑤

𝐿
  ,   

𝑡∗ =
𝑡

𝐿
√

𝑃

𝜌𝐴
  , 𝑈∗ = 𝑈√

𝜌𝐴

𝑃
 , Ω∗ = Ω𝐿√

𝜌𝐴

𝑃
 

𝛿T =
𝐸𝛼T𝐴Δ𝑇

𝑃
, 𝛿M =

𝐴𝐵2

𝑃𝜇
, 𝛿H =

𝐸𝛼H𝐴Δ𝐻

𝑃
 

𝜂 =
𝐼

𝐴𝐿2
, , 𝑐∗ =

𝑐𝐿

√𝜌𝐴𝑃
 , 𝛾 =

𝜌𝐴𝑔𝐿

𝑃
 

𝛽 =
𝐸𝐼

𝑃𝐿2
, 𝜃 =

𝐺𝐴𝑙2

𝑃𝐿2
 

 θپارامتر گرانش،  γپارامتر اينرسي چرخشي و  ηکه در آن، 

 خمشي است. صلبيت βنسبت سفتي خمشي و 

بعد در معادلات ديناميکي سيستم، بيبا جايگذاري پارامترهاي 

 شوند:دلات بدون بعد زير حاصل ميامع

 الف(-13)

(𝛽 + 𝜃)𝑣′′′′ + 𝑣̈ + 2𝑈𝑣̇′ + (𝑈2 + 1)𝑣′′ 

−𝜂(𝑣̈′′ + 2𝑈𝑣̇′′′ + 𝑈2𝑣′′′′ + 2Ω𝑤̇ ′′ − Ω2𝑣′′

+ 2𝑈Ω𝑤′′′) + 

(𝛿M − 𝛿H − 𝛿T − 𝛾(1 − 𝑥))𝑣′′ + 𝛾𝑣′

+ 𝑐(𝑣̇ + 𝑈𝑣′) = 0 

 ب(-13)

(𝛽 + 𝜃)𝑤′′′′ + 𝑤̈ + 2𝑈𝑤̇ ′ + (𝑈2 + 1)𝑤′′ 

−𝜂(𝑤̈ ′′ + 2𝑈𝑤̇ ′′′ + 𝑈2𝑤′′′′ − 2Ω𝑣̇′′

− Ω2𝑤′′ − 2𝑈Ω𝑣′′′) + 

(𝛿H + 𝛿T − 𝛿M − 𝛾(1 − 𝑥))𝑤′′ + 𝛾𝑤′

+ 𝑐(𝑤̇ + 𝑈𝑤′) = 0 

 آيند:همچنين، شرايط مرزي نيز مطابق روابط زير به دست مي

 شرايط مرزي دوسرمفصل:
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𝑥 الف(-14) = 0, 𝐿: 𝑣 = 𝑣′′ = 𝑤 = 𝑤′′ = 0 

 شرايط مرزي دوسرگيردار:

𝑥 ب(-14) = 0, 𝐿: 𝑣 = 𝑣′ = 𝑤 = 𝑤′ = 0 

 يکسرگيردار:-شرايط مرزي يکسرمفصل

𝑥 پ(-14) = 0:  𝑣 = 𝑣′′ = 𝑤 = 𝑤′′ = 0 

𝑥 = 𝐿: 𝑣 = 𝑣′ = 𝑤 = 𝑤′ = 0 

که باتوجه به شرايط هندسي و فيزيک سيستم و اتصال سازه 

 شوند.گاه انتخاب ميبه تکيه

، ابتدا با کمک روش هاي ارتعاشاتياي استخراج فرکانسبر

گسسته سازي گالرکين، معادلات ديناميکي سيستم در فضاي 

 هايشوند. به همين منظور، جابجاييزمان و مکان تفکيک مي

 :[3]شوند هاي ذيل تقريب زده ميعرضي سيستم با سري

 الف(-15)
𝑣(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑝𝑖(𝑡)𝜓𝑖(𝑥)

𝑁

𝑖=1

 

 ب(-15)
𝑤(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑞𝑖(𝑡)𝜓𝑖(𝑥)

𝑁

𝑖=1

 

يافته سيستم در راستاهاي مختصات تعميم qو p که در آن 

شکل مود ارتعاشاتي با توجه به شرايط  ψ ضمناًعرضي هستند. 

تعداد مودهاي ارتعاشاتي درنظرگرفته  Nهمچنين،  ؛مرزي است

شکل مودهاي ارتعاشاتي براي شرايط مرزي  شده است.

( و C-Pيکسرگيردار )-يکسرمفصل (،P-Pدوسرمفصل )

 :]23[ شوندبيان مي چنيناين(، به ترتيب C-Cدوسرگيردار )

𝜓𝑖(𝑥) = sin(𝑖π𝑥) (16) 

𝜓𝑖(𝑥) = cosh(𝜆𝑖𝑥) − cos(𝜆𝑖𝑥) 

−
sinh(𝜆𝑖) − sin(𝜆𝑖)

cos(𝜆𝑖) + cosh(𝜆𝑖)
(sinh(𝜆𝑖𝑥) − sin(𝜆𝑖𝑥)) 

(17) 

𝜓𝑖(𝑥) = cosh(𝜆𝑖𝑥) − cos(𝜆𝑖𝑥) 

−
sinh(𝜆𝑖) − sin(𝜆𝑖)

cos(𝜆𝑖) − cosh(𝜆𝑖)
(sinh(𝜆𝑖𝑥) − sin(𝜆𝑖𝑥)) 

(18) 

-يکسرمفصللازم به ذکر است که در شکل مودهاي تيرهاي 

از روابط مشخصه فرکانسي  λيکسرگيردار و دوسرگيردار، مقدار 

tanh(𝜆𝑖) = tan(𝜆𝑖)  و cosh(𝜆𝑖) − cos(𝜆𝑖) = به دست  1

( در معادلات ديناميکي 15با جايگذاري معادلات ) آيند.مي

ر دسيستم و استفاده از خواص تعامد مودها، معادلات سيستم 

 آيند:قالب ماتريسي ذيل به دست مي

[
𝐌1 𝟎
𝟎 𝐌1

] {
𝐐̈

𝐏̈
} + [

𝐆1 𝐆2

−𝐆2 𝐆1
] {

𝐐̇

𝐏̇
}

+ [
𝐊1 𝐊2

−𝐊2 𝐊1
] {

𝐐
𝐏

} = {
𝟎
𝟎

} 
(19) 

 که در آن

𝐏 = [𝑝1(𝑡), 𝑝2(𝑡), … , 𝑝𝑁(𝑡)]T (20-)الف 

𝐐 = [𝑞1(𝑡), 𝑞2(𝑡), … , 𝑞𝑁(𝑡)]T (20-)ب 

(𝐌1)𝑠𝑟 = ∫ 𝜓𝑠(𝑥)𝜓𝑟(𝑥)d𝑥
1

0

 

−𝜂 ∫ 𝜓𝑠(𝑥)𝜓𝑟
′′(𝑥)d𝑥

1

0

 

 پ(-20)

(𝐆1)𝑠𝑟 = 2𝑈 ∫ 𝜓𝑠(𝑥)𝜓𝑟
′ (𝑥)d𝑥

1

0

− 

2𝜂𝑈 ∫ 𝜓𝑠(𝑥)𝜓𝑟
′′′(𝑥)d𝑥

1

0

+ 𝑐 ∫ 𝜓𝑠(𝑥)𝜓𝑟(𝑥)d𝑥
1

0

 

 ت(-20)

(𝐆2)𝑠𝑟 = −2𝜂Ω ∫ 𝜓𝑠(𝑥)𝜓𝑟
′′(𝑥)d𝑥

1

0

 ث(-20) 

(𝐊1)𝑠𝑟 = (𝛽 + 𝜃 − 𝜂𝑈2) ∫ 𝜓𝑠(𝑥)𝜓𝑟
′′′′(𝑥)d𝑥

1

0

+ 

(𝑈2 + 1 + 𝜂Ω2 + 𝛿H + 𝛿T − 𝛿M

− 𝛾) ∫ 𝜓𝑠(𝑥)𝜓𝑟
′′(𝑥)d𝑥

1

0

+ 

𝛾 ∫ 𝑥𝜓𝑠(𝑥)𝜓𝑟
′′(𝑥)d𝑥

1

0

+ (𝛾

+ 𝑐𝑈) ∫ 𝜓𝑠(𝑥)𝜓𝑟
′ (𝑥)d𝑥

1

0

 

 ج(-20)

(𝐊2)𝑠𝑟 = −2𝛾𝑈Ω ∫ 𝜓𝑠(𝑥)𝜓𝑟
′′′(𝑥)d𝑥

1

0

 چ(-20) 

 

(، مقادير ويژه سيستم به 19با حل مسئله مقدار ويژه معادله )

هاي به اين صورت که مقادير ويژه ماتريسآيند. دست مي

برحسب  MATLAB افزارنرم( در 20در معادله ) شدهارائه

قسمت موهومي شوند. روابط پارامترهاي کليدي محاسبه مي

 ؛هستند( 𝜔)هاي طبيعي سيستم مقادير ويژه همان فرکانس

ميرايي  به( σ)همچنين، قسمت موهومي مقادير ويژه سيستم 

کي که يشود. هنگاميو نرخ تغييرات انرژي سيستم مربوط مي

که مقدار موهومي هاي سيستم صفر شود، درحالياز فرکانس
)يعني فرکانس ارتعاشاتي سيستم صفر شده  آن غيرصفر باشد

مانند يک ستون که متحمل کمانش شده باشد، ، سيستم باشد(

 ؛شودمتحمل ناپايداري استاتيکي ميکند و ديگر ارتعاش نمي

که مقدار موهومي مقدار ويژه سيستم مثبت همچنين، هنگامي

که فرکانس ارتعاشاتي مربوطه غيرصفر باشد، باشد، درحالي

شود و حقيقي مقدار ويژه به صورت نمايي بزرگ ميقسمت 

شود و سيستم دامنه ارتعاشاتي سيستم با گذر زمان تقويت مي

هاي محوري و . به سرعتناپايداري ديناميکي رخ خواهد داد

دهد، چرخشي که ناپايداري استاتيکي در سيستم رخ مي

( و سرعت چرخشي dUمحوري ناپايداري استاتيکي )سرعت 

 .[24]شود ( گفته ميdΩري استاتيکي )ناپايدا
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 نتایج و بحث -3
اي با نتايج موجود در ابتدا براي اعتبارسنجي، مطالعه مقايسه

شود. سپس، اثر پارامترهاي مختلف بر ادبيات انجام مي

، 3و  2شود. در شکل ديناميک و پايداري سيستم سنجيده مي

رو )زوج( براي سه رو )فرد( و پيشهاي ارتعاشاتي پسفرکانس

ي است، به مود اول يک تير چرخان که داراي حرکت محور

ترتيب برحسب سرعت محوري و سرعت چرخشي نمايش داده 

شود، نتايج پژوهش حاضر با طور که مشاهده مياند. همانشده

 گزارش شده است، تطابق دارد. [4]آنچه در مرجع 

در ادامه براي استخراج نتايج عددي، مشخصات هندسي و 

اند. لازم به ذکر است که شدهارائه 1فيزيکي سيستم در جدول 

𝛼T
H  و𝛼T

L  ضرايب انبساط حرارتي سيستم در شرايط محيطي

پايين هستند. طبق مطالعات آزمايشگاهي، در -بالا و دما-دما

 هايتي سيستمهاي حراربالا، مشخصه-دماي اتاق و شرايط دما

در ادامه . ضمناً [25]مقياس باهم متفاوت هستند کوچک

 β=0.64يج براي سيستم دوسرمفصل به ازاي پژوهش حاضر، نتا

 ارائه خواهند شد، مگر اينکه غيرازاين بيان شود. η=0.001و 

 
 )الف(

 
 )ب(

هاي ارتعاشاتی برحسب )الف( سرعت فرکانس -2شکل 

و )ب( سرعت چرخشی  Ω=20 کههنگامیمحوري 

بدون اثرات اندازه، بستر، نيروهاي  ،U=1که هنگامی

 گرانشیمحيطی و 

 

 [25, 15]مشخصات هندسی و فيزیکی سيستم  -1جدول 
 پارامتر مقدار

70 Gpa E 
32707 kg/m ρ 

1-K 6-× 106 /1- 𝛼T
L 

1-K 6-× 101 /1 𝛼T
H 

1-44 (wt% H2O)/0 𝛼H 
s/m 6-× 1002 /1 μ 
m 6-× 105 /0 R 
m 6-10× 10  L 

 

)الف و ب(، اثرات شرايط محيطي بر اولين  3 يهاشکلدر 
روي سيستم نمايش داده شده است. با افزايش فرکانس پس

يابد سرعت محوري، نيروي گريز از مرکز در سيستم افزايش مي

درنتيجه فرکانس  ؛يابدو سفتي مؤثر سيستم کاهش مي

 3طور که در شکل يابد. همانارتعاشاتي سيستم نيز کاهش مي

)الف( مشخص است، فرکانس ارتعاشاتي سازه با افزايش رطوبت 

يابد. دليل رخداد اين پديده در رفتار ارتعاشاتي کاهش مي

گونه توجيه کرد که با افزايش رطوبت توان اينسيستم را مي

هاي آب توسط سازه، شرايط در سيستم و جذب مولکول

آيد و سفتي مؤثر سيستم کاهش در سيستم پديد مي تخريب

يابد. از سوي ديگر، با افزايش شدت ميدان مغناطيسي، مي

ه يابد. رخداد اين پديدفرکانس ارتعاشاتي سيستم افزايش مي

شوندگي سيستم در حضور ميدان توان به اثرات سخترا نيز مي

)ب(، با افزايش  3. مطابق شکل [19]مغناطيسي نسبت داد 

سرعت چرخش در سيستم فرکانس ارتعاشاتي سيستم کاهش 

بالا، با افزايش دماي محيط، در -. در شرايط دما[15]يابد مي

تواند منجر به آيد که ميوجود مي هاي حرارتي بهتنشسازه 

پايداري سازه شود.  براثرات مخرب  همچنين تغيير شکل و

 سيستممؤثر  سفتيبالا، -دما درنتيجه با افزايش دما در محيط

شود و تر مييابد که منجر به يک سيستم نرمکاهش مي

 لامتع ازآنجاکه يابد.کاهش ميسيستم درنتيجه فرکانس 

در اندازه  کوچک يهاستميستي ضريب انبساط حرار

پايين )دماي اتاق( باهم متفاوت -بالا و دما-هاي دمامحيط

سيستم  پايين، فرکانس-که در محيط دما فتگتوان مي ،هست

، اثر 4در شکل  خواهد داشت.روند افزايشي  با افزايش دما

پارامتر اينرسي چرخشي بر رفتار ارتعاشاتي سيستم مشاهده 

طور که مشخص است، با افزايش پارامتر اينرسي شود. همانمي
روي سيستم کاهش چرخشي، اولين فرکانس ارتعاشاتي پس

توان به اثرات افزودگي جرم يابد. دليل اين کاهش را ميمي

شود که . مشاهده مي[4]پارامتر اينرسي چرخشي نسبت داد 
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سرعت دوراني مربوط به ناپايداري استاتيکي هم در سيستم با 

 يابد.افزايش پارامتر اينرسي دوراني کاهش مي

بر ارتعاشات  ، اثر ضريب ميرايي بستر ويسکوز5در شکل 

سيستم نشان داده شده است و قسمت حقيقي مقدار ويژه 

برحسب سرعت محوري در حضور بستر ويسکوز نشان داده 

شده است. در حالتي که سيستم بر روي بستر ويسکوز قرار 

هاي مقدار ويژه تقارن خود را نسبت محور افقي از دارد، شاخه

يستار است، دهند. در اين حالت، چون سيستم ناپادست مي

هاي مقدار ويژه به سمت ناحيه چهارم محور مختصات شاخه

هاي جرم و شوند. ازآنجاکه ميرايي بستر در ماتريسجا ميجابه

سفتي نقش ندارد، لذا تغييرات ميرايي بستر ويسکوز تأثيري بر 

 آستانه ناپايداري استاتيکي سيستم نيز ندارد.
 

 
 )الف(

 
 )ب(

روي ارتعاشاتی برحسب اولين فرکانس پس -3شکل 

و )ب( سرعت  Ω=20 که)الف( سرعت محوري هنگامی

بدون درنظرگيري اثرات ، U=1 کهچرخشی هنگامی

 اندازه، بستر و نيروهاي گرانشی

 
روي ارتعاشاتی برحسب اولين فرکانس پس -4شکل 

، بدون درنظرگيري U=1 کهسرعت چرخشی هنگامی

 بستر و نيروهاي محيطی و گرانشیاثرات اندازه، 

 

 گرانش، نسبت سفتي خمشي و هايپارامتر، اثر 6در شکل 
اده روي سيستم نمايش دبر اولين فرکانس پس خمشي صلبيت

طور که قابل مشاهده است، با افزايش پارامتر شده است. همان

، فرکانس خمشي صلبيت نسبت سفتي خمشي وگرانش، 

ها يابد. اثرات افزايشي اين پارامترارتعاشاتي سيستم افزايش مي

طور نسبت داد. همان هاآنشوندگي توان به اثرت سخترا مي

، براساس تئوري [16]که در ادبيات فني گزارش شده است 

بيشتر باشد،  ارامتر مقياس طولي مادهتنش کوپل، هرچه پ

نسبت سفتي خمشي سيستم و درنتيجه سفتي مؤثر سيستم 

شاتي سيستم و هاي ارتعادرنتيجه فرکانس ؛بيشتر خواهد شد

طور که ژو و چانگ همچنين همان ؛يابدپايداري آن بهبود مي

م منجر به يک سيست خمشي اند افزايش صلبيتنشان داده [4]

تم و آستانه ناپايداري سيس شود و فرکانس ارتعاشاتتر ميسفت

، با افزايش [26, 22]مطابق با مراجع  ضمناًيابد. نيز افزايش مي
پارامتر گرانش در سيستم، فرکانس ارتعاشاتي و مقاومت 

 .يابندسيستم نسبت به ناپايداري، بهبود مي

براي  dU-θاستاتيکي در صفحه  ، مرزهاي ناپايداري7در شکل 

ه طور کاند. همانشرايط مرزي مختلف دوسربسته ترسيم شده

رود، هرچه نسبت سفتي خمشي سيستم بيشتر باشد، انتظار مي

مقاومت سيستم نسبت به رخداد ناپايداري در سيستم بيشتر 

همچنين، اين موضوع شناخته شده است که هرچه  ؛شودمي

يستم نيز ر سهاي سيستم بيشتر باشد، سفتي مؤثگاهقيد تکيه

درنتيجه شرايط مرزي دوسرگيردار و  ؛يابدافزايش مي
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دوسرمفصل به ترتيب بيشترين و کمترين سرعت ناپايداري 

 استاتيکي را در ميان شرايط مرزي دوسربسته دارند.
 

 
قسمت حقيقی دو مقدار ویژه اول سيستم  -5شکل 

، بدون Ω=20 کهبرحسب سرعت محوري هنگامی

 اندازه، نيروهاي محيطی و گرانشی درنظرگيري اثرات

 
 صلبيت گرانش، نسبت سفتی خمشی واثر  -6شکل 

 کههنگامیارتعاشاتی  روبر اولين فرکانس پس خمشی

U=1  وΩ=20 محيطی شرایط، بدون درنظرگيري بستر و 
 

 
سرعت محوري ناپایداري استاتيکی برحسب  -7شکل 

، بدون Ω=20که نسبت سفتی خمشی هنگامی

 درنظرگيري بستر، نيروهاي محيطی و گرانشی

 

، اثرات شرايط محيطي بر مرزهاي ناپايداري 9و  8 يهاشکلدر 

، با 8اند. مطابق شکل استاتيکي سيستم نمايش داده شده

ابد. از يافزايش رطوبت در سيستم، پايداري سيستم کاهش مي

سوي ديگر، با افزايش شدت ميدان مغناطيسي، سيستم 
. شوندشود و مناطق پايدار سيستم منبسط ميتر ميسفت

هاي رطوبتي و مغناطيسي اثرات معکوس بر يگر، ميداندبيانبه

، در 9هاي پايداري سيستم دارند. براساس شکل محدوده

بالا، با افزايش دما، بارهاي حرارتي در سازه ايجاد -شرايط دما

شوند که درنهايت ها مهار ميگاهشوند که توسط تکيهمي

 ؛دنشودر سيستم ميناپايداري هاي فشاري سبب ايجاد تنش

درنتيجه افزايش دما منجر به کاهش سرعت محوري مربوط به 

شود. از طرف ديگر، به دليل ناپايداري استاتيکي سيستم مي

با  پايين،-تغيير علامت ضريب انبساط حرارتي در شرايط دما

، 9و  8 يهاشکلمطابق شود. افزايش دما اين روند معکوس مي

داري پاينسبت سفتي خمشي در سيستم افزايش يابد، هرچه 

، نتايج عددي حاضر، با نتايج روش ضمناً. ابدييمسيستم بهبود 

 قبولي دارند. قابلدر پيوست تطابق  شدهارائهتحليلي 
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سرعت چرخشی ناپایداري استاتيکی برحسب  -8شکل 

که تغييرات رطوبت و شدت ميدان مغناطيسی هنگامی

U=1 اثرات بستر و نيروهاي گرانشی، بدون 

 

 
سرعت محوري ناپایداري استاتيکی برحسب  -9شکل 

، بدون درنظرگيري اثرات Ω=20که تغييرات دما هنگامی

 بستر و نيروهاي گرانشی

 

، مرزهاي ناپايداري استاتيکي سيستم در صفحه 10در شکل 

dΩ-γ ه کاند. هنگاميبه ازاي شرايط مرزي مختلف مشخص شده

پارامتر گرانش سيستم منفي است، سيستم در خلاف جهت 

ديگر، بيانبهکند و برعکس. شتاب گرانشي حرکت مي

نيروهاي که پارامتر گرانش سيستم منفي است، هنگامي

 ؛کنندگرانشي مانند نيروهاي فشاري در سيستم عمل مي
که سيستم در جهت شتاب گرانشي، حرکت بنابراين، هنگامي

محوري دارد، نسبت به حالتي که در خلاف جهت شتاب 

کند پايدارتر است. درمجموع با افزايش گرانشي حرکت مي

. يک يابدپارامتر گرانش، محدوده پايداري سيستم گسترش مي

که سرعت زماني، اين است 10نکته مهم ديگر در شکل 

مربوط به ناپايداري استاتيکي در سازه صفر شود، در چرخشي 

جاي رخداد ناپايداري استاتيکي، ناپايداري ديناميکي سيستم به

 ؛[3] کنددهد و سير تکاملي پايداري سيستم تغيير ميرخ مي

ها، پايداري گاههمچنين، طبق انتظار با افزايش قيد تکيه

 يابد.سيستم بهبود مي
 

 
سرعت چرخشی ناپایداري استاتيکی برحسب  -10شکل 

، بدون اثرات اندازه، بستر U=1که هنگامی پارامتر گرانش

 شرایط محيطیو 

 

 
مرزهاي ناپایداري استاتيکی برحسب  -11شکل 

هاي محوري و چرخشی بدون درنظرگيري اثرات سرعت

 اندازه، بستر و نيروهاي گرانشی

 

، مرزهاي ناپايداري استاتيکي سيستم به ازاي 11شکل  در

مقادير مختلف پارامترهاي براي هاي محوري و چرخشي سرعت

اند. رسم شده 11در شکل  خمشي اينرسي چرخشي و صلبيت

مطابق شکل، اين دو پارامتر اثرات معکوس بر پايداري سيستم 
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 که با افزايش پارامتر اينرسي چرخشي/صلبيتنحويدارند. به

همچنين  ؛يابدپايداري سيستم کاهش/افزايش مي خمشي

و  [27] چرخان يهاستميسبراساس تئوري پايداري خطي 

توان فهميد مي [4]در مرجع  شدهارائهروش تحليلي 

محوري ندارد، مرزهاي ناپايداري که سيستم حرکت هنگامي

سيستم حساسيت خود را نسبت به تغييرات پارامتر اينرسي 

 دهند.چرخشي از دست مي

يک تير يکسرگيردار هاي ارتعاشاتي ، فرکانس12 درشکه

برنولي، برحسب سرعت -چرخان براساس مدل تير ايولر

که با  ]28[چرخشي نمايش داده شده است و با نتايج مرجع 

مقايسه اند، سفتي ديناميکي به دست آمدهروش  يريکارگبه

تفاوت در مدل رياضي و روش حل، نتايج  باوجود. اندشده

 ]28[با آنچه توسط بانرجي و سو  يخوب مطابقتپژوهش حاضر 
 ، دارند.اندکردهارائه 

 

 
هاي ارتعاشاتی یک تير یکسرگيردار فرکانس: 12شکل 

درنظرگيري اثرات اندازه، برحسب سرعت چرخشی بدون 

 سرعت محوري، بستر و نيروهاي محيطی و گرانشی

 

 گيرينتيجه -4
رفتار ديناميکي وابسته به اندازه تيرهاي رايلي چرخان متحرک 

هاي پيچيده براساس تئوري تنش کوپل مدل محوري در محيط

هاي پايداري سيستم هاي ارتعاشاتي و محدودهاند. فرکانسشده

اند. براي اطمينان از صحت به صورت عددي استخراج شده

ي موجود در ي علمهاگزارشروش حل، نتايج پژوهش حاضر با 

اند. اثر پارامترهاي سيستم بر ديناميک ادبيات فني مقايسه شده

اند که برعکس سيستم مطالعه شده است. نتايج نشان داده

 پارامتر گرانش، نسبت سفتيافزايش ، اينرسي چرخشيپارامتر 

هاي منجر به افزايش فرکانس خمشي صلبيتخمشي و 

ت د. فهميده شده اسشونارتعاشاتي و بهبود عملکرد سيستم مي

پايين، موجب کاهش -هاي دماکه افزايش دما در محيط

هاي مغناطيسي و همچنين، ميدان ؛شودپايداري سيستم مي

هاي مرطوب اثرات معکوس بر مرزهاي ناپايداري سيستم محيط

افزايش رطوبت/شدت ميدان مغناطيسي  کهيطوربهدارند، 

شود. م ميباعث کوچک/بزرگ شدن نواحي پايداري سيست

فهميده شده است که بستر ويسکوز اثري بر پايداري استاتيکي 

هاي ارتعاشاتي سيستم ندارد، اما باعث جابجايي و فرکانس

 ناحيه چهارم محور مختصاتهاي مقادير ويژه به سمت شاخه

که جهت حرکت نشان داده شده است که هنگاميشود. مي

لي ، سير تکاممحوري و شتاب گرانشي مخالف يکديگر باشند
ناپايداري  يجابهکند و  تواند تغييرپايداري سيستم مي

 در سيستم رخ دهد.استاتيکي، ناپايداري ديناميکي 

 

 پيوست 

چرخشي مربوط به يا  محوريسرعت با که سيستم هنگامي

، کمترين فرکانس طبيعي کنديمحرکت  ناپايداري ديناميکي

بدان  شود. اينميرو سيستم صفر سيستم يعني فرکانس پس

تي خود را به ازاي مود اصلي از فمعني است که سيستم س

منظور استخراج سرعت بحراني درنتيجه، به ؛دهددست مي
( با در نظر گرفتن يک مود 17مربوط به مود اول، معادله )

(r=s=1به معادله زير کاهش مي ،):يابد 

𝑍11 = [
𝑘11 𝑘12

−𝑘12 𝑘11
] + [

𝑔11 𝑔12

−𝑔12 𝑔11
]

+ [
𝑚11 0

0 𝑚11
] 

 (1-)الف

 :که در آن
𝑘11 = 𝜋4(𝛽 + 𝜃 − 𝜂𝑈2) 

−𝜋2(𝑈2 + 1 + 𝜂Ω2 + 𝛿H + 𝛿T − 𝛿M

− 1.5𝛾) 
 (2-)الف

𝑘12 =  (3-)الف 0

-29 ,27[ چرخانخطي  يهاستميسبر طبق تئوري پايداري 

که مقادير ويژه سيستم صفر شود، دترمينان ، هنگامي]34

 شود.تي صفر ميفماتريس س
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