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 چکیذُ
ِ     در ایي پضٍّؼ ثِ ثزرعی تحلیل ارتؼبؽبت آساد پَعتِ دایزٍي اعتَاًِ ثدب  ثدزاي     اي هتقبرى هحَري پزداختِ ؽدذُ اعدتا اس تئدَري هزتجد

جبیی ػزضی ثز هجٌبي ثغدظ فَریدِ، تدب عدِ      ّبي گذؽتِ، جبثِ خلاف پضٍّؼثزؽذُ اعتا   جبیی ػزضی در ایي پضٍّؼ اعتفبدُ تقزیت جبثِ

ّدبي رزًؾدی ٍ    اعتا ثب تَجِ ثِ هتقبرى هحَري ثَدى پَعتِ اعتَاًِ، فقظ هدذ هحدَري ثزرعدی ؽدذُ اعدتا اًدزصي       گغتزػ یبفتِ جولِ 

ؽذُ اعتا ثب درًظز گدزفتي رٍػ   ٍ ثزاي اعتخزاج هؼبد ت اس اصل ّویلتَى اعتفبدُ   آهذُ دعت  جٌجؾی ثزاي پَعتِ دایزٍي اعتَاًِ اي ثِ

ّبي خغی ثزاي ّودِ   اعتا ثزاي ایي هٌظَر اس تبثغ ؽکل آهذُ  دعت  ّبي عختی ٍ جزم ثِ الوبى هحذٍد، هبتزیظگلزریي ٍ اعتفبدُ اس رٍػ 

ّدبي پیؾدیي اعدتفبدُ ؽدذُ      ّبي هذ هحَري ًتبیج ثب پدضٍّؼ  هجَْ ت اعتفبدُ ؽذُ اعتا ثزاي صحِ گذاري پضٍّؼ، اس هقبیغِ فزربًظ

اي ثزاي ؽزایظ تکیدِ گدبّی هختلدز اس جولدِ      بي هحَري ثزاي پَعتِ دایزٍي اعتَاًِّ ّبي هذ هحَري ٍ ؽکل هذ در ًْبیت فزربًظ اعتا
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Abstract 
In this study, vibration analysis of axial symmetric circular cylindrical shell has been investigated. The high-

order theory is used to approximate the transverse displacement in this study. Hence, the transverse 

displacement based on the Fourier expansion is extended to three terms. Due to the symmetry of the 

cylindrical shell, only the axial mode has been investigated. The strain and kinetic energies are obtained for 

the circular cylindrical shell. The Hamiltonian principle was used to derive the equations of motion. The 

stiffness and mass matrices have been obtained by applying Galerkin method and finite element method. For 

this purpose, the linear shape function is used for all unknowns. In order to validate the research, comparing 

the axisymmetric frequencies of the results with previous studies has been used. Finally, the axisymmetric 

frequencies and axial mode shapes of the circular cylindrical shell for various boundary conditions are given, 

including simply support-simply support, clamped-clamped, clamped-simply support and clamped-free. 
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 هقذهِ -1
خَدرٍعبسي، اي در صٌؼت دارًذا  ّب ربرثزد گغتزدُ پَعتِ

غیزُ اس جولِ هَاردي اعت  صٌبیغ ًظبهی، صٌؼت َّافضب ٍ

رٌٌذا هغئلِ ارتؼبؽبت  ّب ًقؼ هْوی را ایفب هی رِ پَعتِ

 1888در عبل  1پَعتِ ثِ ؽکلی عبدُ ٍ هٌغقی تَعظ  ٍ

هغزح ؽذا اٍ اس عزیق ثغظ دادى هؼبد ت تیز ٍ صفحِ 

ِ دعت ، هؼبد ت پَعتِ را ثّبي ػزضی هکبى ثزاي تغییز

اثز ایٌزعی را در ثِ دعت آٍردى  2ا تیوَؽیٌکَ[1] آٍرد

 3ثزاي ًخغتیي ثبر رديا [2] هؼبد ت پَعتِ درًظز گزفت

اس تئَري هزتجِ اٍل ثزؽی ٍ هزتجِ عَم ثزؽی ثزاي حل 

ثزاي اٍلیي ثب اس  4داٍ[(ا 4ٍ  3])ّب اعتفبدُ رزد  پَعتِ

رت تئَري هزتجِ ثب  ثزاي ثِ دعت آٍردى هؼبد ت حز

ّبي  جبي ا اٍ  ثزاي تقزیت جبثِ[5] پَعتِ اعتفبدُ رزد

ٍ  5ربر ثزدا صٍ اي ثِ اي ثغظ چْبر جولِ درٍى صفحِ

اس تئَري هزتجِ ثب  ثزاي اعتخزاج هؼبد ت [ 6] ّوکبراى

ّب پبعخ  رزدًذا آى  اي ضخین اعتفبدُ یک پَعتِ اعتَاًِ

 6چَ اي ثزرعی رزدًذا گذراي حزارتی را رٍي پَعتِ اعتَاًِ

 3اي، ثغظ درجِ  ّبي درٍى صفحِ جبیی ثزاي تقزیت جبثِ

ّبي هحَري را  ا اٍ در پضٍّؼ خَد فزربًظ[10] ثِ ربر ثزد

 2013ثزاي یک پَعتِ ربهپَسیت اعتخزاج رزدا در عبل 

تَاثغ ثزؽی ثزاي تقزیت ثزاي اٍلیي ثبر اس  7ٍایلَ

غ ا ایي تَاث[11] اي اعتفبدُ رزد ّبي درٍى صفحِ جبیی جبثِ

اًذا  تزریجی اس تَاثغ عْوَي ٍ رلاعیک را در ثزگزفتِ

ّبي هخلَعی ٍ رزٍي در ایي  ّبي عجیؼی ثزاي پٌل فزربًظ

دعت آهذُ اعتا تحلیل فزربًغی پَعتِ  پضٍّؼ ثِ

گیزي اس تَاثغ ؽکل ثِ هٌظَر  عبًذٍیچی رزٍي ثب ثْزُ

اًجبم ؽذُ  8ّبي درٍى صفحِ تَعظ عیبد جبیی تقزیت جبثِ

َاثغ ؽکل، ؽبهل تَاثغ عیٌَعی ٍ رغیٌَعی اعتا ایي ت

 ا[12] اعت

ّبي درٍى  جبیی ّبي گذؽتِ تٌْب ثزاي جبثِ در پضٍّؼ

اعتا در صَرتی   اي اس ثغظ چٌذجولِ اعتفبدُ ؽذُ صفحِ

                                                        
1 Love 
2 Timoshenko  
3 Reddy 
4 Dawe  
5 Zhou 
6 Cho 
7 Viola 
8 Sayyad 

جبیی ػزضی ثب اعتفبدُ اس ثغظ  رِ در پضٍّؼ حبضز جبثِ

اعتا ثبتَجِ ثِ هتقبرى   ؽذُ  اي تقزیت سدُ عِ جولِ

 9ّبي هحَري اي، تٌْب هذ پَعتِ اعتَاًِهحَري ثَدى 

ًظز ؽذُ اعت  صزفِ 10اًذ ٍ اس هذّبي پیزاهًَی ثزرعی ؽذُ

ّب ثب تَجِ ثِ ًبسک ثَدى  (ا رزًؼؽکل)رجَع ؽَد ثِ 

ّبي هختصبت ثب تَجِ  اًذا هحَر پَعتِ ثِ دعت آٍردُ ؽذُ

در راعتبي هحَر، ضخبهت ٍ هحیظ اعتَاًِ در  1ؽکل ثِ 

ّبي رزًؾی ٍ جٌجؾی پَعتِ  اًزصي ٍ  ؽذُ ًظز گزفتِ

اعتا   آهذُ دعت اي ثب تَجِ ثِ هتقبرى هحَري ثَد ثِ اعتَاًِ

ؽذُ  اس اصل ّویلتَى ثزاي اعتخزاج هؼبد ت حزرت ثِ ربر 

اعتا ثب تَجِ ثِ هجَْ ت، پٌج هؼبدلِ دیفزاًغیل رَپل 

رِ ثزاي حل هؼبد ت اس رٍػ گلزریي الوبى   آهذُ دعت ثِ

ّبي عختی ٍ جزم ثزاي  ؽذُ اعتا هبتزیظ  هحذٍد اعتفبدُ

ؽذُ ٍ در ًتیجِ   یک الوبى اس ّز رذام اس هؼبد ت اعتخزاج

اي  هبتزیظ عختی ٍ جزم ثزاي یک الوبى اس پَعتِ اعتَاًِ

ّبي عختی ٍ  هبتزیظ 11اعتا ثب ّوجٌذي  هحبعجِ ؽذُ

ّبي عبسُ ٍ اػوبل ؽزایظ هزسي ٍ  جزم رٍي رل الوبى

ّبي هحَري  ، فزربًظ12درًْبیت حل رزدى هغئلِ هؾخصِ

اعتا ایي   ّب فزاّن آهذُ ّبي هتٌبعت ثب آى ٍ ؽکل هذ

 -عبدُ، گیزدار -گبّی عبدُ ّب ثزاي ؽزایظ تکیِ فزربًظ

آساد آٍردُ ؽذُ اعتا ًتبیج ثب  -آساد ٍ گیزدار -گیزدار، عبدُ

ّبي گذؽتِ اػتجبرعٌجی ؽذُ اعتا ّذف اس ایي  ّؼپضٍ

اي  ثب ثِ ربرگیزي  پضٍّؼ تحلیل فزربًغی پَعتِ اعتَاًِ

 ااعتجبیی ػزضی  اي ثزاي تقزیت جبثِ جول3ِثغظ 

اي را  ّبي ارتؼبؽی ثزاي یک پَعتِ اعتَاًِ هذ ؽکل

ایي ًیش ثیبى ؽذ، ایي  اس  عَر رِ پیؼ دّذا ّوبى ًؾبى هی

اي  پضٍّؼ فقظ ثِ ثزرعی هذّبي هحَري پَعتِ اعتَاًِ

(ا در ایي ؽکل، ؽوبرًذُ ؽکلاعت )قغوت )ة(   پزداختِ

m  ُهزثَط ثِ هذهحَري ٍ ؽوبرًذn  در ثزگیزًذُ هذّبي

( n=1ثٌبثزایي هغئلِ پَعتِ ثِ یک تیز ) ؛پیزاهًَی اعت

 ا[7] عبسي ؽذُ اعت عبدُ

 

 

                                                        
9 Axial Modes  
10 Circumferential Mode 
11 Assemble 
12 Eigenvalue Priblem 



 

 

 

 89 | همکبرانو  یمختبر 

 

 2/ شمبره 00/ دوره 0411سبل هب/ هب و شبرهمکبنیک سبزه

 

 
 )الف(

 
 )ة(

ّبی  الف( هذ؛ ای ّبی ارتعبشی پَستِ استَاًِ هذ -1 شکل

 هحَریّبی  ة( هذٍ  پیراهًَی

 

 تئَری هسئلِ -2
اي هتقبرى هحَري ثب  جبیی ثزاي پَعتِ اعتَاًِ هیذاى جبثِ

 ؽَد: ثیبى هی( 1بدُ اس تئَري هزتجِ ثب  ثب راثغِ )اعتف

 (       )   (     )    (     ) 

 (       )    

 (       )   (     )     (     ) 

(1)                              
  

 
  (     ) 

هختصبت u  ٍwهختصبت اًحٌبیی،  1  ٍ2 (1)در راثغِ 

 U ،V  ٍWاي،  ًقبط رٍي صفحِ هیبًی پَعتِ اعتَاًِ

فبصلِ ّز  z، اي هختصبت ّز ًقغِ دلخَاُ رٍي پَعتِ اعتَاًِ

دٍراى هحَر ػوَد ثز صفحِ هیبًی   ًقغِ تب هحَر هیبًی ٍ

هجَْ ت  1w  ٍ2wّوچٌیي  اعت؛ 2حَل هحَر 

س ّذف ا ،عَر رِ ثیبى ؽذ ثبؽٌذا ّوبى جبي ػزضی هی جبثِ

ّبي هتقبرى هحَري  ایي پضٍّؼ ثِ دعت آٍردى فزربًظ

، ثٌبثزایي تغییزات در راعتبي اعتاي  ثزاي پَعتِ اعتَاًِ

 اعتا  ؽذُ  ًظز گزفتِ ثزاثز صفز در Vهحَر 

اي هتقبرى  تغییز هکبى ثزاي پَعتِ اعتَاًِ -رٍاثظ رزًؼ

 ّب، حَري ثب درًظز گزفتي ایي فزضیِ رِ تغییز هکبىه

 ّب  رَچک در ًظز گزفتِ ّب ٍ دٍراى حَل هحَر رزًؼ

 [ا 4] ؽًَذ ثیبى هی (2)صَرت راثغِ  اًذ، ثِ ؽذُ 

   
  

  
  

  

  
 

   
      

  

 
  

   
 

          

      
  

  
  

   

  
 

  

 

   

  
 

(2)       

  θهحَر هختصبت در راعتبي عَل اعتَاًِ ٍ  xدر راثغِ ثب  

فبصلِ هزرش  Rاعتَاًِ ٍ   هختصبت اًحٌبیی حَل هحیظ پَعتِ

 ( 1ؽکل ا )اعت اي تب صفحِ هیبًی آى  پَعتِ اعتَاًِ

رزًؼ عجق تئَري ا عتیغیتِ ثزاي پَعتِ  -رٍاثظ تٌؼ

 :[4] ثبؽٌذ هی( 3)اي هتقبرى هحَري ثزاثز راثغِ  اعتَاًِ
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(3)     
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 ای هختصبت اًحٌبیی ثر رٍی پَستِ استَاًِ -1شکل 

(L ًِطَل استَا) 

n=2n=1 n=3

n=4 n=5 n=6
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m=1 m=2 m=3

(ة)

x

z

L

h R

θ

u

v

w

p



 
 

 

 محذود جبیی عرضی به وسیله المبن ای دایروی متقبرن محوری بب استفبده از تئوری مرتبه ببلا برای تقریب جببه تحلیل ارتعبشبت پوسته استوانه  |90

 

 2/ شمبره 00/ دوره 0411سبل هب/ هب و شبرهمکبنیک سبزه

 

ثبؽٌذا  هی 2هذٍل یبًگ Eٍ  1ضزیت پَاعَى (1)راثغِ در 

جبیی  جبثِ -، رٍاثظ تٌؼ(3)در رٍاثظ  (2)ثب جبیگذاري رٍاثظ 

 (4)صَرت رٍاثظ  اي هتقبرى هحَر ثِ ثزاي پَعتِ اعتَاًِ

 ؽًَذ: هحبعجِ هی
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(4)       

اي هتقبرى هحَر  ّبي تٌؼ ثزاي پَعتِ اعتَاًِ هٌتجِ

 :[4] ثبؽٌذ هی (5)صَرت رٍاثظ  ثِ

                                                        
1 Poisson's Ratio  
2 Young's Modulus  

ّبي تٌؼ ٍ  جبیی در هٌتجِ جبثِ -ثب جبیگذاري رٍاثظ تٌؼ

ّبي  اي هٌتجِ اػوبل اًتگزال رٍي ضخبهت پَعتِ اعتَاًِ

ذ آهذا ایي رٍاثظ ٌّب ثِ دعت خَاّ جبیی تٌؼ ثزحغت جبثِ

 اعتا  ؽذُ  ضوبین آٍردُ در ثخؼ

ثزاي ثِ دعت آٍردى هؼبد ت حزرت اس اصل ّویلتَى 

 :[8] ؽذُ اعت  اعتفبدُ

(6)  ∫  
  

  

     

L (6)در راثغِ  U K  رِ  اعتU  ٍ اًزصي رزًؾیK 

 ااعتاًزصي جٌجؾی عبسُ 

 رزًؾی در حبلت رلی ثزاثز اعت ثب:اًزصي 

(7)   ∫
 

  

         

، تغییزات اًزصي رزًؾی ثزاي (4)ٍ  (2)تَجِ ثِ رٍاثظ  ثب

ِ دعت ث (8)صَرت راثغِ  اي هتقبرى هحَري ثِ پَعتِ اعتَاًِ

 آیذ، هی

   ∫(                         )
 

   

(8)  

اي هتقبرى هحَري ثزاثز اعت ِ الوبى حجن ثزاي پَعتِ اعتَاً

 ثب:

(9)     .  
 

 
/        

 ٍ هحبعجِ (8)در راثغِ  (9)ٍ  (5)، (2)ثب جبیگذاري رٍاثظ 

 اًتگزال رٍي ضخبهت پَعتِ دارین:

      ∫ {  

   

  
 

  

  

  

   

  
 

    

 
 

         
     

 
 

     

 
           

   ∫  
 

.  
 

 
/         ∫  

 

   

   ∫  
 

 .  
 

 
/         ∫  

 

    

   ∫   
 

.  
 

 
/         ∫  

 

  

 
   

   ∫   
 

 .  
 

 
/        ∫  

 

 .  
 

 
/   

  ∫  
 

.  
 

 
/          ∫   

 

  

 
.  

 

 
/    

(5)  
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}    

(10)  

ّبي  ٍ حذف تزم (10)جشء اس راثغِ  گیزي جشءثِ ثب اًتگزال

 ؽَد ثب: هزسي، تغییزات اًزصي رزًؾی ثزاثز هی

       ∫ {
   

  
   

  

  

(
   

  
   )    

     ( 
  

 
 

   

  
)    ( 

  

 
   

   

  
)     

(11)      ( 
  

 
   

   

  
)    }    

 جٌجؾی در حبلت رلی ثزاثز اعت ثب:اًزصي 

(12)   ∫
 

  

  ̇  ̇    

، تغییزات اًدزصي رزًؾدی ثدزاي پَعدتِ     (1)ثب تَجِ ثِ راثغِ 

 آیذ، ثِ دعت هی( 3راثغِ )صَرت  اي ثِ اعتَاًِ

(13)    ∫ 
 

( ̇  ̇   ̇  ̇)   

در تغییزات اًزصي رزًؾی )راثغِ  (1)ثب جبیگذاري رٍاثظ 

 ( دارین:(13)

    ∫ ∫    .  
 

 
/ {( ̇    ̇)

  ⁄

   ⁄

  

  

 ( ̇    ̇) 

 ( ̇    ̇  
  

 
 ̇ )  ( ̇    ̇  

  

 
 ̇ )-     

(14)  

 (15) ، راثغِ(14)ثب هحبعجِ اًتگزال رٍي ضخبهت اس راثغِ 

 آیذ: ثِ دعت هی

       ∫ , ̇  ̇  
  

  
 ̇  ̇  

  

   
 ̇  ̇

  

  

 

           
  

   
 ̇  ̇   ̇  ̇  

  

  
 ̇  ̇  

           
  

  
 ̇   ̇  

  

  
 ̇   ̇  

  

   
 ̇   ̇  

           
  

   
 ̇  ̇  

  

   
 ̇   ̇ 

(15)            
  

    
 ̇   ̇  

  

    
 ̇   ̇ -    

ًغجت ثِ  (15)جشء اس راثغِ   ثِ ثبر گزفتي اًتگزال جشء ثب یک

ّبي هزسي، تغییزات اًزصي جٌجؾی ثِ    سهبى ٍ حذف تزم

 آیذ: ثِ دعت هی( 16راثغِ )صَرت 

∫     

  

  

     ∫ ∫ ,( ̈   
  

   
 ̈)   

  

  

  

  

 

 (
  

   
 ̈  

  

  
 ̈)    ( ̈  

  

   
 ̈  

  

  
 ̈ )   

 (
  

   
 ̈  

  

  
 ̈  

  

    
 ̈ )     

 (
  

  
 ̈  

  

    
 ̈  

  

   
 ̈ )    -      

(16)  

( ٍ (11)حبل ثب قزار دادى تغییزات اًزصي رزًؾی )راثغِ 

( در اصل ّویلتَى (16)تغییزات اًزصي جٌجؾی )راثغِ 

(، هؼبد ت حزرت ثزاي یک الوبى اس پَعتِ (6))راثغِ 

ثِ دعت  (17)صَرت راثغِ  ثِاي هتقبرى هحَري  اعتَاًِ

 آیذ: هی
   

  
   ( ̈  

  

   
 ̈)    

   

  
       (

 ̈

   
 

 ̈

  
)    

 
  

 
 

   

  
   ( ̈  

  

   
 ̈  

  

  
 ̈  )    

 
  

 
   

   

  
 

               (
 ̈

   
  ̈  

  

    
 ̈  )    

 
  

 
   

   

  
 

              (
 ̈

  
 

  

    
 ̈  

  

   
 ̈  )    

(17)  

ّوچٌیي ؽزایظ هزسي رٍاثظ ثب  )هؼبد ت حزرت( اس صفز 

آیٌذ،  ّبي هزسي در اصل ّویلتَى ثِ دعت هی قزار دادى تزم

 ثبؽٌذ: هی( 18راثغِ )صَرت  ایي رٍاثظ ثِ

    | 
           | 

    

    | 
             | 

    

(18)      | 
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اي ثِ رٍػ هبًذُ  حبل ثزاي حل الوبى هحذٍد پَعتِ اعتَاًِ

رِ ّوبى هؼبد ت  2ثبیغت اس فزم قَي هی 1ٍسًی گلزریي

رعیذ  3اي ثِ فزم ضؼیز گًَِ ثِ ،( اعت(17)حزرت )رٍاثظ 

( را ارضب رٌذا ثِ ایي (18)رِ توبم  ؽزایظ هزسي )رٍاثظ 

ّبي سیز در ًظز  یتٌظَر، ثزاي ّز یک اس هجَْ ت تقزه

 ؽَد: گزفتِ هی

 ( )  ⟨  ⟩( )* +( )        ( )  ⟨   ⟩( )* +( ) 

 ( )  ⟨    ⟩( )* +( )      ( )  ⟨   ⟩
( )

* +( ) 

(19)    ( )  ⟨  ⟩( )* +( ) 

(در راثغِ ثب ، 
(

(
)i

e

N 4هبتزیظ تبثغ ؽکل ٍ( ){ } e  ثزدار

 ؽًَذ: صَرت سیز تؼزیز هی ٍ ثِ اعتجبیی الوبى  جبثِ

⟨  ⟩( )  ,                                                - 

⟨   ⟩( )  ,                                                - 

⟨    ⟩( )  ,                                                - 

⟨   ⟩
( )

 ,                                                - 

⟨  ⟩( )  ,                                                - 

(20)  

* +( )  ,              
     

                 
     

 -  

(21)  

اس ًَع خغی  (20)ؽذُ در راثغِ   ّبي تؼزیز تبثغ ؽکل

 :[4] اًذ ثبؽٌذ ٍ در اداهِ آٍردُ ؽذُ هی

(22)      
 

 
          

 

 
 

 ٍl  ّب  ثب ًَیظ (21)ّوچٌیي در راثغِ  اعت؛عَل الوبى

 ثبؽٌذا هی 5دٌّذُ ؽوبرُ گزُ ًؾبى

ثِ ( 23)ثب اػوبل گلزریي رٍي هؼبدلِ حزرت اٍل راثغِ 

 آیذ: هی  دعت

∫ (
   

  
   * ̈  

  

   
 ̈+)

 ( )

       

                                                        
1 Galerkin  
2 Strong Formulation  
3 Weak Formulation  
4 Shape Function 
5 Node 

∫ (
   

  
   * ̈  

  

   
 ̈+)

 ( )

   .  
 

 
/       

             ∫ (
   

  
)

 

 

     

             ∫ (  * ̈  
  

   
 ̈+)

 

 

       

(23)  

ٍ جبیگذاري  (23)جشء اس راثغِ  گیزي جشءثِ ثبر اًتگزال ثب یک

ّبي عختی ٍ  اس قغوت ضوبین، هبتزیظ xNٍ (18)رٍاثظ 

 آیٌذ: ثِ دعت هی( 24راثغِ )جزم هزثَط ثِ ایي راثغِ هبًٌذ 

 ( )  ∫ {
   

  
}.  ⟨

   

  
⟩

( )

   ⟨
    

  
⟩

( )
 

 

 

   ⟨ 
   ⟩( )     ⟨ 

  ⟩
( )

   ⟨ 
 ⟩( )/     

(24)  ( )    ∫ *  + (⟨  ⟩  
   

   
⟨   ⟩)

 

 

   

در قغوت ضوبین آٍردُ                   (24)در راثغِ 

 ؽذُ اعتا

ثِ ّویي تزتیت ثب اػوبل گلزریي رٍي ثقیِ هؼبد ت 

ّبي عختی ٍ  ( ٍ تکزار رًٍذ ثب ، هبتزیظ(17)حزرت )راثغِ 

 ّبي عختی ٍ جزم اعتخزاج آیٌذا هبتزیظ جزم ثِ دعت هی

 ؽذُ اس هؼبدلِ دٍم حزرت: 

 (  )  ∫ {
    

  
}.  ⟨
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⟩

( )

1/    

(25)  (  )   
  

  
∫ *   + (

 

 
⟨  ⟩  ⟨   ⟩)

 

 

   

هؼبدلِ عَم ؽذُ اس   ّبي عختی ٍ جزم اعتخزاج هبتزیظ

 حزرت:



 

 

 

 93 | همکبرانو  یمختبر 

 

 2/ شمبره 00/ دوره 0411سبل هب/ هب و شبرهمکبنیک سبزه
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(26)                 
  

  
⟨  ⟩( ))   

 صَرت ثِ H (26)در راثغِ 

    
.  

 

  
/

.  
 

  
/
 

ؽذُ اس   ّبي عختی ٍ جزم اعتخزاج ؽَدا هبتزیظ تؼزیز هی

 (27) هؼبد ت چْبرم ٍ پٌجن حزرت ًیش ثِ تزتیت در رٍاثظ 

 اًذا آٍردُ ؽذُ (28)ٍ 

 (  )  ∫ 2,   + 0   ⟨
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(28)                
   

  
⟨  ⟩( ))   

ّبي عختی ٍ جزم ٍ حل هغئلِ هؾخصِ،  ثب ّوجٌذي هبتزیظ

ّب ثِ  ّبي هتٌبعت ثب آى ّبي هحَري ٍ ؽکل هذ فزربًظ

ّبي عختی ٍ  هبتزیظ (30)ٍ  (29)رٍاثظ  دعت خَاّذ آهذا

 دّذا جزم ثزاي یک الوبى اس عبسُ را ًؾبى هی
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(30)  

 

 اعتجبر سٌجی -3
آهذُ اس ایي پضٍّؼ فقظ   دعت ّبي ثِ رِ فزربًظ آًجبئی اس

گذاري اس  هتٌبعت ثب هذ هحَري ّغتٌذ، لذا ثزاي صحِ

ّبي گذؽتِ  ّبي هذ هحَري هَجَد در پضٍّؼ فزربًظ

ثزاي اػتجبرعٌجی پضٍّؼ اس دٍ هقبلِ ؽذُ اعتا   اعتفبدُ

ّبي  اعتفبدُ ؽذُ اعتا در هقبیغِ اٍل، ًتبیج ثب دادُ هتفبٍت

ایي هقبیغِ ثزاي هقبیغِ ؽذُ اعتا  [ 9] آسهبیؾگبّی هزجغ

[ 9] عبدُ ثب ًتبیج هَجَد در هزجغ -گبّی عبدُ ؽزایظ تکیِ

، ثب اعتفبدُ اس ؽذُ اعتا ایي ًتبیج  ًؾبى دادُ 1جذٍل در 

 اًذا آهذُ  دعت هقبدیز سیز ثِ

L=0.2 m, R=0.1 m, h=0.002 m, E=0.45 GPa, v=0.45, 

ρ=1452     ⁄  

[ 13] ّبي هَجَد در هزجغ در هقبیغِ دٍم اس دادُ

ّب ثزاي  ّبي تئَري اعتا ایي دادُ رِ دادُاعت  اعتفبدُ ؽذُ 

دعت  گبّی عبدُ ٍ ثب اعتفبدُ اس هقبدیز سیز ثِ ؽزایظ تکیِ

 آهذُ اعتا

L=0.2 m, R=0.1 m, h=0.00247 m, E=71.02 GPa, 

v=0.31, ρ=2796 Kg⁄m^3 

رِ ایي پضٍّؼ ثِ  اعتا اس آًجبیی  آٍردُ ؽذُ 2جذٍل  

ّبي  ، تٌْب فزربًظپزداختِ اعتثزرعی هذّبي هحَري 

ثزاي هقبیغِ ٍجَد [ 13] در هزجغ 10ٍ  9ٍ  8ٍ  7هحَري 

 داؽتِ اعتا

هؾخص اعت، رٍػ حبضز اس  1جذٍل عَر رِ اس  ّوبى

ّبي هحَري ثزخَردار اعتا  دقت قبثل قجَلی در فزربًظ

 ّوِ  خغبي درصذ اعت، هؾخص 1 جذٍل اس رِ ّوبًگًَِ

ثب  ای استَاًِ ّبی هحَری پَستِ فرکبًسهقبیسِ  -1جذٍل 

 (Hz( ٍ )n=1) ّبی آزهبیشگبّی دادُ

 m [9] هزجغ پضٍّؼ حبضز درصذ خغب

8/0 3/528 1/524 1 

76/0 6/789 7/783 2 

04/1 8/861 8/852 3 

77/0 2/901 8/894 4 

63/0 3/952 2/946 5 

68/0 4/1028 9/1021 6 

44/0 6/1135 4/1130 7 

7/0 7/1285 5/1276 8 

 

ای ثب  ّبی هحَری پَستِ استَاًِ هقبیسِ فرکبًس -2جذٍل 

 (Hz( ٍ )n=1ًتبیج تئَری )

 m  [13[ ٍ ]9] هزجغ پضٍّؼ حبضز درصذ خغب

68/0 3/483 6/486 7 

43/0 6/487 6/489 8 

55/0 7/543 2/546 9 

72/0 2632 8/636 10 
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ّبي هحَري ثِ جش فزربًظ عَم، سیز یک درصذ  فزربًظ

اعت رِ ًؾبى دٌّذُ دقت ثب ي ایي تئَري ثِ دلیل اضبفِ 

 جبیی ػزضی اعتا جبثِّبي هبساد در  رزدى تزم

ًیش اس اػتجبر ثغیبر خَثی ثزخَردار  2ًتبیج جذٍل 

 اعتا

 

 ًتبیج -4
گبّی  اٍل هحَري ثزاي ؽزایظ تکیِ  فزربًظ 10در اداهِ 

 3جذٍل آساد در  -گیزدار ٍ گیزدار -گیزدار، عبدُ -گیزدار

آٍردُ ؽذُ اعتا ؽکل هذّبي اٍل تب چْبرم ثزاي ؽزایظ 

آساد در  -گیزدار ٍ گیزدار -عبدُ، گیزدار-گبّی عبدُ تکیِ

، ثب اعتفبدُ اس ایي ًتبیج اًذا رعن ؽذُ 5ٍ  4ٍ  3ّبي  ؽکل

 اًذا آهذُ  دعت هقبدیز سیز ثِ

L=0.2 m, R=0.1 m, h=0.002 m, E=0.45 GPa, v=0.45, 

ρ=1452     ⁄  
 

 گیری ًتیجِ -5
اس ایي ًیش ثیبى ؽذ، ّذف اس ایي پضٍّؼ  عَر رِ پیؼ  ّوبى

 دایزٍي اي اعتَاًِ پَعتِ ثزاي هحَري ّبي فزربًظ هحبعجِ

 

گبّی  تکیِ( ثرای شرایط Hzّبی هحَری ) فرکبًس -3جذٍل 

 (n=1هختلف ٍ )

 m گیزدار-گیزدار گیزدار -عبدُ گیزدار -آساد

8/369 1/581 0/634 1 

7/552 6/868 5/947 2 

7/602 1/947 2/1033 3 

7/630 1/991 2/1081 4 

4/666 2/1047 4/1142 5 

6/719 8/1130 6/1233 6 

5/794 5/1248 0/1362 7 

5/899 3/1413 0/1542 8 

1/947 3/1488 6/1623 9 

7/994 1/1563 7/1705 10 

ػزضی   جبیی ثب اعتفبدُ اس تئَري هزتجِ ثب  ثزاي تقزیت جبثِ

جبیی ػزضی تب هزتجِ عَم  ثَدُ اعتا ثِ ّویي دلیل جبثِ

ؽذُ اعتا اس رٍػ الوبى هحذٍد ٍ گلزریي ثزاي ثِ  ثغظ دادُ 

ّبي عختی ٍ  دعت آٍردى هؼبد ت اعتفبدُ ؽذا هبتزیظ

توبم  جزم ثزاي ّز الوبى هحبعجِ ؽذُ ٍ ثب ّوجٌذي رٍي

ّبي جزم ٍ عختی اعتخزاج ؽذُ اعتا ثب حل  عبسُ هبتزیظ

ّبي عجیؼی ٍ ؽکل هذّبي هتٌبظز  هؼبدلِ هؾخصِ، فزربًظ

ّب آٍردُ ؽذُ اعتا ثب هقبیغِ ًتبیج ایي پضٍّؼ ثب  ثب آى

آهذُ اس ًتبیج ربرّبي گذؽتِ،  دعت ّبي هحَري ثِ فزربًظ

تجبر ایي دٌّذُ اػ ؽذُ اعت رِ ًؾبى  اختلافی جشئی هؾبّذُ

 رٍػ اعتا 

 

 
 سبدُ -گبُ سبدُ شکل هذّبی تکیِ -2شکل 

 

 
 گیردار -گبُ گیردار شکل هذّبی تکیِ -3شکل 

 

 
 آزاد -گبُ گیردار شکل هذّبی تکیِ -4شکل 
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