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  چکیده

اي  اي جدیدي به منظور تحلیل اجزاي محدود لایه المان چهار گرهدر این تحقیق با ترکیب یک المان خمشی و یک المان غشایی، 

که در آن از دو  استاست. بخش غشایی المان، یک المان جدید چهارضلعی نامتقارن با درجات آزادي اضافی   هاي کامپوزیت ارائه شده ورق

جایی  تابعی جدید از جنس جابه ،ابع معیار استفاده شدهاست. ت  جایی متفاوت به عنوان تابع معیار و تابع تقریب استفاده شده میدان جابه

تابع تقریب المان یک میدان تنش . است  یابی در طول ضلع المان محاسبه شده است که در آن درجات آزادي اضافی با استفاده از درون

جایی  که در آن جابه است، یک المان ورق ناسازگار ارائه شده شود. بخش خمشی المان که از حل تحلیلی تابع تنش ایري محاسبه می است

است.   المان با استفاده از مودهاي تغییر شکل مرتبه سوم و میدان پیچشی المان با استفاده از ماتریس ژاکوبین مرتبه اول محاسبه شده

ندسه و با ه هاي کامپوزیت حلیل ورقتقادر به المان معرفی شده  ؛دهد مینشان بدست آمده از حل مسائل استاندارد عددي نتایج عددي 

  .استدرصد  5/1 ،برررسی شده این المان در حل مسائل عددي حداکثر خطاي . مقداراستشرایط مرزي مختلف 

  .اي؛ المان غشایی تحلیل عددي؛ اجزاي محدود لایههاي کامپوزیت؛  ورق :کلمات کلیدي
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Abstract 
This study presents a new quadrilateral element for layered finite element analysis of laminated composite 
plates which is obtained through assemblage of membrane and plate bending elements. The membrane 
component is a new unsymmetric quadrilateral element with drilling degrees of freedom, in which two 
different types of displacement fields are used as the test and trial functions. The test function is a new kind 
of displacement field with drilling degrees of freedom obtained by using interpolation along the element 
edges. The trial function is a stress field computed through analytical solutions of Airy stress function. The 
bending component of lroposed element is a non-conforming plate element that its displacement is computed 
using third-order deformation modes and the rotational field of element is defined by using first-order 
Jacobean matrix. The results of numerical benchmark problems show that the the proposed element is 
capable for analysis of laminated composite plates with varius geometry and boundary. The maximum error 
of the proposed element among the considered numerical problems is only 1.5 percent.  

Keywords: Laminated Composite Plates; Numerical Analysis; Layered Finite Element Method; Membrane 
Element. 
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  مقدمه -1

هاي  هاي کامپوزیت در زمینه به دلیل استفاده گسترده از ورق

مختلف علوم مهندسی، یکی از موضوعات تحقیقاتی جذاب 

هاي  سازي، تحلیل و طراحی ورق مدل ،براي پژوهشگران

هاي موثري  تا به امروز گام . در این زمینهاستکامپوزیت 

بررسی مقاومت  بهتوان  به عنوان نمونه می .است  برداشته شده

تجربی  و سازي عددي  مدل ]،1[ هاي کامپوزیت کمانش ورق

تحلیل ] و 2[هاي کامپوزیت تحت بارگذاري انفجاري  ورق

] اشاره کرد. نکته 3ها [ کامپوزیت اجزاي محدود غیرخطی

هاي کامپوزیت، خواص مکانیکی ناپیوسته  قابل توجه در ورق

به دلیل وجود  ها ورقدر این  .استها در ضخامتشان  این ورق

رفتار  ،هاي مختلف خواص مکانیکی متفاوت در جهات و لایه

رو تعیین  . از اینشود ناهمسانگرد در نظر رگفته می کلی ورق

همواره یکی از  ،اي ورق کامپوزیت دقیق پاسخ سازه

. یکی از استها  هاي اصلی هنگام استفاده از این ورق چالش

روش اجزاي  ،ها نوع ورقهاي متداول در تحلیل این  روش

 ،تحلیلی اي مختلفه در زمینه این روش .استاي  محدود لایه

مورد  هاي کامپوزیت ورقاستاتیکی جهت تحلیل مخصوصا 

محاسبه ماتریس مواد  اساس این روش گیرد. استفاده قرار می

براي هرلایه از المان و در نهایت محاسبه ماتریس مواد معادل 

] با 4پانیدا و کانت [ عنوان مثال، بهبراي کل المان است. 

اي جهت  بالاتر المان نه گرهجایی مرتبه  استفاده از مدل جابه

هاي کامپوزیت ارائه  ورق اي لایه اجزاي محدود تحلیل

المان معرفی شده  ،دده بدست آمده نشان میاند. نتایج  نموده

 هزینه محاسباتی زیادي براي رسیدن به دقت مناسب دارد.

جهت   اي المان غشایی مثلثی لایه ،]5[ آکرمنو  تایجی

هاي کامپوزیت معرفی کردند و عملکرد آن را  سازي ورق مدل

 .اند با استفاده از نتایج آزمایشگاهی مورد ارزیابی قرار داده

نتایج بدست آمده بیانگر دقت مناسب المان معرفی شده در 

این  اما بزرگترین محدودیت است؛هاي کامپوزیت  تحلیل ورق

. عدم توانایی در حل مسائلی با رفتار خمشی است ،المان

جایی مرتبه بالاتر  استفاده از مدل جابه ا] ب6کانت و خاره [

هاي  ورق اي اجزاي محدود لایهجهت تحلیل  اي نه گره المان

هاي  مزیت اصلی آن نسبت به المان .کامپوزیت ارائه کردند

. است بندي لدیگر عدم وجود ضریب تصحیح برش در فرمو

المان معرفی شده در  ،دهد نتایج عددي بدست آمده نشان می

ها از دقت کمتر و هزینه محاسباتی  مقایسه با سایر المان

هاي  ورق استاتیکیه منظور تحلیل ب بیشتري برخوردار است.

مدل اجزاي محدودي ] 7[ سوامیناتان و پاتیلا ،کامپوزیت

. نتایج کامپوزیت ارائه کردند يها اي ورق لایهجهت تحلیل 

بدست آمده نشان دهنده عملکرد مطلوب المان در پیش بینی 

و  لاتسواري. استرفتار ورق در سطوح صاف و بدون انحنا 

تئوري تغییر شکل برشی مرتبه با استفاده از  ،]8همکاران [

اي  اي جهت تحلیل اجزاي محدود لایه چهار گره یالمان بالاتر

نتایج بدست آمده نشان  .ئه کردندات ارکامپوزی يها ورق

هاي  در ورق ارائه شده تنها دقت مطلوب المان ،دهنده

. در تحقیقی مشابه در سال بودکامپوزیت نسبتا ضخیم 

اي با استفاده از  ] المان تیر لایه9[ تورانو  کاهیا، 2017

تئوري مرتبه بالاتر جهت تحلیل تیرهاي کامپوزیت ارائه 

محاسباتی این کم با وجود دقت مناسب و هزینه  کردند.

ترین  مهم ،تیرتحلیل محدود بودن قابلیت المان به  ،المان

پیشین  دقت در تحقیقات با  چالش اصلی این المان است.

؛ چالش اصلی در تحلیل شود مشاهده می ،صورت گرفته

استفاده از  ،اي هاي کامپوزیت به روش اجزاي محدود لایه ورق

     . استبا دقت و هزینه محاسباتی مناسب المانی 

در این تحقیق با استفاده از یک المان غشایی نامتقارن و 

یک المان خمشی ناسازگار، المانی جهت تحلیل اجزاي 

 المان .است  هاي کامپوزیت معرفی شده اي ورق محدود لایه

نسبت به هندسه و شرایط مرزي مسئله  معرفی شده

نسبت به  همچنین با دقت بهتري ؛بسیار کمی دارد حساسیت

بخش . کند می محاسبهجواب مسئله را  ،هاي قبلی سایر المان

روش  بندي با فرمولشده یک المان  معرفیالمان غشایی 

اجزاي محدود نامتقارن با درجات آزادي اضافی است که تابع 

آن از جنس  2جایی و تابع تقریب آن از جنس جابه 1معیار

شده یک المان  معرفیالمان بخش خمشی . استتنش 

جایی آن براساس مودهاي  ناسازگار است که میدان جابه

دقت المان  این تحقیق،. در استمرتبه سوم تغییرشکل المان 

معرفی شده با استفاده از چند مسئله استاندارد عددي مورد 

همچنین به منظور ارزیابی عملکرد  ؛بررسی قرار گرفته است

ج بدست آمده با نتایج سایر تحقیقات المان معرفی شده، نتای

  مورد مقایسه قرار گرفته است.

                                                        
1 Test Function  
2 Trial Function 
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  اي روابط حاکم بر المان لایه -2

تعدادي لایه با  ازالمان هر  ،اي در روش اجزاي محدود لایه

در این روش  است.  تشکیل شدهضخامت و جنس متفاوت 

 سختیهاي  از مجموع ماتریس ،کلی المان سختیماتریس 

شود. از آنجایی که  هاي تشکیل دهنده المان محاسبه می لایه

چند ورقه تشکیل  روي هم قرار گفتنورق کامپوزیت خود از 

توان هنگام تحلیل به روش اجزاي محدود  می ،است  شده

انتخاب ها  را برابر با تعداد ورقه ي المانها اي تعداد لایه لایه

توان  می همچنین در صورت بررسی یک ورقه خاص .کرد

هاي بیشتري در آن ورقه در نظر گرفت. شکل کلی  تعداد لایه

 1هاي آن در شکل  معرفی شده و جزئیات لایه اي لایه المان

   است.  نشان داده شده

  
  

  
  هاي آن المان معرفی شده و جزئیات لایه - 1شکل 

  

اي معرفی شده، مقدار کرنش المان براساس  براي المان لایه

) 1تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول با استفاده از رابطه (

  شود: محاسبه می ]10[

)1(   m pε ε ε
  

کرنش المان  pε کرنش المان غشایی وmε )،1در رابطه (

کرنش به -رابطه کلی تنش براي این المان .استخمشی 

  شود: ) بیان می2صورت رابطه (

)2(   
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خمشی مواد  سفتیماتریس  Dمواد و  کششی-خمشی سفتی

با استفاده از  ها مربوط به این ماتریسمقادیر  .باشند می

ماتریس مواد ورق کامپوزیت در حالت تنش مسطحه محاسبه 

) ورق کامپوزیت یک Qماتریس مواد (حالت  این شود. در می
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براي ورق کامپوزیت، مقادیر مربوط به ماتریس  مسطحه

مواد و  کششی-خمشی سفتیمحوري مواد، ماتریس  یسفت
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  شده ارائهمعرفی بخش غشایی المان  - 2-1

یک المان جدید چهار  ،المان غشایی در نظر گرفته شده

بندي آن  که فرمول استاي با درجات آزادي اضافی  گره

است.   ریزي شده براساس روش اجزاي محدود نامتقارن پایه

 لیو و راجندران اولین بار توسط ،روش اجزاي محدود نامتقارن

این روش که کلیات آن براساس است. در   ] معرفی شده11[

از جنس  ، از دو تابع متفاوتاست 1گلرکینگ-روش پترو

تابع تقریب در روابط حاکم  به عنوان تابع معیار وجایی  جابه

وابستگی  ،مشکل اصلی این روش .است  بر المان استفاده شده

یاب خاصی  المان به دستگاه مختصات و استفاده از توابع درون

باشند. در ادامه با استفاده از  است که فاقد عملکرد مطلوب می

] و همچنین 12دستگاه مختصات محلی براي تابع تقریب [

 اي از نمونه اصلاح شده ،]13ریب تحلیلی [معرفی تابع تق

نتایج بدست  است. روش اجزاي محدود نامتقارن معرفی شده

نشان دهنده عملکرد مطلوب این روش  ،آمده از مسائل عددي

ویرایش جدیدي از روش اجزاي محدود  2018. درسال است

که درآن از  گردید] ارائه 14[ اُویانگو  شانگنامتقارن توسط 

است. در این   تابع تقریب تحلیلی از جنس تنش استفاده شده

روش اجزاي محدود  ویرایش جدید تحقیق با استفاده از

شود که در هر گره  ارائه می جدید چهارگرهیالمان  ،نامتقارن

)درجه آزادي انتقالی2 , )u v  و یک درجه آزادي پیچشی

)اضافه شده )
z

جایی  ) بردار جابه6وجود دارد. در رابطه ( 

  است:  المان غشایی نشان داده شده

)6(    
T

m
    ( 1~4)q

i i zi
u v i  

تابعی جدید از تابع معیار در نظر گرفته شده در این المان، 

وابع درونیاب با استفاده از ت که جایی است جنس جابه

و  زوواريمشابه تحقیق ی ایزوپارامتریک هاي چهار گره المان

شود. با این تفاوت که در پژوهش  ] محاسبه می15همکاران [

، براي نخستین بار درجات آزادي پیچشی براي هر گره حاضر

و  هوانگیابی پیشنهاد شده توسط  با استفاده از روش درون

است. جزییات تابع معیار در نظر   محاسبه شده] 16همکاران [

  :است) 7رابطه ( شده مطابقگرفته 

)7(  [ ] m 1 2 3 4 mu Nq N N N N q  

                                                        
1 Petrov-Galerkin Method 

که  است از المان غشایی مربوط به هر گره Ni) 7در رابطه (

  شود: ) محاسبه می8رابطه ( مطابق

)8(  
( )

( )

 
  

 
   

2
0

3

2
0

3

N
i i i

i

i i i

N N y y

N N x x

  

))، 8در رابطه ( , )i ix y  مختصات گرهi،ام


 

4

1 i ii
x N x،


 

4

1 i ii
y N y وiN  توابع شکل

درون یاب براي المان ایزوپارامتریک در مختصات محلی 

  د:شو محاسبه می] 14[) 9باشند که توسط رابطه ( می

)9(  ( , ) ( )( ),( ~ )        
1

1 1 1 4
4i i iN i

  
( , ) i i ها در مختصات محلی المان  مختصات گره

) 10مطابق رابطه ( ،باشند. براین اساس ماتریس کرنش می

  شود: محاسبه می

)10(  [ ] m 1 2 3 4 mε Bq B B B B q  
  که در آن 

( )

( )

( )

( ) ( )









 

 

 

 


 

   

   

 
 
 
 
 
 
 
  

2

3

2

3

2

3

0

0B

i i
i

i i
i i

i i i i
i i

N N
y y

x x

N N
x x

y y

N N N N
x x y y

y x x y  
)11(    

)ˆبرخلاف تابع معیار، تابع تقریب )u    اسـتفاده شـده در المـان

) 12و مطابق رابطه ( استغشایی معرفی شده از جنس تنش 

  د: شو محاسبه می] 14[

)12(  ˆˆ ˆ 
m

u σ Tq  
فرض ] 14[) 13مطابق رابطه ( σ̂) مقدار 12در رابطه (

  شود: می

)13(   ˆ σ Lα  
ماتریس تنشی   Lبردار ضرایب نامعین و α)،13در رابطه (

هاي آن با استفاده از حل تحلیلی تابع تنش  است که درایه

  :شود محاسبه می ]14[ ایري در مختصات کارتزین

)14(  ,( ~ )







 

 
 
 
  

  1 7L

xi

yi

xyi

i

  



 

 

  

  145 | و همکاران سنگتراش 

  

 2/ شماره 10/ دوره 1399ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

      هاي  جواب Lهر ستون از ماتریس )، 14در رابطه (

( استتحلیلی تنش براي مسائل مسطح  x، yوxy( . در

)هاي تحلیلی تابع تنش ایري جواب 1جدول  )ip  و مقادیر

  است.  هاي بدست آمده نشان داده شده تنش

اصلی تعریف ارتباط بین با معرفی تابع تقریب، چالش 

و تابع تقریب است. دلیل  mqجایی المان غشایی بردار جابه

این چالش، تفاوت مرتبه ماتریس براي این دو مقدار است. به 

شود که  یاستفاده م ]17[ 1سازگار این منظور از روش شبه

  است. مانده وزنی اساس آن بر پایه روش باقی

)15(  ˆ( ) 
T dV 0L ε ε

V  
کرنش مربوط به تابع تقریب انتخاب شده  ε̂)،15در رابطه (

  شود: ] محاسبه می14) [16است که از رابطه (

)16(  ˆ ˆ 

 
1 1

ε A σ A Lα
  

) به 15)، رابطه (16بر این اساس با در نظر گرفتن رابطه (

  بازنویسی است:) قابل 17صورت رابطه (

)17(  

( )

( )

( )







 

 







T 1
m

T T 1
m

m

dV

dV

dV=0

V

V

V

L Bq A Lα

L Bq L A Lα

Xq Zα

  

بردار ضرایب نامعین و  بین) ارتباط 17با حل رابطه (

) تعیین 18جایی المان غشایی مطابق رابطه ( بردار جابه

  شود: می

)18(   1
mα Z Xq  

  به ترتیب برابرند با: Xو  Z) مقادیر 18در رابطه (

)19(  









T 1

T

dV

dV

Z L A L

X L B

V

V  
به صورت  T̂) ماتریس12) در رابطه (18با جایگذاري رابطه (

  شود: ) محاسبه می20رابطه (

)20(  ˆ  1T LZ X  
توان با  میبا تعریف مقدار تابع تقریب و تابع معیار 

]، ماتریس سختی المان 14استفاده از قاعده کار مجازي [

  غشایی معرفی شده را محاسبه کرد.

)21(  ˆ
Γ

      
T T TdV dV d 0ε u u R u I

V V  

                                                        
1 Quasi-Conforming Method 

نیروي اعمال شده  Iي جسمی و  نیرو R)، 21در رابطه (

) رابطه 18) و (16)، (10درسطح هستند. با استفاده از روابط (

  ) قابل بازنویسی است:22) به صورت رابطه (21(

)22(  

ˆ

( ) ( )

( )

( ) ( )

Γ

Γ

  







  



 

  

  

 



T T T

T T 1 T
m m m

T
m

T
m m m m

dV dV d

dV‐ dV

d

0

   

ε Aε u R u I

q B LZ Xq N R

N I

q K q P

V V

V V

  
بردار نیرو  mPماتریس سختی المان و mK)،22در رابطه (

) قابل 23باشند که توسط رابطه ( المان غشایی می

  اند: محاسبه

)23(  ( ) ( )
Γ



  



 

T 1
m m

T T
m m m

dV

dV d

K B LZ Xq

P N R N I

V

V  
  

  

  معرفی بخش خمشی المان ارائه شده -2-2

اي معرفی شده، یک المان ورق  بخش خمشی المان پوسته

است. این المان براساس تئوري  MKQ12ناسازگار با نام 

] 18پژند [ هاي نازك کیرشهوف توسط کارکن و رضایی ورق

ترین ویژگی این المان، دقت مناسب  است. مهم معرفی شده 

بندي ساده  در حل مسائل خمشی با وجود داشتن فرمول

     جایی با استفاده  است. در این المان مقادیر مربوط به جابه

    ل ورق و پیچش در هر گره با استفادهاز مودهاي تغییر شک

است. درجات  از ماتریس ژاکوبین مرتبه اول محاسبه شده 

)آزادي این المان شامل، یک درجه آزادي انتقالی )w  و      

دو درجه آزادي پیچشی ( , )
x y  در هر گره است. رابطه

جایی المان خمشی انتخاب شده را نشان  ) بردار جابه24(

  دهد: می

)24(     
T

p
    ( 1~4)q

i xi yi
w i  

جایی المان خمشی از میدان  جهت محاسبه بردار جابه

    جایی مودهاي مرتبه سوم تغییر شکل ورق در  جابه

)مختصات محلی , )  استفاده 18) [25رابطه (، مطابق [

  است: شده 

)25(  ( , )   Pβw  
    میدان Pبردار ضرایب نامعین و  β)، 25رابطه ( در

] محاسبه 18) [26باشند که توسط رابطه ( جایی می جابه

  شود: می
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  ها هاي مربوط به آن هاي تحلیلی تابع تنش ایري و تنش جواب - 1جدول 

i 1 2 3 4 5 6 7 

i
p 2x xy 2y 3x 2x y 2xy 3y 

xi
 0 0 2 0 0 2x 6y 

yi
 2 0 0 6x 2y 0 0 

xyi
 0 1 0 0 2x 2y 0 

  

{ ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )}

      

       

     

  

    

   


2 2 21 1 1

2 2 2

2 2 2 2 21 1 1

2 4 4

2 2 2 21 1

4 4

1    1  1  1

 1  3 1 3 1

 3 1  3 1

P

  
)26(   

) 27همچنین جهت محاسبه میدان پیچشی المان از رابطه (

  شود: ] استفاده می18[

)27(  
 
















 
    

   
   

  

1
J

x

y

w

w

  
که مقدار آن با  استماتریس ژاکوبین  J)، 27دررابطه (

) محاسبه 9اي رابطه ( استفاده از توابع شکل المان چهار گره

جایی و پیچشی المان، بردار  شود. با تعیین میدان جابه می

محاسبه ] 18[) 28ام مطابق رابطه (iجایی براي گره  جابه

  شود: می

)28(  , ,

, ,














 
 

    
     
     
        

 
  

1 1 1 2

2 1 2 2

1 0 0

0

0

P

P

P

i

xi

xi

w

J J
y

J J

x  
ی با استفاده از جایی براي المان خمش همچنین بردار جابه

  :استمحاسبه نیز قابل  ]18) [29رابطه (

)29(   pNqw
  

با  Nمقدار  .استیاب  بردار توابع درون N)، 29در رابطه (

شود که جزئیات  ) تعیین می25) و (28استفاده از روابط (

است. با مشخص   مربوط به آن در پیوست الف ارائه گردیده

براساس تئوري شدن مقادیر مربوط به بردار تابع درونیاب، 

] 18[) 30مقدار انحناي ورق از رابطه (هاي نازك  ورق

  :شود می محاسبه

)30(  












 

 
 
 
  
 
 
 
 
  

2

2

2

p 2

2

2

κ

w

x

w

y

w

y x  
که براي  . از آنجاییاستبردار انحناي ورق  Pκ)،30در رابطه (

محاسبه بردار انحنا نیاز به محاسبه مشتق دوم بردار تابع 

، به منظور سهولت رابطه بین استدرونیاب در مختصات کلی 

مشتق دوم در مختصات محلی و مختصات کارتزین در 

) 29است. در نهایت با استفاده از رابطه (  پیوست ب بیان شده

رم کلی رابطه یاب ف و همچنین مقادیر مربوط به توابع درون

بدست  ]18[ )31مربوط به انحناي ورق مطابق رابطه (

   آید: می

)31(  p p pκ B q  

 MKQ12ماتریس کرنش براي المان ورق  pB)،31در رابطه (

المان خمشی با استفاده  سختیماتریس  pB. با محاسبه است

  شود: محاسبه می] 18[) 32از رابطه (

)32(   
T

p p pdAK B DB
A  

  

  اي المان لایه سختیمحاسبه ماتریس  - 2-3

مربوط به ورق کامپوزیت و  Dو  A ،Bهاي  با محاسبه ماتریس

هـاي   هریک از بخش سختیهمچنین مشخص شدن ماتریس 
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اي  المان لایـه  سختیاي، ماتریس  خمشی و غشایی المان لایه

  َشود: ) محاسبه می33با استفاده از رابطه (

)33(  
 
 
  

m mp

T

mp p

K K
K

K K
  

)،33در رابطه (
m

K  اي  جزء غشایی المان لایه سختیماتریس

به عنوان ماتریس مواد  Aکه براي محاسبه آن ماتریس  است

 .است  درنظر گرفته شده
pK  جزء خمشی  سختیماتریس

به عنوان  Dکه براي محاسبه آن ماتریس  استاي  المان لایه

 .است  انتخاب شدهماتریس مواد 
mp

K  سختیماتریس 

  شود: می) محاسبه 34که مطابق رابطه ( خمشی است-غشایی

)34(  ( )


 
1 1

mp pdAK A LZ X BB
A  

  

  اي معرفی شده ارزیابی المان لایه -3

که با استفاده از ترکیب  ارائه شدهاي  در این قسمت المان لایه

یک المان غشایی نامتقارن و یک المان خمشی ناسازگار 

 در این ارزیابی .گیرد مورد ارزیابی قرار می ،است معرفی شده

هاي کامپوزیت با هندسه،  توانایی المان جهت تحلیل ورق

قرار بررسی مورد گاهی متفاوت  بارگذاري و شرایط تکیه

اي معرفی شده، تعدادي  جهت ارزیابی المان لایهگیرد.  می

گاه  مسئله استاندارد عددي شامل: ورق کامپوزیت با تکیه

اي  وستهگاه گیردار و صفحه پ اي با تکیه ساده، سیلندر پوسته

نتایج بدست آمده با  است.  با انحناي دوطرفه بررسی گردیده

 ،صورت گرفته مقادیر مرجع گزارش شده و مطالعات مشابه

مقدار  ،هر مسئله در است. به منظور ارزیابی بهتر  مقایسه شده

با استفاده از  نسبت به مقدار مرجع خطاي المان معرفی شده

  است:  ) محاسبه شده35رابطه (
  

)35(  100   مقدار مرجع) /حل عددي)) -(مقدار مرجع  
  

با استفاده از  ،مقدار مرجع براي کلیه مسائل انتخاب شده

  است.  هاي تحلیلی محاسبه شده روش

  

  گاه ساده ورق کامپوزیت با تکیه -1- 3

اي ارائه  در این بخش به منظور ارزیابی میزان دقت المان لایه

یک ورق کامپوزیت مربع شکل ، شده در مسایل خمشی

s]8)90/0/90/0/0/90/0/90([  با شرایط تکیه گاهی ساده

و براي آن  ]19[ است  در نظر گرفته شده Pتحت بار گسترده 

است   میزان تغییر شکل قائم در مرکز ورق محاسبه شده

. به دلیل متقارن بودن مسئله، یک چهارم آن )2 شکل(

و با در نظر گرفتن شرایط مرزي در  است بندي شده شبکه

هاي گیردار مورد تحلیل قرار  گاه هاي تقارن و تکیه محل محور

  گرفته است.

  

h

C.L

C.L
A

B C

D

x

y
z

Simply supported

L

L

  

1

2

12
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3

3

135000 MPa

13000 MPa

6410 MPa

0.3
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2.272 10  m

E

E

G

P

L

h

















 

 

  

  گاه ساده ورق کامپوزیت با تکیهمواد هندسه و مشخصات  -2شکل 
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اي  براي المان لایه Aجایی قائم در نقطه  نتایج جابه

نشان  2در جدول  و سایر مطالعات انجام شده معرفی شده

است. مقدار جواب تحلیلی بدست آمده براي   داده شده

که توسط  استمتر  میلی 901/0جایی در مرکز ورق  جابه

با استفاده از است. نتایج بدست آمده   ] گزارش شده20[ جونز

نشان دهنده دقت مناسب المان  ،مختلف هاي بندي شبکه

گاه  اي معرفی شده در حل مسئله ورق کامپوزیت با تکیه لایه

مقدار خطاي المان معرفی شده در پیش بینی . استساده 

  .استدرصد  55/0 برابر باجایی در مرکز ورق  جابه

به منظور درك بهتر عملکرد المان معرفی شده، مقادیر 

 xمربوط به حداکثر لنگر خمشی در مرکز ورق براي دو جهت 

است. مقادیر تحلیلی گزارش  نشان داده شده  3در جدول  yو 

به ترتیب برابر  yو  xشده براي حداکثر مقدار لنگر در جهت 

نز متر است که توسط جو نیوتن میلی 56/48و  61/60با 

  است.  ] گزارش شده20[

 ،شود مشاهده می 3با دقت در نتایج ارائه شده در جدول 

در محاسبه مقدار لنگر  یدقت قابل قبول ،المان معرفی شده

 در مرکز ورق دارد. میزان خطاي المان در محاسبه لنگر

به ترتیب  yو  xنسبت به جواب مرجع اعلام شده براي جهت 

  .استدرصد  58/0و  36/0

  

  گاه گیردار اي با تکیه سیلندر پوسته - 2- 3

اي از جنس ورق کامپوزیت نشان  سیلندر پوسته 3در شکل 

گاهی  است که از دو طرف محدود به شرایط تکیه  داده شده

. به ]21[ است  قرار گرفته Pو تحت فشار داخلی  استگیردار 

دلیل شرایط تقارن حاکم بر مسئله، تنها یک هشتم شکل 

  است.  قرار گرفتهمورد بررسی 

  

براي  Aمتر در نقطه  جایی قائم  برحسب میلی جابه - 2جدول 

  گاهی ساده ورق کامپوزیت با شرایط تکیه

  بندي شبکه  المان ارائه شده  ]19هوانگ و همکاران [

mm  851/0   mm 938/0  22  

mm  889/0  mm  911/0  44  

mm  895/0  mm  906/0  66  

  :مقدار مرجع 901/0 

  

متر در  حداکثر مقدار لنگر برحسب نیوتن میلی -3جدول 

  گاهی ساده براي ورق کامپوزیت با شرایط تکیه Aنقطه 

  المان ارائه شده  ]19هوانگ و همکاران [
  بندي شبکه

  xدر جهت   yدر جهت  xدر جهت   yدر جهت 

86/51  17/63  51/50  80/62  22  

19/50  26/61  26/49  24/61  44  

63/49  87/60  84/48  83/60  66  

  :مقدار مرجع  61/60  56/48    
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) براي مسئله wشکل شعاعی (مقدار حداکثر تغییر 

سیلندر با درنظر گرفتن دو نوع کامپوزیت متفاوت با استفاده 

محاسبه و به همراه نتایج مطالعات  شدهاز المان معرفی 

با است. این مقادیر   نشان داده شده 4پیشین در جدول 

رابطه  و به وسیلهمحاسبه  88بندي  استفاده از شبکه

( / ) 2
1w E h PR گزارش شده  یاند. مقدار تحلیل بعد شده بی

هاي متفاوت  براي دو نوع کامپوزیت با زاویه قرارگیري رشته

s]4)45/45-/45-/45([  وs]4)0/90/90/0([  و  96/1به ترتیب

. نتایج اند ] گزارش شده22[ لیو  هاسکه توسط  است 55/1

اي  نشان دهنده عملکرد مناسب المان لایه ،بدست آمده

هاي  پوزیت. مقدار خطا براي کاماستشده معرفی 

s]4)45/45-/45-/45[(  وs]4)0/90/90/0[(  و  5/1به ترتیب

 باشند. میدرصد  29/1

  اي با انحناي دوطرفه صفحه پوسته -3- 3

اي با انحناي  ، هندسه و مشخصات صفحه پوسته4در شکل 

است. این صفحه بخشی از گنبدي  دوطرفه نشان داده شده 

قرار گرفته  Pکامپوزیتی است که تحت بار گسترده یکنواخت 

  ].10است [

اي با انحناي دوطرفه، میزان  صفحه پوستهبراي مسئله 

ي معرفی ا تغییر شکل وسط صفحه با استفاده از المان لایه

شده محاسبه و به همراه نتایج مربوط به مطالعات گذشته در 

بندي  با استفاده از شبکهاست. نتایج  نشان داده شده  5جدول 

88  به منظور مقایسه بهتر به وسیله رابطه محاسبه و

( / ) 3 4
2w E h PL اند. مقدار مرجع تحلیلی  بعد شده بی

  شده  گرفته نظر در کامپوزیت نوع دو براي شده گزارش

  

  گاه گیردار اي با تکیه سیلندر پوستهحداکثر تغییرشکل  -4جدول 

  ها زاویه قرار گیري رشته  المان ارائه شده  ]23[ گاداديو  تاقی  ]21[ و منون کانت  مقدار مرجع

96/1  98/1  08/2  99/1  s]4)45/45-/45-/45[(  

55/1  59/1  63/1  57/1  s]4)0/90/90/0[(  
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  اي با انحناي دوطرفه صفحه پوستهمواد هندسه و مشخصات  -4شکل 
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s]3)0/90/0([  وs]4)0/90/90/0 و  622/0)] به ترتیب برابر با

] است. نتایج بدست آمده بیانگر عملکرد مطلوب 24[ 624/0

هاي کامپوزیت با  اي معرفی شده در تحلیل ورق المان لایه

انحناي دو طرفه است. مقادیر خطا براي دو نوع کامپوزیت 

s]3)0/90/0([  وs]4)0/90/90/0 و  32/0)] به ترتیب برابر با

  باشند. درصد می 31/0

  

گاه  اي با تکیه سیلندر پوستهتغییرشکل مرکز  - 5جدول 

  گیردار

مقدار 

  مرجع

 و گادادي تاقی

]23[  
  ها زاویه رشته  المان ارائه شده

622/0  619/0  624/0  s]3)0/90/0([  

624/0  622/0  626/0  s]4)0/90/90/0[(  

  

 گیري نتیجه -4

 به ها نوین در سازهاستفاده از مصالح  یکی از الزامات مهندسی

افزایش عمر  و سازي سبک، منظور افزایش سرعت ساخت

هاي کامپوزیت به  اخیرا استفاده از ورق .استمفید ساختمان 

مهندسان را به خود  بسیاري از اي توجه عنوان عناصر سازه

ها به منظور  به همین دلیل تحلیل این ورق .جلب نموده است

  شود.  ها یک نیاز اساسی محسوب می بینی رفتار دقیق آن پیش

 هاي غشایی و خمشی و در این تحقیق با ترکیب المان

اي،  اي محدود لایهاز مفاهیم حاکم بر روش اجز استفاده

کامپوزیت  يها ی جهت تحلیل عددي ورقالمانی چهارگره

یک المان  ،المان غشایی در نظر گرفته شده است.  ارائه شده

که توابع  استنامتقارن با درجات آزادي اضافی جدید غشایی 

 بندي آن استفاده شده معیار و تقریب متفاوتی در فرمول

است که  جایی است. تابع معیار استفاده شده از جنس جابه 

یابی  درجات آزادي اضافی پیچشی در آن با استفاده از درون

تابع تقریب  است.  هرضلع از المان به آن اضافه شدهروي 

که شامل  استاز جنس تنش المان غشایی معرفی شده 

. المان خمشی هاي تحلیلی تابع تنش ایري است جواب

که میدان  استانتخاب شده یک المان ورق ناسازگار 

جایی آن براساس مودهاي تغییرشکل مرتبه سوم  جابه

ارزیابی المان معرفی شده  است. به منظور  محاسبه شده

تعدادي مسئله استاندارد عددي انتخاب و عملکرد المان در 

حل این مسائل با نتایج تحقیقات گذشته و همچنین با 

است. نتایج بدست   مقایسه شده اعلام شده هاي مرجع جواب

اي معرفی شده در  آمده نشان دهنده دقت مناسب المان لایه

همچنین  ؛استرت گرفته مقایسه با سایر مطالعات صو

عملکرد المان به هندسه و شرایط مرزي  ،مشخص گردید

حداکثر میزان خطاي المان معرفی  مسئله حساسیت ندارد.

که این مقدار  استدرصد  5/1 در مسائل بررسی شده شده

نسبت  عملکرد مناسب المان معرفی شده  نشان دهنده ،خطا

  .استهاي ارائه شده در تحقیقات گذشته  به المان

   

  پیوست -5

  پیوست الف -1- 5

) 37) و (36یاب در روابطه ( جزئیات مربوط به تابع درون

  است:  نشان داده شده

  

  پیوست ب - 2- 5

مختصات کارتزین  رابطه بین مشتق دوم در مختصات محلی و

] 25رِدي [که جزئیات آن توسط  ) است38مطابق رابطه (

   است: بیان شده 
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