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  چکیده

شود. پوسته به صورت جدار نازك  چسبیده به آن بررسی می هوشمندهاي  در مقاله حاضر ارتعاشات آزاد پوسته مخروطی چرخان با وصله

ها به صورت جفت داخل و روي پوسته در نظر گرفته شده و همچنین معادلات سیستم از روش انرژي بدست آورده شده است. وصله

 -نظریه کلاسیک، روابط کرنشکنند. با استفاده از است و نقش سنسور و عملگر را در کنترل سازه بازي می چهارن هستند که تعدادشا

توابع زمانی مجهول مکانی معلوم و  توابعهاي حدس زده شده که در آنها کرنش هوك و در ادامه از طریق پاسخ-جایی لاو، روابط تنشجابه

ل حسن این روش عدم استفاده از اص بدست آمده است. ODEاست و همچنین معادله لاگرانژ، دینامیک حاکم بر سیستم به صورت 

 هاي طبیعی در دو حالت وجود و عدم وجود مواد هدفمندفرکانس جز به جز است. هايو انتگرال مشتق گیرينشدن در همیلتون و درگیر 

ها، شرایط مرزي و هاي قبلی مقایسه گردیده و پس از آن اثر سرعت دورانی، مساحت وصلهبا نتایج پژوهش و همچنین در دو شرط مرزي

  شود.روي فرکانس طبیعی بررسی می (پوسته و ماده هدفمند) ماده مدرج تابعی ضریب ناهمگنی هر دو

  .هوشمندمواد  ؛چرخان پوسته ؛نظریه کلاسیک ؛مخروطی مدرج تابعی :کلمات کلیدي
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Abstract 
In this paper, free vibrations of rotating conical shell with smart patches are investigated. Shell is 
considered as a thin-wall and equations of motion are obtained from the energy method. Patches are in 
pairs on the inner and outer shell and play role of sensor and actuator in control of the system. Number of 
these patches are four. Using classical theory, Love strain- displacement relations, stress-strain relations, 
and guessed answer with known Location functions and unknown time functions, and the Lagrange 
equation, governing equation of motion as ODE are obtained. The benefit of this method is the non-use of 
Hamilton's principle and get involved in differentiation and partial integrals. Natural frequencies with and 
without smart patches in two boundary conditions are compared with results of previous studies and then 
effect of angular velocity, patches area, boundary conditions and non-homogeneous index of both 
functionally graded material (shell and smart material) on natural frequency are investigated. 

Keywords: FGM Conical; Classical Theory; Rotating Shell; Smart Material. 
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  مقدمه -1

همچون هوافضا،  هاي دوار امروزه در صنایع پیشرفتهپوسته

موشکی و همچنین در سانتریفیوژها، مخازن مخلوط کننده، 

ها که در بعضی از محیط روتورها و ... کاربرد دارند. از انجایی

هاي دمایی بالا و یا بارهاي مکانیکی زیاد گرادیان ،ممکن است

توان از لذا نمی ؛با امکان ایجاد تمرکز تنش وجود داشته باشد

ها استفاده کرد. در این و یا حتی از کامپوزیتمواد همسانگرد 

 دهند.را نشان می زمان است که مواد مدرج تابعی کاربرد خود

 ي، در علم مواد به موادFGMبه اختصار  ای یمواد مدرج تابع

که به  شود یناهمگن گفته م يبا ساختار شرفتهیو پ دیجد

 يریگو جهت عیتوز ،ییایمیش باتیترک یجیتدر رییواسطه تغ

را در مناطق مختلف از  یچند بعد خواص متفاوت ای کیدر 

  .دهندیخود بروز م

هاي دوار از طرف دیگر ارتعاشات ناخواسته در سیستم

شود. یکی از راهکارهاي حذف بعضا باعث ایجاد خسارت می

ارتعاشات استفاده از کنترل فعال است که از طریق اضافه 

اما  ؛گیردتم انجام میکردن سنسور، عملگر و کنترلر به سیس

قبل از کنترل سیستم لازم است که ارتعاشات سیستم با 

هایی در وجود این مواد بررسی شود. در این زمینه پژوهش

  شود.دنیا انجام شده که چند نمونه در اینجا ذکر می

ارتعاشات آزاد استوانه مدرج  ،]1[ بیگلو و همکارانعلی 

سازي آنها بررسی کردند. مدلتابعی با دو لایه پیزوالکتریک را 

بر اساس تئوري سه بعدي الاستیسیته انجام شده و براي حل 

همچنین ؛ از دو روش تحلیل و نیمه تحلیلی استفاده کردند

... را روي ، عدد موج، طول و شعاع استوانه و اثر شرایط مرزي

 ،]2و همکاران [ یعارففرکانس طبیعی بررسی کردند. 

با  را مدرج تابعی ساندویچی ايپوسته استوانه آزادارتعاش 

نظریه مورد استفاده آنها مطالعه کردند.  یزوالکتریکپ هايیهلا

 ینروش گالرکبا  هاآنهمچنین  ؛برشی مرتبه اول بود

ی تبدیل و به معادلات معمول ی رامعادلات با مشتقات جزئ

 ،]3و همکاران [ يشکار کردند. سپس سیستم را بررسی

را بر اساس  کیزوالکتریپ هیات مخروط چرخان با دو لاارتعاش

مطالعه کردند. حل معادلات آنها بر  افتهیبهبود  یبرش هینظر

با هدف  یمعادلات با مشتقات جزئ ياساس گسسته ساز

به  ،]4و همکاران [ شنگ بود. ODEبه معادلات  دنیرس

مطالعه کنترل فعال پوسته استوانه مدرج تابعی پرداختند. آنها 

با استفاده از دو لایه پیزوالکتریک، نظریه برشی مرتبه اول و 

- هاي حرارتی و مکانیکی مدلهمچنین در نظر گرفتن تنش

سازي سیستم را انجام دادند. آنها کنترل را از روش پسخورد 

ثر تغییرات دما، جنس منفی سرعت انجام داده و در نهایت ا

پیزوالکتریک، بهره پسخورد و ... را روي سیستم بررسی 

با  یکنترل فعال پوسته مخروط ،]5و همکاران [ یل .کردند

آنها پوسته را مطالعه کردند.  یزوالکتریکپ هايتکهاستفاده از 

و پیزوالکتریک را به صورت همسانگرد در نظر گرفته و پس از 

 تکه 8 سازياشات، از طریق مدلهمگرا کردن پاسخ ارتع

تحلیل  ،]6[ عارفی کردند.سیستم را کنترل  پیزوالکتریک

میکروالاستیک با دو لایه  یک پوستهالکترواستاتیکی 

پیزوالکتریک را انجام داده است. این سازه روي یک بستر 

پاسترناك قرار گرفته و معادلات حاکم بر مسئله با استفاده از 

این تحقیق  تئوري مرتبه سوم برشی توسعه یافته است. در

، پتانسیل الکتریکی و تغییر شکل طول ،پارامترهایی نظیر

  ار گرفته است.سازه مورد بررسی قر

هاي هاي انجام شده براي پوستهبیشتر پژوهش

 است، هاي پیزوالکتریک انجام شدهساندویچی در حضور لایه

ساخت سازه براي طراح مهم باشد، در  يبحث اقتصاداما اگر 

هاي پیزوالکتریک براي باید به سمت اضافه کردن وصله

جفت  4ز براي همین منظور در این مقاله ا کنترل سازه رفت.

وصله پیزوالکتریک استفاده شده است، همچنین یکی دیگر از 

 خواص مدرج تابعی در نظر گرفتن ،هاي انجام شدهنوآوري

  ها است.این وصله

  

  سازيمدل -2

که در  شعاع متغیرشماتیک پوسته مخروطی جدار نازك با 

و نماي روبرو و در د 2و  1در اشکال  ،بیان شده است 1رابطه 

در حال چرخیدن  Ωشود که با سرعت  جانبی مشاهده می

حول محور خود است. مکان هر ذره در دستگاه مختصات 

 )� ,�,�( اي که در صفحه میانی پوسته قرار گرفته بااستوانه

همچنین چهار جفت سنسور و عملگر  ؛است مشخص شده

داخل و روي پوسته مدل قرار داده شده که ضخامت سنسور 

  .اندنشان داده شده �ℎو ضخامت عملگر با  �ℎبا 

 �بر اساس مختصات در راستاي  نیز هندسه پیزوالکتریک

نقاط ابتدایی و  ،شود. این مختصات شامل تعیین می �و 

 3انتهایی پیزوالکتریک در دو جهت ذکر شده است. در شکل 

       . سازي نمایش داده شده استپارامترهاي مورد نیاز براي مدل
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  چرخان یپوسته مخروط نماي جانبی - 1کل ش

  

  
  چرخان یپوسته مخروط نماي روبرو -2کل ش

  

  

  
  کیزوالکتریپ هندسه - 3شکل

را  کیزوالکتریپ ينقطه ابتدا و انتها ���و  ��� در این شکل

کمان  �� نیهمچن ؛دهد	یدر جهت مولد مخروط نشان م

سنسور و عملگر را مشخص  ییکمان انتها ��و  ییابتدا

  . کند یم

)1(  �(�)= � + ����(�) 

  

  جاییجابه-و روابط کرنش نظریه کلاسیک - 2-1

مختلف وجود سازي ورق و پوسته حداقل سه نظریه براي مدل

دارد که یکی از آنها نظریه کلاسیک است. بر اساس این 

، باید کمتر نظریه نسبت ضخامت به کوچکترین شعاع پوسته

هاي عرضی و نرمال صفر فرض همچنین کرنشباشد،  05/0از 

�) ]7[ شود می
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  روابط تنش، کرنش و میدان الکتریکی -2-2

میدان الکتریکی  -جایی الکتریکیجابهکرنش و  -روابط تنش

  :]9[ براي پوسته و پیزوالکتریک به صورت زیر است
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اي را براي پوسته و  دو سطر اول تنش و کرنش صفحه

دهد. سطر بعدي مربوط به پوسته است  پیزوالکتریک نشان می

ارتباط بین تنش و کرنش را برقرار  �Cکه ماتریس سفتی 

علاوه بر تنش و کرنش، ارتباط بین  آخر نیز کند. در سطر می

بیان پیزوالکتریک  جایی الکتریکی میدان الکتریکی و جابه

       ،1ماتریس تاثیر پذیري eماتریس سفتی،  �Cشده است. 

ζ  2ماتریس دي الکتریک ،E  جایی  ابهج �میدان الکتریکی و

) 4رابطه ( شکلبه  که همگید. ده الکتریکی را نشان می

  :]10و  5[ هستند
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همچنین با توجه به اینکه مدل سازي پیزوالکتریک نیز مانند 

جایی و میدان الکتریکی در دو توان از جابهمی ،پوسته است

هاي فوق به  بنابراین ماتریس ؛صرف نظر کرد �و  �جهت 

  :]5[ شوندصورت زیر بازنویسی می
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1 Effective 
2 Dielectric 

با توجه به نازك در نظر گرفتن پیزوالکتریک، میدان 

توان بدون تعریف تابع پتانسیل الکتریکی تنها الکتریکی را می

  :]5[ دانستوابسته به ولتاژ و ضخامت عملگر 
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  مواد خواص تعریف - 2-3

تابع تغییرات خواص پوسته و پیزوالکتریک به صورت توانی در 

نظر گرفته شده است. خواص پوسته در جهت ضخامت بین 

دو ماده در حال تغییر است و شروع تغییرات خواص 

 از یک ماده همسانگرد است. روابط به صورت پیزوالکتریک

  :]11و  2[) است 8(
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به ترتیب مربوط  �و  �اندیس  مربوط به پوسته و fاندیس 

دو پارامتر  ،همانطور که مشخص است ،فلز است به سرامیک و

چگالی و مدول الاستیسیته پوسته در راستاي ضخامت متغیر 

همچنین دو سطر بعدي تغییرات خواص مکانیکی و  ؛است

نیز به ترتیب  � و �دهد. می نشانالکتریکی پیزوالکتریک را 

بیانگر ضریب ناهمگنی ماده مدرج تابعی پوسته و 

 2[آنها به ترتیب از صفر تا بی نهایت و که پیزوالکتریک است 

. نکته قابل ذکر آنکه نسبت ]12[ توانند تغییر کنندمی ]-2،

  در پوسته ثابت در نظرگرفته شده است. (�) پواسون

  

  هاي سیستمانرژي -2-4

ها، براي بدست آوردن معادلات ارتعاشی از در اکثر پژوهش

شود. این انتخاب به دلیل آسانتر روش انرژي استفاده می
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 ،بودن و داشتن یک روند منطقی آن نسبت به روش مشابه

یعنی نیرویی است. انرژهاي کرنشی و جنبشی در تمام 

هاي الاستیک وجود دارد. حال اگر سیستم حول سیستم

شود. در انرژي تنش محیطی نیز اضافه می ،محور خود بچرخد

  شود.رژي ارائه میاین بخش نحوه محاسبه این سه ان

انرژي کرنشی پوسته برابر است با حاصل ضرب بردار 

. براي عملگر یک ترم الکتریکی که ]13[تنش در بردار کرنش

اما براي  ،در انتگرال انرژي اضافه خواهد شد ،همان ولتاژ است

سنسور از تاثیر ولتاژ آن (سنسور) روي خودش صرف نظر می

شود لذا فقط به عنوان یک جرم اضافه در نظر گرفته می ،شود

  است:) 9(. روابط به صورت ]14[
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)9(  �� = �(�)������ 

سنسور و انرژي جنبشی نیز باید براي پوسته، عملگر 

است با این تفاوت  برابرمحاسبه شود. روش محاسبه هر سه 

با این تفاسیر که چگالی پوسته با پیزوالکتریک فرق دارد. 

  :]15[ خواهد بود) 10(روابط به صورت 

�� =
1

2
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جایی و موجود در انرژي جنبشی به بردار جابهسرعت 

 گردد:بیان می) 11(سرعت دورانی وابسته است که به صورت 

��⃗ = ��̇⃗+ ��⃗ × ��⃗ 

��⃗ = ��̂+ ��̂+ � �� 

)11(  ��⃗ = −� ���(�)�̂+ � ���(�)�� 

این انرژي  ،گام آخر محاسبه انرژي تنش محیطی است

سنسور و عملگر نیروي گریز است براي پوسته،  آنکه علت 

همان نیروي کشش حلقوي  �� بیان شده است. 12در رابطه 

است که با نوشتن رابطه تعادل در جهت شعاعی پوسته 

 .]15[آید  بدست می

�� = ��(�)Ω
��(�)�   →    �

�

� �
�      �= �.�.� 
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2
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��ترم 
در واقع کرنش ایجاد شده توسط این نیرو را  �

  :]16،15[ دهد که به صورت زیر استنشان می

��
� =

1

�(�)�
��
��

��
�
�

+ �
��

��
+ ����(�)+ ����(�)�

�

 

                                                                       + �� −
��

��
�
�

� 

)13(    

در این بخش به ترتیب  ��و  ��نکته قابل ذکر آنکه 

دهد و حدود هاي سنسور وعملگر را نشان میتعداد وصله

هاي پیزوالکتریک نیز هاي روي سطح و ضخامت وصلهانتگرال

  مشخص شده است. 3و رابطه  2در شکل 

  

  معادلات حاکم بر سیستم - 2-5

      نیاز است کهبراي بدست آوردن معادلات در این مقاله، 

      ، بنابراین پاسخمعلوم باشدتوابع شکل مود سیستم 

در نظر گرفته ) 14رابطه (سیستم به صورت  ارتعاشات

  :]16[ شود می

�(�.�.�)= � � [��
�� (�)�����
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���
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� ��

− ��
�� (�)�����]�� (�)     

�(�.�.�)= � � [��
�� (�)�����
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� ��

+ ��
�� (�)�����]�� (�) 
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� (�.�.�)= � � [��
�� (�)�����

�

���

�

� ��

− ��
�� (�)�����]� � (�) 

)14(    

معلوم  ،شود که توابع شکل مودمشاهده می 14در رابطه 

همچنین  ؛و توابع زمانی، مجهول و مستقل از یکدیگر هستند

دو تابع زمانی مجهول در نظر گرفته شده  متغیربراي هر 

��است. سه تابع  (�) ،�� � و (�) � وابسته به شرایط  (�)

مرزي اعمالی است. در این پروژه چهار شرط مرزي بررسی 

  :]8[ شودمی

�� (�)= ������ (
�� �

)+ �����ℎ(
�� �

)� 

)15(          + �� ������ (
�� �

)+ �����ℎ(
�� �

)� 

��( و سر سادهد - 1 − ��(:  

  �(�)= cos�
���

� 

)16(  �(�)= � (�)= ����
���

� 

��)سر گیردار  دو - 2 − ��):  

�(�)= �(�)= � (�)= �� (�) 

�� = �� = −1   .    �� = �� = 1 

���(�� )���(�� )= 1 

)17(  �� =
���ℎ(�� )− ���(�� ) 

���(�� )− ���ℎ(�� )
 

��) آزاددو سر  - 3 − �� ):  

�(�)= �(�)= � (�)= �� (�) 

�� = �� =  �� = �� = 1 

���(�� )���(�� )= 1 

)18(  �� =
���(�� )− ���ℎ(�� ) 

���ℎ(�� )− ���(�� )
 

��) آزاد -گیردار  - 4 − ��):  

�(�)= �(�)= � (�)= �� (�) 

�� = �� = 1   .    �� = �� = −1 

���(�� )���(�� )= −1 

)19(  �� = − �
���(�� )+ ���ℎ(�� ) 

���(�� )+ ���ℎ(�� )
� 

 

سیستم از  21و  20در روابط  14با قرار دادن رابطه 

آید. در این حالت به حالت پیوسته به صورت گسسته در می

راحتی با استفاده از معادلات لاگرانژ و بدون استفاده از اصل 

دینامیک حاکم  ،هاي آنهمیلتون و درگیرشدن در پیچیدگی

  :]16[ آید بر سیستم ارتعاشاتی بدست می

)20(  �� = �� + �� + �� + ��� + ��� + ��� 

)21(  �� = �� + �� + �� 

�

��
 �
��

��̇�
�−

��

���
+
���
���

= 0               �= 1.2.3… 6 

)22(   

� �̈ + ��̇ + �� + ���� = 0 

� = {��
��  .��

��  .��
�� .  ��

��  .  ��
��  .��

�� }�  

)23(  �� = {��� .��� .��� .  ���}
�  

 �آید. به این ترتیب شش معادله درجه دوم به دست می

ماتریس ضریب  ��و  ژیروسکوپماتریس  �ماتریس جرم، 

ماتریس سختی و ناشی از  �همچنین  ؛ولتاژ عملگر است

که  ژیروسکوپانرژي کرنشی و تنش محیطی است. ماتریس 

هاي به صورت پادمتقارن، ماتریس ،ناشی از چرخش است

   سختی و جرم به صورت متقارن خواهند بود. از طرفی 

یعنی همان  ،وجود عملگر باعث ظاهر شدن ترم ناهمگنی

شود. براي بدست آوردن در معادله می) ��( ولتاژ خارجی

را به فرم فضاي حالت  توان معادلاتفرکانس طبیعی می

 :]14[نوشت 

�⃗ = �
�⃗

�̇⃗
�       →       �̇⃗= �� + ����        

→ � = � 0 �
−� ��� −� ���

�       �� = �
0

−� ����
� 

)24(    

 ،سازي شده استکه سیستم به طور خطی مدل از آنجایی

تواند روي فرکانس طبیعی در حالتی لذا عامل خارجی نمی

که حلقه کنترلی وجود ندارد. به همین دلیل  اثرگذار باشد

بنابراین فرکانس  ؛شوددر این بخش حذف می ����ترم 

  شود:محاسبه می) 25رابطه (طبیعی به صورت 
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)25(  �� = ���(�)  →   � = � ± ��  →   � = 0 

   لازم به ذکر است آید. قسمت حقیقی صفر بدست می

که در هر مود ارتعاشاتی شش فرکانس مجزا وجود دارد که 

عنوان پسرو شناخته  سه فرکانس به عنوان پیشرو و بقیه به

  .]17[شوند می

  

  بحث و نتایج -3

سازي و در این بخش ابتدا به منظور حصول اطمینان از مدل

دار با وابط، فرکانس طبیعی بی بعد و بعددرستی استخراج ر

 د.شونتایج مراجع مختلف در دو شرایط مرزي مقایسه می

  شود.استفاده می 26سازي از رابطه  براي بی بعد

�∗ = ���
�(1 − ��)

�
 

�� = ����
�(1 − ��)

�
    

)26(  �� = ����
�(1 − ��)

�
 

فرکانس طبیعی بی بعد مخروط  1نخست در جدول 

 ]18[مرجع  نتایجبا  بدون پیزوالکتریک چرخان همسانگرد

نتایج این جدول انطباق خوب دو روش شود.  میمقایسه 

ی که در این پژوهش استفاده شده و روش عددي تحلیل

را نشان مربعات دیفرانسیلی تعمیم یافته، براي حل معادلات 

  دهد.می

مرزي دو سر گیردار است.  شرطمقایسه بعدي در مورد 

فرکانس طبیعی مخروط غیرچرخان همسانگرد  2در جدول 

  مقایسه شده است. ]8[با نتایج مرجع 

هاي طبیعی یک استوانه غیرچرخان با در ادامه فرکانس

   دو لایه پیزوالکتریک که داخل و روي پوسته گسترانیده 

هاي مختلف و در شرط مرزي دو سر ساده رسم  �اند در شده

که اطلاعات نمودار آن توسط نرم افزار  ]2[گردیده و با مرجع 

   4ی به شکل با نگاهاستخراج شده مقایسه گردیده است. 

فهمید که دو نمودار کاملا روي هم منطبق هستند و توان می

هاي بسیار کوچک ناشی از خطاي انسانی در استخراج اختلاف

. لازم به ذکر است که اطلاعات نمودار مرجع مورد نظر است

در  براي این مقایسه هاي هندسیخواص مکانیکی و نسبت

  مرجع مورد به طور واضح بیان شده است.

ی پارامترهاي مختلف پوسته و در گام بعدي به بررس

        شود. قبلپیزوالکتریک روي فرکانس طبیعی پرداخته می

، خواص مکانیکی و پوسته از آن باید خواص مکانیکی

هاي هندسی نسبت همچنین و الکتریکی پیزوالکتریک

نشان داده  5تا  3در جداول  همگی د کهنمشخص شده باش

در نمودارهایی که عدد  ،. لازم به ذکر است]19و  2[ اندشده

�( موج ذکر نشده منظور مود اول ارتعاشات = 1.� = 1( 

  است.

  

فرکانس طبیعی بی بعد مخروط چرخان همسانگرد  - 1جدول 

� شرایط مرزي با − �   

� = 30°  .  ℎ �⁄ = 0.01 . �⁄ = 6  .  � = 1 .  � = 0.3 .  Ω∗ = 1  

4  3  2  1  �  � 

3797/0  3362/0  4095/0  6692/0  ��� [18] 

 ��  3828/0  3366/0  4005/0  6806/0  ������� 

82/0 % 12/0 % 2/2- %  7/1 % ����� 

4538/0 4308/0 5320/0 8116/0 ��� [18] 

 �� 4545/0 4278/0 5212/0 8388/0 ������� 

15/0 % 7/0- % 0/2- % 3/3 % ����� 

  

  
فرکانس طبیعی اول استوانه غیرچرخان در مقایسه  -4شکل 

� مرزي شرط −  ]2[ مرجع با پیزوالکتریک لایه دو همراه به �
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� فرکانس طبیعی بی بعد مخروط غیرچرخان همسانگرد با شرایط مرزي - 2جدول  − �  

����(�) �⁄ = �. �  .  � �⁄ = �. ��  .   � = �.�  .  � = �  .   �∗ = �  

� = �� � = �� 
�  

����� [8] ������� ����� [8] ������� 

76/0%  6449/0  6498/0  4/1%  8452/0  8576/0  1 

8/2%  5568/0  5726/0  9/3%  6803/0  7072/0  2 

7/3%  4818/0  4997/0  4/4%  5553/0  5797/0  3 

2/3%  4361/0  4501/0  1/3%  4778/0  4927/0  4 

8/1%  4202/0  4279/0  89/0%  4395/0  4434/0  5 

  

 خواص مکانیکی پوسته -3 جدول

� � (
��

� �
) � (���)   

33/0  3800  380  �����  

33/0  2700  70  ��  

 

���) خواص پیزوالکتریک -4 جدول − �)  
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7800 62/5  2/5-  2/5-  6/30  8/77  139 

  

  هاي هندسینسبت - 5جدول 
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طبیعی  هايپس از اعتبار سنجی، به بررسی فرکانس

در سه شکل شود. نخست اثر عدد موج محیطی  پرداخته می

 ،شودشود. همانطور که مشاهده میبررسی می 7تا  5

هاي دوم و سوم مودهاي مختلف کاملا روند صعودي فرکانس

      ؛داشته و تغییرات سرعت چرخش نیز روي آنها اثر ندارد

شود اما براي فرکانس طبیعی اول یه نقطه کمینه مشاهده می

  همچنین  ؛شود جاجابه دورانی سرعت تغییر با تواندمی که

  
براي    (�)  و (�)طبیعی اول بر حسب  فرکانس - 5شکل 

� شرط مرزي − �    

  

  
براي    (�)  و (�) بر حسب دومفرکانس طبیعی  - 6شکل 

� شرط مرزي − �    
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هایی موجود در اختلاف بین فرکانس پیشرو و پسرو بی نظمی

. لازم به ذکر است که خط استبه دلیل وجود پیزوالکتریک 

و خطوط ممتد فرکانس پسرو را نشان  ها فرکانس پیشروچین

  دهند.می

روي  و پیزوالکتریک تغییرات ضریب ناهمگنی پوسته

ترسیم شده است.  10تا  8در اشکال  هاي طبیعی فرکانس

بودن هر سه فرکانس طبیعی بر اثر  اولین نکته، کاهشی

که به دلیل کاهش سختی نسبت به جرم  است �افزایش عدد 

که این خود به دلیل بزرگتر شدن افتد میاتفاق  سیستم

نسبت انتگرال سختی به انتگرال چگالی در طول ضخامت 

   ]-2، 2[ نیز، � تغییرات محدوده است. � افزایش با پوسته

  

 
براي   (�)  و (�) بر حسب سومفرکانس طبیعی  -7شکل 

� شرط مرزي − �    

  

  
شرط براي  (�)و  (�) فرکانس طبیعی اول بر حسب - 8شکل 

�مرزي  − �    

 ،ه سمت مثبت نیزاست که با حرکت این عدد از منفی ب

  یابد. فرکانس طبیعی کاهش می

که  بعدي ضخامت پیزوالکتریک استمهم  پارامتر

توان با معرفی یک پارامتر بی بعد تاثیر آن را روي فرکانس  می

نسبت ضخامت  مقالهطبیعی بررسی کرد. در این 

 انتخابپیزوالکتریک به ضخامت پوسته تحت همین عنوان 

 هايشده است. با تغییر این عدد از صفر تا یک روند فرکانس

  بررسی شده است. 13تا  11در اشکال  طبیعی

���افزایش ضخامت پیزوالکتریک (از نوع  − باعث  ،)4

کاهش هر سه فرکانس طبیعی شده است. در طرف دیگر، سه 

  نمودار که گرفته قرار بررسی مورد پیزوالکتریک مختلف نوع
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براي  (�)و  (�)بر حسب  سومفرکانس طبیعی  -10شکل 
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هر سه به دلیل صفر بودن ضخامت پیزوالکتریک در ابتداي 

دو پیزوالکتریک  منطبق است. خواصنمودار روي هم 

��� − ���و  4 − به همین  ،به یکدیگر نزدیک است �5

 همچنین ؛جهت اختلاف نمودار این دو بسیار اندك است

نسبت به دو  ����������� به شیب کاهشی نمودار مربوط

یگر کمتر است. این شیب در فرکانس دوم کم شده و در نوع د

را  شود. چرایی این روندفرکانس سوم روند کاملا معکوس می

به ترتیب در بیشتر و کمتر بودن ماتریس سفتی و  توانمی

از ماتریس سفتی و  �����������چگالی پیزوالکتریک 

  دید.چگالی دو نوع دیگر 

   

  
و  (�/��) اول بر حسب نسبتفرکانس طبیعی  - 11شکل 

�پیزوالکتریک براي شرط مرزي  جنس − �  

  

  
و  (�/��) بر حسب نسبت دومفرکانس طبیعی  - 12شکل 

�پیزوالکتریک براي شرط مرزي  جنس − �  

به همراه  طول پیزوالکتریکاثر  16تا  14در نمودارهاي 

هاي بر فرکانس آن در جهت مولد مخروط، محل قرارگیري

طبیعی بررسی شده است. لازم به ذکر است که تمام 

ها هم اندازه هستند. با توجه به مختصات در نظر پیزوالکتریک

طول و محل قرارگیري پیزوالکتریک به نصف  ،گرفته شده

  صورت زیر است:

)27(  �� =
��� − ���

2
 

)28(  �� =
��� + ���

2
 

  

  
و  (�/��) بر حسب نسبت سومفرکانس طبیعی  -13شکل 

�پیزوالکتریک براي شرط مرزي  جنس − �  

  

  
براي  ����و  ����� فرکانس طبیعی اول بر حسب - 14شکل 

�شرط مرزي  − �  
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فرکانس هر سه  کاهش یافتن با توجه به این سه نمودار،

بنابراین با افزایش طول  ؛مشاهده کردتوان میطبیعی را 

سختی سیستم  ، نسبت جرم بهمولدپیزوالکتریک در راستاي 

 14ثنا نیز وجود دارد. در نمودار یابد. البته استافزایش می

��که پیزوالکتریک در  هنگامی = از یک  ،قرار دارد  �0.5

ی اول با شیب اندکی طول خاصی به بعد روند فرکانس طبیع

  افزایشی است.

و  مربوط به پیزوالکتریک پارامتر چند ،سعی شد تا اینجا

بررسی شود تا اثر هر یک روي فرکانس طبیعی  پوسته

هاي مشخص شود. در این قسمت اثر اضافه شدن وصله

طبیعی بدست  فرکانسپیزوالکتریک روي سیستم بررسی و 

 مقایسه سیستم در پیزوالکتریک وجود عدم حالت با آمده

بر در مود اول  طبیعی هايشود. نخست تغییرات فرکانسمی

براي  19تا  17ضخامت پوسته که در نمودارهاي تغییرات اثر 

؛ شودشرط مرزي دو سرساده ترسیم شده تجزیه و تحلیل می

   هاي مختلف رسم شده است. �همچنین این نمودار در 

  مشخص است که هر  19تا  17با توجه به نمودارهاي 

  ثابت پیزوالکتریک وجود دونب حالت در طبیعی فرکانس سه
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در دو  �/�بر حسب نسبت  سومفرکانس طبیعی  - 19شکل 

�شرط مرزي  درحالت وجود و عدم وجود پیزوالکتریک  − �  

  

که سنسور و عملگر به سیستم اضافه  اما هنگامی است؛ مانده

شده شیب تغییرات از صفر فاصله گرفته و روند صعودي به 

گیرد. دلیل ثابت ماندن فرکانس طبیعی در حالت خود می

چرخش اول آن است که جرم و سختی و دمپینگ ناشی از 

سیستم متناسب با یکدیگر افزایش یافته و لذا باعث عدم 

تغییر در فرکانس طبیعی شده است. علت روند صعودي در 

حالت دوم نیز ثابت و افزایشی بودن جرم و سختی و دمپینگ 

اي که هرچه به گونه ،به ترتیب در پیزوالکتریک و پوسته است

 نسوي فرکاتاثیر پیزوالکتریک ر ،شود ضخامت پوسته بیشتر

طبیعی کمتر شده، بنابراین فرکانس طبیعی سیستم با 

سنسور و عملگر، به فرکانس طبیعی بدون پیزوالکتریک 

  شود.نزدیک می

 شرایط مرزيبعدي مقایسه سرعت بحرانی در  حالت

در دو حالت وجود و عدم  21و نمودار  20مختلف بین نمودار 

دورانی معمولا . با افزایش سرعت استکتریک لوجود پیزوا

این  .یابدفرکانس پیشرو کاهش و فرکانس پسرو افزایش می

 .افزایش اختلاف به دلیل افزایش نیروي کریولیس است

هش فرکانس پیشرو تا صفر شدن مقدار آن ادامه پیدا کا

شود، سرعتی که در آن فرکانس پیشرو صفر می کند می

در این حالت سیستم ناپایدار  سرعت بحرانی نام دارد که

  .شود می

وي اثر پیزوالکتریک ر 21و  20با توجه به نمودارهاي 

دیگر روند دو  طرفاز سیستم، کاهش سرعت بحرانی است. 

  تغییري  باعث پیزوالکتریک لذا ،بوده شبیه یکدیگر به نمودار

  
مرزي بدون حضور  در چهار شرطسرعت بحرانی  -20شکل 

  پیزوالکتریک  
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حضور  درمرزي  سرعت بحرانی در چهار شرط - 21شکل 
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 ؛ همچنین مشاهدهخطوط نشده استقابل ملاحظه در شیب 

در دو شرط مرزي دو سر و پسرو  پیشرو شود که فرکانس می

   برابر شده است. به  همدر نقاطی با ساده و دو سر گیردار 

   که سیستم در آن  گفته شده 1نقطه واگراییاین نقطه، 
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  این نقطه  .]20[ شودناپایدار و به سرعت تخریب می کاملاً

اضافه شدن پیزوالکتریک در سرعت چرخش نیز در اثر 

هاي افتد. باید ذکر شود که تغییر نسبتتري اتفاق می پایین

هندسی در این دو نمودار به دلیل بهتر نشان دادن سرعت 

  بحرانی است.

  

  گیري نتیجه -4

 ارتعاشات آزاد پوسته مخروطی چرخان با در این مقاله 

ه آن بررسی شد. ی از جنس مواد هدفمند چسبیده بیهاوصله

خواص پوسته و ماده هوشمند به صورت مدرج تابعی در نظر 

ها داخل و روي پوسته به سیستم اضافه گرفته شده و وصله

سازي سیستم با استفاده از نظریه کلاسیک اند. مدل شده

با استفاده هاي محاسبه شده سیستم انرژي. است انجام شده

- و میدان الکتریکیجایی جابه-کرنش، کرنش-از روابط تنش

جایی پوسته بازنویسی جایی الکتریکی بر حسب جابهجابه

   سیستم پیوسته به گسسته تبدیل  در مرحله بعد و شدند

در نهایت از طریق معادله لاگرانژ، معادلات حاکم بر شد. 

انجام شده، سپس سنجی سیستم بدست آمد. در ادامه اعتبار

زوالکتریک، همچنین تاثیر پارامترهاي مختلف پوسته و پی

ی بررسی و نتایج زیر حاصل مرزي روي فرکانس طبیعشرایط 

  شد:

هاي طبیعی اختلاف مقدار پیشرو و پسروي فرکانس - 1

دوم و سوم اندك است و این به دلیل عدم تاثیر 

پذیري این دو از عامل به وجود آورنده دو بخش 

شدن فرکانس طبیعی، یعنی نیروي کریولیس 

 است.

ش عدد موج محیطی ابتدا باعث کاهش و سپس افزای - 2

اما روند  ؛شودافزایش فرکانس طبیعی اول می

 هاي دوم و سوم کاملا صعودي است.فرکانس

تغییرات ضریب ناهمگنی لایه مدرج تابعی پوسته و  - 3

پیزوالکتریک رابطه مستقیمی با هر سه فرکانس 

  طبیعی دارد.

تاثیر  ،هرچه ضخامت پوسته بیشتر شود - 4

 شود.پیزوالکتریک روي سیستم کمتر می

علاوه بر سرعت بحرانی، سرعت دیگري نیز وجود  - 5

 ،نام آن شود،میناپایدار  در آن سیستم دارد که 

 است.سرعت واگرایی 
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