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  چکیده

هاي هدف پژوهش حاضر بررسی پاسخ استاتیکی و دینامیکی میکروتیرهاي غیرخطی هندسی ساخته شده از مواد تابعی مدرج در سیستم

جـایی در ایـن   جابـه -خدمت گرفتن رابطه غیرخطی کرنش . بدین منظور، با بهاستبا هر دو الکترود متحرك  (ممز) میکروالکترومکانیکی

در ادامـه بـا اسـتفاده از    حرکت سیستم با استفاده از اصل همیلتون استخراج شـده و   کارمن، معادلهها براساس تئوري غیرخطی فونسازه

هاي رو با نتایج موجود در ادبیات براي سیستمهاي استاتیکی و دینامیکی پژوهش پیششود. یافتهحل می دار گلرکینوزن روش باقیمانده

چه از هاي با هر دو الکترود متحرك نیز با آنحاضر براي سیستم استاتیکی و دینامیکی شوند. نتایجبا یک الکترود متحرك اعتبارسنجی می

گـذاري  صورت موفقیت آمیزي صحهمقایسه شده و بهآید، بدست میافزار تجاري کامسول ي اجزاء محدود در نرمبعدسازي سهطریق شبیه

صورت تابعی مدرج و اینرسی بـر پاسـخ غیرخطـی    تغییر جنس مواد به تأثیر بر گردند. در ادامه، اثر متحرك بودن هر دو الکترود علاوهمی

قابلیت حرکـت هـر دو الکتـرود     در صورت اختلاف پتانسیل کشیدگی گیرچشم کاهشگیرد. نتایج حاکی از مورد بررسی قرار می ،سیستم

 .است

  داري کشیدگی.ناپای ؛مواد تابعی مدرج ؛رفتار غیرخطی هندسی ؛توانایی حرکت هر دو الکترود ؛ممزکلید واژگان: 
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Abstract 
The objective of the present paper is to investigate the static and dynamic responses of geometric non-
linear micro-beams, which are made of functionally graded materials, in double-movable-electrode 
micro-electro-mechanical systems (MEMS). To do so, employing the non-linear strain-displacement 
relation in such structures based on the von Kármán theory, the governing equations of motion have 
been obtained by Hamilton’s principle and then solved through the Galerkin weighted residual method. 
The static and dynamic findings of the present work have been verified by those available in the 
literature for single-movable-electrode systems. The present static and dynamic results for double-
movable-electrode systems have also been compared and successfully validated by those obtained 
through 3-D finite element simulations carried out in COMSOL commercial software. At the rest of the 
paper, aside from the influence of the movability of both electrodes, the inertia and material graduation 
effects on the non-linear response of the system have been investigated. The results reveal that the 
movability of both electrodes drastically reduces the pull-in voltage of the system. 

Keywords: MEMS; Movability of Both Electrodes; Geometric Non-Linearity; Functionally Graded 
Materials, Pull-In Instability. 
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  مقدمه -1

 عنوان به مدتاًع 1)ممز( میکروالکترومکانیک هايتمسیس

 توانایی .گیرندیم قرار استفاده مورد محرك و یا حسگر

 هتوسع در مهمی ویژگی تراشه یک روي سازيیکپارچه

 تأثیر هاآن عملکرد بر که است هاسیستمن ای تکنولوژي

  .]1[ دارد ییبسزا

 زمیمکان کیبه عنوان  یکیالکتر از جریان این ابزارهادر 

 نیاز مهمتر. ]2[ دشو ه میاستفاد کننده کنترل ایو  محرك

ناپایداري کشیدگی اشاره  توان بهمی ممز مرتبط با يهادهیپد

و  ]3[ بار توسط ناتانسون نخستین ناپایداري کشیدگی .کرد

ن پدیده هنگامی رخ . ایگزارش شد 1968در سال  ]4[ تیلور

دهد که اختلاف پتانسیل ورودي به سیستم از یک مقدار می

کشسان  بحرانی بیشتر شود. در این حالت نیروي برگرداننده

توان غلبه بر نیروي غیرخطی الکترواستاتیک را نداشته و 

        ناگهان با افزایش ولتاژ ورودي، الکترودها به یکدیگر 

مقدار اختلاف پتانسیلی که باعث چسبند. به کوچکترین می

د، ولتاژ کشیدگی اطلاق شوبوجود آمدن این ناپایداري می

 صورتتواند هم بهمی ناپایداري کشیدگی .]5[ شودمی

 اعمال تدریجی صورت دینامیکی رخ دهد. بااستاتیکی و هم به

 اثرات توان ازمی سیستم به الکتریکی پتانسیل اختلاف

 ناپایداري در این شرایط .]6[ دکر نظر صرف اینرسی

حالات نیز  سایر دهد. دراستاتیکی رخ می صورتکشیدگی به

- که نتوان از اثرات اینرسی صرف نظر نمود، این ناپایداري به

 .]7[ پیونددصورت دینامیکی به وقوع می

یابی به دست  میکروالکترومکانیکی سازه کدر ی

اي و الکتریکی مورد نظر، از اهمیت ویژه یکیمکان اتیخصوص

یابی به تمام دلیل دشواري دستبه .برخوردار است

مواد از  واحد، استفاده مورد نظر در یک ماده اتیخصوص

که نخستین بار در سال  شوند می پیشنهاد 2مدرج تابعی

نوع واد این م .]8[ توسط محققان ژاپنی معرفی شدند 1984

 فازچند  ایدو  بیترک ازکه  هستندها تیاز کامپوز یاصخ

و دهنده  لیفاز تشک این مواددر  ند.شویساخته م مختلف

در  صورت تابعی مدرجبه ،و الکتریکی یکیمکان اتیخصوص

به  یاز سطح ،)سازهخاص (معمولاً در جهت ضخامت  یجهت

  .]9[ ندکنیم رییتغ گریسطح د

                                                             
1 MEMS 
2 Functionally Graded Materials 

 جنس تغییرگران بسیاري به بررسی تأثیر پژوهشتاکنون 

بر  بزرگ هايجابجاییج و مدر تابعی صورتبه سازنده هماد

اند. این پرداخته متحرك الکترود یک با ییهاسیستمپاسخ 

- تشکیل دهنده در اینگونه سیستم میزان توجه به جنس ماده

ها چه از لحاظ اقتصادي و چه از آن نشان از اهمیت ویژه ،ها

ریکی مورد نظر یابی به خصوصیات مکانیکی و الکتلحاظ دست

هاي انجام شده پیرامون پژوهش دارد. بدین منظور در ادامه

هاي ساخته شده از مواد تابعی مدرج به طور خلاصه سیستم

 بررسی خواهند شد.

به بررسی ساختارهاي هوشمند  ]10[ و همکارانش بیرق

ها میکروتیري ساخته شده پرداختند. سیستم مورد بررسی آن

ها بود. آن کیالکترزویپ هیلادو با همراه  از مواد تابعی مدرج

رفتار مکانیکی سیستم  براي بررسی یلیتحل حل راه ،توانستند

همچنین رفتار مکانیکی سیستم براساس تغییر ؛ کنندارائه 

توزیع مواد در راستاي ضخامت براساس تغییرات کسر 

اثر  ]11[ یکان و لدر این پژوهش بررسی شد.  3حجمی

 هاي بزرگ را بر پاسخ غیرخطی یک میکروتیرجاییجابه

پژوهش حاکی از تفاوت قابل این  جینتابررسی کردند. 

میکروتیرهاي ساخته شده از در  یتنش خمش عیتوز ملاحظه

همگن  و میکروتیرهاي ساخته شده از ماده مواد تابعی مدرج

مدرج پلی کریستالین اس اي جی  هیلا کیاستفاده از بود. 

خصوصیات مکانیکی و الکتریکی به  یابیدست منظوربه 4اي

 و مهتا تروویوتوسط  میکروالکترومکانیکی در یک سیستم

- نهیبه همچنین و فیتوص ها در جهتشد. آن شنهادیپ ]12[

هاي سیستم بکار رفته در مدرج يهاهیکرنش لا بیش يساز

داده و نتایج  انجام یتجرب مطالعهمیکروالکترومکانیکی نیز 

 يداریناپا ،]13[ شو همکاران حسنیان .دادند مربوطه را ارائه

 انیجر تولید شده توسط یدگی را تحت تأثیر گرمايکش

کردند.  یبررسسیستم میکروالکترومکانیکی  کیدر  یکیالکتر

در این پژوهش مشاهده شد که میزان ولتاژ کشیدگی با تغییر 

 ،]14[ توزیع مواد تغییر خواهد کرد. جیا و همکارانشدر نوع 

مدلی تحلیلی را براي میکروتیرهاي ساخته شده از مواد تابعی 

مدرج توسعه دادند. در این پژوهش معادلات حاکم بر مسأله 

حل صورت عددي به 5تربیعات تفاضلیبا استفاده از روش 

ناپایداري کشیدگی  ،]15[ نژاد و رضازادهعباس .اندشده

                                                             
3 Volume Fraction 
4 Polycrystalline-SiGe 
5 Differential Quadrature Method 
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استاتیکی و دینامیکی و همچنین تاثیر توزیع مواد براساس 

را در یک سیستم میکروالکترومکانیکی بررسی  1قانون توانی

ولتاژ  میکروتیر تحتپاسخ  افتنیمنظور ها بهآن کردند.

با  میکروتیر راحرکت حاکم بر  یرخطیغ ، معادلهمستقیم

 کاهیده شده براساس روش باقیماندهمدل  کیاستفاده از 

نمودند. در این پژوهش نسبت ولتاژ حل  نیگلرک داروزن

درصد گزارش  92کشیدگی دینامیکی به استاتیکی در حدود 

شد. ناپایداري کشیدگی دینامیکی در یک سیستم تحت 

گهانی ولتاژ مستقیم و در حضور میدان مغناطیسی اعمال نا

در  ،بررسی شد. در این پژوهش گزارش شد ]16[ توسط زارع

تابعی  مواد بیشاخص ش شیافزا حضور میدان مغناطیسی، با

  یابد. ولتاژ کشیدگی دینامیکی کاهش می مدرج،

امروزه گسترش و پیشرفت تکنولوژي میکروابزارها، 

سازنده،  تأثیر ماده آن داشته تا علاوه بر مطالعه محققان را بر

ها، این هاي بزرگ و نیروهاي مختلف وارد بر آنجابجایی

میکروابزارها را از نظر قابلیت حرکت هر دو الکترود نیز مورد 

میکروتیرهاي مزدوج  ،شایان ذکر است دهند.بررسی قرار 

فیلترهاي پهناي باند  در زمینهي اگسترهالکتریکی کاربرد 

توانند بعنوان ها میهمچنین این سیستم ؛]17[ دارند 2ممز

اي از ایهرآ ،شامل هاياي از سیستمشده ساده نمونه

شوند میکروتیرهاي تحت تحریک الکتریکی در نظر گرفته 

انجام شده در  کلیدي هاي. در ادامه برخی از پژوهش]18[

  .شوندمیکروتیرهاي مزدوج الکتریکی مرور می زمینه

مدلی ریاضی از سیستمی با دو  ]19[ ناپولی و همکارانش

الکترود متحرك و یک الکترود ثابت براساس تئوري صفحات 

موازي ارائه کردند. شرایط مرزي میکروتیرها در این پژوهش 

 ،]20[ مکارانشصورت یک طرف گیردار بود. کارنتو و هبه

پاسخ سیستم را تحت ترکیبی از ولتاژهاي مستقیم و متناوب 

در نزدیکی اولین فرکانس طبیعی آن مورد بررسی قرار دادند. 

در این پژوهش سیستم داراي دو میکروتیر یک طرف گیردار 

متحرك و نیز یک الکترود ثابت بود. پاسخ استاتیکی و 

متحرك  الکترومکانیکی با دو الکترودمیکرودینامیکی سیستم 

صورت تئوري و تجربی توسط الیاس و و دو الکترود ثابت به

مورد بررسی قرار گرفت. در این پژوهش  ،]21[ همکارانش

تأثیر ابعاد الکترودها بر پاسخ سیستم نیز بررسی شد. نتایج 

                                                             
1 Power Law 
2 MEMS Bandpass Filters 

بدست آمده حاکی از کاهش ولتاژ کشیدگی در صورت 

 ،در این پژوهش مشاهده شد .ودندافزایش طول میکروتیر ب

هایی با دو الکترود متحرك نسبت ولتاژ کشیدگی در سیستم

 ؛هاي تک الکترود از مقدار کمتري برخوردار استبه سیستم

تحت شتاب ضربه را  یمشابه ستمیپاسخ س هاهمچنین آن

 وجود ضربه آستانه ،و مشاهده نمودند هکرد یبررس زین

  .دهدیرا کاهش م ستمیس يداریپا

شود، در بالا دیده می شدهگونه که از ادبیات مرور همان

اثر وجود جملات غیرخطی هندسی و استفاده از مواد تابعی 

هاي میکروالکترومکانیکی با یک الکترود مدرج در سیستم

اند. هرچند براساس بهترین مورد بررسی قرار گرفته ،متحرك

یر همزمان جستجوهاي صورت گرفته توسط نویسندگان، تأث

جملات غیرخطی هندسی و استفاده از مواد تابعی مدرج در 

هایی با دو الکترود متحرك تاکنون مورد بررسی قرار سیستم

تأثیر  مطالعه ،روهدف پژوهش پیشبنابراین  ؛نگرفته است

همزمان عوامل ذکر شده در یک سیستم با هر دو الکترود 

  . استمتحرك 

صورت رو بهپیش مقالههاي مختلف دهی بخشسازمان

. ابتدا معادلات حاکم بر سیستم در بخش دوم استزیر 

سازي شده و سپس با استفاده از روش بعداستخراج و بی

حاکم بر مسأله  دار گلرکین، مدل کاهیده شدهوزن ماندهباقی

هایی با معادلات حاکم بر سازه ،شایان ذکر استشود. ارائه می

دو معادله  ،جر به حل دستگاهی شاملدو الکترود متحرك من

د که شو می مزدوج انتگرالی با مشتقات جزئی - دیفرانسل

تر از حل تنها یک معادله در حالت تک الکترود پیچیده

سازي و بخش سوم به تشریح روند شبیه. استمتحرك 

هاي استاتیکی و دینامیکی مدل اجزاء محدود با تحلیل

هاي اختصاص یافته است. یافته 3افزار کامسولاستفاده از نرم

علاوه بر نتایج گزارش شده  حاضر حاصل از مدل کاهیده شده

هاي با یک الکترود هاي پیشین براي سیستمدر پژوهش

افزار اجزاء بعدي در نرمسازي سهچه از شبیهمتحرك، با آن

هایی با هردو الکترود براي سیستم ]22[ محدود کامسول

شوند. آید نیز در بخش چهارم مقایسه میمتحرك  بدست می

 ینرسی،میانی، ا بخش چهارم، اثرات کشیدگی صفحه در ادامه

حرکت  صورت تابعی مدرج و قابلیتبه تغییر جنس مواد

ها و نتایج شود. یافتهمیکروتیرها بر پاسخ سیستم بررسی می

                                                             
3 COMSOL Multiphysics 
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حاصل از پژوهش حاضر نیز به اختصار در بخش پنجم ارائه 

  د.شومی

  

  استخراج معادلات حاکم بر مسأله -2

  تابعی مدرج توزیع کسر حجمی ماده - 2-1

فرض شده است، خواص مکانیکی و  در پژوهش حاضر

صورت تابعی الکتریکی ماده در راستاي ضخامت میکروتیر به

. بر این ]23[کند مدرج براساس تابع توزیع توانی تغییر می

  توان نوشت:می �اساس براي خاصیت دلخواه 

)1(  �(�) = �� + �
2� + ℎ

2ℎ
	�
�

(�� − ��) 

ضخامت میکروتیر  ℎبوده و  1توان کسر حجمی �که در آن 

بیانگر خواص مواد دلخواه  2و1هاي  زیرنویس؛ همچنین است

  است.استفاده شده در میکروتیر 

  

 ریتمیکرو کیاستخراج معادلات حاکم بر حرکت  -2-2

 يرویمدرج تحت ن یساخته شده از مواد تابع یرخطیغ

  الکترواستاتیک

یک میکروتیر ساخته شده از مواد تابعی  کیشمات 1 شکل

. دهدالکترواستاتیک را نشان میي مدرج تحت نیروي جاذبه

مطابق این شکل، یک سیستم میکروالکترومکانیکی از یک 

ثابت در زیر آن تشکیل شده  الکترود متحرك و یک پایه

صورت میکروتیري غیرخطی است. الکترود متحرك حاضر به

با شرایط مرزي دو طرف گیردار و ساخته شده از مواد تابعی 

بر بالاي الکترود  � ه با فاصله. الکترود ذکر شداستمدرج 

ضخامت، ترتیب بیانگر به � ، �، ℎ	ثابت قرار دارد. پارامترهاي

اي روي گونهمبدأ مختصات به. تیر هستندکرویعرض م و طول

در  بیترتبه zو  	�، x میانی میکروتیر تعریف شده که صفحه

که بیانگر � میکروتیر بوده و و ضخامت  رضطول، ع راستاي

نیز بیانگر  �باشد.  � در راستاي محور ،خیز میکروتیر است

  .استزمان 

جهت برقراري جریان الکتریکی بین الکترود ثابت و 

شود. با برقراري استفاده می DCاز یک منبع ولتاژ  ،متحرك

نیروي الکترواستاتیک بین دو الکترود ایجاد  ،جریان الکتریکی

  به و است میکروتیر زخی تابع و غیرخطی نیرو این د.شومی

  

                                                             
1 Power Law Index 

  
تیر خیز برداشته تحت تحریک کرویم کی کیشمات - 1شکل 

  کیالکترواستات

  

- به نصورت گسترده در طول الکترود اعمال شده و مقدار آ

 .]24[ استقابل محاسبه ) 2(صورت رابطه 

)2(  ��� =
����

�

2(� − � 	)
�
 

 ،. شایان ذکر استاست2ضریب گذر دهی خلاء �که در آن، 

نخواهند  توجهی قابل تأثیر میکروتیرهاي عریض اثرات لبه در

 .]25[ داشت

برنولی  -اساس پژوهش حاضر بر مبناي تئوري تیر اویلر

هاي بدلیل ضخامت بسیار کم میکروسازه بنا شده است.

الکترومکانیکی، با صرف نظر از اثر تنش برشی، براساس 

توان می3فرضیات کیرشهف برنولی و بر پایه -تئوري تیر اویلر

در ) 3صورت رابطه (دلخواه را به میدان جابجایی یک نقطه

  .]26[ نظر گرفت

  ��(�,�,�) = �(�,�) − � �
�

��
�(�,�)�	,     

)3(  �� = 0	,       �� = �(�,�) 

ترتیب جابجایی یک نقطه دلخواه به �� و �� ،��	که در آن، 

- ترتیب جابجایینیز به � و  �باشند. می 	�و yو xدر راستاي 

 اي روي صفحه میانی هستند. هاي محوري و عرضی نقطه

هاي میکروالکترومکانیکی که خیز طی شده در سیستم

 از نصف ضخامتشان بیشتر است، رابطه توسط میکروتیرها

. ]26[ استجابجایی خطی از دقت پایینی برخوردار  -کرنش

 - کرنش به همین جهت براي افزایش دقت نتایج باید رابطه

 کارمن تقریب زده شودجابجایی براساس تئوري غیرخطی فون

- جابجایی براساس تئوري غیرخطی فون -کرنش رابطه. ]26[

که با  استصورت زیر کارمن برحسب میدان جابجایی فوق به

بین دو الکترود، تقریب  توجه به خیلی بزرگ نبودن فاصله

  .]26[ ي کافی دقیق خواهد بودکارمن به اندازهفون

                                                             
2 Permittivity of Vacuum 
3 Kirchhoff's Hypothesis 
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− �
���
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		, 

)4(  �� = �� = ��� = ��� = ��� = 0 

بین الکترودها سبب خیز  اعمال نیروي الکترواستاتیک

انرژي کرنشی در  میکروتیر متحرك شده و منجر به ذخیره

د. تغییرات انرژي کرنشی ذخیره شده در شو میکروتیر می

جابجایی داده شده در  - میکروتیر براساس معادلات کرنش

  .]27[ استصورت زیر ) به4( رابطه

  δ� = ��������
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)5(  						+���|�
� + (��� + ��)��|�

� − ���′|�
� 

 نشان دهنده ’ ʹ ‘علامت و  حجم میکروتیر بوده �که در آن، 

ترتیب به �و  �همچنین  است؛) �(مشتق نسبت به مکان 

گشتاور خمشی در هر سطح مقطع از و  محوري يروین

  .]27[ شوندمی فیتعر) 6ا رابطه (ب میکروتیر بوده که

)6(  (�,�) = � ���(1,�)
�/�

��/�

�� 

مقادیر نیروي محوري و گشتاور خمشی اعمال شده به 

هاي میکروتیر ساخته شده از مواد تابعی مدرج، برحسب مؤلفه

- ) به6( )، در رابطه4( میدان جابجایی و با جایگذاري از رابطه

  .باشندقابل محاسبه می) 7رابطه (صورت 

  � = � ��
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 میکروتیر ساخته شده از ماده مدول الاستیسیته �که در آن، 

  .است z) تابع 1( تابعی مدرج بوده و مطابق رابطه

تغییرات انرژي جنبشی میکروتیر در نوسان تحت اعمال 

- برحسب مؤلفه ��و  ��نیروي الکترواستاتیک مابین دو زمان 

  .]27[آمدبدست خواهد ) 8( رابطه اهاي میدان جابجایی ب

  � (���)��=
��

��

� ��(�̇��̇ + �̇��̇)����
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��
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						= −�(� ���
�/�

��/�

)	� � (�̈��
�

�	

+ �̈��)����
��

��

 

)8(   

 )�(مشتق نسبت به زمان  نشان دهنده ’.‘علامت  که در آن،

و  نیز چگالی میکروتیر ساخته شده از مواد تابعی مدرج �و 

  .است z ) تابع1ي (مطابق رابطه

 کارمجازي انجام شده توسط نیروي الکترواستاتیک نیز

 .استقابل محاسبه ) 9رابطه (صورت به

)9(  δ� ��� = ����� 

هاي کرنشی و جنبشی تغییرات انرژي پس از محاسبه

توان علاوه بر کار مجازي انجام شده روي میکروتیر می

معادلات حاکم بر حرکت سیستم را با استفاده از اصل 

 توان نوشتهمیلتون استخراج کرد. مطابق با این اصل می

]27[:  

)10(  � (��� − �� + �� ���)��= 0
��

��

 

)، 10( ) در رابطه9) و (8)، (5با جایگذاري از روابط (

، معادلات حاکم بر ]27[ طبق لم اساسی حساب تغییرات

صورت زیر بدست سازي بهپس از سادهحرکت میکروتیر 

  خواهند آمد.

̈��  الف)-11( − �� = 0 

̈��  ب)-11( − (���)� − �′′ = ��� 
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�	که در آن،  =∫ ���
�/�

��/�
نیروي   است. با جایگذاري 

) در روابط 7محوري و گشتاور خمشی بدست آمده از روابط (

هاي لفهؤمعادلات حاکم بر حرکت میکروتیر برحسب م ،)11(

 خواهد بود.) 12(صورت به میدان جابجایی

γ�̈  الف)-12( −
�

��
�� ��� +

1

2
���� − ����� = 0 

  γ�̈ −
�

��
�� ��� +

1

2
���� − ����� �� 

  							− �� ��� +
1

2
���� − ����� ��� 

							−
��

���
�� ��� +

1

2
���� − ����� = ��� 

   ب)-12(

ضرایب سختی میکروتیر ساخته شده   Dو B و A که در آن،

 .]23[شوندصورت زیر تعریف میتابعی مدرج بوده و به از ماده

)13(  (�,�,�) = � �(1,�,��)��
�/�

��/�

 

نظر بودن شتاب با توجه به قابل صرف ،شایان ذکر است

)، 13اي نسبت به شتاب عرضی سازه در روابط (درون صفحه

. در ادامه ]28[ صرف نظر نمود̈� در برابر  ̈� توان از جملهمی

 توان جابجایی محوريمی ،الف)-12گیري از رابطه (با انتگرال

صورت تحلیلی به (�)حسب جابجایی عرضی را بر (�)

  آورد.بدست) 14رابطه (محاسبه کرده و مطابق 

��  الف)-14( = −
1

2
��� +

�

�
��� + �� 

=	� ب)-14( −
1

2
� �����
�

�

+
�

�
�� + ��� + �� 

 همچنین شرایط مرزي مسأله براي یک میکروتیر دو طرف

  شوند.) خلاصه می15( صورت رابطهگیردار، به

  �(0) = �(�) = �(0) = �(�) 

)15(  										= ��(0) = ��(�) = 0 

شرایط مرزي مربوط به میکروتیر دو طرف با اعمال 

    ��و  ��ثوابت انتگرالی  ،)15( گیردار ارائه شده در رابطه

  باشند.قابل محاسبه می) 16رابطه (صورت به

)16(  �� =
1

2�
�� �����

�

�

	, �� = 0 

ب)، -12( الف) در معادله-14( با جایگذاري از رابطه

حاکم بر حرکت میکروتیر غیرخطی ساخته شده از  معادله

 صورت رابطهتابعی مدرج تحت تحریک الکترواستاتیک به ماده

  بدست خواهد آمد.) 17(

  γ�̈ − �
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بعدسازي معادلات حاکم بر حرکت استخراج و بی -2-3

غیرخطی ساخته شده از مواد تابعی یک میکروتیر 

مدرج تحت اعمال ناگهانی ولتاژ در یک سیستم 

 میکروالکترومکانیکی با هر دو الکترود متحرك

شماتیک یک سیستم میکروالکترومکانیکی با هر دو  2 شکل

در این پژوهش فرض بر آن دهد. الکترود متحرك را نشان می

  است که ابعاد دو الکترود یکسان باشد.

حاکم بر حرکت یک  ) که معادله17( توجه به رابطهبا 

میکروتیر غیرخطی ساخته شده از مواد تابعی مدرج تحت 

، دستگاه معادلات حاکم بر استتحریک الکترواستاتیک 

که متشکل  2حرکت براي سیستم نشان داده شده در شکل 

صورت روابط زیر بدست خواهد از دو الکترود متحرك است، به

  آمد.

  γ��̈� − �
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تیرهاي خیز برداشته تحت تحریک کرویم کیشمات -2 شکل

  در یک سیستم با هردو الکترود متحرك کیالکترواستات
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  هاکه در آن
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 جهت سادگی و جلوگیري از بروز خطاهاي محاسباتی در
بعد بی سیستم حرکت بر حاکم معادلات سیستم، پاسخ

- )، متغیرهاي بی18بدین منظور، با توجه به روابط ( شوند.می

  اند.گرفته شدهبعد زیر در نظر 
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) 20( بعد داده شده در رابطهبا جایگذاري متغیرهاي بی

- بعد حاکم بر حرکت به)، معادلات بی18حرکت ( در معادله

بعد روند بی جزییات ) بدست خواهند آمد.21صورت روابط (

  ارائه شده است. در پیوست سازي
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  باشند.بعد به شرح زیر میها پارامترهاي بیکه در آن
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 اعمال روش گلرکین و تعیین مدل کاهیده شده -2-4

 حاکم بر حرکت سیستم

این معادلات به )، 21( روابطبودن  یخطریبا توجه به غ

بر این اساس از روش  .صورت دقیق قابل حل نخواهند بود

ی بیراه حل تقر کعنوان یدار گلرکین بهوزن باقیمانده

توان خیز در این روش می .]29[ استفاده خواهد شد

مستقل خطی  صورت ترکیبی از توابع پایهمیکروتیرها را به

ط مرزي جابجایی و نیرویی مسأله را طوري که شراینوشت، به

  ت:بدین ترتیب خواهیم داش .]27[ اقناع کنند
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 ترتیب مختصات تعمیم یافتهبه  (̂�)��و (̂�)��که در آن، 

 تقریب زننده توابع پایهنیز  (��)��بوده و  ���و  ���متناظر با 

- به ،استباشند. در این راستا شایان ذکر می میدان جابجایی

میکروتیر به شکل  دلیل شباهت وضعیت تغییر شکل یافته

توان با دقت خوبی از اثر سایر مودها مود اول خطی آن، می

 .]27[د کراي استفاده صرف نظر کرده و از تقریب یک جمله

) 24صورت روابط (توان بهتیرها را میکرویم خیزبر این اساس 

  نوشت. 
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و  (̂�)��اي نرمال شده است تا گونهبهکه  استطرف گیردار 

ترتیب خیزهاي نقاط میانی میکروتیرهاي بالایی و به (̂�)��

صورت به(��)� بنابراین ؛پایینی سیستم را توصیف نمایند
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- حاکم بر سیستم براساس روش باقی مدل کاهیده شده

) در معادلات 24گلرکین با جایگذاري از روابط (دار وزن مانده

گیري روي کل با انتگرال (��)�ها در ) و ضرب طرفین آن21(
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  هاکه در آن
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حاکم بر حرکت  ) معادلات کاهیده شده27روابط (

میکروتیرهاي غیرخطی ساخته شده از مواد تابعی مدرج در 

 کوتا -وش رانجباشند که براي حل آن از رحالت دینامیکی می

در  .]31[ استفاده خواهد شد )افزار متلبنرم ode45(دستور 

معادلات  ،) نیز27صورت صرف نظر از اثر اینرسی در روابط (

 - آید که از روش نیوتنحاکمه در حالت استاتیکی بدست می

براي حل آن استفاده  )افزار متلبنرم fsolve(دستور  رافسون

همچنین ذکر این نکته الزامی است که  ؛]31[د شومی

غیرخطی هستند که با  از نظر هندسیمعادلات بدست آمده 

توان به مینظر از مقدار ضریب آلفا در این روابط صرف 

   از نظر هندسی دست یافت.معادلات خطی 

  

 سازي المان محدودمدل -3

سازي اجزاء محدود مسأله بخش حاضر به تشریح روند مدل

 افزارنرم در مسأله سازيمدل اختصاص یافته است. جهت

 1مکانیکیالکترو کوپل فیزیکی شرایط از ،]22[ کامسول

قیود مکانیکی حاکم بر مسأله نیز در  است. شده استفاده

 ه عنوانبا تعریف نمودن میکروتیرها ب بخش فیزیک مکانیک

و همچنین انتخاب شرط مرزي دو سر  الاستیک خطی ماده

 با الکتریسیته،فیزیک  بخش درگردند. تعیین میگیردار 

 دو پتانسیل بین اختلاف الکتریسیته، جریان نمودن تعریف

د. جهت شومی به سیستم معرفی پارامتر صورتبه الکترود

- شبکه المان آجري از استفاده با نیز میکروسازه مسأله تحلیل

 منظور کاهش زمان انجامهمچنین به ؛شودمی بندي

 استفاده تقارن با شرایط مرزي یک چهارم محاسبات از مدل

محدود میکروتیر حاضر به  مدل اجزاء 3است. شکل  شده

  دهد. را نمایش می �و عرض  ℎضخامت  �طول 

                                                             
1 Electromechanic 

صورت بهعموماً مواد تابعی مدرج  هاي گذشتهدر پژوهش

سازي، میکروتیر شدند. در این نوع مدلسازي میاي مدللایه

د. این شو متعددي تقسیم می هايلایهدر راستاي ضخامت به 

بندي منجر به افزایش حجم محاسبات و همچنین تقسیم

شود. جهت رفع این کاهش دقت نتایج بدست آمده می

افزار به نرم �بصورت تابعی از محدودیت باید خواص مواد 

از قابلیت  ]22[ افزار اجزاء محدود کامسولمعرفی گردند. نرم

برخوردار است که  �صورت تابعی از تعریف خواص مواد به

سازي پژوهش حاضر نیز براساس این قابلیت انجام شده مدل

محاسبات به طرز قابل توجهی بدین ترتیب حجم  است.

    کاهش یافته و نتایج بدست آمده از دقت خوبی برخوردار

مواد مورد مکانیکی با تعریف خواص  بدین منظور د.نباشمی

در بخش پارامترها و سپس تابعی مدرج  استفاده در ماده

براساس  تغییر جنس مواد در راستاي ضخامت نحوه تعریف

   تابعی مدرج مدلسازي  ماده ،در بخش متغیرها )1( رابطه

در پژوهش حاضر هر دو الکترود  ،شایان ذکر استشود. می

 اند.جنس و با ابعاد یکسان در نظر گرفته شدههم

  

 
در  شده سازيازمدل شبیه نماي برش خوردهالف)  - 3 شکل

میکروتیرهاي متحرك دوطرف گیردار  -1افزار کامسول: نرم

منبع  - 3محیط اطراف و فضاي بین دوالکترود (هوا)  -2

  الکتریکی و ب) مدل المان بندي شده اختلاف پتانسیل
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کامسول  افزار نرم منظور تحلیل استاتیکی مسأله دربه

گر نیوتن رافسون جفت شده در حالت بسیار ، از حل]22[

استفاده شده است؛ همچنین در تحلیل دینامیکی  1غیرخطی

کافی  با گام زمانی به اندازه 2کوتا-گر رانجمسأله نیز حل

خدمت گرفته شده کوچک نسبت به دوره طبیعی سازه، به

ها با افزایش تعداد است. لازم بذکر است، در تمام تحلیل

ها به اندازه کافی، از همگرایی نتایج اجزاء محدود المان

  اطمینان حاصل گردیده است.

  

  نتایج -4

  گذاريصحه مقایسه و - 4-1

گذاري نتایج، ابتدا میکروتیري ساخته شده از منظور صحهبه

ترتیب با صورت تابعی مدرج بهبهجنس سیلیکون و طلا 

 1خواص مکانیکی و مشخصات هندسی داده شده در جداول 

  شود. در نظر گرفته می 2و 

  

مدرج ساخته شده تابعی  ماده یکیمکان مشخصات - 1 جدول

 از سیلیکون و طلا

� � (	��/��)� (���)�  ماده
�
 

 6/11  3/0      2332    169  سیلیکون

 6/9  44/0   19300   70  طلا

  

 یر ساخته شده از مادهکروتیم یهندس مشخصات - 2جدول 

 بعی مدرج متشکل از سیلیکون و طلاتا

�(��) �(��) �(��) �(��) 

5/1  2  100  900  

 
) در صورت میل کردن توان کسر 1( براساس رابطه

نهایت و یا اتخاذ مقدار صفر، میکروتیر سمت بیحجمی به

به سیستمی با جنس  ،تابعی مدرج حاضر شده از مادهساخته 

گذاري نتایج شود. بر این اساس به منظور صحهواحد ساده می

براي یک سیستم میکروالکترومکانیکی تشکیل شده از یک 

                                                             
1 Fully Coupled Highly Non-Linear Newton Raphson 
Procedure 
2 Runge-Kutta 

ماده همگن، با انتخاب مقدار صفر براي توان کسرحجمی، 

توان اختلاف پتانسیل کشیدگی استاتیکی و دینامیکی را می

  د.کراي سیستمی از جنس سیلیکون محاسبه بر

اختلاف پتانسیل کشیدگی استاتیکی و  3جدول 

دینامیکی محاسبه شده براي میکروتیري از جنس سیلیکون 

در یک  ]29[ را با نتایج منتشر شده توسط عسکري و طهانی

طور که از همان کند.سیستم تک الکترود متحرك مقایسه می

حاضر با  شده شود، نتایج مدل کاهیدهدیده می 3جدول 

چه از طریق علاوه بر آن ]29[ هاي عسکري و طهانییافته

آید، براي میکروتیري محدود بدست می ءسازي اجزاشبیه

ساخته شده از جنس همگن در سیستمی با یک الکترود 

  کند.متحرك به خوبی مطابقت می

هاي منظور اعتبارسنجی نتایج حاضر براي سیستمبه

تابعی مدرج، میکروتیري ساخته شده از جنس آلومینا و 

ترتیب با مشخصات مکانیکی و هندسی داده شده آلومینیوم به

در نظر گرفته  5و توان کسر حجمی  5و  4هاي در جدول

تاتیکی و . اختلاف پتانسیل کشیدگی اس]15[ شودمی

دینامیکی این میکروتیر در سیستمی با یک الکترود متحرك 

     نژاد وبا نتایج منتشر شده توسط عباس 6در جدول 

 مقایسه شده است. بر اساس نتایج ارائه شده در ]15[ رضازاده

  شود، نتایج حاصل از مدل کاهیده شده، مشاهده می6جدول 

  

 یکینامیو د یکیاستات یدگیولتاژ کش گذاريصحه -3جدول 

و مشخصات هندسی و  الکترود متحركمی با یک ستیدر س

 2و  1مکانیکی مطابق با مقادیر داده شده در جداول 

  است n = 0که هنگامی

  روش حل
و  عسکري 

  ]29[نیطها

پژوهش حاضر 

  (گلرکین)

پژوهش حاضر 

  (کامسول)

����	(V) 38/3  38/3  45/3  

����	(V) 11/3  11/3  15/3  

  

تابعی مدرج ساخته شده  ماده یکیمکان مشخصات -4 جدول

 از آلومینا و آلومینیوم

 � (	��/��)� (���)�  ماده

  22/0      3960  390  آلومینا

  228/0   2700    70 آلومینیوم
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 یر ساخته شده از مادهکروتیم یهندس مشخصات - 5جدول 

  رج متشکل از آلومینا و آلومینیومتابعی مد

�(��) �(��) �(��) �(��) 

6  2  90  500  

  

 یکیاستات یدگیکش اختلاف پتانسیل گذاريصحه -6جدول 

و مشخصات  الکترود متحركمی با یک ستیدر س یکینامیو د

  4هندسی و مکانیکی مطابق با مقادیر داده شده در جداول 

 است n = 5که هنگامی 5و 

  روش حل
نژاد و عباس

  ]15[رضازاده

پژوهش حاضر 

  (گلرکین)

پژوهش حاضر 

  (کامسول)

����	(V) 08/105  00/103  30/107  

����	(V) 75/93  96/93  00/95  

  

سازي اجزاء محدود بسیار هاي مستخرج از شبیهحاضر و یافته

نژاد و رضازاده چه توسط عباسکنند با آن می مطابقت عالی

 گزارش شده است. ]15[

- رو براي سیستمگذاري نتایج پژوهش پیشجهت صحه

تغییرات  4هاي تابعی مدرج با هردو الکترود متحرك، شکل 

ا برحسب افزایش ولتاژ میانی میکروتیر حاضر ر خیز نقطه

اي ساخته شده از سیلیکون و طلا با ورودي براي ریزسازه

با  2و 1و خواص داده شده در جداول  1توان کسرحجمی 

افزار اجزاء بعدي در نرمسازي سههاي حاصل از شبیهیافته

منظور همچنین به ؛کندمقایسه می ]22[ محدود کامسول

بهتر تأثیر قابلیت حرکت هردو الکترود بر مرز  مقایسه

ناپایداري سیستم، مقادیر ولتاژهاي کشیدگی استاتیکی و 

نیز  7، در جدول 4دینامیکی سیستم مورد بررسی در شکل 

و  4گزارش شده است. براساس نتایج ارائه شده در شکل 

رو در تطابق کامل با هاي پیشیافته ،شوددیده می 7جدول 

  بعدي قرار دارند. سازي سهیهنتایج شب

 7و جدول  4 شکل در شده گزارش نتایج از که طورهمان

 الکترود براي حرکت قابلیت گرفتن نظر در شود،می مشاهده

درصدي ولتاژ کشیدگی در  35ثابت منجر به کاهش شدید 

چراکه در صورت  ؛شودهر دو حالت استاتیکی و دینامیکی می

ها با اعمال بین آن متحرك بودن هر دو الکترود، فاصله

یابد که خود اختلاف پتانسیل الکتریکی کاهش بیشتري می

ي ارالکترواستاتیک شده و وقوع ناپاید موجب تقویت اثر جاذبه

  کند.کشیدگی را تسریع می

 ،شودمشاهده می 7بر اساس نتایج ارائه شده در جدول 

نسبت ولتاژ کشیدگی دینامیکی به استاتیکی به ترتیب در 

 92/0و  91/0هاي تک و دو الکترود متحرك برابر سیستم

تأثیر اینرسی در سیستم  ،توان نتیجه گرفتبنابراین میاست؛ 

رو با اعمال قابلیت حرکت به الکترود ثابت آن اندکی پیش

تیجه به براي تعمیم این ن ،یابد. شایان ذکر استکاهش می

هاي با هردوالکترود متحرك نیاز به بررسی سایر سیستم

  .است 2- 4تري وجود دارد که موضوع قسمت جامع

  

الکترود متحرك  هاي با یک و دوستمیدر س یکینامیو د یکیاستات یدگیکش مقایسه مقادیر اختلاف پتانسیل -7جدول 

 )در نظر گرفته شده است 4ه در شکل چآن است با و مکانیکی مطابقمشخصات هندسی (

  
سیستم دو الکترود متحرك 

  (گلرکین)

سیستم دو الکترود متحرك 

  )کامسول(

سیستم تک الکترود 

  متحرك (گلرکین)

سیستم تک الکترود متحرك 

  )کامسول(

����	(V) 80/1  84/1  79/2  84/2  

����	(V) 65/1  71/1  55/2  60/2  
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ب) دینامیکی،  و پتانسیل در حالات الف) استاتیکیمیانی میکروتیر برحسب تغییرات اختلاف  تغییرات خیز نقطه -4شکل 

  است، در نظر گرفته شده است n = 1که هنگامی 2و  1مشخصات هندسی و مکانیکی مطابق با مقادیر داده شده در جداول 

  

اثر اینرسی بر پاسخ سیستم تک  مقایسه -4-2

الکترود و سیستم با هردو الکترود متحرك ساخته شده 

   از مواد تابعی مدرج

 الکترود تک هايسیستم در اینرسی اثر مقایسه منظوربه

 متحرك الکترود دو هر هاآن در که هاییسیستم با متحرك

 مقدار به دینامیکی کشیدگی ولتاژ نسبت تغییرات هستند،

 ازاي به حجمی کسر تغییرات توان بر حسب آن استاتیکی

 این در الکترود دو بین اولیه فاصله پارامتر مختلف مقادیر

این مقایسه نشان  .ترسیم شده است 5 ها در شکلسیستم

 دهد که تغییرات توان کسرحجمی اثر چندانی بر نسبتمی

یک  آن در استاتیکی مقدار به دینامیکی کشیدگی ولتاژ

سیستم میکروالکترومکانیکی ندارد. به همین سبب با تقریب 

توان اثر اینرسی بر سیستم را مستقل از نوع بسیار خوبی می

شود که در توزیع ماده در جسم دانست. همچنین مشاهده می

، تفاوت چندانی بین اثر �هایی با مقادیر کوچک سیستم

نبوده و این  هاي تک و دو الکترود متحركاینرسی در سیستم

براي  هاي پیشینگزارش شده در پژوهش 92/0مقدار همان 

این در حالیست  .]15[ خواهد بود هاي خطی هندسیسیستم

 متحرك الکترود دو و تک سیستم دو هر در � که افزایش

 در تأثیر این هرچند. دشومی اینرسی اثر افزایش موجب

  .است بیشتر متحرك الکترود تک هايسیستم

  

اثر حالت غیرخطی هندسی و تغییر مقایسه  - 4-3

هاي صورت تابعی مدرج بر پاسخ سیستمجنس مواد به

  یک و دو الکترود متحرك

طور که در ادبیات پیشین نیز اشاره گردید، جهت در همان

مرز ناپایداري نظر گرفتن اثر جملات غیرخطی هندسی بر 

شود. بر کارمن استفاده میاز تئوري غیرخطی فون کشیدگی

هایی که خیز طی شده توسط میکروتیر اساس در سیستماین 

توان از اثر جملات نمی از نصف ضخامتش بیشتر است،

  .]26[غیرخطی هندسی چشم پوشی کرد 

نسبت ولتاژ کشیدگی غیرخطی را به  7و  6هاي شکل

برنولی خطی  -مقدار محاسبه شده از طریق تئوري تیر اویلر

ترتیب براي دو الکترود به اولیه برحسب تغییرات پارامتر فاصله

دهند. براساس حالات استاتیکی و دینامیکی نشان می

اثر جملات غیرخطی  ،نمودارهاي ارائه شده در این دو شکل

استاتیکی و دینامیکی حدوداً یکسان است؛  حالاتهندسی در 

ثیر این جملات به ازاي شود که تأهمچنین مشاهده می

� 5/0بین دو الکترود ( اولیه پارامتر فاصلهمقادیر کوچک  <( ،

نظر ابل صرفهاي با یک و یا دو الکترود متحرك قدر سیستم

، تأثیر جملات �خواهد بود. این در حالیست که با افزایش 

مطابق نتایج  غیرخطی هندسی شدیداً افزایش خواهد یافت.

، تأثیر جملات غیرخطی 7و  6هاي رسم شده در شکل

  تک  هايسیستم در کشیدگی ناپایداري مرز بر هندسی
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  دینامیکی به مقدار استاتیکی آن برحسب تغییرات کسر حجمی نمودار تغییرات نسبت ولتاژ کشیدگی - 5شکل 
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بین دو  اولیه برحسب تغییرات پارامتر فاصله  اثر جملات غیرخطی هندسی بر مرز ناپایداري کشیدگی استاتیکی - 6شکل 

  الکترود

    

    

    
بین دو  ي اولیهبرحسب تغییرات پارامتر فاصله مرز ناپایداري کشیدگی دینامیکیبر  یهندس یرخطیغجملات اثر  -7شکل 

  الکترود
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ها هر هایی است که در آنالکترود متحرك، بیشتر از سیستم

    دو الکترود قابلیت حرکت دارند؛ چرا که براساس نتایج 

ها، خیزهاي بزرگتري را پیش میکروتیر در این سازه 4شکل 

بر کند. علاوهاز مواجه شدن با ناپایداري کشیدگی تجربه می

افزایش کسر این نتایج بدست آمده حاکی از آن است که 

حجمی تاثیر قابل توجهی بر جملات غیرخطی هندسی در هر 

توان این دو سیستم یک و دو الکترود متحرك نداشته و می

   از توزیع ماده دانست.مشخصه را تقریباً مستقل 

  

  گیرينتیجه -5

در این پژوهش پاسخ استاتیکی و دینامیکی میکروتیرهاي 

غیرخطی ساخته شده از مواد تابعی مدرج تحت اعمال 

در یک سیستم  اختلاف پتانسیل الکتریکیناگهانی 

مورد بررسی  ،میکروالکترومکانیکی با هر دو الکترود متحرك

حاکم بر مسأله، ابتدا  قرار گرفته است. جهت استخراج معادله

جایی میکروتیر براساس تئوري غیرخطی جابه -کرنش رابطه

حاکم بر حرکت  کارمن بدست آمده است. در ادامه معادلهفون

با سیستم نیز با استفاده از اصل همیلتون استخراج گردیده و 

دار وزن در روش باقیمانده استفاده از تقریب تک مودي

غیرخطی برحسب خیز  مقدار اولیه به یک معادله گلرکین

هاي با کاهیده شده است. براي سیستم میانی میکروتیر نقطه

   هاي استاتیکی و دینامیکی با یک الکترود متحرك یافته

همچنین نتایج  ؛گذاري شدندنتایج موجود در ادبیات صحه

      هاي با هردو الکترود متحرك بدست آمده براي سیستم

افزار بعدي در نرمسازي سههاي حاصل از شبیهنیز با یافته

حالت استاتیکی و  در هر دو ]22[ اجزاء محدود کامسول

ها مقایسه شده و تطابق بسیار خوبی میان آندینامیکی 

هاي بزرگ، در ادامه اثرات اینرسی، جابجاییمشاهده گردید. 

صورت تابعی مدرج و قابلیت سازنده به تغییر جنس ماده

الکترود بر مرز ناپایداري کشیدگی سیستم  حرکت هر دو

ترین نتایج حاصل از این بررسی مورد بررسی قرار گرفت. مهم

  عبارتند از:

 و دینامیکی، سیستم در هر دو حالت استاتیکی -

هاي با هر دو الکترود متحرك ولتاژ کشیدگی 

هاي تک الکترود متحرك کمتري نسبت به سیستم

پتانسیل الکتریکی،  چراکه با اعمال اختلاف ؛دارند

هاي با هردو فاصله بین الکترودها در سیستم

الکترود متحرك، کاهش بیشتري نسبت به 

یابد که این هاي تک الکترود متحرك میسیستم

     بین دو الکترود  مسأله موجب تقویت جاذبه

شود. بدین ترتیب اختلاف پتانسیل کشیدگی می

  یابد.سیستم کاهش می

 هاي تک و دو الکترود سیستم اثر اینرسی در

 اولیه متحرك به ازاي مقادیر کوچک پارامتر فاصله

 . استتقریباً یکسان  ،بین دو الکترود

 بین دو الکترود  اولیه ازدیاد فاصله تأثیر اینرسی با

دو سیستم تک و دو الکترود متحرك  در هر

تک الکترود هاي یابد. هرچند سیستمافزایش می

خیز بیشتر در  امکان تجربهمتحرك بدلیل 

پایدار، با افزایش بیشتري نسبت به  محدوده

    هاي با هردو الکترود متحرك مواجه سیستم

 شوند.می

 هاي با تأثیر جملات غیرخطی هندسی در سیستم

یک و دو الکترود متحرك به ازاي مقادیر کوچک 

� 5/0بین دو الکترود (  اولیه پارامتر فاصله ) در >

دو حالت استاتیکی و دینامیکی قابل صرف نظر هر 

  .است

 تأثیر جملات غیرخطی هندسی با افزایش فاصله 

یابد. هرچند در بین دو الکترود افزایش می اولیه

هاي با یک الکترود متحرك این افزایش سیستم

ها هر دو هایی است که در آنبیشتر از سیستم

 الکترود قابلیت حرکت دارند.

  ماده بر جملات غیرخطی هندسی و اثر توزیع

توان با که میطوريبه ،اینرسی بسیار اندك است

 توزیع ماده نحوهها را مستقل از تقریب خوبی آن

 .دانست

 

   پیوست - 6

سیستم در این بعدسازي معادلات حاکم بر بی جزئیات نحوه

شود. بدین منظور با جایگذاري از متغیرهاي قسمت ارائه می

) 18)، در معادلات حرکت (20( شده در رابطه بعد دادهبی

  خواهیم داشت:
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د که ضریب شواي انتخاب میگونهبه Tدر ادامه مقیاس زمانی 

احد شود. بدین ترتیب والف) -2(پ در رابطه ̈���جمله 

  خواهیم داشت:
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روابط  صورت) به2ط (پبروا، Tنهایتاً با داشتن مقیاس زمانی 

بعد مسأله همچنین پارامترهاي بی ؛شوندساده می )21(

) داده شده 22( چه در رابطهصورت آنبهآمد،  خواهد بدست

 است.
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