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  چکیده

 عددي يها روش کردن پایدار و بازده ارتقاء کنند یم کار رئولوژي  ي ینهدرزم که افرادي براي ها چالش ینتر بزرگ از یکی روزها این

 هیچ از استفاده بدون و عادي يها روش با که باشند یم موردنظر و دلخواه) Weissenberg( وایزنبرگ ددع به یافتن دست منظور به

 در یرخطیغ يها عبارت وجود دلیل به. رسید عددي خطاهاي دلیل به آزمایشگاهی وایزنبرگ عدد به توان  فیلترینگ، نمی و یدارکنندهپا

 در که شده گرفته لگاریتمی تبدیل روش از  اولیه ایده تحقیق این در. است سخت آن سازي یهشب داشتن حافظه و ویسکوالاستیک سیالات

 حفظ ضمن که گرفته صورت هایپربولیک تانژانت فرمولاسیون با ،تبدیل ما روش در. مطرح گردیده است وکوپفرمن فتال توسط ابتدا

   از و بینهایت به کردن میل از سازگاري تانسور ویژه رمقادی کردن محدود با همچنین سازگاري تانسور معین و متقارن مثبت خاصیت

 ویسکوالاستیک مدل با يدوبعد کانال روي را خود کار ،سنجی اعتبار براي . شود یم مدل پایداري موجب و جلوگیري تکین نقاط ایجاد

FENE-P یطیف المان هايروش با و(Spectral Element Methods)  تحت. یما داده انجام ،است بالا درجه با يا چندجمله توابع بر اساس که 

  .است داشته را FENE-P کلاسیک روش به نسبت درصدي100 رشد ،دسترس قابل وایزنبرگ عدد ماکزیمم ،سازي یهشب این انجام

   .بالا وایزنبرگ؛ روش عددي المان طیفی؛ مسائل اعداد FENE-Pناپایداري عددي؛ سیال  :کلمات کلیدي
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Abstract 

Nowadays, simulation of viscoelastic flows at high Weissenberg numbers is one of the most obstacles and 
important issues for rheologists to observe the rheological properties at sufficiently high weissenberg 
number. It is well known that the conformation tensor should, in principle, remain symmetric positive 
definite (SPD) as it evolves in time. In fact, this property is crucial for the well-posedness of its evolution 
equation. In practice, this property is violated in many numerical simulations. Most likely, this is caused by 
the accumulation of spatial discretization errors that arise from numerical integration of the governing 
equations. In this research, we apply a mathematical transformation, the so-called hyperbolic tangent, on the 
conformation tensor to bound the eigenvalues and prevent the generation of negative spurious eigenvalues 
during simulations. The flow of FENE-P fluid through a 2D channel is selected as the test case. Discrete 
solutions are obtained by spectral/hp element methods which based on the high orders polynomials and have 
high accuracy for physical instability problems. This enhanced formulation, hyperbolic tangent, prevails the 
previous numerical failure by bounding the magnitude of eigenvalues in a manner that positive definite is 
always satisfied. Under this new transformation, the maximum accessible Weissenberg number increases 
100% comparing the classical constitutive equation (FENE-P classic).  

Keywords: Numerical Instability; FENE-P Model; Spectral Element Methods; High Weissenberg Number 
Problem. 
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   مقدمه - 1

 يمحورهادر راستاي  1سازگاري که تانسور  مسئلهامروزه این 

 2مقدار مشخص اصلی داراي خاصیت متقارن، مثبت و

)(SPD ،یقتدر حق .] 1[ امري بدیهی گردیده است باشد 

بسیار مهم  یافته تکامل ي معادلهاین ویژگی براي معقول بودن 

ري از است که در بسیا شده ثابت اگرچه . ]3و2[است 

ولی در  برقرار باشد ، 3معادلات اساسی باید پایداري هادامارد

عددي مورد تخطی  يها روشعمل این خاصیت در بسیاري از 

گسسته  يخطاهادلیل آن تجمع  یادز احتمال به .گیرد یمقرار 

عددي معادلات  یريگ انتگرالگرفته از روش  تانشسازي 

کاذب  دیر ویژهتا مقا شود یم. این موضوع باعث استحاکم 

متقارن مثبت  بین رفتن خاصیت ایجاد گردد که موجب از

هادامارد را  هاي یداريناپاتانسور سازگاري شده و معین 

اولیه در  يها تلاشیک مانع در  ،و این دهند یمافزایش 

  . ]4[ استعددي سیالات ویسکوالاستیک  سازي یهشب

وسط یک روش لگاریتمی براي تانسور سازگاري ت یراًاخ 

این  بر اساسایده اصلی  ارائه شد. ]6و 5[کوپفرمن  و فتال

به دلیل  احتمالاًبالا  وایزنبرگحدس زده شد که مشکل عدد 

 توانند ینمکه  باشند یم ها يا چندجمله ي یهپاتقریبات بر 

توسط تانسور سازگاري در  یجادشدهانمایی  هاي یلپروف

را  بالا وایزنبرگعدد نواحی با نرخ کرنش بالا یا در جریانات با 

 یشنهادشدهپاین تبدیل  .شوند یمنشان دهند و دچار شکست 

براي تانسور سازگاري متقارن مثبت معین توانایی حفظ شرط 

  بالا و با هر روش عددي را دارد. وایزنبرگحتی در عدد 

اولین بار روش لگاریتمی را با  ]7[ هولسن و همکاران

براي جریان  DEVSS/DG 4شالمان محدود و با استفاده از رو

اجرا کردند.  6و گزیکوس 5اطراف استوانه با مدل الدرویدبی

به  وایزنبرگتحت تبدیل لگاریتمی با این روش ماکزیمم عدد 

عدم  وجود همگرایی  در نزدیکی  ها آنرسید اما  100مقدار 

  استوانه را براي مدل الدرویدبی گزارش دادند.

از تانسور  شده جاستخرایک مدل جایگزین  ]8[ون 

بود،  آمده دست بهلگاریتمی که از معادله دیفرانسیل اساسی 

                                                   
1 Conformation 
2 Symmetric Positive Definite 
3 Hadamard 
4 Discrete Elastic Viscous Split Stress/Discontinuous Galerkin 
5 OldRoyd-B 
6 Giesekus 

براي جریان  7ارائه کرد و یک مثال عددي با مدل لئونوف

و با استفاده از  4:1با نسبت 8 یناگهان ضانقبا يدوبعد

تحولات  ارائه کرد. SUو  SUPG ي یدارکنندهپا يها روش

ی با همگرایی خوب چشمگیري در عملکرد محاسبات لگاریتم

، همگرایی عددي را براي مؤلف به دست آمد.  باثباتو 

De=1329  با مش درشت و همچنینDe=193  بامشرا 

استخراج کرد. این فرمولاسیون جدید فقط براي  یافتهبهبود

، که است استفاده قابلمعادلات اساسی دیفرانسیلی محدودي 

  . ]9[ است شده ثابت ها آنپایداري کلی 

روش تجزیه دو  یراًاخ ]10[تیاناتان و همکاران وای 

ساختن تانسور سازگاري  که يطور به، اند کردهماتریس را ارائه 

موازي  طور به. کند یمرا تضمین  متقارن مثبت معینبا رفتار 

تانسور سازگاري را  یرهايمتغهمچنین پیشنهاد عوض کردن 

 ماتریس توسط مدل 10اعمال محدودیت براي اثر  باهدف

FENE-P  جریان  سازي یهشبداده شد. الگوریتم حل براي

  اجرا شد. آشفتههمگن و 

یک فرم ساده جایگزین براي  ]11[ کورونادو  و همکاران 

را با دو  ها یانجرفرمولاسیون سازگاري لگاریتمی ارائه کردند. 

مدل معیار براي  جریان  عنوان به 11مدل الدرویدبی و لارسن

مورد  DEVSSS-TG/SUPG حول استوانه با متدهاي

به  دسترس قابل وایزنبرگ. ماکزیمم  قراردادند سازي یهشب

 به دست آمد. 3/12 و 05/1 ترتیب

نشان دادند که گرچه استفاده  ]12[ همکاران و جعفري 

مثبت در حفظ شرط  تواند یملگاریتمی   سازگاري از تانسور

 FENE ي خانوادهدر مدل به علاوه باشد،  مؤثر متقارن معین،

. هستشرط محدود کردن حد بالاي تانسور سازگاري الزامی 

عددي فرمولاسیون  هاي یداريناپابردن  یناز ب منظور به ها آن

  ماتریس لگاریتمی را توسعه دادند.

فرمول لگاریتمی را براي دو   ]13[تام و همکارانش 

مدل  با 13شده و انقباض جت 12آزمایش اکسترود متورم

به زمان اجرا کردند. معادله مومنتوم با و  وابسته  14ماکسول

                                                   
7 Leonov 
8 Contraction 
9 Deborah number 
10 Trace 
11 Larson 
12 Extrudate swell 
13 Get buckling 
14 UCM 
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حل گردید.  1سلول -نشانگر روشروش اختلاف محدود و 

در  وایزنبرگدر ماکزیمم  توجه قابلنتایج عددي آنان افزایش 

  .دهد یمنشان  مسئلهدسترس را براي هر دو 

یک فرمولاسیون سازگاري لگاریتمی  ]14[سارامیتو 

 3و سگلمان 2انسونجدید براي سیالات ویسکوالاستیک ج

پیشنهاد داد . در تضاد با روش فرمولاسیون فتال و کوپفرمن 

به سمت صفر  وایزنبرگ که یهنگاماین تبدیل جدید  ]5و4[

. او این فرمولاسیون جدید را باشد یمغیر تکین  کند یممیل 

و متحرك به روش المان محدود  پوشبا در  4روي یک حفره

ار و غیر پیوسته و فش-از روش تقریب سرعت استفاده

بالادست گلرکین براي تنش استفاده کرد. نتایج عددي در 

  بودند. یشگاهیآزماکیفیت خوبی در قیاس با نتایج 

، تابع جریان/ فرمولاسیون ]15[ همکارانکامینال و 

با  .اي سیالات الدرویدبی ارائه دادندسازگاري لگاریتمی را بر

عددي به خطاي جدا توجه به فرمولاسیون بدون فشار، نتایج 

که موجب بهبود و تقویت ، کردن سرعت و فشار بستگی ندارد

 5بالاي  وایزنبرگ. نتایج آنان در گردد یمکارایی الگوریتم 

دیوار  بالادستهاي  متناوب در گوشه  هاي نیمه ناپایداري

 .دهد یممتحرك را نشان 

سازي  براي اولین بار شبیه ]16[ پارسایی و همکاران

 افزار نرمحلقه هسته را به روش المان طیفی با  يفازدوجریان 

NEKTAR++ در این مقاله نیز از این روش انجام دادند ،

به دلیل دقت بالا در شرایط ناپایدار  افزار نرمعددي و این 

  قرار گردید. مورداستفادهعددي 

براي اولین بار مدل تانژانت  ]17[ جعفري و همکاران

با  FENE-Pدوبعدي و با مدل  هایپربولیک را براي هندسه

مرتبه پایین المان محدود اعمال کردند که با  يها روش

محدود کردن مقادیر ویژه تانسور سازگاري ضمن حفظ 

 وایزنبرگتوانستند ماکزیمم  متقارن مثبت معینخاصیت 

درصد نسبت به روش لگاریتمی بهبود  4/21را  دسترس قابل

عوامل کلیدي در  زبخشند ولی با توجه به اینکه یکی ا

، انتخاب روش عددي است، لذا در این ناپایداري عددي

ا استفاده مطالعه قصد داریم توانمندي فرمولاسیون جدید را ب

                                                   
1 Marker and  Cell 
2 Johnson 
3 Segelman 
4 Cavity 

، روش المان طیفی بررسی نماییم. با هاي مرتبه بالا از روش

استفاده از این تبدیل بجاي حل معادلات پیوستگی، مومنتوم 

دلات پیوستگی، مومنتوم و معا FENE-P و معادله ساختاري

گردد. تبدیل  حل می FENE-Pساختاري  شده یلتبدمعادله 

  :است )1رابطه ( صورت بهشده  کاربرده به

)1(  � = �(���ℎ(�) + �) 

ضریب ثابت که بسته به 	�		تانسور سازگاري، C)، 1(در رابطه 

تانسور تبدیل یافته و  H شود، مدل ویسکوالاستیک انتخاب می

I این روش ضمن حفظ خصوصیت  .استریس واحد مات

همچنین مزیتی نسبت به روش فتال و  متقارن مثبت معین،

کوپفرمن دارد و آن محدود کردن مقادیر ویژه تانسور 

ها مقادیر بحرانی و  سازگاري و جلوگیري از میل کردن آن

که باعث افزایش پایداري مسئله در  است نهایت یب

  د.گرد بالا می هاي وایزنبرگ

  

  
براي   ��در مقابل  ��مقایسه تفاوت مقادیر ویژه  - 1شکل 

  فرمولاسیون لگاریتمی و تانژانت هایپربولیک

  

به  یلتفص به مسئله ربدر ادامه در قسمت تئوري حاکم 

روابط و معادلات بکار برده شده و همچنین روش عددي 

 المان طیفی خواهیم پرداخت.

  

  هتئوري حاکم بر مسئل - 2

. است شده داده نشان 2 شکل در حاضر مسئله وارهحطر

  :دهد را نشان می 5با نسبت طول به عرض  کانالی

  

  معادلات حاکم - 2-1

 معادلات شامل یطورکل کاررفته به به حاکم معادلات

 تاًینها و ویسکوالاستیک جریان معادله مومنتوم، پیوستگی،
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 مسئله داريپایمنظور  به هایپربولیک تانژانت تبدیل روابط

  است.

 

  
  هندسه دوبعدي -2شکل 

  

  معادله پیوستگی -1- 2-1

 تراکم غیرقابل سیال و ثابت سیال چگالی که حالتی براي 

  داریم: ) را2رابطه ( باشد

)2(  ∇.� = 0 

و برابر  است يدوبعدبردار سرعت در حالت  دهنده نشان �

� = (�,  سرعت به ترتیب در جهات يها مؤلفه �و  �که  (�

  .باشند یم �و  �

  

  ویسکوالاستیک سیال در مومنتوم معادله - 2- 2-1

 منتوموم رابطه است برقرار دامنه تمام در که بعدي رابطه

 سیال بر حاکم منتوموم معادله نیوتونی حالت در. است

 برقرار است : )3(رابطه  صورت به

)3(  ��

��
= −

1

�
∇� +

��
�
∇�� 

سیال  ي یتهسکوزیو ي دهنده نشان��  پارامتر  )3(در رابطه 

��و رابطه  است سیال فشار ي دهنده نشان � و 1حلال

��
 

بر که  استروي بردار سرعت  2مشتق مادي دهنده نشان

تعریف  )4(رابطه  صورت به يا پارهروابط مشتق  اساس

 :شود یم

)4(  ��

��
=
��

��
+ �. ∇� 

  است: شده اعمال )5( معادله  ت به فرمگرادیان سرع

  

)5(  ∇� =

⎣
⎢
⎢
⎡
��

��
				
��

��
��

��
				
��

��⎦
⎥
⎥
⎤

 

                                                   
1 Solvent 
2 Material Derivative 

است  اي کار ساده نسبتاًساخت سیالات پلیمري 

پلیمري در یک حلال با اضافه کردن یک پایه  که يطور به

 مسئلهدر توان یک سیال ویسکوالاستیک ساخت.  می

سیال ویسکوالاستیک، اثرات تنش  به خاطر موردبحث

چشمه در قالب دیورژانس تنش  عبارت صورت بهپلیمري 

) را 6و رابطه ( گردد ) اضافه می3(مومنتومپلیمري به معادله 

  :خواهیم داشت

)6(  ��

��
= −

1

�
∇� +

��
�
∇�� +	

1

�
∇. �� 

 منظور بهت اس ذکر انیشامعرف تنش پلیمري است.  ��که 

سئله و کاهش فضاي کم کردن پارامترهاي حاکم بر م

، با در نظر گرفتن پارامترهاي تکراري نظیر محاسباتی ضروري

و  ρو چگالی سیال  Dو عرض کانال   Uسرعت مشخصه 

روابط  صورت بهمعادلات را  توان یم ��ویسکوزیته حلال یعنی

  بعد نمود : بی )7(

  �∗ =
�

�
					, �∗ = �

�

�
 

  �∗ =
�

�
				, �∗ =

�

�� �
 

)7(  ��
∗ =

��

���/�
		 , �∗ =

�

���/�
 

دهنده تانسور سازگاري مربوط به  نشان �)، 7در رابطه ( 

است که در ادامه به آن خواهیم پرداخت.  FENE-Pمعادله 

 . باشند یمبعد  بی ورتص بهدار  پارامترهاي ستاره

رینولدز، نسبت  بعد یببعد کردن معادله با اعداد یب با

 )8( معادله ، معادله به فرموایزنبرگویسکوزیته و عدد 

  :دیآ یدرم

)8(  ��∗

��
= −

1

��
∇�∗+

��
��

∇��∗ +
1

��
∇. ��

∗ 

ه برابر حاصل تقسیم عدد رینولدز ک ي دهنده نشان ��عبارت 

��عبارت، استنیروي اینرسی به ویسکوز  معرف نسبت   

��یعنی استویسکوزیته حلال به ویسکوزیته کل  =
��

��
که  

��در این رابطه  = �� +  ي دهنده نشان �� عبارتو   ��

  باشد. ویسکوزیته پلیمري می

   

 FENE-Pستیک مدل ویسکوالا معادله -3- 2-1

  ��) براي به دست آوردن تانسور پلیمري یعنی 6طبق رابطه (

 )9(از رابطه  در ابتدا تانسور سازگاري را باید FENE-Pبا مدل 

  نماییم: پیدا
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�(
∂�

∂t
+ (�. ∇)� − (∇�)�. � − �. (∇�)) 

)9(  																																	= −(
�

1 −
��	(�)

�2

− �) 

باشد. در  نشانگر کاراکتر پلیمري سیال می λ )9(در معادله 

به دست  )10رابطه () به صورت 9حالت بی بعد معادله (

  آید: می

∂�∗

∂t
+ (�∗. ∇)�∗ − (∇�∗)�. �∗ − �∗. (∇�∗) 

)10(  																															= −
1

��
(

�∗

1 −
��	(�∗)

��

− �) 

�� صورت بهکه  استمعرف عدد وایزنبرگ  �� عبارت =
��

�
 

حاصل تقسیم زمان  درواقعگردد. عدد وایزنبرگ  بیان می

زمان آسایش . استبه زمان اینرسی جریان  1آسایش

ی است که اگر سیال را تحت تنش برشی قرار دهیم زمان مدت

ل به حالت تعادلی سیا و این تنش برشی را حذف کنیم

 �، قطر کانال ي دهنده نشان �برگردد. در رابطه وایزنبرگ 

   باشد. نشانگر سرعت مشخصه سیال می

رابطه بین تنش پلیمري و تانسور سازگاري نیز به صورت 

  :آید دست می به )11(معادله 

)11(  
��
∗ =

(1 − ��)

��
(

�∗

1 −
��	(�∗)

��

− �) 

 از این به بعد نیز شده گفتهدر تمام روابط  بعد یبي پارامترها

سادگی براي بیان مسئله علامت  منظور بهولی  اند شده اعمال

  ایم. را حذف نموده ها آن "*"

  

 Tanhریاضی به فرم  دارکنندهیپاروابط  - 2- 2

 تانژانت تبدیل روش روابط به قسمت، این در حال

 معادلات ما بخش، این در. میزپردا یم  معادلات یپربولیکاه

براي تبدیل معادلات سازگاري  ]8[ ون روشی که اساس بر را

 معادله براي محاسبه ه،به فرم انتگرالی استفاده نمود

. میکن یم ) استفاده10( یعنی رابطه FENE-Pویسکوالاستیک 

 مقدمه در ذکرشده دلایل به بنا هایپربولیک تانژانت تبدیل

  گردد: نوشته می )12(رابطه  صورت به

)12(  � = �(���ℎ(�) + �) 

                                                   
1 Relaxation Time 

 � مقدار همچنین و وابسته متغیر � پارامتر )12(در رابطه 

�� برابر
 طور همان و گردد یم اتخاذ FENE-Pبراي مدل  �2

 متوسط فاصله مقدار روي  از � بود شده اشاره هم قبلاً که

ن مطالعه آن را د که ما در ایآی در پلیمر به دست می 2هادمبل

با بسط دادن  توان یمایم رابطه بالا را  در نظر گرفته 8برابر 

  نوشت: )13(معادله  صورت بهتانژانت هایپربولیک 

)13(  � = 2�
��

�� + ���
 

مشابه تانسور �  لیتانسور تبد يبعددو هندسه ايبر

که نمایش  استو متقارن  2*2مربعی  صورت به �سازگاري 

 :باشد می )14(معادله  صورت بهآن 

)14(  � = �
ℎ��				ℎ��
ℎ��				ℎ��

� 

 به ملزم هایپربولیک تانژانت تبدیل روش از استفاده منظور به

 بایستی جهیدرنت. میهست � ویژه تانسور بردارهاي کردن پیدا

که از حل معادله  )15(ویژه با کمک روابط  مقادیر  ابتدا در

−�)detمشخصه  ℎ�) = که  آیند، پیدا نمود به دست می 0

  :) را خواهیم داشت15دسته معادلات (

ℎ� =
1

2
[ℎ�� + ℎ�� + � (ℎ�� − ℎ��)

� + 4ℎ��
� 		] 

ℎ� =
1

2
[ℎ�� + ℎ�� − � (ℎ�� − ℎ��)

� + 4ℎ��
� 		] 

)15(   

 واهیم) را خ16رابطه (حال براي محاسبه بردارهاي ویژه 

  داشت:

)16(  n1=�
��
��
�   ,    n2=�

−��
��

� 

 ماتریس هر ویژه يبردارها که میدان یم خطی جبر روابط از

,��نظر  در با پس. عمودند هم بر متقارن، (اسکالر)  ��

,��بردارهاي ویژه  توان یم را با استفاده از روابط بالا به  ��

. براي سادگی عبارات یکه بودن را روي بردارهاي دست آورد

��کنیم یعنی  ویژه را اعمال می
� + ��

� = . با این فرض  1

خواهیم داشت. با حل معادله مشخصه  يتر سادهجملات 

��� = ℎ��� معادلهو با استفاده از روابط مقدارهاي ویژه ، 

 صورت را به �ژه  تانسور بردار وی يها هیدرامقادیر ، ) 13(

  نماییم: محاسبه می )17( روابط

                                                   
2 Dummbell 



  

 

  

  هاي ویسکوالاستیک در اعداد وایزنبرگ بالا یانجرازي س یهشبافزایش پایداري عددي در   |222

  

 3/ شماره 9/ دوره 1398ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

  
��
� =

ℎ��
�

(ℎ� − ℎ��)
� + ℎ��

�  

  	��
� =

(ℎ� − ℎ��)
�

(ℎ� − ℎ��)
� + ℎ��

�  

)17(  ���� =
(ℎ� − ℎ��)ℎ��

(ℎ� − ℎ��)
� + ℎ��

�  

صورت معادله مشخصه را به  Cور از جبر خطی، براي تانس

  :میسینو یم )18( رابطه

)18(  C.ni=ci ni  

نسبت به  يریگ مشتقبا  . است �مقادیر ویژه تانسور  ��که 

 :داریم ) را19) رابطه (18(زمان از معادله 

)19(  �. �̇i + �.̇ni =���̇i 
+�̇ini  

) را 20رابطه ( دیگري، ویژه مقدار در داخلی ضرب اعمال با

  داشت : خواهیم

nj .�̇.ni =nj .(	�̇�ni ) + nj .(���̇i) – nj .( �. �̇i) 

)20(               =	�̇����+ (�� -	��)	�̇i .nj 

  :نتیجه گرفت ) را21رابطه ( توان یم )20( معادلهاز 

i)�̇i=ni.�.̇ni                            When i =j 

)21( ii)�̇i.nj=
�

�����
nj.�.̇ni              When i≠ � 

بردار  Hو  C يتانسورهایزوتروپیک بودن روابط، آ به دلیل

آوردن  یکسانی دارند. به دلیل اینکه براي به دست يها ژهیو

 تنها از جبر خطی استفاده شد، با دانستن Cروابط تانسور 

توان  می. برابري دارند يها ژهیواین دو تانسور بردار  که نیا

  :نوشت )22رابطه ( صورت به Hروابط را براي تانسور 

)22(  nj.�̇.ni =	�̇i���+ (hi –hj)�̇i.nj  

زیر و ترکیب معادلات  صورت به hi با معرفی مقادیر ویژه

واهیم خ) را 23رابطه ( Hو  Cبراي تانسور  آمده دست به

 :داشت

)23(  ℎ� =
1

2
���

��
2�− ��

� 

  خواهیم داشت : ) را24) رابطه (23از رابطه ( يریگ مشتقبا و 

)24(  ℎ̇i=�
��̇

��(�� ���)
  

  :) خواهیم رسید25به رابطه ( جهیدرنت

i) ni.�.̇ni=�
�̇�

��(�� ���)
=

�

��(�� ���)
ni.�̇.ni  When i=j 

ii) ni.�̇.nj=(��− ��)�̇j.�i                         When i≠ j  

)25(   
، به سه معادله ذکرشده )25( در معادله jو  iبا جایگذاري 

رابطه  صورتماتریسی به  طور بهرا  ها آن توان یمکه  میرس یم

  :بیان کرد) 26(

  � �

���̇

���̇

���̇

� = �  

� =

⎣
⎢
⎢
⎡

			��
�																�����															��

�

		��
� 										− �����																��

�

							−����												���
� − ��

��										����					
	 ⎦

⎥
⎥
⎤

 

� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

�

��(�� − ��)
(��

����̇ + ��������̇ + ��
����̇)

�

��(��− � �)
(��

����̇ − ��������̇ + ��
����̇)

�� − ��

�� − ��
(−�������̇ + (��

� − ��
�)���̇ + �������̇)⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

)26(  

به  توان یم B ،و ضرب آن در Aبا محاسبه معکوس ماتریس 

 H يها هیدرابراي  )29) تا (27( تکامل معادلاتدسته 

:افتی دست

���̇ = �
�

��(2� − ��)
��
� +

�

��(2�− ��)
��
� + 2��

���
�
ℎ� − ℎ�
�� − ��

����̇ 

								+�
�

��(2� − ��)
2��

��� −
�

��(2� − ��)
2��

��� − 2����(��
� − ��

�)
ℎ� − ℎ�
�� − ��

����̇ 

								+�
�

��(2� − ��)
��
���

� +
�

��(2�− ��)
��
���

� − 2��
���

�
ℎ� − ℎ�
�� − ��

����̇ 

)27( 								= ������̇ + ������̇ + ������̇ 



 

 

  

  223 | يپاشازاده و جعفر 

  

 3/ شماره 9/ دوره 1398ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

���̇ = �
�

��(2� − ��)
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����

� + ����(��
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								+�
�

��(2� − ��)
2��

���
� +

�
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2��
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ℎ� − ℎ�
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����̇ 
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��(2� − ��)
����

� −
�

��(2� − ��)
��
��� + ����(��

� − ��
�)
ℎ� − ℎ�
�� − ��

����̇ 

)28( 								= ������̇ + ������̇ + ������̇	 

���̇ = �
�

��(2� − ��)
��
���

� +
�

��(2� − ��)
��
���

� − 2��
���

�
ℎ� − ℎ�
�� − ��

����̇ 

								+�
�

��(2� − ��)
2����

� −
�

��(2� − ��)
2��

��� + 2����(��
� − ��

�)
ℎ� − ℎ�
�� − ��

����̇ 

								+�
�

��(2� − ��)
��
� +

�

��(2� − ��)
��
� + ����(��

� − ��
�)
ℎ� − ℎ�
�� − ��

����̇ 

)29(  								= ������̇ + ������̇ + ������̇ 

�  ، بالا) 29 تا 27 (در روابط مشتق کامل  يها مؤلفه �̇�� ,�̇�

. که طبق رابطه مشتق کامل باشند یممتناظر  يتانسورها

  :) نوشت4رابطه ( مشابهرا  ها آنتوان می تانسور

)30(  �̇ =
��

��
+ (�. ∇)� 

)31(  �̇ =
��

��
+ (�.�)� 

 ) و32)، روابط (29) تا (27بندي و ترکیب روابط ( با جمع

  خواهیم داشت:) را 33(

)32(  �

���̇

���̇

���̇

� = �
��� ��� ���
��� ��� ���
��� ��� ���

��

���̇
���̇
���̇

�  

��

��
+ (�.�)� = �

��� ��� ���
��� ��� ���
��� ��� ���

� �
��

��
+ (�.�)�� 

)33(   

مشتق مادي تانسور  عبارت )33(سمت راست معادله 

) به 10( معادلهFENE-P  ي  توان از رابطه را می �سازگاري 

  دست آورد:) به 34صورت رابطه (

��

��
+ (�.�) = �

��� ��� ���
��� ��� ���
��� ��� ���

� ((��)�. � 

)34(  +�. (��) −
1

��
(

�

1 −
��	(�)

��

− �)) 

بایست از طریق  را می �تانسور سازگاري ) 34(در رابطه 

 يها سیماترو بردارهاي ویژه یعنی  �رابطه بین مقادیر ویژه 

 پیدا نمود: )35رابطه (متعامد مطابق 

� = ��������������
� = �

	��						−��
��								��

� �
�� 0
0 ��

� �
�� ��
−�� ��

� 

)35(   

,�� پارامترهاي )35(در رابطه  بردار ویژه  يها هیدرا ��

,��، همچنین )17از رابطه ( هستند که که مقادیر ویژه  ��

 آیند. ) به دست می23هستند از رابطه (تانسور سازگاري 

  

  روش عددي المان طیفی -3- 2

مرتبه  يا چندجملهتقریبات  يمبنا برکه  1طیفی يها روش

در  معمولاًکه  شود یمچبیشف) تخمین زده  معمولاًبالا (

و استفاده از این روش در  شود یمساده استفاده  يها هندسه

فاده از روش پیچیده آسان نیست مگر با است يها هندسه

رسیدن به معادلات دشوار و  منجر به تیدرنهاتجزیه که 

. روش المان طیفی ترکیبی از قابلیت روش گردد یمپیچیده 

پیچیده با دقت  يها هندسهمرتبه پایین المان محدود براي 

 . برايهستروش طیفی  يا چندجملهمرتبه بالاي تقریبات 

ا بهبود مش مسائل مسطح همگرایی نمایی به جواب دقیق ب

                                                   
1 Spectral Methods 
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 تیباقابلسخت این روش  نسبتاً يساز ادهیپ. گردد یمملاحظه 

بالا و  يها انیگرادجذاب این روش براي حل مناطق با 

2و انتشار 1پخش
ها متعادل  عددي کمتر نسبت به دیگر روش  

    گردد. از این روش براي جریانات ویسکوالاستیک در می

پالایش  روشبا دو است. در این روش  شده استفاده ]20- 18[

با افزایش تعداد المان و  توان یمهستند  pو  hکه به ترتیب 

 يا جمله چندتر کردن شبکه و همچنین با افزایش درجه  ریز

    دامنه حل در .ه بر المان دقت حل را بهبود نمودافراز شد

 شده  میتقس 3 مطابق شکل اندازه همالمان  20این روش به 

  است.

  

  
  بندي کانال دوبعديالمان  - 3شکل 

  

استاندارد محاسباتی  يها المانبه یک  ها الماناین 

، تنش و امل فشارشوند و هر متغیر وابسته اولیه ش نگاشته می

سرعت روي المان استاندارد، از طریق بسط پایه تانسوري 

  : ) 36رابطه ( صورت به

)36(  ψ(�, ƞ) ≈ �

�

���

���

�

���

(�)��(ƞ)����  

، متغیر وابسته عمومی  ψشود که در آن  می یابی درون

مکانی محلی  يرهایمتغنیز  ηو  	ξضریب مجهول ،  ����،

درجه بسط  Nقرار دارند.  1و+1-استاندارد هستند که بین 

گردد.  شود و با افزایش آن دقت حل بیشتر می پایه گفته می

رابطه  صورت بهشود و  میپایه مدال گفته  ��تابع درون یاب 

  شود که: نمایش داده می )37(

�
�
=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

(1 − �)

2
(1 − �)

2

(1 + �)

2
����
�,� (�)

(1 + �)

2

								���	

� = 0

0 < � < �

� > �

 

)37(   

                                                   
1 Dissipation 
2 Dispersion 

����که 
. در غالب  ]21[ دهد یمتابع ژاکوبی را نشان  �,�

 توان یم، سازي مکانیمعادلات جریان سیال، ضمن گسسته 

 ψبه یک معادله کلی از نوع هلمهولتز رسید. براي متغیر کلی 

  داریم:) را 38معادله (

)38(  ���(�)
�

���
�
�

+ �� � = � 

ضریب  (�)�چشمه و  عبارت �ضریب ثابت ،  λکه در آن 

. براي گسسته سازي مکانی  ]22[ استنفوذ معادله هلمهولتز 

د به فرم ضعیف معادلات رسید. براي این هدف ابتدا بای

ضرب شده و روي  �طرفین معادله در تابع وزن گلرکین 

شود. با استفاده از  می يریگ انتگرالاز آن  Ωدامنه المان 

 :نوشت توان یم ءجز بهزءج يریگ انتگرال

−����(�)���� +������ 

)39(  																= ����� − [��(�)��]�� 

مبین مرز المان است و دامنه مرزي را پوشش  �� که در آن

معادله بالا معادلات  يها انتگرالدهد. با انجام مشتق و  می

دیفرانسیل وابسته به زمان به تعداد درجه بسط پایه براي هر 

هاي وابسته  پیوستگی متغیر بر اساسشود.  المان ایجاد می

داراي سطح مشترك باید معادلات را  يها المان اولیه روي مرز

مراجعه شود.  ]21[تجمیع نمود. براي اطلاعات بیشتر به 

همچنین براي گسسته سازي زمانی از روش مرتبه بالاي 

  است. شده  استفاده ]23[بشفورث -آدامز

که براي  استشرایط مرزي حل دامنه هم به این صورت 

دیریکله که  صورت بهورودي  تنش  مرز  بالا و پایین دیواره و

 آمده دست بهمتلب  افزار نرمبا  FENE-Pمعادله  یلیتحل از حل 

است.    شده استفادهو براي خروجی از شرایط نیومن  شده اعمال

براي سرعت نیز حل ورودي دیریکله و براي دیواره سرعت 

است و  شده استفادهصفر و براي خروجی از شرط نیومن 

دیواره و ورودي با شرایط نیومن و در فشار روي  تیدرنها

 دیریکله و  برابر صفر قرار گردیده است. صورت بهخروجی 

همچنین لازم به ذکر است که به منظور به دست آوردن 

 و )10( ،)8(تحلیلی) با بسط دادن معادلات ( جواب دقیق

و همچنین در نظر گرفتن شرایط کاملا توسعه یافته و  )11(

خطی رسید که با جبري غیردستگاه معادلات توان به  می  پایا

   هاي لازم و مورد نیاز را براي اعتبار سنجی جوابحل دستگاه، 
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  شرایط مرزي حاکم بر مسئله - 1جدول 

 دیواره  خروجی ورودي 

 تنش هاي پلیمري
 دیریکله 

 )روش تحلیلی کروز و همکاران(

 نیومن

 )کاملا توسعه یافته(
���

��
= 0 

  هدیریکل

 )روش تحلیلی کروز و همکاران(

 سرعت
 دیریکله

 )روش تحلیلی کروز و همکاران(

 نیومن

 (کاملا توسعه یافته)
��

��
= 0 

 دیریکله

 )شرط عدم لغزش(

� = 0 

 فشار

  نیومن

 (گرادیان ثابت در ورودي)
��

��
= −0.11 

 دیریکله

 )فشار صفر در خروجی(

p=0 

  نیومن

 (گرادیان صفر روي دیواره)
��

��
= 0 

s بردار عمود بر سطح دیوار است  

  

کروز و  مسئله و شرایط مرزي بدست آورد این روش در کار 

آورده  1است . شرایط مرزي در جدول  آمده ]24[همکاران 

  شده است.

  

 نتایج - 3

محاسبات عددي صورت پذیرفته در حالت کلی و براي هر دو 

ت هایپربولیک با و مدل تانژان FENE-Pحالت مدل کلاسیک 

  قرار داده شد. آزمونشرایط زیر مورد 

�� = 1	, � = 8	, � = 1	, �� =
1

9
		 ,
��

��
= −0.11	,� =

��

2
 

  

  مطالعه استقلال نتایج از درجه بسط و گام زمانی -1- 3

و گام زمانی  � ،مین استقلال حل از درجه بسط پایهبراي تض

Δ� ختلفی از  این دو پارامتر مورد حل عددي به ازاي مقادیر م

 ،01/0راي گام زمانی مقادیر مختلف ارزیابی قرار گرفت. ب

مورد تست و آزمایش قرار  00001/0و  0001/0، 001/0

به دلیل ناپایداري عددي در  001/0و  01/0گرفت که مقادیر 

دادند  و خوبی نمی نانیاطم قابلهاي  جواب CFLبحث عدد 

صحیح و مناسب  يها جواب 00001/0و  0001/0ولی 

به دلیل زمان محاسبه  0001/0ها  که از بین آن دادند یم

براي  که نیاکمتر انتخاب گردید. در مورد درجه بسط پایه هم 

و  4و  3  بسط پایه مودال يها درجهکلاسیک  FENE-Pمدل 

امتحان گردید که نتایج آن  5 وایزنبرگبراي  7و  6و  5

   .است 4شکل  صورت به

      پروفیل سرعت 4که مشخص است شکل  طور همان

         در خروجی  �برحسب عرض کانال  �در جهت 

ي بسط مختلف حساب گردیده است که ها درجهبرحسب 

�ترین گزینه براي ادامه کار  ترین و معقول مناسب = 5 

  انتخاب گردید.

  

  
 نمودار استقلال حل از درجه بسط پایه مودال براي -4شکل 

Wi=5   در مدلFENE-P  
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  الف)(

 
  ب)(

  
  ج)(

عرض کانال؛  برحسباعتبارسنجی سه پارامتر  - 5شکل 

  ج)سرعت محوري  و ب)تنش برشی ،الف)تنش محوري

  

  اعتبار سنجی - 2- 3

کلاسیک و  FENE-P ایده اصلی سنجش مقایسه حل عددي

 یلیتحل مهین حل همچنین و SEM روش با هایپربولیک تانژانت

و در  آمده دست  بهمتلب  افزار نرمز که ا FENE-Pمدل 

مقایسه  این استحصال گردیده است. 5خروجی کانال شکل 

انجام  ���	و ���هاي  ، تنش�	 هاي سرعت براي عبارت

  پذیرفته است.

کلاسیک  دو حالتسرعت تنش و فشار براي  يها لیپروف

    هایپربولیک نیز در قسمت ذیل آورده شده است تانژانتو 

 گریکدیمناسبی با همپوشانی  ها جوابکنیم که مشاهده می

  دارند.

  

 Wi=5در  FENE-Pمدل کلاسیک 

 
  )u( الف) سرعت محوري(

 
  )���( ب) تنش نرمال(

 
  )���( ج) تنش برشی(

 
 )Pد) فشار((

  Wi=5  کلاسیک در FENE-Pمدل  يها لیپروف - 6شکل 

 Wi=5براي  FENE-Pمدل تانژانت هایپربولیک 
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 )u( الف) سرعت محوري(

 
  )���(نرمال ب) تنش (

 
  )���( ج) تنش برشی(

 
  )P( د) فشار(

 Wi=5هاي مدل تانژانت هایپربولیک در  پروفیل -7 شکل

  

  رابطه تانژانت هایپربولیک بر پایداري ریتأث -3- 3 

   این است FENE-Pیکی از قیدهاي فیزیکی حاکم بر مدل 

  محدود  مقدار یک میکروسکوپیک دید از ها دمبل صلهفا که

ي اعمال گردد. مشکل ساز هیشبیک شرط اضافی در  عنوان

تانسور  ویژه مقادیر که زمانی عددي حل در که است این اساسی

نیز افزایش پیدا  Cتانسور  1اثریابد مقدار  سازگاري افزایش می

) 9ه به معادله (شود. با توج نزدیک می ��به مقدار کند و  یم

                                                   
1 Trace 

برسد مخرج کسر به صفر  �� عددي به ازنظر tr (C)زمانی که 

مقادیر  متعاقباًکند و در این لحظه مقدار تنش و  میل می

ناپایدار  داًیشدکند و حل عددي  نهایت میل می سرعت به بی

شود و امکان حل عددي در اعداد وایزنبرگ بالاتر وجود  می

 بهدودیت در حل عددي نیز بایستی دارد، بدین معنی این مح

ي پایداري، محدود بودن ارهایمعیکی از  .نخواهد داشت

 منظور بهکه  استي ماتریس سازگاري ها هیدرامقادیر ویژه و 

    رابطه تانژانت هایپربولیک بر پایداري مسئله، ریتأثمشاهده 

در یک ) ��∑=Trace Cیعنی ( ما از اثر ماتریس سازگاري

ایم که روند آن برحسب زمان را  تصادفی استفاده نموده نقطه

هاي  در وایزنبرگ مختلف امتحان نمودیم که در وایزنبرگ

 8بحرانی نمودار اثر سازگاري برحسب زمان مطابق شکل 

  .است

  

 
  نمودار اثر ماتریس سازگاري برحسب زمان -8 شکل

  

براي حالت  40 وایزنبرگشود که  ملاحظه می 8شکل  از

  t=200 در لحظه 40 وایزنبرگیک حد بحرانی است و از کلاس

رسد و  اثر ماتریس به مقدار ماکزیمم تئوري خودش می

کند  مسئله ناپایدار و حل عددي به سمت واگرایی میل می

 وایزنبرگبا کمک روابط تانژانت هایپربولیک در  که یدرحال

آن در ادامه  يها لیپروفکه  استداراي ثبات کامل  40

  است. شده  دهگنجان

روش تانژانت  40 زنبرگیادر و که شود یممشاهده 

ي ها جوابو  در حلهایپربولیک داراي پایداري مناسب 

    80 . در ادامه روند حل با افزایش تدریجی عدداستمطلوبی 
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 )u( الف) سرعت محوري(

  
  )���( ب) تنش برشی(

  
  )���( نرمالج) تنش (

 Wi=40مدل تانژانت هایپربولیک در هاي  پروفیل -9شکل 

  

  
  )u( الف) سرعت محوري

  
  )���( ب) تنش محوري(

  
  )���( ج) تنش برشی(

  Wi=80هاي مدل تانژانت هایپربولیک در  پروفیل-10 شکل

. در ادامه استبا روش پایداري اثر ماتریس داراي ثبات 

 80گ وایزنبرگ با روش تانژانت هایپربولیک به وایزنبر

هاي خوب و قابل اتکایی  رسیدیم که تا این وایزنبرگ جواب

وایزنبرگ  در که شود می ملاحظه هم 8 شکل از داد می ما به

با روش تانژانت  80ي سرعت و تنش را در وایزنبرگ ها لیپروف

  فرمایید. هایپربولیک ملاحظه می

 صورت به که یدرحال  80 وایزنبرگلازم به ذکر است که 

اي حالت تانژانت هایپربولیک انتخاب گردید که بحرانی بر

ي از حد هاي بالاتر نیز اثر ماتریس سازگار وایزنبرگحتی در 

 عنوان بهو دلیل انتخاب ما  ماکزیمم خود بالاتر نرفت

به بعد دیگر  وایزنبرگبحرانی این بود که از این  وایزنبرگ

 يها انیگرادو ناپایداري به علت   اعوجاجشکل  ها لیپروف

و مسئله ناپایدار  گرفت یمبالا به خود  وایزنبرگشدید در 

  گردید. می

  

  يریگ جهینت - 4

   در این مطالعه از روش پایداري تانژانت هایپربولیک که 

   و همچنین  متقارن مثبت معینخاصیت  حفظمزیت 

محدود کردن مقادیر ویژه تانسور سازگاري را داشت با روش 

   استفاده گردید. با يددوبعالمان طیفی روي هندسه 

بالاي بکار گیري  ي بهرهاین روش پایداري در کنار  استفاده از

المان طیفی به دلیل دقت بالا عددي موجب  رشد حدود 

 که  يطور  بهبحرانی گردید  وایزنبرگدرصدي در عدد  100

کلاسیک  FENE-Pبحرانی براي حالت  وایزنبرگماکزیمم 

را  80هایپربولیک مقدار  و براي مدل تانژانت 40مقدار 

  داشتیم.

لازم به ذکر است که روش پیشنهادي در این مقاله بر 

بودن ماتریس سازگاري  ، متقارن مثبت معینمبناي کنترل

است، به عبارتی با این روش داشتن مقدار مثبت و معین و 

گردد و علاوه  متقارن بودن تانسور تنش سازگاري  تضمین می

نسور سازگاري محدود و مطابق با بر آن مقادیر ویژه تا

 وایزنبرگی مدل اعمال گردد. در عدد هاي فیزیک محدودیت

 آنکه وجود با، Wi=80، انی براي مدل تانژانت هایپربولیکبحر

، کمتر است، شده وضعاز مقدار ماکزیمم تئوري  tr (C) اندازه

 ياعتماد  قابلبه بعد نتایج  وایزنبرگاما همچنان از این عدد 

آید. نویسندگان بر این باورند که ناپایداري  نمی تبه دس

هاي  عددي در سیالات ویسکوالاستیک بخصوص با روش
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روش عددي  ازجملهعددي مرتبه بالا به عوامل مختلفی 

شرایط مرزي و حتی دقیق بودن مدل ریاضی  ریتأث، انتخابی

و یا ترکیبی از عوامل بستگی دارد لذا  مسئلهبراي فیزیک 

 یتوجه قابلدي ما ، تانژانت هایپربولیک به طرز روش پیشنها

شود  عددي می  ناپایداري يریگ شکلباعث به تعویق افتادن و 

ل مشکل ناپایداري عددي ولی بدون شک باعث رفع کام

هاي فیلترینگ و پایدارساز  ، لذا استفاده از روشنخواهد شد

  شود.  توصیه می

  

  تقدیر و تشکر - 5

از آزمایشگاه عددي سیالات غیر  تشکر ویژه و سپاس فراوان

دانشکده مکانیک دانشگاه  (www.cnnfm.ut.ac.ir) نیوتنی

تهران تحت سرپرستی و نظارت سرکار خانم دکتر آزاده 

جعفري که بستر و شرایط مناسبی  را  براي انجام تحقیقات 

محاسبات عددي سیالات غیر نیوتنی فراهم  نهیدرزمعددي 

  نمودند.
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