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  چکیده

توپر کامپوزیتی تک لایه با در نظر گرفتن تئوري کاتانو ارائه شده  این مقاله، یک حلّ تحلیلی براي توزیع دماي نامتقارن در یک استوانهدر 

هدایت گرمایی هذلولوي حاکم با روش جداسازي متغیرها  است. توزیع دماي ناشی از تحریک اولیه نامتقارن در استوانه با حلّ معادله

هدایت گرمایی حاکم، با روش تفاضل محدود نیز حل شده است تا نتایج حلّ تحلیلی با استفاده  شده است. از طرف دیگر، معادلهاستخراج 

زمان حرکت موج دیگري از مرکز استوانه به تاثیر حرکت موج گرما از سطح بیرونی به سمت مرکز استوانه و هم از آن اعتبار سنجی شود.

هاي الیاف روي توزیع دما در جهت تاثیر زاویههمچنین،  ؛ها با یکدیگر، روي توزیع دما بررسی شده استخل آنسمت لایه بیرونی و تدا

 ،شودمورد بررسی قرار گرفته است. در ادامه به بررسی توزیع دما برحسب زمان پرداخته شده است که مشاهده می ،شعاعی و محیطی

دلیل نوسانی بودن شرط اولیه، قبل از رسیدن توزیع دما به حالت پایا، داراي رفتار نوسانی است. به ،توزیع دما در یک نقطه برحسب زمان

هاي مختلف در راستاي شعاعی و همچنین توزیع دما در زمان ؛نشوداین امکان وجود دارد که توزیع دما به توزیع دماي فوریه همگرا 

  مورد بررسی قرار گرفته است. ،محیطی

  اي؛ تفاضل محدود.حلّ تحلیلی؛ استوانه ارتوتروپیک؛ هدایت گرمایی غیرفوریه :يکلمات کلید

 
An Analytical Solution for Asymmetric non-Fourier Heat Conduction in a Long Solid 

Orthotropic Cylinder 
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Abstract 
In this paper, an analytical solution for the asymmetric temperature distribution in a long orthotropic 
cylinder, considering Cattaneo theory, is presented. The temperature distribution, due to the non-
axisymmetric initial condition, is obtained by using the separation of variable method. In order to verify 
analytical results, the governing equations are solved numerically using finite difference method. In 
presented results, the effect of the motion of heat wave from the external face to the center of the cylinder, 
simultaneously moving the other wave from the center to the external surface, as well as their interference on 
the temperature distribution is studied. Additionally, the effect of fiber angle on the temperature distribution 
in both radial and circumferential directions is investigated. Furthermore, the temperature distribution in 
terms of time is investigated. The results show that the temperature distribution in terms of time at one point 
has a periodic behavior. The time history of the non-Fourier temperature, which has a wavy form in contrast 
to the Fourier one, is presented. According to the results, the non-Fourier temperature distribution does not 
converge to the Fourier one before reaching to the steady state. Also, the temperature distribution at different 
times in radial and circumferential directions has been investigated. 

Keywords: Analytical Solution; Orthotropic Cylinder; Non-Fourier Heat Conduction; Finite Difference. 
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   مقدمه - 1

ها و مخازن تحت جمله لوله اي ازبسیاري از قطعات استوانه

اي،  فشار در تجهیزات مهندسی مدرن مثل راکتورهاي هسته

و مخازن  اشعه ایکس و لیزرهاي تولید و انتقال دستگاه

گازهاي مایع در صنایع هوافضا، تحت هدایت گرمایی سریع 

گیرند. در چنین مواردي، تئوري کلاسیک هدایت قرار می

اندازه کافی دقیق نیست. طبق تئوري کلاسیک، اگر  گرمایی به

جسمی تحت اغتشاش گرمایی در یک ناحیه محدود قرار 

شود که از اثر آن بلافاصله در فواصل دور احساس می ،دگیر

همچنین، توزیع دماي فوریه  ؛نظر فیزیکی قابل قبول نیست

هاي زمانی در برخی از موارد مثل هدایت گرماي گذرا در بازه

خیلی کوچک، هدایت گرما در دماهاي پایین نزدیک صفر 

یاد در مطلق مانند کاربردهاي کرانجیک، هدایت گرما با نرخ ز

هاي رقیق و هدایت گرما در ساختارهایی در ابعاد محیط

اندازه کافی دقیق نیستند و نتایج غیرقابل قبولی  میکرون به

ناسازگاري مدل هدایت فوریه با  ،نمایند. علّت این امرارائه می

 ،ترین نقص قانون فوریه . مهماستفیزیک واقعی انتشار گرما 

نتقال انرژي گرمایی است. نهایت ا سرعت بی منجر شدن به

تئوري  ]،2[ و کاتانو] 1[ براي حلّ مشکل مذکور، ورنات

طور مستقل ارائه کردند. در  را به 1هدایت گرمایی هذلولوي

هاي با سرعت گرمایش بالا، با توجه به نتایج پدیده

گونه انتشار گرما، مدل هذلولوي آزمایشگاهی و مشاهده موج

ه در آن یک ] ک3[ شنهاد شدبراي تحلیل موج گرمایی پی

براي شار گرمایی در نظر گرفته شده  2ثابت تأخیر زمانی

  است. 

هاي اخیر برخی تحقیقات روي انحراف از معادله  در سال

اند. درنظرگرفتن کلاسیک هدایت گرمایی فوریه متمرکز شده

- اي در توصیف فرآیند انتقال گرما و پیش اثرهاي غیرفوریه

تعدادي از مقالات، اعتمادتر خواهد بود.  بلبینی توزیع دما، قا

بعدي به روش معادلات مربوط به این مدل را در حالت یک

اند و تعداد معدودي به بررسی این مدل  تحلیلی بررسی کرده

  اند. بعدي پرداخته در حالات دوبعدي و سه

این معادله را براي  ،]4[لواندوفسکا و مالینوفسکی 

روش تبدیل لاپلاس با کمک اصل   وسیله را بهلایه نازك  یک

                                                   
1 Hyperpolic Heat Conduction 
2 Relaxation Time 

شود و  که از هر دو طرف گرم میکردند  سوپرپوزیشن حل

نتایج تحلیلی، با حلّ عددي مقایسه شده است. موسایی 

معادله هایپربولیک انتقال حرارت را براي محیط متناهی با 

]، با 6[ ]، با شرایط اولیه دلخواه5[ یک منبع حرارتی دلخواه

  دست د و نتایج بهکرده از سري فوریه کسینوسی حل استفا

 ،]7[ آمده با روش عددي مقایسه شده است. تانگ و اراکی

اي انتقال حرارت را براي یک پره تحت  غیر فوریه معادله

ها در این تحقیق  آن .شرایط مرزي متناوب بررسی کردند

هاي  جلویی براي زمان پروفیل دما را براي ضخامت لایه

ش مختلف با استفاده تبدیلات لاپلاس ارائه کردند. ژانگ رهای

اي را بعدي انتقال حرارت غیرفوریه معادله یک ،]8[ و همکاران

هاي تحلیلی وابسته به با منبع حرارتی بررسی کردند و معادله

دست آوردند و با حلّ انتقال زمان را با معکوس لاپلاس به

اي  مختصات استوانهاي بدون منبع حرارتی در  حرارت فوریه

] از روش تبدیل لاپلاس براي 9[ مقایسه کردند. جیانگ

بررسی انتقال حرارت هدایتی هذلولوي در یک کره توخالی 

که مرزهاي آن تحت تأثیر یک تغییر ناگهانی دما استفاده کرد 

تحلیل حرارت غیر  ،]10قرار دارد. دانشجو و همکاران[

را که تابع منبع دمایی ) FGM(اي یک سیلندر توخالی  فوریه

شده   وابسته به زمان است را به روش فضاي حالت تکمیل

ها در دامنه جدید با در نظر گرفتن تئوري تقریبی کامپوزیت

لاپلاس حل نمودند و براي تبدیل به حوزه زمان از معکوس 

کردند   استفاده )Gibb( لاپلاس عددي با در نظر گرفتن پدیده

گذشته مقایسه  اتبا مطالع را مدهآ دست  نتایج بهسپس و 

اي را براي  ] مدل انتقال حرارت غیرفوریه11. بیشري[نمودند

داد.  مورد استفاده قرار ی،یک جسم محدود تحت شار حرارت

گرال محدود استفاده کرد و وي براي حل از روش تبدیل انت

 ،در مواردي که زمان آسایش به سمت صفر میل کند دریافت

انتقال حرارت هذلولوي  ست آمده از معادلهدتوزیع دماي به

کلاسیک فوریه یکسان  دست آمده از معادلهبا پاسخ دمایی به

یک مدل موج حرارتی  ،]12[ هو و همکارانخواهد بود. ژیان

براي انتقال حرارت منتقل شده توسط لیزر  را متقارن دوبعدي

نشان ها  هاي بیولوژیکی آسیب دیده ارائه کردند. آندر بافت

اي، هنگامی که زمان آسایش مقدار  دادند که اثرهاي غیرفوریه

سزایی برخوردار است. میدان بزرگی داشته باشد، از اهمیت به

اي داخل  بعدي در انتقال حرارت غیرفوریهدماي متقارن سه

صورت یک کره توخالی با شرایط مرزي مستقل از زمان به
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وش حل استفاده ] بررسی شد و ر13[ تحلیلی توسط موسایی

- روش استاندارد جداسازي متغیرها بوده است. احمدي ،شده

یک روش تحلیلی در حلّ انتقال  ،]14[ کیا و ریسمانیان

حرارت هذلولوي در یک پره که تحت شرایط مرزي پریودیک 

دست قرار دارد را با روش تبدیل لاپلاس ارائه نمودند. نتایج به

خوبی رفتار موجی به ،يآمده از مدل انتقال حرارت هذلولو

هاي هاي کوچک تحت پدیدهاي را در پره شکل غیرفوریه

اثرهاي  ،]15[ داد. بامداد و همکاران سریع نشان می

دند. نتایج کریافته مطالعه  اي را در سطوح گسترش غیرفوریه

هاي اولیه، ها در زمانداد که براي کلیه پرهها نشان می آن

وابسته به زمان، زمان آسایش و ناپیوستگی  موقعیت نقطه

بعدي هدایت یک ،]16[ . سد و چااستسطح مقطع پره 

 متقارن براي نواحی داخلی و خارجی یک استوانه دایروي

مورد تحلیل قرار  ،شکل را با استفاده از روش تبدیل لاپلاس

یک روش تحلیلی ارائه دادند که در  ،]17[ دادند. لام و فانگ

نهی و تئوري ساختار یک حلّ  برهم هايآن با ترکیب روش

اي در یک ورقه مستطیلی با  براي انتقال حرارت غیرفوریه

ها به  دست آمد. آنمرزهاي عایق و تولید حرارت داخلی به

به تعداد جملات سري  ،ها این نتیجه رسیدند که دقتّ حل آن

 ،]18[ سعدالدین و ترابی. دست آمده بستگی داردفوریه به

اي را که تحت عملیات اسپارك استوانه یک قطعهتوزیع دماي 

ها  آن .دسـت آوردندصورت تحلیلی بهبه ،قـرار گرفتـه اسـت

اي و از دست آوردن دماي استوانه، از مختصات استوانهبراي به

روش جداسازي متغیرها اسـتفاده کردند. مروري بر این 

هاي ینههاي گوناگونی در زمدهد که مطالعهها نشان میمقاله

 مختلف انجام شده است. 

بررسی انتقال حرارت در مواد گوناگون همواره مورد توجه 

هاي علم جمله شاخه دانشمندان بوده است. هدایت حرارتی از

. یکی از مسائلی که دانشمندان با آن استانتقال حرارت 

نحوه انتقال حرارت در مواد مرکبّ بوده است.  ،مواجه بودند

بینی درستی از توزیع بنابراین نیاز به یک مدل که بتواند پیش

. در هرکدام از استکاملاً محسوس  ،دما در جسم داشته باشد

هاي مختلف انتقال حرارت هدایتی جنبه ،کارهاي انجام شده

دست و نتایج به است اي مورد مطالعه قرارگرفته غیرفوریه

اما نیاز به تحلیل انتقال حرارت  ؛آمده کاملاً مفید هستند

 شود. حل وضوح مشاهده میاي در مواد مرکب به غیرفوریه

سته ان دمختلف میتووه سه گرارت را در حرل نتقااله دمعا

  ود.محدن لماود و امحدف ختلا، اتحلیلید: کري بند

ي هاي موجود در روش تحلیلی، برابا توجه به دشواري

اي، پژوهشگران کمتر از حل معادلات انتقال حرارت غیرفوریه

کنند و بیشتر از این روش براي تعیین توزیع دما استفاده می

نمایند. در این تحقیق با توجه به هاي عددي استفاده میروش

ها براي حل دقت بالاي حل تحلیلی نسبت به سایر روش

ن توزیع دماي اي و تعییفوریهمعادله انتقال حرارت غیر

، بسط توابع متناسب با آن از روش تحلیلی جداسازي متغیرها

لیویل براي -یافته و قضیه اشتورم ویژه، قوانین بسل تعمیم

ي توپر بلند ارتوتروپیک تحت شرط اولیه نامتقارن  استوانه

همچنین، معادله هدایت گرمایی حاکم، با ؛ شده استاستفاده 

است تا نتایج حلّ تحلیلی روش تفاضل محدود نیز حل شده 

 با استفاده از آن اعتبار سنجی شود.

  

  ايهدایت گرمایی غیرفوریه - 2

صـورت   ورنـات بـه  -رابطه ساختاري شار گرمایی مـدل کاتـانو  

  شود.بیان می )1( رابطه

)1(  �(�, � + �) = −���(�, �)  

ضریب انتقال حرارت  �	بردار شار گرمایی،  �در این رابطه 

شار گرمایی  تیلوربا بسط  زمان آسایش است � هدایتی و

  .) تبدیل خواهد شد2صورت رابطه ( به)، t(حول زمان 

)2(  
  

�(�, �) + �
��(�, �)

��
= −���(�, �) 

�اگر  = شود گرما با سرعت نامحدود منتشر میباشد؛  0

  .که با قانون فوریه منطبق است

رابطه حاکم بر هدایت گرمایی با جایگزینی رابطه شار 

دست به) 3(صورت رابطه  در قانون بقاي انرژي به) 2(گرمایی 

  آید:می

)3(    
� ∙ ���� + �

��

��
� + � = ��

��

��
 

منبع گرمایی  � ظرفیت گرمایی و 	�چگالی،	�	در این رابطه،

 است. 

  

   هدایت گرمایی در مواد مرکّب - 3

اي  اي در لمینیت استوانه رارت ناپایا غیرفوریهه انتقال حمعادل

  :]10[ دشوبیان می) 4(ه صورت رابطه اورتوتروپیک ب
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با توجه به این نکته که استوانه در نظر گرفته شده طویل 

) 5رابطه (صورت  توان به ) را می4بنابراین معادله ( است،

  .بازنویسی کرد
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اي  حلّ تحلیلی هدایت گرمایی غیر فوریه -4

  کاتانو

هدایت گرمایی  در این قسمت، یک حلّ تحلیلی براي معادله

اي تحت شار گرمایی نامتقارن کاتانو براي شرایط  غیرفوریه

شرایط مرزي متقارن محوري  مرزي مشخّص ارائه شده است.

در نظر ) 7) و (6(صورت روابط  به ،براي یک استوانه توپر

  گرفته شده است.

)6(  �(0, �, �) = Finite 

)7(  �(�, �, �) = ��  

همچنین شرایط اولیه  ؛شعاع استوانه توپر است R در آن، که

 ) در نظر گرفته شده است:9) و (8صورت روابط ( به

)8( �(�,�, 0) = �(�, �) + ��  

)9(  
��

��
(�,�, 0) = 0 

ي کامل، توزیع دما و گرادیان با توجه به هندسه استوانه

  شوند.فرض می 2πبا دوره تناوب  �آن در جهت 

)10(  �(�,�, �) = �(�,� + 2π, �) 

)11(  
�

��
�(�,�, �) =

�

��
�(�, � + 2π, �) 

  شود:صورت زیر فرض میبه �متغیر جدید تغییر دماي 

)12( 
� − ��

��

= � 

  .استپارامتر دماي اولیه  ��در رابطه فوق 

   بیان  )13ا رابطه (ب �برحسب  )5(رابطه هدایت گرمایی 

 شود:می

���

1

�

�

��
��

��

��
� + [��

���� + ��
����]

1

��

���

���
 

)13(  																												= 	��
��

��
+ ���

���

���
 

صورت زیر بیان  به �شرایط مرزي و شرایط اولیه برحسب 

  شود:می

)14(  �(0, �, �) = Finite 

)15(  �(�,�, �) = 0 

)16(  �(�,�, �) = �(�, � + 2π, �) 

)17(  
�

��
�(�, �, �) =

�

��
�(�,� + 2π, �) 

)18(  �(�,�, 0) = �(�, �) 

)19(  
��

��
(�,�, 0) = 0 

  بعد زیر:  بی متغیرهايبا در نظر گرفتن 

)20(  t̅=
�

�
 

)21(  r̅=
�

L�

 

  

)22(  L� = �
����

��
 

بعد اي برحسب متغیرهاي بی معادله هدایت گرماي غیرفوریه

  است:) 23رابطه (صورت به

  
  

 

1

r̅

�

�r̅
�r̅

��

�r̅
� + �

��
���� + ��

����

���

�
1

r̅�

���

���
 

)23(  																					= �
��

�t̅
+

���

�t̅�
� 

بعد شرایط مرزي و شرایط اولیه برحسب متغیرهاي بی

  است:) 29-24روابط ( صورتبه

)24(  �(0, �, t̅) = finite 

)25(  �(R�,�, t̅) = 0 

)26(  �(r̅, �, t̅) = �(r̅, � + 2π, t̅) 
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)27(  
�

��
�(r̅, �, t̅) =

�

��
�(�,̅ � + 2π, t̅) 

)28(  �(r̅, �, 0) = �(r̅, �) 

)29( 
�

��
�(r̅, �, 0) = 0 

  

  حل معادله به روش جداسازي متغیرها -1- 4

از روش جداسازي متغیرها  )23( در اینجا، براي حل معادله

در ) 30رابطه (صورت شود. فرم کلی توزیع دما بهاستفاده می

  شود:نظر گرفته می

)30(   �(r̅, �, �)̅ = �(r̅, �).�(t̅) 

هدایت گرما  معادله ،)23(در معادله  )30(با اعمال رابطه 

 تبدیل خواهد شد:) 31رابطه (صورت  به

1

r̅

�

�r̅
�r̅

��

�r̅
�� + �

��
���� + ��

����

���

�
1

(r̅)�

���

���
� 

)31(  																										=	�
��

�t̅
� +

���

�(t̅)�
�� 

قابل تفکیک ) 32ا رابطه (ب �و �برحسب  )31( معادله

 است:

1

r̅

�

�r̅
�r̅

��

�r̅

1

�
� + �

��
���� + ��

����

���

�
1

(r̅)�

���

���

1

�
 

)32( 																									×
1

�
	�

��

�t̅
+

���

�(t̅)�
� = −��		 

اي  به گونه �	باتوجه به شرایط مرزي همگن، باید ثابت   

 صورت هارمونیک باشد.دست آمده بهانتخاب شود تا جواب به

شود؛ چرا که باید توزیع دما منفی در نظر گرفته می �مقدار 

طرف راست مان داراي رفتار موجی شکل باشد. برحسب ز

  بصورت زیر است:) 32(معادله 

)33(  
1

�
	�

��

�t̅
+

���

�(�t̅)�
� = −��	 

)34(  �
��

�t̅
+

���

�(t̅)�
� + ��� = 0 

  صورت زیر است:به) 34(حل معادله 

)35(  �(t̅) = ��e
��̅ 

  ، )34(در معادله ) 35(با قرار دادن رابطه 

)36(  ��, �� =
−1

2
± i� �� −

1

4
 

)37(  �(t̅) = ��e
���̅+ ��e

���̅ 

  قابل بیان است:) 38رابطه (صورت به )37(همچنین رابطه 

 
 
  

�(t̅) = e�
�

�
�̅�� ∙ cos�� �� −

1

4
	 ∙ t̅�  

)38( 																						+� ∙ sin�� �� −
1

4
∙ t̅��  

  صورت زیر است: به )41(طرف چپ معادله 

1

r̅

�

�r̅
�r̅

��

�r̅

1

�
� + �

��
���� + ��

����

���

�
1

(r̅)�

���

���

1

�
= −�� 

)39(   

  صورت زیر بیان کرد: توان بهرا نیز می )39(معادله 

1

r̅

�

�r̅
�r̅

��

�r̅
� + �

��
���� + ��

����

���

�
1

(r̅)�

���

���
= −���  

)40(   

r)�با در نظر گرفتن فرم کلی زیر براي تابع بصورت   (�̅,

  شود. می) بیان 41(جداپذیر 

)41(  �(r̅.�) = 	�(r̅) ∙ �(�) 

قابل بیان  �و  �برحسب  زیرصورت به )40(دله امع

  است:

1

r̅

�

�r̅
�
r̅��

�r̅
�� + �

��
���� + ��

����

���

�
1

(r̅)�

���

���
� 

)42(  																								= −��� ∙ �  

 قابل جداسازي) 43( ا رابطهب �و �	برحسب ) 42(رابطه 

  است:

(r̅	)� �
��

�
� + r̅	�

��

�
� + ��(r̅)� 

)43(  																= − �
��

���� + ��
����

���

�
��

�
= +�� 

توان می) 45-44(دو رابطه  صورت بهرا  )43(رابطه 

  نوشت:

)44(   (r̅)��� + r̅��+ (��(r̅)� − ��)� = 0 

)45(  −�
��

���� + ��
����

���

�
��

�
= +�� 

در راستاي جواب مسأله  ،با توجه به شرایط مرزي همگن

باید مثبت در نظر  �بنابراین، مقدار  ؛باشدباید هارمونیک  �

  با در نظر گرفتن:گرفته شود تا توزیع دما هارمونیک شود. 

)46(  
  

�
��

���� + ��
����

���

� =
1

��
 

  :)45(در معادله  )46(و جایگذاري رابطه 
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)47(    �� + (��)�� = 0 

نظر  صورت زیر دربه )47(و  )44(معادلات  ،پس از حل

  شود:گرفته می

)48(   � = � ∙ �� (�r̅) + � ∙ �� (�r̅) 

)49(  � = � ∙ cos(���) + � ∙ sin(���)	 

هاي مجهولی ثابت �و  �،  �، �در این رابطه، ضرایب که 

هستند که با اعمال شرایط مرزي و دیگر شرایط مسأله 

  شوند. مشخص می

   نظر هندسی  اي ازلایه استوانهکه تک این ا توجه بهب

اي کامل است، باید شرایط پیوستگی دما و شار گرمایی حلقه

  در ابتدا و انتهاي حلقه برقرار باشد. 

)50(  �(0) = �(2π), 

)51(  ��(0) = �′(2π) 

، )51(و  )50(در شرایط روابط  )49(با اعمال رابطه 

  شود:صورت زیر بیان می به

  

  
�(cos(��2π) − 1) + � sin( ��2π) = 0 

)52(  � sin( ��2π) + �(cos(��2π) − 1) = 0 

شرط وجود جواب غیر صفر براي دستگاه معادلات همگن 

  صورت زیر است:، به)52( رابطه

)53(  (cos(��2π) − 1)� + sin�(��2π) = 0 

  آیند:دست میبه �مقادیر ) 53( از حل معادله مثلثاتی

)54( �� =
�

�
→ � = 0.1.2…  

) 55(نتیجه ) 49( در رابطه )54(رابطه  جایگذاريبا 

 شود:حاصل می

)55(  �� = �� cos(��) + �� sin(��) →  
			� = 0.1.2.…  

معادله  ازبه محدود بودن دما در مرکز استوانه،  توجهبا 

  نتیجه می گیریم که: )48(

)56( � = 0	 

صورت زیر به )r(در این صورت، توزیع دما در راستاي 

  است:

)57( � = � ∙ ���
(�r̅) 

اعمال آن در با توجه به شرط مرزي در شعاع بیرونی و 

  شود:حاصل می) 58(نتیجه  )57( رابطه

)58( ���
���,� R�� = 0 

 .شود میحاصل  �,��	هاي معادله فوق مقادیر از ریشه

نرم افزار ها از  ، براي بدست آوردن این ریشهلازم به ذکر است

  .استفاده شده است متلب

با توجه به شود. اکنون شرایط اولیه مسأله اعمال می

  توان نوشت:می )29(رابطه  

��

��̅
(r̅, �, 0) = 0 →

��

��̅
.�.� = 0 →

��

�t̅
= 0 

)59(   

  :)38( در رابطه )59(رابطه  اعمالبا 

)60(  � = 2�� ��,�
� −

1

4
 

حاصل ) 61(نتیجه  ،)38( در رابطه )60( با جایگذاري رابطه

 شود:می

�(t̅) =	 e�
�

�
�̅�2�� ��,�

� −
1

4
cos�� ��,�

� −
1

4
∙ t̅�

+ sin�� ��,�
� −

1

4
∙ t̅��  

)61(   

توزیع ) 61(و  )57( ،)55(، )41(، )30(روابط  با توجه به

 خواهد بود: )62رابطه ( صورت بهدما 

� = � � e�
�

�
�̅[2� ��,�

� −
1

4
.cos(� ��,�

� −
1

4
.t̅)

�

� ��

�

���

 

										+sin(� ��,�
� −

1

4
.t̅)]× (���

���,� .r̅�) 

)62(  										× [��,� cos(��) + ��,� sin(��)] 

  :)62(در رابطه  )28(رابطه  اعمالبا 

� = � �[2� ��,�
� −

1

4

�

� ��

�

���

	]× (���
���,� .r̅�)		 

							× [��,� cos(��) +	��,� sin(��)]		= �(r̅, �) 

)63(   

  که با در نظر گرفتن:
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�� = � 2� ��,�
� −

1

4
× (��,� cos(��)

�

���

 

)64(  																																														+��,� sin(��)) 

) 65(صورت  به) 63(در رابطه  )64( و با جایگذاري رابطه 

  توان بیان کرد:می

)65(  
  

� = � �� ∙ ����
���,� ∙ r̅��

�

� ��

= �(r̅, �) 

     )65( و اعمال آن در رابطه ]19[به تعامد بسل  توجهبا 

  توان نوشت:می

 
 

  

)66(  

� r̅∙ �� ∙ ���
��

���,� ∙ r̅�� �r̅
��

�

 

							= � r̅∙ �(r̅, �) ∙ ����
���,� ∙ r̅���r̅

��

�

 

  توان نوشت:می) 66( با توجه به رابطه 

)67(  �� =
∫ r̅∙ �(r̅, �) ∙ ����

���,� ∙ r̅���r̅
��

�

∫ r̅���
��

���,� ∙ r̅�� �r̅
��

�

 

را ) 66(رابطه ، ��حال با توجه معلوم بودن مقدار 

  توان بیان کرد:می) 68( رابطه صورت به

  

  

  

)68(  

  
����,� cos(��) + ��,� sin(��)�

�

���

=
��

2� ��,�
� −

�

�

 

�,��هاي با استفاده از بسط فوریه، مجهول - به �,��و  	

  آید:دست می

)69(  ��� =
1

2π
�

��(�)

2� ��,�
� −

�

�

��
��

�

 

)70(  ��� = 0 

)71(  ��� =
1

π
�

��(�)

2���,�
� −

�

�

cos	(��)��
��

�

 

)72(  ��� =
1

π
�

��(�)

2� ��,�
� −

�

�

sin(��) ��
��

�

 

     )72( تا )69( هاي مجهول، روابطثابت بعد از محاسبه

رابطه توزیع دما حاصل خواهد ، )62( رابطه و جایگذاري در

  شد.

  روش تفاضل محدود - 5

هاي عددي براي حل روش تفاضل محدود یکی از روش

تقریبی معادلات دیفرانسیل است. در این روش، مشتق توابع 

اساس این روش شود. ها تقریب زده میبا تفاضلات معادل آن

براي حلّ معادلات، استفاده از تقریب تابع با روش بسط تیلور 

  است.

تعریف  �و زاویه  r̅روي دیسک به شعاع  معادلاتچون 

هاي المان محیطی به شده است؛ استوانه در راستاي شعاعی و 

  .استقابل مشاهده  1اند که در شکل کوچک تقسیم شده

 

 

  ]20[المان بندي در جهت شعاعی و محیطی - 1شکل 

  

در نظر گرفته  �,��دماي یک نقطه دلخواه روي دیسک، 

روي تمام نقاط دیسک  �,��دست آوردن شده است؛ هدف به

 قسمت  	�قسمت و محیط استوانه به 	�شعاع به اگر است؛

و محیط استوانه را گام مکانی در راستاي شعاع  ،تقسیم شود

  :توان در نظر گرفتبه صورت زیر می

)73(  �r̅=
r̅

�
 

)74(  �� =
2π

�
 

هاي برحسب شعاع از روش تفاضل مرکزي براي مشتق 

شوند بیان میزیر صورت استفاده شده است که به 2مرتبه 

]20[:  
1

r̅
	
�

�r̅
�r̅

��

�r̅
� =

1

r̅�

1

∆r̅
(r̅

��
�

�
×

����,� − ��,�

∆r̅
 

)75(  																									−r̅
��

�

�
×

��,� − ����,�

∆r̅
) 

  که در آن، 
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)76(  r̅� = �∆r̅ 

)77(  r̅
��

�

�
= �∆r̅+

∆r̅

2
 

)78(  r̅
��

�

�
= �∆r̅−

∆r̅

2
 

 ، رابطه)75(در رابطه ) 78(تا ) 76(با جایگذاري روابط 

  شود:حاصل می) 79(

  

  

)79(  

1

r̅
	
�

�r̅
�r̅

��

�r̅
� =

1

�∆r̅�
[�� +

1

2
�����,�  

											−2���,� + �� −
1

2
�����,�] 

صورت زیر با هاي دیگر معادله هدایت گرمایی بهعبارت

   :]20[دنشوتقریب زده می 2روش تفاضل مرکزي مرتبه 

1

(r̅)�

���

���
=

1

��∆r̅�
�
��,��� − 2���,� + ��,���

∆��
� 

)80(   

)81(  ��

�t̅
=

��,�
��� − ��,�

���

2�t̅
			 

)82(  ���

�t̅�
=

��,�
��� − 2���,�

� + ��,�
���

�t̅�
 

فرم  ،)23(در رابطه  )82(تا  )79(با قرار دادن روابط 

دست به) 83با رابطه (تفاضل محدود معادله هدایت گرمایی 

  آید:می

1

��r̅�
[�� +

1

2
� ����,�

� − 2���,�
�  

												+�� −
1

2
�����,�

� ]+ (
��

���� + ��
����

���
) 

												×
1

���r̅�
(
��,���

� − 2���,�
� + ��,���

�

���
) 

												=
��,�

��� − ��,�
���

2�t̅
+

��,�
��� − 2���,�

� + ��,�
���

�t̅�
 

)83(   

کمی  و با  ��t̅در  )83(با ضرب طرفین رابطه 

بیان ) 84رابطه (صورت  سازي، معادله حاکم بر دما به ساده

  شود:می

��,�
��� �1 +

∆t̅

2
� + ��,�

��� �1 −
∆t̅

2
� =

∆t̅�

�∆r̅�
 

						× ��� +
1

2
�����,�

� − 2���,�
� + �� −

1

2
�����,�

� � 

						+
∆t̅�

��∆r̅�
[(

��,���
� − 2���,�

� + ��,���
�

∆��
) 

)84( 						× 	 (
��

���� + ��
����

���

)] 

�و  �) در زمان �,��با معلوم بودن ( − مقدار توان می 1

)��,�
  محاسبه کرد. )84(را با استفاده از رابطه  )���

  

  اعمال شرایط اولیه - 5-1

�در اینجا،  = با  شود.اولیه در نظر گرفته می براي زمان 0

  توان بیان کرد:می )28(توجه به شرط اولیه رابطه 

)85( ��,�
� = ��r̅�, ��� 

  بیان کرد: توانمی) 38(با توجه به شرط اولیه رابطه 

  ��

�t̅
=

���� − ����

2�t̅
= 0 →  

)86(  ���� = ���� 	
					���						
�⎯⎯⎯⎯⎯� �� = ��� 

�براي )84( رابطه =   صورت زیر خواهد بود:به 	0

��,�
� �1 +

∆t̅

2
� + ��,�

�� �1 −
∆t̅

2
� =

∆t̅�

�∆r̅�
 

× (�� +
1

2
� ����,�

� − 2���,�
� + �� −

1

2
� ����,�

� ) 

					+[
�t̅�

���r̅�
(
��,���

� − 2���,�
� + ��,���

�

���
) 

)87( 																																								(
��

���� + ��
����

���

)] 

�� با قرار دادن = نتیجه زیر حاصل  )87(در رابطه  ���

  شود:می

)88( ��,�
� �1 +

�t̅

2
� + ��,�

�� �1 −
�t̅

2
� = 2��,�

�  

�در  دمابنابراین،  = صورت زیر برحسب شرایط به 1

  آید:دست میمرزي به

��,�
� =

1

2

�t̅�

��r̅�
 

			× ��� +
1

2
� ����,�

� − 2���,�
� + �� −

1

2
� ����,�

� � 

					+[
�t̅�

���r̅�
(
��,���

� − 2���,�
� + ��,���

�

���
) 

)89(  																																								(
��

���� + ��
����

���
)] 

�,�θبا دانستن 
	�,�θ	،)84( رابطهتوان با استفاده از می �

را �

n  هاي بعديدر زمان = 2,3,   دست آورد.به …

  

  اعمال شرایط مرزي -5-2

  اعمال  شرط مرزي در سطح بیرونی دیسک:

)90(  ���,�
� = 0 
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     اعمال شرایط مرزي در مرکز استوانه کمی دشوار

=r̅ در کهدلیل  به این .است �، عبارت (0

��
	
�

���
�r̅

��

���
� (         

    توان براي حل این کند. مینهایت میل می بی به سمت

اي به  . یک المان دایره]20[مشکل از روش زیر استفاده کرد

شعاع 
���

�
صورت زیر در نظر گرفته به )23(انتخاب و معادله   

 شود: می

��
1

r̅
�
�

�r̅
�r̅	

��

�r̅
	��	 

																		+ �
��

���� + ��
����

���

�
1

(r̅)�

���

���
r̅�r̅�� 

)91(  																		= ��
��

�t̅
+

���

�(t̅)�
r̅�r̅�� 

در نظر گرفته ) 92(صورت به )91( معادلهسمت چپ 

  شود:می

��
1

r̅
�
�

�r̅
�r̅	

��

�r̅
	��	 

																		+(
��

���� + ��
����

���

)
1

(r̅)�

���

���
r̅�r̅�� 

																		= �
��

�r̅

�r̅

2
��

��

�

= �
���

� − ��
�

�r̅
�r̅��

�

���

 

)92(  																		 

در نظر گرفته ) 93(صورت به) 91(سمت راست معادله 

  شود:می

��
��

�t̅
+

���

�(t̅)�
r̅∙ �r̅∙ �� 

= �
��

�t̅
+

���

�(t̅)�
�
����

∙ �
�r̅

2
�
�

π 

= �
��,�

��� − ��,�
���

2�t̅
+

��,�
��� − 2���,�

� + ��,�
���

�t̅�
� �

�r̅

2
�

�

π 

)93(   

و ضرب ) 91(در رابطه ) 93(و ) 92(با قرار دادن روابط 

برابر  انه، دما در مرکز استو��t̅	دست آمده در طرفین رابطه به

  :خواهد شد با

��
��� �1 +

∆t̅

2
� + ��

��� �1 −
∆t̅

2
� = 

)94(  							2��
� + �

2

∆r̅
�
�

∙
∆�

π
	����,�

� − ��
��

�

���

 

  نتایج  -6

بلند و توپر از مواد ارتوتروپیک در  در این بخش یک استوانه

درصد اپوکسی با  25 ،ماده مرکب شامل شود.نظر گرفته می

]. خواص 22است[ اپوکسی)/درصد الیاف گرافیت (کولار 75

  بیان شده است. 1ماده مرکب مورد نظر در جدول 

  

 ]22-21خواص ماده مرکّب کولار/ اپوکسی [ - 1جدول 

 مقدار  پارامترها

k در جهت موازي الیاف )w/m.k( 1/11  

k در جهت عمود بر الیاف )w/m.k(  87/0  

  75  درصد حجمی الیاف

  

قرار  2)، برابر با �R(بعد استوانه در این مسأله شعاع بی

درجه و  30قرارگیري الیاف،  همچنین زوایه ؛داده شده است

شرایط اولیه  نظر گرفته شده است. در K( 300(دماي محیط، 

  در نظر گرفته شده است:) 95رابطه (صورت  به

)95( �(r̅, �) = r̅∙ sin(�) ∙ �� 

نمودار دما برحسب شعاع براي تک لایه  2 شکل در

هاي ابتدایی رسم شده درجه و زمان 45یتی در زاویه کامپوز

در  2 شکلاست. خطی بودن شرط اولیه نسبت به شعاع در 

همچنین موج گرما از لایه  است؛هاي اولیه قابل مشاهده زمان

بیرونی به سمت مرکز استوانه و موجی دیگر از مرکز استوانه 

بعد حرکت به سمت لایه بیرونی با سرعت واحد در فضاي بی

  کند.می

نمودار دما برحسب شعاع براي مدل هدایت  3در شکل 

درجه، براي حل  45هاي مختلف و زاویه اي در زمانغیرفوریه

جمله اول رابطه  400با در نظر گرفتن تحلیلی و عددي، 

دست آوردن حل که براي به ) رسم شده است. ازآنجایی62(

 تحلیلی از یکسري توابع پیوسته استفاده شده و از طرفی

توزیع دما شامل ناپیوستگی محدود در محل پیشانی موج 

اي از سري درنظر  که تعداد جملات قابل توجهاست؛ با این

 نوساناتی در توزیع دما نزدیکی محلگرفته شده است، 

شود. در حلّ عددي نیز، ناپیوستگی ناپیوستگی دیده می

  که تغییر دما،طوريشود، به طور دقیق مدل نمیمحدود دما به
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  هاي اولیهدرجه و زمان 45نمودار دما برحسب شعاع در زاویه    -2 شکل

  

 
  درجه 45هاي مختلف و زاویه  زمانتوزیع دما برحسب شعاع در   - 3شکل 

  

- جاي ناپیوستگی محدود اتفاق می کوچکی از مکان به در بازه

شود؛ نتایج حل تحلیلی و طور که مشاهده می افتد. همان

  عددي به یکدیگر نزدیک است.

خوبی مشهود است. موج  سرعت محدود موج گرما نیز به

بیرونی به سمت مرکز استوانه درحرکت  گرما، از سمت لایه

کز استوانه به سمت همچنین، موج دیگري از سمت مر ؛است

که تداخل این دو موج، باعث  استلایه بیرونی درحرکت 

شود. این افزایش افزایش دما قبل از پیشانی موج بیرونی می

دماي حاصل از تداخل دو موج در نمودار مربوط به زمان 

1/1t̅=  2/1وt̅= .مشخص شده است  

نمودار دما در امتداد محیط استوانه در زمان  4در شکل

t̅= =r̅ میانی   در شعاع ، و1 طور رسم شده است. همان 1

راستاي محیطی استوانه داراي  درشود؛ دما  که مشاهده می

رفتار سینوسی است؛ چون تابع انتخابی در زمان اولیه تابعی 

است. دما در راستاي محیطی رفتار موجی شکل   (�)sinاز 

ندارد؛ زیرا در شرط اولیه دما در این راستا ناپیوستگی وجود 

شود که نمودار حل عددي نسبت  همچنین مشاهده می ؛ندارد

 به حلّ تحلیلی از دقت خوبی برخوردار است.

- نمودار دما در امتداد محیط استوانه در زمان 5 در شکل

 ،شودطور که مشاهده میه است. همانهاي مختلف رسم شد

هاي ابتدایی دما به خاطر اعمال شرط اولیه و حرکت در زمان

کند؛ موج از مرکز استوانه به سمت لایه بیرونی، تغییر می

حرکت موج گرمایی داخلی، از زمان ابتدایی تا زمان رسیدن 

پیشانی موج گرمایی که از لایه بیرونی به سمت مرکز استوانه 
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رکت است، گرادیان دماي ناشی از اعمال شرط اولیه را درح

کند. با کند و توزیع دما به سمت صفر میل میمستهلک می

گرادیان دما،  ،1رسیدن پیشانی موج گرماي خارجی، در زمان 

کند و با برگشت موج، بین نقاط مختلف افزایش پیدا می

شود و مجدداً گرادیان دما، باگذشت زمان مستهلک می

  کند.کاهش پیدا می

  r=̅1نمودار دما برحسب زمان در شعاع میانی 6 در شکل

  مشاهده  که طورهمان است. شده درجه رسم 45 زاویه در و

  

  
 1̅=�و   1̅=�توزیع دما در راستاي محیطی محیط  در  -4شکل 

  

 
 1̅=�توزیع دما در راستاي محیطی استوانه در  - 5شکل 

  

 
 φ=45 و  1̅=�توزیع دما برحسب زمان در  - 6شکل 
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شود؛ شود؛ باگذشت زمان دما به سمت صفر همگرا میمی

هاي اول شرایط اولیه باعث تغییر دما بوده چون در لحظه

به شکل پایا تبدیل  است؛ بایستی با گذشت زمان رفتار دما

افزایش یافته است و درنهایت  7/0 شود. در ابتدا دما تا مقدار

اي یابد، این کاهش دما در حالت فوریهتا مقدار پایا کاهش می

است؛  7/0صورت تدریجی و همیشه میزان دما بین صفر تا  به

صورت نوسانی و حتی ممکن است  اي به اما در حالت غیرفوریه

خاطر نوسانی بودن شرط اولیه، قبل به خارج شود.از این بازه 

از رسیدن توزیع دما به حالت پایا، توزیع به توزیع دماي فوریه 

شود، حل عددي نسبت  همچنین مشاهده میشود؛ همگرا نمی

  به حل تحلیلی از دقت خوبی برخوردار است.

  

 گیري نتیجه -7

در این مقاله، یک حل تحلیلی براي هدایت گرمایی 

اي تحت شار گرمایی نامتقارن براي استوانه توپر و  غیرفوریه

لایه کامپوزیتی ارائه شـده است. نتایج بلند ارتوتروپیک تک

حلّ تحلیلی با حلّ عددي حاصل از روش تفاضل محدود 

مقایسه شده است؛ که نتایج حاصل از دو روش به هم نزدیک 

ه خارجی باشند. نتایج براي حالتی که استوانه در جدارمی

صورت تحت دماي معلوم و در زمان اولیه، تحت دمایی به

تابعی از شعاع و محیط استوانه قرار داشته باشد، مورد بررسی 

قرار گرفته است. موج گرما از لایه بیرونی به سمت مرکز 

زمان موجی دیگر از مرکز استوانه به سمت خارج استوانه و هم

این دو موج گرما در  ،کند. باگذشت زماناستوانه حرکت می

رسند و تداخل این دو موج با یکدیگر یک نقطه به یکدیگر می

 .گرددباعث افزایش دما قبل از پیشانی موج خارجی می

دست آوردن حلّ تحلیلی از یکسري توابع که براي به ازآنجایی

پیوسته استفاده شده و از طرفی توزیع دما شامل ناپیوستگی 

- که تعداد جملهباشد؛ با اینوج میمحدود در محل پیشانی م

اي از سري درنظر گرفته شده است نوساناتی  هاي قابل توجه

شود. در حل در توزیع دما نزدیکی محل ناپیوستگی دیده می

شود،  طور دقیق مدل نمیعددي، ناپیوستگی محدود دما به

جاي  ي کوچکی از مکان بهکه تغییر دما، در بازهطوريبه

طور کلیّ نتایج حل اما به ؛افتددود اتفاق میناپیوستگی مح

  تحلیلی و عددي به یکدیگر نزدیک است.

بررسی هدایت گرمایی در راستاي محیط استوانه، بیانگر 

این است که رفتار دما برحسب محیط استوانه تابعی از شرایط 

مسأله است. دما در راستاي محیطی رفتار موجی شکل ندارد؛ 

دما در این راستا ناپیوستگی وجود ندارد و زیرا در شرط اولیه 

شود. این حالت  فقط در راستاي شعاعی موج گرما مشاهده می

 ي الیافي الیاف مختلف بررسی شده است؛ در زاویهدر زاویه

درجه ضریب هدایت گرمایی در جهت شعاع و محیط  90

باشد و توزیع دماي مشابه توزیع دما در  استوانه یکسان می

یزوتروپیک است. براي مواد اورتوتروپیک، در جهت یک ماده ا

ترین ضریب هدایت گرمایی است و هر الیاف داراي بیش

کند؛ میزان ي الیاف به سمت صفر درجه میل میچقدر زاویه

ررسی هدایت بیابد. همچنین، در هدایت گرما نیز افزایش می

هاي مختلف بیانگر این گرمایی در راستاي محیطی در زمان

خاطر اعمال شرط اولیه هاي ابتدایی دما، بهکه در زماناست 

وحرکت موج از مرکز استوانه به سمت لایه بیرونی، تغییر 

کند؛ کند. موج گرمایی که از مرکز استوانه حرکت میمی

؛ کندگرادیان دماي ناشی از اعمال شرط اولیه را مستهلک می

دما در این اما با رسیدن پیشانی موج گرماي خارجی، گرادیان 

کند. هرچند با برگشت موج، گرادیان نقاط افزایش پیدا می

هاي همچنین در زمان ،شوددما با گذشت زمان مستهلک می

ابتدایی خطی بودن شرط اولیه نسبت به شعاع قابل مشاهده 

اي تغییرات دما برحسب زمان در حالت غیرفوریهاست. 

اي دماي فوریهبه توزیع  ،صورت نوسانی است و ممکن است به

  قبل از حالت پایا همگرا نشود.

  

  فهرست علائم - 8

�,�, �,   هاي تابع شعاع و تابع محیط استوانهثابت �

  )j/kg.k(ظرفیت گرمایی  �

  تابع شعاع �

  تابع محیط استوانه (زاویه) �

  منبع گرمایی �

�,   هاي تابع زمانثابت �

�,   توابع بسل نوع اول و دوم �

  )w/m.kضرایب هدایت گرمایی اصلی ( 	���

  تابع دما در زمان اولیه �
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  شعاع استوانه �

  بعد استوانهبی شعاع ��

  )Wشار گرمایی ( �

  تابع زمان �

  )Kدما ( �
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