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 چکیذٌ
 پبراهتزی دٍ ثغتز ثز هغتمز ثؼذی دٍ هذرج تبثؼی هَاد خٌظ اس هغتغیلی ٍرق آساد ارتؼبؽبت زث حزارتی هحیظ تبثیزات  همبلِ، ایي در

 رٍػ هجٌبی ثز ریتش ریلی رٍػ اس عبسُ، فزوبًظ همبدیز هحبعجِ ٍ هغئلِ تحلیل ثزای. اعت گزفتِ لزار ثزرعی هَرد ،(پغتزًبن ثغتز)

 آسهَى تَاثغ اس عَم، هزتجِ ثزؽی ؽىل تغییز تئَری فزض ثب ٍرق بیّ خبثدبیی تمزیت خْت. اعت ؽذُ اعتفبدُ ول، اًزصی حذالل

 هٌظَر ثِ. ًوبیٌذ هی ارضبء را ٍرق گیزدار وبهلاً گبُ تىیِ ٍ عبدُ گبُ تىیِ ٌّذعی هزسی ؽزایظ وِ اعت ؽذُ اعتفبدُ هثلثبتی ّبرهًَیه

 اًغجبق وِ دٌّذ هی ًؾبى هذوَر ّبی  همبیغِ. اعت ذُؽ همبیغِ هزاخغ ثب پضٍّؼ ایي در آهذُ ثذعت ًتبیح ثىبررفتِ، رٍػ دلت ثزرعی

 ًغجت تَاًی، ضزایت پبراهتزّبی تأثیز اًتْب در. دارد ٍخَد هٌبثغ در هَخَد دلیك حل ًتبیح ثب حبضز هغبلؼِ اس حبصل ًتبیح هیبى خَثی

 عبسُ عجیؼی ّبی فزوبًظ رٍی یهزس ؽزایظ ٍ دهب ثغتز، عفتی پبراهتز ٍرق، ػزض ثِ عَل ًغجت ٍرق، عَل ثِ ضخبهت ًغجت حدوی،

 .اعت گزفتِ لزار ثزرعی ٍ ثحث هَرد

 .ثؼذی دٍ هذرج تبثؼی هَاد پغتزًبن؛ ثغتز هغتغیلی؛ ٍرق حزارتی؛ هحیظ :کلمبت کلیذی
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Abstract 

This paper is the study of the effects of thermal environment on vibration analysis of a two-dimensional 

functionally graded rectangular plate on Pasternak elastic foundation. The natural frequencies of the plate are 

calculated by using the Rayleigh–Ritz method based on minimizing the total energy of the plate.The 

transverse displacement of the plate based on the third-order shear deformation plate theory(TSDT) is 

approximated by a set of admissible trial functions which is required to satisfy the clamped (CL) and simply 

supported geometric boundary conditions. For verifying the accuracy of this method, results  are compared 

with those reported in the literature. As it is shown a good conformance is derived from the obtained results 

and the exact solution. In the numerical results, the effects of volume fraction coefficients, thickness ratios 

,aspect ratios of the FG plates, foundation stiffness parameters, temperature and boundary conditions on the 

natural frequencies are examined and discussed in detail.  
  

Keywords: Thermal Environment; Rectangular Plate; Pasternak Elastic Foundation; Two-Dimensional Functionally 

Graded Material. 
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 مقذمٍ -1

اس هَاد هزوت ثب ریشعبختبر ًبّوگي  ،تبثؼی هذرجهَاد 

ٍ پیَعتِ  یىٌَاختثبؽٌذ وِ خَاؿ هىبًیىی آًْب ثِ عَر  هی

 ،وٌذ. ًَع رایح آى اس یه عغح ثِ عغح دیگز خغن تغییز هی

. ایي هَاد اس اختلاط اعت فلشای اس عزاهیه ٍ  تزویت پیَعتِ

ایي  اس اعتفبدُهشیت  ؛آیٌذ پَدر فلش ٍ عزاهیه ثذعت هی

ایي اعت وِ لبدر ثِ تحول درخبت حزارت ثغیبر ثبلا ٍ  ،هَاد

همبٍم در همبثل  ،اختلاف درخِ حزارت ثغیبر ثبلا ثَدُ

ٍ همبٍهت ثبلایی در همبثل ثبؽٌذ  هیخَردگی ٍ عبیؼ 

 ّبیی ؽىغت دارًذ. در حبل حبضز اس ایي هَاد ثزای عبسُ

ت ثبلا ثبیذ همبٍم وِ در همبثل درخبت حزار ؽَد اعتفبدُ هی

هحممیي  ،ثبؽٌذ. ثب تَخِ ثِ اّویت هَاد تبثؼی در صٌبیغ

ًذ. اِ سیبدی ثِ ثزرعی رفتبر دیٌبهیىی ایي ًَع اس هَاد پزداخت

ثِ ثزرعی ٍ تحلیل ارتؼبػ  ،[1]حغیٌی ّبؽوی ٍ ّوىبراى

ًغجتبً ضخین تبثؼی آساد یه ٍرق هغتغیلی اس خٌظ هَاد 

اًذ. در  ثزاعبط تئَری هزتجِ اٍل تغییز ؽىل ثزؽی پزداختِ

حبلت اس تزویت  6ّب فزوبًظ عجیؼی ٍرق ثزای  هغبلؼِ آى

ّب  ثب دٍ لجِ هَاسی عبدُ ٍ عبیز لجِؽزایظ هزسی هختلف ٍرق 

ی عبدُ، آساد ٍ گیزدار ثب اعتفبدُ اس حل تزویجی اس ؽزایظ هزس

دلت  ،دلیك ثذعت آهذُ اعت. یىی اس هشایبی ایي تحمیك

تحلیلی  ،[2]ثغیبر ثبلای رٍػ پیؾٌْبدی اعت. صاٍ ٍ ّوىبراى

ارائِ دادًذ.  تبثؼی ثزای ارتؼبػ آساد صفحبت اس خٌظ هَاد

  ایؾبى ّوچٌیي اس تئَری هزتجِ اٍل ثزؽی ثزای هحبعجِ

دًذ. وزوزًؼ ثزؽی ػزضی ٍ ایٌزعی چزخؾی اعتفبدُ 

هؼبدلات ٍیضُ ثَعیلِ ثىبرگیزی اس رٍػ ریتش ثِ تَاثغ اًزصی 

ثِ  ،[3]گتجذیل ؽذُ ٍ عپظ حل گزدیذُ اعت. تبلْب ٍ عیٌ

ثزرعی ارتؼبػ ٍ تحلیل اعتبتیىی صفحبت اس خٌظ هَاد 

ثب ثىبرگیزی تئَری هزتجِ عَم تغییز ؽىل ثزؽی تبثؼی 

ٍت وِ در ایي تئَری، اصلاحبت ایي تفبثب اهب  ،اًذ پزداختِ

ووی در خبثدبیی ػزضی ایي صفحبت، ثِ ووه رٍػ الوبى 

یه  ،[4]هحذٍد اًدبم ؽذُ اعت. حغیٌی ّبؽوی ٍ ّوىبراى

اس تحلیل ارتؼبػ آساد صفحبت ضخین ثز پبیِ حل ثغتِ دلیك 

ثزاعبط تئَری هزتجِ عَم ثزؽی ردی ارائِ تبثؼی خٌظ هَاد 

 ،گبُ هَاسی اًذ. ؽزایظ هزسی ثىبر رفتِ ثزای دٍ تىیِ وزدُ

ارتؼبػ آساد صفحبت  ،[5]صاٍ ٍ ّوىبراى .اعتعبدُ 

غتمز ثز ثغتز پغتزًبن را هَرد ثزرعی لزار هغتغیلی ه

تبثیزات هحیظ حزارتی رٍی  ،[6]ٍ ّوىبراى وین. دادًذ

ادًذ. در ّویي راعتب ارتؼبػ ٍرق تبثؼی را هَرد ثزرعی لزار د

در هحیظ تبثؼی تحلیل ارتؼبؽی ٍرق ، ثِ [7]اىلی ٍ ّوىبر

ثِ تحلیل ارتؼبؽبت  ،[8]ویبى ٍ ّوىبراى حزارتی پزداختٌذ.

ثب تبثؼی آساد ٍ اخجبری ٍرق ضخین عبختِ ؽذُ اس هَاد 

 [9] صاًگ پزداختٌذ. ی ثزؽیثبلا تجِهز ّبی تئَریاعتفبدُ اس 

ثؼی را ثز هجٌبی تئَری هزتجِ ثبلای ثزؽی ٍ عغح ٍرق تب

رفتبر ووبًؾی، خوؾی ٍ  ،خٌثی فیشیىی هذلغبسی ًوَدُ

 ،[10]ؽي ٍ ٍاًگ ارتؼبؽی آى را هَرد هغبلؼِ لزار دادُ اعت.

رتؼبؽی ٍرق تبثؼی رٍی ثغتز الاعتیه دٍ پبراهتزی ٍ رفتبر ا

در هحیظ حزارتی را ثب اعتفبدُ اس هذل ٍٍیگت ٍ هَری تبًبوب 

 اًذ. هَرد هغبلؼِ لزار دادُ

هحیظ حزارتی اوثز تحمیمبت اًدبم ؽذُ در سهیٌِ تبثیز 

ّبی ّوگي ٍ یب   ثز فزوبًظ عجیؼی ٍرق، هزثَط ثِ ٍرق

تبثیزات هحیظ  ،در ایي همبلِ .اعتّبی تبثؼی ته ثؼذی  ٍرق

حزارتی ثز ارتؼبػ آساد ٍرق هغتغیلی اس خٌظ هَاد تبثؼی دٍ 

 ،ثؼذی هغتمز ثز ثغتز الاعتیه دٍ پبراهتزی )ثغتز پغتزًبن(

هَرد ثزرعی لزار گزفتِ اعت. تئَری هَرد اعتفبدُ در ایي 

تغیز ؽىل ثزؽی اعت. تَاثغ عَم  تئَری هزتجِ ،پضٍّؼ

وبهلاً گیزدار را ارضبء گبُ عبدُ ٍ  یِؽزایظ تى ،آسهَى

اس رٍػ اًزصی  ،دعتیبثی ثِ فزوبًظ عجیؼی. ثزای ًوبیٌذ هی

د. ثِ ؽَ اعتفبدُ هیول اًزصی حذالل ریتش ثز هجٌبی  -ریلی

ًتبیح ػذدی ثب ًتبیح  ،هٌظَر ثزرعی دلت رٍػ ثِ وبر رفتِ

د. در ًْبیت تبثیز ؽَ دلیك هَخَد در هزاخغ همبیغِ هی

ضزیت تَاًی ًغجت حدوی، ًغجت عَل، ًغجت  پبراهتزّبی

رٍی دهب ضزایت عفتی ثغتز پغتزًبن ٍ  ضخبهت ٍرق،

 .گزفتِ اعت هَرد ثزرعی ٍ تحلیل لزار ،فزوبًظ عجیؼی ٍرق

 
 تًزیع مبدی ي َىذسٍ مسئلٍ -2

ّبی اس خٌظ هَاد تبثؼی، ػوذتبً در  اس آًدبیی وِ عبسُ

آًْب ثب دهب  ؽًَذ، خَاؿ ّبی ثب دهبی ثبلا اعتفبدُ هی هحیظ

ثیٌی رفتبر هىبًیىی  وٌذ؛ لذا ثزای پیؼ تغییزات سیبدی هی

ّب، لاسم اعت ایي تبثؼیت ثِ دلت لحبػ ؽَد. ثذیي  ایي عبسُ

خَاؿ هَاد تبثؼی عجك  تبثؼیت دهبیی ،در حبلت ولی عجت

هؤثز ثیبًگز خَاؿ ػوَهی  ،fPؽًَذ وِ تؼزیف هی (1)راثغِ 

هذٍل  ،ρ تَاى چگبلی ایي خَاؿ هی اس خولِ .تهَاد اع

 κ، رعبًؼ حزارتی α، ضزیت اًجغبط حزارتی E الاعتیغیتِ
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همذار  ،اعتفبدُ اس ایي راثغِ را ًبم ثزد. ثب ν ًغجت پَاعَىٍ 

 .[11]اعتلبثل هحبعجِ  Tدهبی  ػذدی خَاؿ هَاد در

(1) 1 2 3
0 1 1 2 3( 1 )fP P P T PT PT PT


     

0وِ  1 1 2 3, , , ,P P P P P


ذ وِ ثزای ّز ضزایت ثبثت دهبیی ّغتٌ

تبثؼیت  ،ρچگبلی خزهی هؼوَلاً  ّغتٌذ. هبدُ هٌحصز ثِ فزد

 zؽَد وِ تٌْب تبثؼی اس  ضؼیفی ًغجت ثِ دهب دارد ٍ فزض هی

  ثبؽذ.

در ٍرق هغتغیلی اس خٌظ هَاد تبثؼی هذرج دٍثؼذی 

ٍ هتغیز اعت  z  ٍx ّبی الاعتیىی هَاد در راعتبی ٍیضگی

.  ٍرلی هغتغیلی ثِ [12]اعتثزاعبط لبًَى ًغجت حدوی 

ٍ ضخبهت  yدر راعتبی  bٍ ثِ پٌْبی  xدر راعتبی  aعَل

h  در راعتبیz  هَاد  ؽذُ اعت.گزفتِ  در ًظز 1ؽىل هبًٌذ

وَلاً اس تغییزات پیَعتِ عِ یب چْبر هبدُ هؼ ،تبثؼی دٍ ثؼذی

ؽًَذ وِ یه یب دٍ هبدُ اس خٌظ عزاهیه  هختلف تؾىیل هی

ٍ هبثمی آًْب آلیبصّبی فلشی ّغتٌذ. در ایٌدب عغح عوت 

0xچپ ٍرق) )،  اس دٍ ًَع عزاهیه هتفبٍت ٍ عغح عوت

xراعت آى) a)، ٍ؛ًَع فلش هختلف عبختِ ؽذُ اعت اس د 

)خٌظ ٍرق در ًمغِ  ثِ عَریىِ 0)x z   عزاهیه ًَع

)اٍل در ًمغِ 0, )x z h  ،در ًمغِ  عزاهیه ًَع دٍم

( , 0)x a z  ِفلش ًَع اٍل ٍ در ًمغ( , )x a z h   فلش ًَع

هؼزف عزاهیه اٍل ٍ دٍم ٍ  ،1c  ٍ2c ثِ تزتیتدٍم اعت. 

1m  ٍ2m،  هؼزف فلش اٍل ٍ دٍم ّغتٌذ. تبثغ تَسیغ وغز

 :[13]تَاى ثِ ؽىل سیز ثیبى وزد حدوی ّز هبدُ را هی

(2) 

1

2

1 ( ) 1 ( )

1 ( ) ( )

c

c

x z
V

a h

x z
V

a h

 

 

   
     
   

   
    
    

(3) 

1

2

( ) 1 ( )

( ) ( )

m

m

x z
V

a h

x z
V

a h

 

 

   
    
   

   
    
    

ضزایت ًغجت حدوی تَاًی ثِ تزتیت در راعتبی ، α  ٍβوِ 

x  ٍz .ثب اعتفبدُ تَاى  خَاؿ هبدی در ّز ًمغِ را هی ّغتٌذ

 Pاس لبًَى خغی تزویت هَاد ثذعت آٍرد؛ لذا خبصیت هبدی 

یتِ یب چگبلی خزهی در ٍرق تبثؼی دٍ هبًٌذ هذٍل الاعتیغ

تَاى ثب تزویت خغی وغز حدوی ٍ خبصیت  ثؼذی را هی

 د:وز هبدی هزثَط ثِ هبدُ اصلی تؼییي

(4) 1 1 2 2

1 1 2 2

( , , ) ( ) ( )

( ) ( )

m m m m

c c c c

P x z T P T V P T V

P T V P T V

 

 
 

0ثِ اسای  (3)ٍ  (2)وغز حدوی در هؼبدلات   ِث

آیذ ٍ در  فزم هتذاٍل آى ثزای هَاد تبثؼی یه ثؼذی در هی

خَاؿ هبدی تٌْب در راعتبی ضخبهت تغییز  ،ایي حبلت

تَخِ ؽَد وِ ضزیت پَاعَى ًغجت ثِ اثؼبد فضبیی  وٌٌذ. هی

ٍرق ثبثت درًظز گزفتِ ؽذُ اعت. ایي فزض ثب تَخِ ثِ ایٌىِ 

ی وَچه اعت، هٌغمی تغییزات ًغجت پَاعَى هَاد پبیِ خیل

هذٍل الاعتیغیتِ ٍ چگبلی خزهی ثِ  ،(4)عجك راثغِ  .اعت

 آیٌذ: ثذعت هی (6-5رٍاثظ )صَرت 

(5) 1 1 2 2

1 1 2 2

( , , ) ( ) ( )

( ) ( )

m m m m

c c c c

E x z T E T V E T V

E T V E T V

 

  
(6) 1 1 2 2 1 1 2 2( , ) m m m m c c c cx z V V V V       

2،(6)ٍ  (5)در هؼبدلات   1,m m  ثیبًگز چگبلی  ،ثِ تزتیت

2ل ٍ دٍم،فلش ًَع اٍ 1,c c   ٍ چگبلی عزاهیه ًَع اٍل

، 2دٍم 1,m mE E  هذٍل الاعتیغیتِ فلش ًَع اٍل ٍ دٍم

2 1,c cE E  هذٍل الاعتیغیتِ عزاهیه ًَع اٍل ٍ دٍم

تَخِ ضزیت ًغجت حدوی ٍ هجذا هختصبت ثب  ،Vثبؽٌذ. هی

لغوت پبییي اس عوت چپ در ًظز گزفتِ ؽذُ  در 1ؽىل ثِ 

 اعت.

 

 

َىذسٍ يرق مستطیلی تببعی دي بعذی مستقر بر  -1شکل 

 بستر پستروبک در دستگبٌ کبرتسیه

 
 مذلسبزی يرق -3

زؽی رٍاثظ خبثدبیی تغییز ؽىل ث ،ثب فزض تئَری هزتجِ عَم

( 9-7رٍاثظ )ٍرق در دعتگبُ هختصبت وبرتشیي ثِ صَرت 

 .[4]ؽًَذ ثیبى هی
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(9)  3( , , , ) ( , , )u x y z t w x y t 
)(،9-7)در هؼبدلات  , , )u x y t ٍ( , , )v x y t ّبی  خبثدبیی

ی ٍ  x ٍyصفحِ هیبًی ٍرق ثِ تزتیت در راعتبّب

( , , )w x y t  در راعتبیصفحِ هیبًی خبثدبیی ػزضیz 

 ّبی یخبثدبی  دٌّذُ ، ًؾبىًیش ثِ تزتیت 1u،2u  ٍ3u.ّغتٌذ

 x ،y  ٍz ٍرق در راعتبی هحَرّبی ّز ًمغِ دلخَاُ اس

ٍ فزض  (9)تب  (7) خبثدبییّبی  هؤلفِثبؽٌذ. ثب تَخِ ثِ  هی

ّبی ٍرق ثِ لزار  ّب ٍ خبثدبیی وزًؼ خغی رٍاثظ ثیي وزًؼ

 سیز اعت.

(10) 
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ثِ هؼٌبی هؾتك  ،( ثىبر رفتِ در رٍاثظ ایٌذوغی,) وِ وبهب

ّبی دعتگبُ هختصبت تؼزیف ؽذُ  لفِؤخشئی ًغجت ثِ ه

ثزای  عبختبری ٍرقرٍاثظ ثب تَخِ ثِ لبًَى َّن  اعت.

 ثِ ؽىل سیز اعت:تئَری تغییز ؽىل ثزؽی هزتجِ عَم 
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(12) 

11(12) راثغِدر  2

( )
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E z
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



،12 11Q Q  ٍ33

( )

2(1 )

E z
Q





 

ضزیت اًجغبط حزارتی  α، ًغجت پَاعَى ν .گزدًذ هؼزفی هی

 ٍ0T T T   0 وِ ،گزادیبى دهب ّغتٌذT دهبی هحیظ  

0تحمیكٍ همذار آى در ایي  اعت 300T K .فزض ؽذُ اعت 

هؼبدلِ اًزصی پتبًغیل ٍرق ثب در ًظز گزفتي تئَری تغییز 

 لبثل هحبعجِ اعت.( 13)ؽىل ثزؽی هزتجِ عَم اس راثغِ 

(13) 





1

2
P x x y y xy xy

V

xz xz yz yz

U

dV

     

   

  

 

 

اًزصی پتبًغیل ًبؽی هؼزف حدن ول ٍرق اعت.  Vوِ در آى 

راثغِ  ثِ صَرت ،ًیش اس اعتمزار ٍرق ثز پبیِ الاعتیه پغتزًبن

 آیذ. ثذعت هی (14)

(14) 2 2 21
( ) ( ) ( )

2
f w p

A

w w
U K w K dA

x y

    
    

    
 

 sKضزیت عفتی ٍیٌىلز ثغتز پغتزًبن ٍ wKوِ در آى

هؼزف عغح  ،ًیش Aٍ  ضزیت عفتی ثزؽی ثغتز پغتزًبن

اس هدوَع  ،. اًزصی پتبًغیل ول ٍرقّغتٌذ خٌثبی ٍرق

ی پتبًغیل ًبؽی اس ثغتز ثذعت صاًزصی پتبًغیل ٍرق ٍ اًز

ثب در  تبثؼی اسخٌظ هَاد ،آیذ. اًزصی خٌجؾی ًیش ثزای ٍرق هی

ثذعت ( 15اثغِ )ًظز گزفتي ایٌزعی دٍراًی ثِ صَرت ر

اس تبثؼی هذرج  ،راثغِ اًزصی خٌجؾی ثزای ٍرق خَاّذ آهذ.

 .راثغِ سیز، لبثل هحبعجِ اعت

(15)     
 

2 2 2

1 2 3

1
( , ) dV

2P
V

T x z u u u 

ًوبیبًگز هؾتك خشئی آى هتغیز  ،وِ ًمغِ ثبلای ّز هتغیز

در  ؽذ، ّوبًغَر وِ لجلاً ًیش اؽبرُ .اعت tًغجت ثِ سهبى 

ًظزگزفتِ  هغتمل اس دهب در ρچگبلی خزهی  ،(15)راثغِ 

 ؽذُ اعت.

 

 شرایط مرزی يرق -3-1
ؽزط هزسی عبدُ،  :ؽزایظ هزسی ولاعیه ٍرق ػجبرتٌذ اس

گیزدار ٍ آساد وِ ّز وذام ثز هجٌبی ؽزایظ هزسی ٌّذعی ٍ 

وِ ؽزایظ هزسی عبدُ ّغتٌذ. عجیؼی یب ًیزٍیی لبثل ثیبى 

هزوت اس ؽزایظ هزسی ٌّذعی ٍ ؽزایظ هزسی عجیؼی در 

هؼزفی  (17-16رٍاثظ)ثِ صَرت ّزلجِ اس ٍرق اعت، 

 :ؽًَذ هی

(16) 0y x xv w N M       at x = 0, a 

(17) 0x y yu w N M       at y = 0, b 
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 ،ثِ تزتیت yMیب  yN  ٍxMیب  xNرٍاثظدر ایي 

 وِثبؽٌذ. ًیزٍی ػوَدی ٍ گؾتبٍر خوؾی ثز ٍاحذ عَل هی

ٍ عپظ رٍاثظ سیز در هؼبدلات عبختبری ثب خبیگشیٌی 

 :آیٌذ گیزی در راعتبی ضخبهت ثذعت هی اًتگزال

(18)    3

0

, , 1, ,
h

x x x xN M P z z dz  

(19)     3

0

, , 1, ,
h

y y y yN M P z z dz  

(20) 
0

h

xy xyN dz  

(21)     2

0

, 1,
h

x x xzQ R z dz  

(22)     2

0

, 1,
h

y y yzQ R z dz  

فزم دیگز ؽزایظ هزسی عبدُ را ثب تَخِ ثِ حزوت درٍى 

 د:وزتَاى ثِ ؽىل سیز ثیبى  صفحِ خٌثبی ٍرق را هی

(23) 0y xy xu w N M       at x = 0, a 

(24) 0x xy yv w N M       at y = 0, b 

ؽزایظ هزسی  ،ًیش وِ تٌْب ؽبهلؽزایظ هزسی گیزدار 

هؼزفی  (25راثغِ ) ثِ صَرتٌّذعی در ّز لجِ ّغتٌذ، 

 :ؽًَذ هی

(25) u=v=w=x=y=0, at x=0, a, ٍ at y=0, b 

فمظ ؽزایظ هزسی ًیزٍیی  ،ؽزایظ هزسی آساد در ّز لجِ  

 ؽًَذ: یب عجیؼی را ؽبهل هی

(26) 0x xy x x xN N P Q M       at x = 0, a 

(27) 0y xy y y yN N P Q M       at y = 0, b 

 

 یتسر -ريش اورشی ریلی -4
، تَاثغ اعت در ایي رٍػ وِ در ٍالغ یه رٍػ ًیوِ تحلیلی

حبصلضزة یه هدَْل ثب تَخِ ثِ ؽزایظ هزسی ثزحغت 

ؽًَذ  عزی تَاثغ هؼلَم ثب ضزایت هدَْل در ًظز گزفتِ هی

ؽًَذ. عپظ  وِ ایي تَاثغ، ثِ ػٌَاى تَاثغ آسهَى ؽٌبختِ هی

جؾی ّبی خٌ تفبضل اًزصی ،ریتش -ثز اعبط رٍػ اًزصی ریلی

ثذعت آهذُ ٍ ثب هیٌیون  )هؼبدلات لاگزاًض(ٍ پتبًغیل عیغتن

آیٌذ  ثذعت هی آسهَىوزدى ایي تفبضل، ثَاثت هدَْل تَاثغ 

ّبی عجیؼی ٍ ؽىل هَدّبی  فزوبًظ ،وِ ثب ووه ایي رٍػ

ؽًَذ. ثزای ٍرق عبختِ ؽذُ اس هَاد  ارتؼبؽی ٍرق حبصل هی

 :[14]گزدًذ تبثؼی هؼبدلات لاگزاًض ثِ صَرت سیز تؼزیف هی

(28) 
max max

TU   

یه دعتگبُ هؼبدلات ، (28) هیٌیون وزدى هؼبدلِ ثب

ؽَد وِ اس حل آى ضزایت هدَْل در تَاثغ  خجزی حبصل هی

 ذ.ٌآیثذعت هیآسهَى 

(29) 
,

0
m nq





 

ثزدار ثَاثت هدَْل تَاثغ آسهَى  q (29) در ایي راثغِ

ثب تَخِ ثِ ؽزایظ هزسی هؼزفی ؽذُ تَاثغ آسهَى وِ  .اعت

ثب اعتفبدُ اس  ،ًوبیٌذؽزایظ هزسی ٌّذعی ٍرق را ارضبء هی

 گزدًذ:ثِ صَرت سیز هؼزفی هی هثلثبتیتَاثغ 

 

 شرایط مرزی سبدٌ  -4-1
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ّب در  تؼذاد ًین هَج ،ثِ تزتیت m , nثظ ٍادر ایي ر

، um,n(t)ثیبًگز سهبى ٍ تَاثغ  tثبؽٌذ،  یه x  ٍyراعتبّبی 

vm,n(t) ،wm,n(t) ،1

, ( )m n t  ٍ2

, ( )m n t  ثَاثت هدَْل تَاثغ

 یّبعبسی اختلاف هب ثیي اًزصی وِ ثب وویٌِآسهَى ّغتٌذ 

تؼذاد ، M،M̂ ،N ٍN̂آیٌذ. پتبًغیل ٍ وزًؾی ثذعت هی

وِ تمزیت هٌبعجی اس  ّغتٌذ خولات هَرد ًیبس تَاثغ آسهَى

 ذ.ًٌوبی هیرفتبر ٍرق را ثیبى 

 

 شرایط مرزی گیردار -4-2
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ؽزایظ هزسی گؾتبٍر خوؾی در ٍرق ثب هزسّبی گیزدار 

وِ در اهتذاد هزس  ثب فزض فٌزّبی پیچؾی ثب عختی سیبد 

 یل اضبفی لحبػثِ ػٌَاى اًزصی پتبًغ ،تَسیغ گزدیذُ اعت

 ؽَد وِ تمزیت هٌبعجی اس ؽزایظ هزسی گیزدار ایدبد هی

 تؼزیف (40راثغِ )ثِ صَرت  RUلایي اًزصی پتبًغی ًوبیذ. هی

 ؽَد. هی
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(40) 

خْت اعتخزاج ًتبیح ػذدی همذار ضزیت عفتی پیچؾی    

k=10فٌز ثزاثز 
 درًظز گزفتِ ؽذُ اعت.  8

 

 بحث ي بررسی وتبیج عذدی -5
ٍ هذٍل  ثزای چگبلی دهبیی ضزایت ٍاثغتِ ،1خذٍل در 

   هَاد تبثؼی دٍ ثؼذی ثىبر رفتِ در ایي پضٍّؼ الاعتیغیتِ

یزات یثیز ًبچیش تغأّوچٌیي  ثب تَخِ ثِ ت. [6]ئِ ؽذُ اعتارا

ثز همذار ػذدی ًغجت پَاعَى ٍ ضزیت اًجغبط حزارتی 

 اًذ ثبثت فزض ؽذُ ایي همبدیز فزوبًظ ٍرق،

(612*10 1 k , 0.24 ).  ثِ ػلت ایٌىِ اوثز

تحمیمبتی وِ در ایي سهیٌِ اًدبم گزفتِ اعت هزثَط ثِ 

ارتؼبػ ٍرق هغتغیلی اس خٌظ هبدُ تبثؼی هذرج یه ثؼذی 

ًتبیح حبصل  ،ثخؼگذاری ًتبیح در ایي  لذا خْت صحِ اعت،

تبثؼی هذرج در حبلت  هغتغیلی اس خٌظ هَاداس ارتؼبػ ٍرق 

ٍ ثب ًتبیح ثذعت آهذُ تَعظ ظز گزفتِ ؽذُ در ًیه ثؼذی 

 ،2 خذٍل، همبیغِ گزدیذُ اعت. در ىبعبیز هحمم

ذّبی عجیؼی ثذٍى ثؼ فزوبًظ   c ch E  ثزای ٍرق

اس خٌظ هَاد تبثؼی هذرج یه ثؼذی ثب ًغجت ضخبهت ثِ 

/عَل 0.1h a، ًغجت اضلاع/ 1a b  ٍ0T   ثزای

)ضزیت تَاًی ًغجت حدوی )  هختلفهختلف ثب هزاخغ 

تغبثك  ،ّوبًغَر وِ لبثل  هؾبّذُ اعت .همبیغِ ؽذُ اعت

هزاخغ ٍخَد عبیز خَثی هیبى ًتبیح حبصلِ در ایي پضٍّؼ ٍ 

 ثؼذ ّبی ثیفزوبًظ ،3 خذٍلدر  دارد.

 2 2/ /b h A    2ٍرق ایشٍتزٍپیه اس خٌظ 3Al O 

ی ى ،Kg/m 3800=3ثبچگبل 0.3ضزیت پَاعب    ٍ

هذٍل الاعتیغیتِ
 
E=380 GPa هغتمز ثز ثغتز پغتزًبن

h/a ٍ ًغجت ضخبهت a/b=1 ثزای ًغجت اضلاع ثب  0.05=

ؽزایظ هزسی عبدُ ثزای ضزایت ثغتز هختلف ثذعت آهذُ 

 [15, 5, 1] ثب هزاخغ ،اعت. ًتبیح ثذعت آهذُ در ایي لغوت

s ظرٍاث اس sk ٍ wk مبدیز. ههمبیغِ ؽذُ اعت sk k A  ٍ

w wk k A ثبؽٌذ ٍ ًیش لبثل هحبعجِ هی 
3 212(1- )A Eh 

 
 ،3 خذٍل . ثب تَخِ ثِ ًتبیحاعت

ؽَد وِ ثب افشایؼ ضزیت عختی ثغتز پغتزًبن  هلاحظِ هی

 2 ؽىلٍ 3 ؽىلدر یبثذ.  ق افشایؼ هیفزوبًظ پبیِ ٍرهمبدیز 

ًوَدار تغییزات فزوبًظ پبیِ ٍرق هغتمز ثز ثغتز  ،ثِ تزتیت

500Tپغتزًبن ٍالغ در هحیغی ثب دهبی  K   ثز حغت

ٍ ضزایت ًغجت حدوی تَاًی ثزای تغییزات ًغجت اضلاع 

ؽزایظ هزسی عبدُ ٍ ؽزایظ هزسی گیزدار ًوبیؼ دادُ ؽذُ 

/اعت. ًغجت ضخبهت ثزای ٍرق 0.15h aٍ ضزایت ثغتز 

100M N/msk  ٍ 1000 M  N / mwk   ُاًذ فزض ؽذ .

ثب افشایؼ  ،عَر وِ لبثل هؾبّذُ اعت ّب ّوبى در ایي ؽىل

ًغجت عَل ثِ ػزض ٍرق همذار فزوبًظ پبیِ ارتؼبػ ٍرق 

ووتز خَاّذ ؽذ وِ ایي وبّؼ فزوبًظ رفتِ رفتِ ثب ؽیت 

/ثِ عَری وِ تمزیجب ثزای  ؛گیزد ووتزی صَرت هی 5a b 

ّوچٌیي تغییزات  ؛ًشدیه ثِ صفز اعت تغییزات فزوبًغی

اضلاع ثزای ؽزایظ هزسی فزوبًظ پبیِ ارتؼبؽی ثِ ًغجت 

ؽجیِ ثِ ّن اعت وِ ثِ دلیل  ،گیزدار ٍ ؽزایظ هزسی عبدُ

افشایؼ عفتی عیغتن ثِ دلیل افشایؼ لیَد ٌّذعی در 

هزسّبی ٍرق ثزای ؽزایظ ٌّذعی ٍ فیشیىی یىغبى، فزوبًظ 

پبیِ ٍرق ثب ؽزایظ هزسی گیزدار ثِ هزاتت ثیؾتز اس فزوبًظ 

تَسیغ وغز  ،7-44 ؽىلر دٍرق ثب ؽزایظ هزسی عبدُ اعت. 

ًَع اٍل،  تزتیت، ثزای فلش ًَع دٍم، عزاهیه حدوی ثِ

عزاهیه ًَع دٍم ٍ فلش ًَع اٍل ثزای ضزایت ًغجت حدوی 

ّب  ؽىلتَاًی هختلف ًوبیؼ دادُ ؽذُ اعت وِ در ایي 

تَاًی حدوی تبثیزات ضخبهت ٍرق، عَل ٍرق ٍ ضزایت ًغجت 

 ثزوغزّبی حدوی لبثل هؾبّذُ اعت.

، تغییزات فزوبًظ پبیِ ٍرق ثز حغت پبراهتزّبی 4 خذٍلدر 

هختلف ثزای ؽزایظ هزسی گیزدار ًوبیؼ  دادُ ؽذُ اعت. 

h/aًغجت ضخبهت ثِ عَل  0.2 عَل ثِ ػزض  ٍ ًغجت

/ٍرق 1a b ُدر ایي خذٍل، ثب افشایؼ  اًذ. فزض ؽذ
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3ρ(Kg/mضرایب يابستٍ دمبیی چگبلی -1 جذيل 1)ي ضریب اوبسبط حرارتی E(Gpa)، مذيل الاستیسیتٍ( )kمًاد 

 هبدُ هَلؼیت 
1

P


 
0
P 

1
P 

2
P 

3
P 

E 
1M

E SUS304 0 04/201 079/3 ×
4-10  534/6- ×

7-10  0 

1C
E

 2
OZr 0 27/244 371/1- ×

3-10  214/1 ×
6-10  681/3- ×

10-10  

2M
E Ti-6Al-4V 0 56/122 586/4- ×

4-10  0 0 

2C
E 

3 4
Si N 0 43/348 070/3- ×

4-10  160/2 ×
7-10  946/8- ×

11-10  

 
1M

 SUS304 0 8166 0 0 0 

1C


 2
OZr 0 3000 0 0 0 

2M Ti-6Al-4V 0 4429 0 0 0 

2C
 

3 4
Si N 0 2370 0 0 0 

 
1M

 SUS304 0 6-10×33/12 6-10×086/8 0 0 


1C 2

OZr 0 6-10×30/13 4-10×421/1- 7-10×549/9 0 

2M Ti-6Al-4V 0 6-10×43/7 4-10×483/7 7-10×621/3 0 


2C

 
3 4

Si N 0 6-10×8723/5 6-10×095/9 0 0 

 
 ق مستطیلی تببعی  بب شرایط مرزی سبدٌَبی طبیعی بی بعذ برای ير مقبیسٍ فرکبوس  -2 جذيل

        

 ًتبیح

10 8 5 2 1 5/0  0 

6277/3  6830/3  7837/3  0063/4  4545/4  9207/4  7693/5  [1]هزخغ 

5923/3  6410/3  7218/3  9474/3  3474/4  8209/4  6763/5  [2]هزخغ 

63684/3  68457/3  76823/3  00895/4  41923/4  90145/4  76942/5  ًتبیح حبضز  

 

 

  
ومًدار تغییرات فرکبوس پبیٍ يرق بر حسب تغییرات  -2 شکل

 وسبت اضلاع برای شرایط مرزی گیردار

ومًدار تغییرات فرکبوس پبیٍ يرق بر حسب تغییرات  -3 شکل

 وسبت اضلاع برای شرایط مرزی سبدٌ 
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بعذ يرق ایسيتريپیک مستقر بر بستر پستروبک برای ضرایب سختی بستر متفبيت ي شرایط َبی بیمقبیسٍ فرکبوس -3 جذيل

 مرزی سبدٌ

w sk ,k  (M N/m)
 

h/ هزاخغ a 

(10ٍ500) (10ٍ100) (0ٍ500) (0ٍ100) 

 [1]هزخغ 2413/2 0215/3 6551/2 3400/3

01/0 
 [15]هزخغ 2413/2 0215/3 6551/2 3400/3

 [5]هزخغ 2413/2 0214/3 6551/2 3398/3

 ًتبیح حبضز 2414/2 0215/3 6552/2 3400/3

(10ٍ1000) (10ٍ200) (10ٍ1000) (0ٍ200)   

 [1]هزخغ 3989/2 7212/3 7842/2 9805/3

1/0 
 [15]هزخغ 3989/2 7212/3 7842/2 9805/3

 [5]هزخغ 3951/2 7008/3 7756/2 9566/3

 ًتبیح حبضز 39893/2 72126/3 7842/2 98053/3

(10ٍ1000) (10ٍ100) (10ٍ10) (10ٍ0)   

 [1]هزخغ 2505/2 2722/2 4590/2 8567/2

2/0 
 [15]هزخغ 2505/2 2722/2 4591/2 8567/3

 [5]هزخغ 2334/2 2539/2 4300/2 7111/3

 ًتبیح حبضز 25079/2 2725/2 45929/2 85676/3

      

ضزایت تَاًی ًغجت حدوی ٍ ضزایت ثغتز، همذار فزوبًظ 

فزوبًظ وبّؼ پبیِ ٍرق افشایؼ ٍ ثب افشایؼ درخِ حزارت،

زات فزوبًظ پبیِ ٍرق هغتمز ثز تغیی ،8 ؽىلیبثذ. در  هی

ثغتز پغتزًبن ثز حغت دهب ثزای ضزایت ًغجت حدوی 

h/aتَاًی هختلف ثزای ًغجت ضخبهت ثِ عَل  0.2  ٍ

,1000M N/m ثغتز ضزایت 100M N/mw sk k  

ؽزایظ هزسی عبدُ  ،در ایي حبلت وِ ًوبیؼ دادُ ؽذُ اعت

عجت افشایؼ دهب  ،ؽىلدر ًظز گزفتِ ؽذُ اعت. در ایي 

ؽَد وِ تغییزات فزوبًظ ثزای  وبّؼ فزوبًظ پبیِ ٍرق هی

در ایي  .درخِ ولَیي ًبچیش اعت 50ووتز اس  ،تغییزات دهبیی

ؽَد وِ ّز چِ همذار ضزیت تَاًی  ؽىل ًیش هؾبّذُ هی

همذار فزوبًظ عیغتن ًیش  ،یبثذ ًغجت حدوی افشایؼ هی

ثِ عفتی ٍرق  ،اى حدوییبثذ. ثب افشایؼ ًغجت تَ افشایؼ هی

ٍ در ٍالغ عیغتن در حبلی وِ خزم ثبثتی  ؽَد افشٍدُ هی

ٍرق  ّبی تز گؾتِ ٍ ثِ ّویي ػلت فزوبًظ دارد، عخت

ٍ ػلت راثغِ هغتمین ثیي فزوبًظ ٍ ًغجت  یبثٌذ افشایؼ هی

 ،9 ؽىلّویي اهز اعت. در  ،ًیش 8 ؽىلتَاى حدوی در 

 ٍرق ثزحغت دهب ثزای ضزایت ثغتز تغییزات فزوبًظ پبیِ

,1هختلف ثب ضزایت ًغجت حدوی تَاًی 0   ًغجت ،

h/aضخبهت ثِ عَل  0.2  ؽزایظ هزسی عبدُ ًوبیؼ ٍ

ؽَد وِ ثب  حظِ هیدادُ ؽذُ اعت. ثب تَخِ ثِ ؽىل هلا

همبدیز  ،افشایؼ ضزیت عختی ٍیٌىلز ٍ ضزیت عختی ثزؽی

ّوبًگًَِ وِ لبثل هؾبّذُ  ؛یبثذ فزوبًغی ٍرق افشایؼ هی

رٍی فزوبًظ پبیِ  ضزیت عختی ثزؽی ، تبثیز افشایؼاعت

در  ثیؾتز اس تبثیز ضزیت عختی ٍیٌىلز اعت. ٍرق، ثِ هزاتت

حغت پبراهتزّبی تغییزات فزوبًظ پبیِ ٍرق ثز ،5 خذٍل

هختلف ثزای ؽزایظ هزسی عبدُ ًوبیؼ دادُ ؽذُ اعت وِ 

,1ضزایت ًغجت حدوی تَاًی  0    ًِغجت عَل ث ٍ

/ػزض ٍرق  1a b در ایي خذٍل  .اعتًظز گزفتِ ؽذُ  در

ب افشایؼ ًغجت ضخبهت ثِ عَل ٍرق  ؽَد وِ ث هؾبّذُ هی

وِ ایي  ؽَد پبیِ ٍرق ثِ ؽذت ثب افشایؼ رٍثزٍ هی ،فزوبًظ

 .اعتًبؽی اس افشایؼ عفتی ٍرق  ،اهز ًیش
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 تغییرات فرکبوس پبیٍ ی يرق بر حسب پبرامترَبی مختلف برای شرایط مرزی مرزی گیردار -4 جذيل

 
  

( , )  
  

(K)T w s  k ,k (M N/m) 

(5ٍ5) (5ٍ2) (2ٍ2) (1ٍ1) (0ٍ1) (0ٍ0) 

39/2505 29/2088 21/2025 25/1721 15/1587 75/1296 300 

(0ٍ0) 53/2463 89/2051 25/1976 40/1666 80/1480 37/1235 500 

07/2455 76/2023 95/1936 06/1604 55/1375 11/1137 800 

93/2507 54/2090 59/2027 63/1723 27/1590 94/1299 300 

(10ٍ100) 11/2466 17/2054 69/1978 85/1668 14/1484 72/1238 500 

66/2457 08/2026 44/1939 61/1606 14/1379 75/1140 800 

95/2515 62/2097 09/2035 11/1731 06/1600 98/1309 300 

(50ٍ250) 26/2474 38/2061 37/1986 58/1676 63/1494 25/1249 500 

84/2465 38/2033 27/1947 63/1614 42/1390 18/1152 800 

70/2530 65/2110 87/2048 85/1744 01/1618 34/1328 300 

(100ٍ1000) 26/2489 63/2074 49/2000 76/1690 83/1513 49/1268 500 

89/2480 81/2046 67/1961 36/1629 03/1411 01/1173 800 

تغییرات فرکبوس پبیٍ يرق بر حسب پبرامترَبی مختلف برای شرایط مرزی سبدٌ -5 جذيل
 

 
 

 

 

 
 (K)T

 
  

/h a
 w s  k ,k (M N/m)

 

800 700 600 500 400 300 

936/238  80/244  766/251  045/260  804/269  166/281  05/0  

( 0ٍ0 ) 

427/466  876/477  474/491  635/507  685/526  865/548  1/0  

106/674  652/690  305/710  661/733  193/761  249/793  15/0  

89/857  947/878  958/903  682/932  721/968  52/1009  2/0  

469/474  449/477  058/481  442/485  739/490  076/497  05/0  

( 50ٍ250 ) 

33/548  105/558  79/569  787/583  426/600  974/619  1/0  

457/713  11/729  753/747  974/769  252/796  95/826  15/0  

077/881  593/901  992/925  03/955  313/989  29/1029  2/0  
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 تًزیع کسر حجمی برای فلس وًع ديم بٍ ازای -4 شکل

5, 0.2   

 

تًزیع کسر حجمی برای سرامیک وًع ديم بٍ  -5 شکل

,5ازای 3   

 

  
 تًزیع کسر حجمی برای  سرامیک وًع ايل بٍ ازای -6 شکل

3, 2   

 

 حجمی برای فلس وًع ايل بٍ ازای تًزیع کسر -7 شکل
3, 5   

 

  
تغییرات فرکبوس پبیٍ ی يرق بر حسب دمب برای  -8 شکل

 ضرایب وسبت حجمی تًاوی مختلف ي شرایط مرزی سبدٌ

تغییرات فرکبوس پبیٍ ی يرق بر حسب دمب برای  -9 شکل

 ایب بستر مختلف ي شرایط مرزی سبدٌضر
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 گیری وتیجٍ -6

ثیزات هحیظ حزارتی ثز أثِ ثزرعی ت ،در تحمیك حبضز

ارتؼبؽبت آساد ٍرق هغتغیلی اس خٌظ هَاد تبثؼی هذرج دٍ 

ثؼذی هغتمز ثز ثغتز پغتزًبن پزداختِ ؽذ. خْت تحلیل 

اس تئَری تغییز ؽىل ثزؽی هزتجِ عَم اعتفبدُ  ،ارتؼبػ ٍرق

ّبی عبدُ  ثزای حبلت ،ؽزایظ هزسی هَرد اعتفبدُ ؽذُ اعت.

. ثب ثزرعی ًتبیح ػذدی ثِ عَر خلاصِ ًتبیح اعتٍ گیزدار 

 سیز ثذعت آهذًذ:

ثب افشایؼ ًغجت اضلاع ٍرق، همذار فزوبًظ پبیِ ارتؼبػ 

 ون خَاّذ ؽذ.

ثب افشایؼ ضخبهت ٍرق، همذار فزوبًظ پبیِ ٍرق ًیش 

 یبثذ.  افشایؼ هی

  ،عختی ٍیٌىلز ٍ ضزیت عختی ثزؽی ثب افشایؼ ضزیت

 یبثذ. همبدیز فزوبًظ افشایؼ هی

ثِ  ،ثیز ضزیت عختی ثزؽی رٍی فزوبًظ پبیِ ٍرقتأ

 .اعتثیز ضزیت عختی ٍیٌىلز أهزاتت ثیؾتز اس ت

 ،ّز چِ همذار ضزایت تَاًی ًغجت حدوی افشایؼ یبثذ

 یبثذ. همذار فزوبًظ پبیِ ٍرق ًیش افشایؼ هی

 ؽَد. وبّؼ رٍثزٍ هیثب  وبًظ پبیِ ٍرقفز ،ثب افشایؼ دهب

فزوبًظ ارتؼبؽی ثزای حبلت  ،ؽَد ّوچٌیي هؾبّذُ هی

 حبلت عبدُ اعت.ثیؾتز اس  ،گیزدار
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