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  چكيده
مكانيكي مورد مطالعه و بررسي قرار گرفته است. براي اين - هاي حرارتيرفتار شكست مواد تابعي تحت شوك  در اين مقاله

محدود توسعه يافته منظور از معادلات ترموالاستيسيته كلاسيك كوپله استفاده شده است. اين معادلات با كمك روش المان 
هاي اند. شبيه سازي مواد تابعي توسط مدلگسسته سازي شده و سپس با استفاده از روش نيومارك در قلمرو زمان حل شده

هاي ترين شكل انتگرال برهمكنش براي ترككلي ،ميكرومكانيكي متداول براي مواد مركب انجام شده است. در اين مقاله
استخراج و براي محاسبه ضرايب شدت تنش  ،هاي حرارتي و مكانيكي در مواد تابعيمستقيم الخط متحرك تحت بار

بندي تا حل معادلات مربوطه و استخراج نتايج در محيط ديناميكي بكار گرفته شده است. كليه مراحل حل مسئله از مش
نتايج تحليلي و عددي موجود  صورت گرفته است. چندين مثال حل شده و نتايج حاصل با MATLABبرنامه نويسي نرم افزار 

دقت و صحت روش حل ارائه شده و كد نوشته شده  ،در مقالات ديگر مورد مقايسه قرار گرفته است. مطابقت خوب اين نتايج
كند. در نهايت چگونگي تغيير ضرايب شدت تنش با تغيير پروفيل ماده تابعي و نيز سرعت و مسير رشد ترك در را تاييد مي

  مكانيكي مورد بحث و بررسي قرار گرفته است.-هاي حرارتياپوكسي تحت شوك-شيشه يك تير از جنس
  

  .مكانيكي-شكست؛ رشد ترك؛ مواد تابعي؛ ترموالاستيسيته كوپله؛ شوك حرارتي: كلمات كليدي
  
  
  

  مقدمه -1
) گونه جديدي از مواد مركب هستند كه FGMsمواد تابعي (

مشخصه آنها تغيير تدريجي ميكرو ساختار و خواص ماده 
هاي حرارتي براي است. اين مواد نخستين بار به عنوان عايق

اي طراحي شدند و رآكتورهاي هستههاي هوافضا و سازه
براي تحمل تغييرات دمايي شديد مورد استفاده قرار  معمولاً

هايي ديگر از موارد كاربرد اين مواد گيرند. به عنوان نمونهمي

هاي ضد حرارت ها، پوششتوان به ابزارهاي برش، كورهمي
ها به خاطر . سراميك]1[ هاي توربين و غيره اشاره كردپره

هاي بالا به طور گسترده در ساختار مواد تابعي تحمل حرارت
ها شكننده گيرند. نقطه ضعف سراميكمورد استفاده قرار مي
. ]2[ باشدهاي حرارتي و مكانيكي ميبودن آنها تحت شوك

هاي بنابراين مطالعه رفتار شكست مواد تابعي تحت شوك
  ست.يك ضرورت در طراحي اين مواد احرارتي و مكانيكي 
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ها از روش المان سازي تركدر اين مقاله براي مدل
شود كه نيازي به شبكه بندي محدود توسعه يافته استفاده مي

اي تفكيك مجدد مدل در صورت رشد ترك ندارد و بر مبن
. در اين روش براي توصيف ]6- 3[ واحد بنا نهاده شده است

بع سازي ناپيوسته مثل تايك جابجايي گسسته، يك تابع غني
 گيردقرار ميهويسايد در امتداد مسير ترك مورد استفاده 

تاكنون در زمينه رشد ترك در مواد همگن مطالعات  .]4[
يك روش  ]7[و همكاران  1زيادي صورت گرفته است. بليچكو

و  2جديد براي رشد ترك ديناميكي ارائه كردند. روزيچكي
توسعه گام زماني بحراني در روش المان محدود  ]8[همكاران 

 4و آرمرو 3يافته براي مسئله رشد ترك را بررسي كردند. ليندر
هاي ناپيوسته مسئله گسترش ترك ديناميكي را با المان ]9[

نيز  ]10[و همكاران  5جاسازي شده مطالعه كردند. منيولارد
  يك روش جديد براي غني سازي وابسته به زمان ارائه دادند.

هاي تركدار تحت شوكهاي تابعي مطالعه رفتار ورق
-حرارتي و مكانيكي فقط در تعداد اندكي از مقالات يافت مي

مطالعاتي را با  ]13و12[و نودا  ]11[ 7و فوجيموتو 6شود. نودا
استفاده از روش المان محدود براي بدست آوردن ضرايب 
شدت تنش در مواد همگن و مواد تابعي تحت بارگذاري 

استفاده حرارتي انجام دادند. آنها از معادله انتقال حرارت 
مكانيكي را ناديده گرفتند. - كردند و جفت شدگي حرارتي

يك نوار از ماده  اي دريك ترك لبه ]14[ 9و پائولينو 8جين
تابعي را تحت بارگذاري حرارتي گذرا مطالعه كردند. آنها از 

سازي ماده تابعي استفاده يك مدل چند لايه براي شبيه
كردند. با صرفنظر از اثر جفت شدگي ترموالاستيك، محققان 
زيادي تحليل ديناميكي گذراي ترك در مواد تابعي را با 

و 15[د. به عنوان مثال مراجع انهاي گوناگون انجام دادهروش
و مراجع مندرج در آنها را ببينيد. حسيني تهراني و  ]16

با استفاده از  ]18[و حسيني تهراني و همكاران  ]17[اسلامي 
جفت كنندگي و اينرسي را در  جملاتروش المان مرزي اثر 

                                                       
1 Belytschko 
2 Rozycki 
3 Linder 
4 Armero 
5 Menouillard 
6 Noda 
7 Fujimoto 
8 Jin 
9 Paulino 

 10مسائل شكست ديناميكي و گرمايي بررسي كردند. دافلوت
شكست ترموالاستيك را در حالت استاتيكي با استفاده  ]19[

از روش المان محدود توسعه يافته مورد مطالعه قرار داد. او 
مسائل دو بعدي و سه بعدي با شرايط مرزي حرارتي مختلف 

با  ]20[12و كيم 11بر روي سطح ترك را مطالعه كرد. كي سي
و ضرايب شدت تنش  Tاستفاده از روش المان محدود تنش 

در حالت مد تركيبي در مواد تابعي تحت بارهاي حرارتي پايا 
نيز با استفاده از  ]21[را محاسبه كردند. زماني و اسلامي 

را براي يك ورق  Iضريب شدت تنش مد  ،روش المان محدود
تركدار از ماده تابعي محاسبه نمودند. آنها از معادلات 

چنين ترموالاستيك كلاسيك جفت شده استفاده كردند. هم
آنها با استفاده از روش المان محدود توسعه يافته اثرات 

هاي حرارتي و مكانيكي را بر روي يك جسم تركدار شوك
. در اين تحقيق ترك ايستا فرض شده ]22[ مطالعه كردند

شامل  FGرفتار شكست يك ورق  ]23[ 14و جين 13بود. فنگ
هاي متفاوت تحت يك شوك حرارتي هاي موازي با طولترك

يك روش المان  ]24[و همكاران  15ا بررسي نمودند. اخلاكفر
اي را براي تحليل يك ترك ترموالاستيك گذرا ناحيه-مرزي

در يك ماده همسانگرد غير همگن و مواد تابعي الاستيك 
اي ايستا را در يك ناحيه خطي ارائه دادند. آنها يك ترك لبه

 ودو بعدي محدود تحت يك شوك حرارتي درنظر گرفتند 
  ضرايب شدت تنش را محاسبه كردند.

- پديده رشد ترك در يك ماده تابعي تحت شوك حرارتي
مكانيكي با بهره گيري از معادلات ترموالاستيسيته جفت شده 
تاكنون در مقالات مورد بررسي قرار نگرفته است. در اين 
مقاله با استفاده از روش المان محدود توسعه يافته و با 

هاي ترموالاستيسيته جفت شده، اثر شوكبكارگيري معادلات 
مكانيكي بر روي يك ماده تابعي تركدار مورد مطالعه -حرارتي

گيرد. در بخش دوم معادلات جفت شده قرار مي
ترموالاستيسيته كلاسيك گسسته سازي شده و روش 

گيري زماني نيومارك براي حل سيستم معادلات انتگرال
ماتريسي بدست آمده از گسسته سازي معادلات اوليه ارائه 
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كنش ترين شكل انتگرال برهمشود. در بخش سوم كليمي
بندي غير تعادلي استخراج و براي مواد تابعي بر اساس فرمول

نحوه محاسبه ضرايب شدت تنش ديناميكي با استفاده از آن 
هاي ميكرومكانيكي كه شود. در بخش چهارم مدلميارائه 

-سازي خواص مواد تابعي مورد استفاده قرار ميبراي مدل

هاي عددي اند. فصل پنجم نيز به حل مثالارائه شده ،گيرند
اختصاص يافته است. در اين فصل براي اطمينان از صحت و 

اي بين نتايج بدست آمده دقت نتايج، در چند مورد مقايسه
ر اين مقاله و نتايج تحليلي و عددي ارائه شده در مقالات د

ديگر، صورت گرفته است. در نهايت پديده گسترش ترك در 
  گيرد.ماده تابعي شيشه/اپوكسي نيز مورد مطالعه قرار مي

  
  بندي كليفرمول -2
  گسسته سازي معادلات -2-1

يك سازه تحت شوك حرارتي و مكانيكي با استفاده از شكل 
شود. ده معادلات ترموالاستيك و انرژي تحليل ميجفت ش

هاي تحليلي اين گونه از مسائل از نظر رياضي پيچيده و حل
محدود به يك جسم نامحدود يا نيم فضا با شرايط مرزي 

. معادلات كلي حاكم بر تئوري ]25[ ساده هستند
  :]25[ ترموالاستيسيته جفت شده كلاسيك عبارتند از

௜௝,௝ߪ  )1( ൅ ௜ܤ ൌ ሷݑߩ ௜

௜,௜ݍ  )2( ൅ ሶߠ௧ܿߩ ൅ ଴ܶሺ1 ൅ ߠ ଴ܶ⁄ ሻߝߚሶ௜௜ ൌ ܴ 

 ௧ܿچگالي،  ߩنيروهاي جسمي،  ௜ܤ ،كه در اين معادلات
ߚظرفيت گرمايي ويژه و  ൌ ߣሺ3ߙ ൅ نيز  ߤو  	ߣاست.  ሻߤ2

ضريب انبساط گرمايي است. در صورتي كه  ߙثوابت لامه و 
كوچك باشد معادله  ଴ܶدر مقايسه با دماي اوليه  ߠتغيير دما 

  :]25[ شود) به صورت زير ساده مي2(
௜,௜ݍ  )3( ൅ ሶߠ௧ܿߩ ൅ ଴ܶߝߚሶ௜௜ ൌ ܴ

) 1همان طور كه گفته شد سيستم معادلات جفت شده (
توان از ) حل تحليلي عمومي ندارند. براي حل آنها مي3و (

بندي المان محدود مبتني بر روش گلركين استفاده فرمول
محدود توسعه يافته نيز مشابه مدل المان نمود. مدل المان 

هاي اطراف محدود است. در اين روش تقريب جابجايي گره
هاي نوك هاي گرهمسير ترك با يك تابع هويسايد و جابجايي

. اين ]3[ شوندهاي مجانبي غني سازي ميترك نيز با حل
-. فرمول]19[ شودفرآيند براي غني سازي دما نيز انجام مي

هاي جابجايي را ن محدود توسعه يافته براي مولفهبندي الما
  توان به صورت زير نوشت:مي

)4(  

,ݔሺܝ ,ݕ ሻݐ ൌ෍ ௡ܰሺݔ, ሻݐ௡ሺ܉ሻݕ
୒

൅ 

෍ ௡ܰሺݔ, ,ݔሺܪሻሾݕ ሻݕ െ ,௡ݔሺܪ ሻݐ௡ሺ܊௡ሻሿݕ
୬∈୒೎ೝ

൅ 

෍ ෍ ௡ܰሺݔ, ,ݎ௠ሺܨሻሾݕ ߮ሻ
௡∈୒೟೔೛௠

െ ,௡ݎ௠ሺܨ ߮௡ሻሿ܋௡௠ሺݐሻ

هاي مجموعه گره N௖௥ها، تعدادكل گره Nكه در اين رابطه 
هاي نوك ترك مجموعه گره N௧௜௣اطراف مسير ترك و 

,ݔሺܪرا ببينيد).  1هستند (شكل   ௠ܨتابع هويسايد و  ሻݕ
  . همچنين ]26[ توابع غني سازي نوك ترك هستند

ሻݐ௡ሺ܉ ൌ ሼa௡୳ሺݐሻ, a௡୴ ሺݐሻሽ୘ ،܊௡ሺݐሻ ൌ ሼܾ௡௨ሺݐሻ, ܾ௡௩ሺݐሻሽ்  و  
ሻݐ௡௠ሺ܋ ൌ ሼc௡௠୳ ሺݐሻ, c௡௠୴ ሺݐሻሽ୘  اي مجهولات گرهبردارهاي

  هستند.
  
  

  
  
  
  

  
  

- هاي قرمز گرههاي غني سازي. دايرهانتخاب گره-1شكل

هاي نوك ترك را گرههاي آبي هاي مسير ترك و مربع
  .كنندمشخص مي

  
با فرض اينكه سطوح ترك آدياباتيك باشند، دما در 
 امتداد مسير ترك ناپيوسته و شار گرمايي در نوك ترك تكين

است. بنابراين ميدان دما نيز مشابه ميدان جابجايي غني 
سازي به با اين تفاوت كه فقط يك تابع غني ،شودسازي مي

  .]22[ شودهاي نوك ترك اعمال ميالمان

)5( 
θሺݔ, ,ݕ ሻݐ ൌ ෍ ௡ܰሺݔ, ሻݐሻa௡்ሺݕ

௔௟௟	௡௢ௗ௘௦

൅ 

෍ ௡ܰሺݔ, ,ݔሺܪሻሾݕ ሻݕ െ ,௡ݔሺܪ ሻݐ௡ሻሿb௡்ሺݕ
௡∈ே೎ೝ

൅ 

 مسير ترك
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෍ ௡ܰሺx, yሻሾݎ଴.ହ ሺ߮݊݅ݏ 2⁄ ሻ
௡∈ே೟೔೛

െ ଴.ହݎ ሺ߮௡݊݅ݏ 2⁄ ሻሿc௡்ሺݐሻ 
مختصات قطبي نوك ترك هستند. همچنين  ߮و  ݎكه 

a௡்ሺݐሻ ،b௡்ሺݐሻ وc௡்ሺݐሻ اي مربوط به ميدان دما مجهولات گره
) با اين فرض كه هر دو نوع غني eدر هر المان مبنا (هستند. 

هاي اند، مولفههاي آن اعمال شدهسازي به تمامي گره
توان به صورت فشرده زير نمايش جابجايي و تغيير دما را مي

  داد:

,ݔሺୣܝ  )6( ,ݕ ሻݐ ൌ ௛ܰሺݔ, ሻa௛ݕ
୳ሺݐሻ ൅ Φ௛ሺݔ, ሻb௛ݕ

୳ሺݐሻ
൅ Ψ௛௠ሺݔ, ሻc௛௠ݕ

୳ ሺݐሻ 

,ݔሺୣܞ  )7( ,ݕ ሻݐ ൌ ௛ܰሺݔ, ሻa௛ݕ
୴ሺݐሻ ൅ Φ௛ሺݔ, ሻb௛ݕ

୴ሺݐሻ
൅ Ψ௛௠ሺݔ, ሻc௛௠ݕ

୴ ሺݐሻ 

,ݔሺୣߠ  )8( ,ݕ ሻݐ ൌ ௛ܰሺݔ, ሻa௛ݕ
்ሺݐሻ ൅ Φ௛ሺݔ, ሻb௛ݕ

்ሺݐሻ
൅ Ψ௛௠ሺݔ, ሻc௛௠ݕ

் ሺݐሻ 

 ݄ ൌ 1,2, … , ݊݁ ݉ ൌ 1,2,3,4 

و  Φاست. همچنين  ݁ها در المان تعداد گره ݁݊در اين روابط 
Ψ هاي جابجايي و تغيير دما هستند.غني شده ميدان جملات  

) و 1با اعمال انتگرال باقي مانده وزني به معادله حركت (
,ݔ௟ܵሺ) نسبت به توابع وزني 2معادله انرژي (  ، تقريبሻݕ
  توان به صورت زير نوشت:گلركين را مي

)9(  න ൫ߪ௜௝,௝ ൅ ௜ܤ െ ሷݑߩ ௜൯ ௟ܸܵ݀
௏ሺ௘ሻ

ൌ 0 		 

)10(  න ൫ݍ௜,௜ ൅ ሶߠ௧ܿߩ ൅ ଴ܶݑߚሶ ௜,௜ െ ܴ൯ ௟ܸܵ݀
௏ሺ௘ሻ

ൌ 0	, 

݈ ൌ 1,2, … ,  ݏ݊

  هستند. ࡿهاي بردار مولفه ௟ܵو  ݁تعداد توابع شكل المان  ݏ݊
  ܵ ൌ

൛ ଵܰ, ଶܰ, ଷܰ, ସܰ, Φଵ,Φଶ,Φଷ, Φସ,Ψଵ௠,Ψଶ௠,Ψଷ௠,Ψସ௠ൟ

)11(  ݉ ൌ 1,2,3,4

هاي جابجايي و هاي تنش را به مولفهقانون هوك، مولفه
  دهد:تغيير دما به صورت زير ارتباط مي

௜௝ߪ  )12( ൌ ௜,௝ݑ൫ߤ ൅ ௝,௜൯ݑ ൅ ௞,௞ݑߣൣ െ 	௜௝ߜ൧ߠߚ

ߠكه در اين رابطه  ൌ ሺܶ െ ଴ܶሻ بر طبق قانون هدايت .
  گرمايي فوريه داريم:

௜ݍ  )13( ൌ െ݇௜௝ߠ,௝

ضريب هدايت گرمايي براي يك ماده  ௜௝݇در اين رابطه 
) و 12)، (8) تا (6ناهمسانگرد است. با جايگذاري روابط (

) و بكارگيري قضيه ديورژانس 10) و (9) در معادلات (13(

گوس، بعد از ساده سازي و مونتاژ به شكل ماتريسي، معادله 
سيك دو بعدي به زير براي ترموالاستيسيته جفت شده كلا

  آيد:دست مي
)14(  ሾܯሿ൛∆ሷ ൟ ൅ ሾܥሿ൛∆ሶ ൟ ൅ ሾܭሿሼ∆ሽ ൌ ሼݎܨሽ	

هاي جرم، ترتيب ماتريسبه  ሿܭሾو  ሿܥሿ ،ሾܯሾدر اين معادله 
كه به طور  (e)ميرايي و سفتي هستند. براي المان مبناي 

توان به صورت زير ها را ميكامل غني سازي شده اين ماتريس
  نوشت:

)15(  ሾܯሿሺ௘ሻ ൌ ൤
ሾܯଵሿ ሾ0ሿସ଼ൈଶସ

ሾ0ሿଶସൈସ଼ ሾ0ሿଶସൈଶସ
൨	

)16(  ሾܥሿሺ௘ሻ ൌ ൤
ሾ0ሿସ଼ൈସ଼ ሾ0ሿସ଼ൈଶସ
ሾܥଵሿ ሾܥଶሿ

൨	

)17(  ሾܭሿሺ௘ሻ ൌ ൤
ሾܭଵሿ ሾܭଶሿ

ሾ0ሿଶସൈସ଼ ሾܭଷሿ
൨	

بردار نيرو است كه به صورت زير  ሽݎܨሼ) 14در معادله (
  شود:تعريف مي

)18(  

ሼܨሽሺ௘ሻ ൌ 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ න ሾܵሿ்ሼ݂ܤሽܸ݀

௏ሺ௘ሻ
൅ න ሾܵሿ்ሼ݂ܶሽ݀ܣ

஺ሺ௘ሻ

න ܴሾܵݐሿ்ܸ݀
௏ሺ௘ሻ

െ න ൫ݍ௫݊௫ ൅ ܣሿ்݀ݐ௬݊௬൯ሾܵݍ
஺ሺ௘ሻ ۙ

ۗ

  اي و تغييرات دما است. هاي گرهبردار جابجايي ሼ∆ሽهمچنين 

)19( ሼ∆ሽሺ௘ሻ ൌ ሼa௛
୳, a௛

୴ , b௛
୳, b௛

୴ , c௛௠
୳ , c௛௠

୴ , a௛
், b௛

், c௛௠
் ሽ୘

݄,݉ ൌ 1,… ,4 
൛∆ሶ ൟ  و൛∆ሷ ൟ  به ترتيب مشتقات اول و دومሼ∆ሽ هستند. مولفه -

  شوند:هاي جرم، ميرايي و سفتي به صورت زير محاسبه مي

)20(  ሾܯଵሿ ൌ න ሾܵሿ୘ሾܵሿܸ݀ߩ
௏ሺ௘ሻ

 

)21(  ሾܥଵሿ ൌ න ଴ܶߚሾܵݐሿ୘ሾܵଵሿܸ݀
௏ሺ௘ሻ

, 

)22(  ሾܥଶሿ ൌ න ሿܸ݀ݐሿ୘ሾܵݐ௧ሾܵܿߩ
௏ሺ௘ሻ

 

)23(  ሾܭଵሿ ൌ න ሾܵଶሿ୘ሾܦሿሾܵଶሿ
௏ሺ௘ሻ

ܸ݀ 

)24(  ሾܭଶሿ ൌ െන ሿݐሾܵଵሿ୘ሾܵߚ
௏ሺ௘ሻ

ܸ݀ 

௫݇براي مواد همسانگرد  ൌ ݇௬ ൌ به  ଷሿܭሾ، بنابراين ݇
  آيد:صورت زير به دست مي

)25(  ሾܭଷሿ ൌ න ݇ሾܵଷሿ୘ሾܵଷሿܸ݀
௏ሺ௘ሻ
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و بردارهاي  ሾSଷሿو  ሾSሿ ،ሾStሿ ،ሾSଵሿ ،ሾSଶሿ هايماتريس
ሼBfሽ  وሼTfሽ شوند:به صورت زير استخراج مي  

)26(  ሾܵݐሿ ൌ
ሾ ଵܰ ⋯ ସܰ Φଵ ⋯ Φସ Ψଵଵ ⋯ Ψସଵሿ 

)27(  

ሾܵሿ ൌ

൤ ଵܰ ⋯ ସܰ 0 ⋯ 0 ଵߔ ⋯ ସߔ
0 ⋯ 0 ଵܰ ⋯ ସܰ 0 ⋯ 0  
0 ⋯ 0 Ψଵଵ ⋯ Ψସସ 0 ⋯ 0
Φଵ ⋯ Φସ 0 ⋯ 0 Ψଵଵ ⋯ Ψସସ

൨

)28(  
ሾܵଵሿ ൌ ሾ ଵܰ,௫ ⋯ ସܰ,௫ ଵܰ,௬ ⋯ ସܰ,௬ 

⋯ ସܰ,௬ Φଵ,௫ ⋯ Φସ,௫ ⋯ Φସ,௬ 
Ψଵଵ,௫ ⋯ Ψସସ,௫ Ψଵଵ,௬ ⋯ Ψସସ,௬ሿ 

)29(  

ሾܵଶሿ ൌ ቎
ଵܰ,௫ ⋯ ସܰ,௫ 0 ⋯ 0
0 ⋯ 0 ଵܰ,௬ ⋯ ସܰ,௬

ଵܰ,௬ ⋯ ସܰ,௬ ଵܰ,௫ ⋯ ସܰ,௫

 

Φଵ,௫ ⋯ 0 … 0 Ψଵଵ,௫
0 ⋯ Φଵ,௬ … Φସ,௬ 0

Φଵ,௬ ⋯ Φଵ,௫ … Φସ,௫ Ψଵଵ,௬

 

… Ψସସ,௫ 0 … 0
… 0 Ψଵଵ,௬ … Ψସସ,௬
… Ψସସ,௬ Ψଵଵ,௫ … Ψସସ,௫

቏ 

)30(  
ሾܵଷሿ ൌ ൤ ଵܰ,௫ … ସܰ,௫ Φଵ,௫ … Φସ,௫

ଵܰ,௬ … ସܰ,௬ Φଵ,௬ … Φସ,௬
 

Ψଵଵ,௫ ⋯ Ψସସ,௫
Ψଵଵ,௬ ⋯ Ψସସ,௬

቉ 

)31(  ሼ݂ܤሽ ൌ ൜
௫ܤ
௬ܤ
ൠ, ሼ݂ܶሽ ൌ ൜

௫௡ݐ

௬௡ݐ
ൠ 

اي عبارت است حالت كرنش صفحه برايماتريس خواص 
  از:

)32(  
ሾܦሿ ൌ 

ܧ
ሺ1 ൅ ሻሺ1ߥ െ ሻߥ2

൥
1 െ ߥ ߥ 0
߭ 1 െ ߥ 0
0 0 ሺ1 െ ሻߥ2 2⁄

൩ 

  
  انتگرال زماني -2- 2

توان از روش ) در قلمرو زمان مي14براي حل معادله (
نيومارك استفاده كرد. روش نيومارك پركاربردترين روش 
مستقيم براي حل معادله حركت گسسته سازي شده است. 

  :]27[ اين روش شامل روابط زير است

)33(  ሾܯሿ൛∆ሷ ௡ାଵൟ ൅ ሾܥሿ൛∆ሶ ௡ାଵൟ ൅ ሾܭሿሼ∆௡ାଵሽ
ൌ ሼݎܨ௡ାଵሽ 

)34(  
ሼ∆௡ାଵሽ ൌ ሼ∆௡ሽ ൅ ൛∆ሶݐ∆ ௡ାଵൟ

൅ ଶሺ1/2ݐ∆ െ ሻ൛∆ሷߞ ௡ൟ
൅ ൛∆ሷߞଶݐ∆ ௡ାଵൟ 

)35(  ൛∆ሶ ௡ାଵൟ ൌ ൛∆ሶ ௡ൟ ൅ ሺ1ݐ∆ െ ሻ൛∆ሷߛ ௡ൟ ൅ ൛∆ሷߛݐ∆ ௡ାଵൟ 
روش هاي متفاوتي براي فرمول ߞو  ߛمقاديربا تغيير 

آيد. روش شتاب متوسط يكي از اين نيومارك بدست مي
اي است كه در ها براي كاربردهاي ديناميك سازهبنديفرمول

به ترتيب برابرند با  ߞو  ߛتمام شرايط پايدار بوده و در آن 
. از آنجايي كه براي روش المان محدود توسعه 25/0و  5/0

م زماني پايدار بندي نيومارك صريح، گايافته با يك فرمول
ما در اين مقاله از روش ضمني  ]28[خيلي كوچك است 

  كنيم.شتاب متوسط استفاده مي
  
  انتگرال برهمكنش و ضرايب شدت تنش -3

در اين بخش، رابطه انتگرال برهمكنش براي مواد تابعي با 
 J هاي واقعي و كمكي در انتگرالاستفاده از برهم نهي ميدان

بندي غير تعادلي در اين مقاله فرمولشود. استخراج مي ]29[
براي استخراج انتگرال برهمكنش در مواد تابعي تحت  ]30[

مكانيكي مورد استفاده قرار گرفته است. در -بارگذاري گرمايي
نهايت ضرايب شدت تنش ديناميكي با استفاده از انتگرال 

  شوند.كنش حاصل محاسبه ميبرهم
  و كمكي  (ߪ ,ߝ ,࢛)اكنون دو ميدان واقعي 

براي  Jگيريم. انتگرال را در نظر مي (௔௨௫ߪ ,௔௨௫	ߝ ,௔௨௫࢛)
  توان به صورت زير نوشت:هاي برهم نهي شده را ميميدان

)36(  

௦ܬ ൌ න ൛ൣ൫ߪ௜௝ ൅ ௜௝ߪ
௔௨௫൯൫ݑ௝,ଵ ൅ ௝,ଵݑ

௔௨௫൯
஺∗

 
െ1 2⁄ ൫ߪ௝௞ ൅ ௝௞ߪ

௔௨௫൯൫ߝ௝௞
௠ ൅ ௝௞ߝ

௔௨௫൯ߜଵ௜ 
െ1 2⁄ ሶݑሺߩ ௞ ൅ ሶݑ ௞

௔௨௫ሻሺݑሶ ௞ ൅ ሶݑ ௞
௔௨௫ሻߜଵ௜ሿq,௜ 

൅ൣ൫ߪ௜௝,௜ ൅ ௜௝,௜ߪ
௔௨௫൯൫ݑ௝,ଵ ൅ ௝,ଵݑ

௔௨௫൯ 
൅൫ߪ௜௝ ൅ ௜௝ߪ

௔௨௫൯൫ݑ௝,ଵ௜ ൅ ௝,ଵ௜ݑ
௔௨௫൯ 

െ1 2⁄ ൫ߪ௜௝ ൅ ௜௝ߪ
௔௨௫൯൫ߝ௜௝,ଵ

௠ ൅ ௜௝,ଵߝ
௔௨௫൯ 

െ1 2⁄ ൫ߪ௜௝,ଵ ൅ ௜௝,ଵߪ
௔௨௫൯൫ߝ௜௝

௠ ൅ ௜௝ߝ
௔௨௫൯ 

െߩሺݑሶ ௜ ൅ ሶݑ ௜
௔௨௫ሻ൫ݑሶ ௜,ଵ ൅ ሶݑ ௜,ଵ

௔௨௫൯ 
െ1 2⁄ ሶݑଵሺ,ߩ ௜ ൅ ሶݑ ௜

௔௨௫ሻሺݑሶ ௜ ൅ ሶݑ ௜
௔௨௫ሻ൧qൟ݀ܣ 

در  1يك تابع وزني است كه مقدار آن از  q ،در اين رابطه
تغيير  ∗ܣنوك ترك تا صفر بر روي مرز ناحيه انتگرال گيري 

  توان به صورت زير تجزيه كرد:) را مي36كند. معادله (مي
௦ܬ  )37( ൌ ܬ ൅ ௔௨௫ܬ ൅ܫܯ 

براي ميدان  Jبه ترتيب انتگرال  ௔௨௫ܬو  ܬكه در اين رابطه 
انتگرال برهمكنش  ܫܯواقعي و ميدان كمكي هستند و 

  آيد:) است كه به صورت زير به دست ميM(انتگرال 
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)38(  

ܫܯ ൌ 

න ൛ൣߪ௜௝ݑ௝,ଵ
௔௨௫ ൅ ௜௝ߪ

௔௨௫ݑ௝,ଵ െ 1 2⁄ ௝௞ߝ௝௞ߪ
௔௨௫ߜଵ௜

஺∗
 

െ1 2⁄ ௝௞ߪ
௔௨௫ߝ௝௞

௠ߜଵ௜ െ ሶݑߩ ௞ݑሶ ௞
௔௨௫ߜଵ௜൧q,௜  

൅ൣߪ௜௝,௜ݑ௝,ଵ
௔௨௫ ൅ ௜௝,௜ߪ

௔௨௫ݑ௝,ଵ ൅ ௝,ଵ௜ݑ௜௝ߪ
௔௨௫ ൅ ௜௝ߪ

௔௨௫ݑ௝,ଵ௜ 
െ1 2⁄ ௜௝,ଵߝ௜௝ߪ

௔௨௫ െ 1 2⁄ ௜௝ߪ
௔௨௫ߝ௜௝,ଵ

௠  
െ1 2⁄ ௜௝ߝ௜௝,ଵߪ

௔௨௫ െ 1 2⁄ ௜௝,ଵߪ
௔௨௫ߝ௜௝

௠ 
െݑߩሶ ௜ݑሶ ௜,ଵ

௔௨௫ െ ሶݑߩ ௜
௔௨௫ݑሶ ௜,ଵെߩ,ଵݑሶ ௜ݑሶ ௜

௔௨௫൧qൟ݀ܣ 
هاي به دست واقعي از كميت هايميداناز آنجايي كه 

كنند، شرط تعادل و آمده از شبيه سازي عددي استفاده مي
بندي غير تعادلي براي نمايند. در فرمولسازگاري را ارضا مي

௜௝,௜ߪሺشرط تعادل هاي كمكي ترك ايستا ميدان
௔௨௫ ് 0ሻ ]30[ 

௜௝,௜ߪሺمعادله حركت  ترك متحركو براي 
௔௨௫ ് ሷ௝ݑߩ

௔௨௫ሻ  ارضا
ها و كرنش سازگارند، يعني شود. در حالي كه جابجايينمي

௜௝ߝ
௔௨௫ ൌ 0.5൫ݑ௜,௝

௔௨௫ ൅ ௝,௜ݑ
௔௨௫൯  ߪو௜௝ݑ௝,ଵ௜

௔௨௫ ൌ ௜௝,ଵߝ௜௝ߪ
௔௨௫ ميدان .
  آيد:تنش كمكي از رابطه زير به دست مي

௜௝ߪ  )39(
௔௨௫ ൌ ௜௝ߝሻݔ௜௝௞௟ሺܥ

௔௨௫ 

هاي مجانبي هاي كمكي، همان حلتوجه كنيد كه ميدان
هاي كمكي براي مواد همگن هستند. در اين مقاله، ميدان

و  ]31[ 1هاي ايستا بر مبناي حل مجانبي ويليامزبراي ترك
 3و اينگرافي 2هاي متحرك بر پايه حل سونسونبراي ترك

براي مواد  Mاستوارند. بنابراين كلي ترين شكل انتگرال  ]32[
توان به صورت ساده تابعي در دستگاه مختصات محلي را مي

  زير بيان كرد:

)40( 

ܫܯ ൌ න ൛ൣߪ௜௝ݑ௝,ଵ
௔௨௫ ൅ ௜௝ߪ

௔௨௫ݑ௝,ଵ െ ௝௞ߝ௝௞ߪ
௔௨௫ߜଵ௜

஺∗
 

െݑߩሶ ௞ݑሶ ௞
௔௨௫ߜଵ௜ሿq,௜ ൅ ௝,ଵݑሷ௝ݑߩൣ

௔௨௫ ൅ ௜௝,௜ߪ
௔௨௫ݑ௝,ଵ 

൅ߪ௜௝
௔௨௫൫ߙ,ଵߠ ൅ ௜௝ߜଵ൯,ߠߙ െ ൫ܥ௜௝௞௟,ଵߝ௞௟

௠ߝ௜௝
௔௨௫൯ 

െݑߩሶ ௜ݑሶ ௜,ଵ
௔௨௫ െ ሶݑߩ ௜

௔௨௫ݑሶ ௜,ଵ െ ሶݑଵ,ߩ ௜ݑሶ ௜
௔௨௫൧qൟ݀ܣ 
௜௝,௜ߪكه در اين رابطه عبارت 

௔௨௫ݑ௝,ଵ بندي غير ناشي از فرمول
ها كميتتعادلي است. از آنجايي كه محاسبه عددي ساير 

ها و ...) بر مبناي دستگاه ها، تنشها، كرنش(جابجايي
در دستگاه  Mمختصات سراسري است، ابتدا بايد انتگرال 

                                                       
1 Williams 
2 Swenson 
3 Ingraffea 

مختصات سراسري محاسبه و سپس جهت محاسبه ضرايب 
  شدت تنش به دستگاه مختصات محلي انتقال يابد.

مختصات سراسري به صورت زير  دستگاهدر  Mانتگرال 
  شود:بيان مي

)41( 

ሺܫܯ௡ሻ௚ ൌ 

න ൛ൣߪ௜௝ݑ௝,௡
௔௨௫ ൅ ௜௝ߪ

௔௨௫ݑ௝,௡ െ ௝௞ߝ௝௞ߪ
௔௨௫ߜ௡௜

஺∗
 

െݑߩሶ ௞ݑሶ ௞
௔௨௫ߜ௡௜ሿ

ݍ߲
߲ ௜ܺ

൅ ௝,௡ݑሷ௝ݑߩൣ
௔௨௫ ൅ ௜௝,௜ߪ

௔௨௫ݑ௝,௡ 

൅ߪ௜௝
௔௨௫൫ߙ,௡ߠ ൅ ௜௝ߜ௡൯,ߠߙ െ ൫ܥ௜௝௞௟,௡ߝ௞௟

௠ߝ௜௝
௔௨௫൯ 

െݑߩሶ ௜ݑሶ ௜,௡
௔௨௫ െ ሶݑߩ ௜

௔௨௫ݑሶ ௜,௡ െ ሶݑ௡,ߩ ௜ݑሶ ௜
௔௨௫൧qൟ݀ܣ 

݊ ൌ 1,2 
هاي دستگاه مختصات سراسري مولفه X୧در اين رابطه 
در دستگاه مختصات محلي نوك ترك را  Mهستند. انتگرال 

  :]30[ توان از رابطه زير محاسبه كردمي
௟ܫܯ  )42( ൌ ሺܫܯଵሻ௚ܿ߱ݏ݋ ൅ ሺܫܯଶሻ௚߱݊݅ݏ 

زاويه بين دستگاه مختصات دكارتي محلي و  ߱در اين رابطه 
و ضرايب  Mسراسري در نوك ترك است. رابطه بين انتگرال 

اي به شدت تنش براي ترك ايستا در حالت كرنش صفحه
  شود:صورت زير بيان مي

௟ܫܯ  )43( ൌ 2൫1 െ ௧௜௣ߥ
ଶ ൯ሺܭூܭூ

௔௨௫ ൅ ூூܭூூܭ
௔௨௫ሻ ௧௜௣ൗܧ  

  :]10[ طه زير را نوشتتوان راببراي ترك متحرك نيز مي

௟ܫܯ )44( ൌ 

2൫1 െ ௧௜௣ߥ
ଶ ൯ሾߚଵሺ ሶܽ ሻܭூܭூ

௔௨௫ ൅ ଶሺߚ ሶܽ ሻܭூூܭூூ
௔௨௫ሿ ௧௜௣ൗܧ  

به ترتيب بيانگر مدول يانگ و  ௧௜௣ߥو  ௧௜௣ܧدر اين روابط 
سرعت ترك است.  ሶܽنسبت پواسون در نوك ترك هستند و 

  :]33[ ندشوتوابعي هستند كه به صورت زير تعريف مي ௜ߚ

)45(  
ଵሺߚ ሶܽ ሻ ൌ

ௗሺ1ߙ4 െ ௦ଶሻߙ
ሺߢ ൅ 1ሻܦሺ ሶܽ ሻ

	,	 

ଶሺߚ ሶܽ ሻ ൌ
௦ሺ1ߙ4 െ ௦ଶሻߙ
ሺߢ ൅ 1ሻܦሺ ሶܽ ሻ

 

  كه در اين توابع 

ௗߙ  )46( ൌ ඨ1 െ ൬
ሶܽ

ܿௗ
൰
ଶ

௦ߙ				, ൌ ඨ1 െ ൬
ሶܽ
ܿ௦
൰
ଶ

 

ሺܦ  )47( ሶܽ ሻ ൌ ௦ߙௗߙ4 െ ሺ1 ൅  ௦ଶሻଶߙ

هاي انبساطي و به ترتيب سرعت موج ௦ܿو  ௗܿدر حالي كه 
ضريب كلوسوف است كه در حالت كرنش  ߢبرشي هستند. و 

3	اي برابر با صفحه െ   .باشدمي ߥ4
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توان به ترتيب با قرار دادن را مي ூூܭو  ூܭدر نهايت 
ூܭ
௔௨௫ ൌ ூூܭ،  1

௔௨௫ ൌ ூܭو  0
௔௨௫ ൌ ூூܭ،  0

௔௨௫ ൌ در روابط  1
) براي ترك متحرك به دست 44) براي ترك ايستا و (43(

  آورد.
در مكانيك شكست ديناميكي، آغاز و ادامه رشد ترك به 

نسبت به ضريب شدت  ௘௤ܭمقدار ضريب شدت تنش معادل 
تنش بحراني ماده وابسته است. به عنوان مثال در حالت 

௘௤ܭمادامي كه  ،ايكرنش صفحه ൏ ، ترك همواره است ூ஼ܭ
Kୣ୯اي كه . لحظهدشباميساكن  ൒ K୍େ  ،ترك رشد شود

خواهد كرد و مادامي كه اين شرط ارضا شود ترك متحرك 
به  ௘௤ܭخواهد بود. ضريب شدت تنش ديناميكي معادل 

  :]10[ شودصورت زير تعريف مي

௘௤ܭ  )48( ൌ 
ଷሺ߱௖ݏ݋ூܿܭ 2⁄ ሻ െ ሺ߱௖ݏ݋ூூܿܭ1.5 2⁄ ሻ߱݊݅ݏ௖ 

اي است كه ترك در آن جهت گسترش زاويه ௖߱در حالي كه 
ماكزيمم تنش محيطي به دست يابد و با استفاده از معيار مي
  :]10[ آيدمي

)49(  
߱௖ ൌ 2arctanሺ0.25ሾܭூ ⁄ூூܭ െ  

ூܭூூሻሺሺܭሺ݊݃݅ݏ ⁄ூூܭ ሻଶ ൅ 8ሻ଴.ହሿሻ 
െߨ ൏ ߱௖ ൏ ߨ

توان از رابطه زير براي محاسبه سرعت نوك ترك مي
  :]33[ استفاده كرد

)50(  ሶܽ ൌ ൝
0 ௘௤ܭ ൏ ூ஼ܭ

ܿ௥ ൬1 െ
ூ஼ܭ
௘௤൰ܭ ௘௤ܭ ൒ ூ஼ܭ

 

در هر گام زماني  ௖߱بنابراين افزايش طول ترك در جهت 
Δعبارت است از  ݐΔܽ ൌ ሶܽΔݐ.  

  
  سازي ماده تابعيمدل -4

خواص يك ماده تابعي در امتداد ضخامت آن بايد با استفاده 
شود كه از يك تابع توصيف شود. در اين تحقيق فرض مي

دهد و كسر رخ مي ݔتغيير خواص ماده در جهت محور 
) از يك تابع نمايي ௜ܸحجمي ماده افزوده شده به ماتريس (

  كند. يعنيساده پيروي مي
)51(  ௜ܸሺݔሻ ൌ ሺݔ ⁄ܮ ሻ୮ 

 pو نماي  ݔبعد ماده در جهت محور  ܮكه در اين رابطه 
پارامتر تعيين كننده پروفيل تغييرات كسر حجمي ماده 

افزوده شده به ماتريس است. كسر حجمي ماتريس نيز عبارت 
ሻݔ௠ܸሺاست از  ൌ 1 െ ௜ܸሺݔሻ .  

هاي ميكرو مكانيكي مواد مركب كه در اين مقاله از مدل
اند، ارائه شده ]35[ 4و تاناكا 3و موري ]34[ 2و تايا 1توسط حتا

شود. بر طبق اين براي محاسبه خواص مواد تابعي استفاده مي
و مدول  ߤ، مدول صلبيت برشي ݇ها هدايت گرمايي مدل

  شوند:از روابط زير محاسبه مي Kحجمي 

)52(  ݇ ൌ ݇௠ െ	
3 ௜ܸሺ݇௠ െ ݇௜ሻ

௠ܸሺ݇௠ െ ݇௜ሻ ൅ 3݇௠
݇௠ 

)53(  
ߤ ൌ 

௠ߤ	 ൅ ௜ܸሺߤ௜ െ ௠ሻ/ሼ1ߤ ൅ ௠ܸሺߤ௜ െ  ௠ߤ௠ሻ/ሾߤ

൅ߤ௠ሺ9ܭ௠ ൅ ௠ሻߤ8 6ሺܭ௠ ൅ ⁄௠ሻߤ2 ሿሽ 

)54(  
K ൌ 

	K௠ ൅	 ௜ܸሺK௜ െ K௠ሻ
1 ൅ ௠ܸ ሺK௜ െ K௠ሻ ሺK௠ ൅ ௠ߤ4 3⁄ ሻ⁄

 
نيز به صورت زير  ߥو نسبت پواسون  ܧمدول يانگ 

   :شوندمحاسبه مي
ܧ  )55( ൌ Kߤ9	 ሺߤ ൅ 3Kሻ⁄  

ߥ  )56( ൌ 	 ሺ3K െ ሻߤ2 ሼ2ሺߤ ൅ 3Kሻሽ⁄  

و ضريب انبساط  ௧ܿ، ظرفيت گرمايي ويژه ߩچگالي 
  :شونداز قانون اختلاط محاسبه مي با استفاده ߙگرمايي 

ߩ  )57( ൌ 	 ௜ܸߩ௜ ൅	 ௠ܸߩ௠ 

)58(  ܿ௧ ൌ 	 ௜ܸܿ௧௜ ൅ ௠ܸܿ௧௠ 

ߙ  )59( ൌ 	 ௜ܸߙ௜ ൅ ௠ܸߙ௠ 

چقرمگي شكست براي ماده تابعي با استفاده از فرمول 
  شود.محاسبه مي ]36 [6و بترا 5اختلاط جين

ሻݔூ஼ሺܭ  )60( ൌ 	 ቄ ௜ܸሺݔሻ൫ܭூ஼
௜ ൯

ଶ
൅ ௠ܸሺݔሻሺܭூ஼

௠ሻଶቅ
଴.ହ

 

خواص براي تعبيه خواص در مدل المان محدود، تمامي 
هاي ميكرومكانيكي محاسبه براي هر گره با استفاده از مدل

يري گلشوند. سپس خواص مورد نياز براي هر نقطه انتگرامي
هاي المان مربوطه با وان از روي خواص گرهتگوسي را مي

يابي كرد. بنابراين استفاده از توابع شكل ايزوپارامتريك ميان
و  ߥ، نسبت پواسون ܧخواص ماده از قبيل مدول الاستيك 

                                                       
1 Hatta 
2 Taya 
3 Mori 
4 Tanaka 
5 Jin 
6 Batra 
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توان به كمك روابط زير براي هر نقطه گوسي را مي ߩچگالي 
  :]37[ محاسبه كرد

ܧ  )61( ൌ෍ ௜ܰܧ௜

௠

௜ୀଵ

, ߥ ൌ෍ ௜ܰߥ௜

௠

௜ୀଵ

, ߩ ൌ෍ ௜ܰߩ௜

௠

௜ୀଵ

 

  
  هاي عدديمثال - 5

شوند كه دقت و صحت در اين بخش، ابتدا سه مثال ارائه مي
آزمايند. سپس يك تير تركدار از برنامه نوشته شده را مي
هاي حرارتي و شيشه تحت شوك- جنس ماده تابعي اپوكسي

مكانيكي مورد مطالعه قرار گرفته و پديده رشد ترك در آن 
اي ها در شرايط كرنش صفحهشود. تمامي مثالبررسي مي
  شوند.تحليل مي

  
  مثال اول - 5-1

 2با شكل اي مطابق يك ورق دو بعدي تابعي با يك ترك لبه
  گيريم. ابعاد اين ورق عبارتند از را در نظر مي

m001/0 = L  وm002/0 = W طول ترك اوليه .  
m0001/0 = a  است. اين ورق در ابتدا در دماي اوليه  
قرار دارد. دماي سطح سمت چپ ورق در زمان  T0 = 200ܭ°
0 = t  190ܭ°به طور ناگهاني به = T1 اما  ،يابدكاهش مي

ثابت باقي  200 ܭ°دماي سطح سمت راست همواره در مقدار 
  :ماند. بنابراين شرايط مرزي و اوليه دمايي عبارتند ازمي

)62(  
ܶ ൌ ܭ200° در ݐ ൌ 0,  

ܶ ൌ ܭ190° در ݔ ൌ 0,  

ܶ ൌ ܭ200° در ݔ ൌ ܮ

  

 
 مرزي ورق تابعي مثال اولهندسه و شرط  - 2شكل 

اي المان مربعي چهارگره 61×121اين ورق با تعداد 
شبكه بندي شده است. گام زماني استفاده شده در اين مثال 

. همچنين يك محدوده مربعي ݐ∆ =s 0002/0عبارت است از 
براي محاسبه انتگرال برهمكنش و  2a×2aشكل با ابعاد 

  در نظر گرفته شده است.  KIضريب شدت تنش 
و  Al2O3خواص مواد تشكيل دهنده اين ورق يعني 

Si3N4  همچنين فرض شده كه اند. شده فهرست 1در جدول
خالص باشد و تغيير درصد  Al2O3سطح سمت چپ ورق 

  ) تبعيت 51از رابطه ( xدر جهت محور  Si3N4حجمي 
  كند.مي

ضرايب شدت تنش محاسبه شده براي دو مقدار مختلف 
p در  ]14[، با مقادير به دست آمده توسط جين و پائولينو

اند. براي هماهنگي شرايط مورد مقايسه قرار گرفته 3شكل 
جفت كننده ترموالاستيك  جملهاز  ]14[مسئله با مرجع 

صرفنظر شده است. در اين مثال ضريب شدت تنش و زمان 
  :]14[ اندبط زير بي بعد شدهتوسط روا

ூ஽ܭ  )63( ൌ ூሺ1ܭ െ ሻߥ ሼߙܧ଴ሺ ଴ܶ െ ଵܶሻሺܮߨሻ଴.ହሽ⁄  

஽ݐ  )64( ൌ 	݇଴ݐ ⁄ଶܮ଴ܿ௧଴ߩ  

خوبي  بسيار مطابقتدهد كه نتايج نشان مي 3شكل 
دارند. بنابراين اين مثال بيانگر دقت بالاي برنامه نوشته شده 

سازي مواد تابعي تركدار تحت در اين تحقيق براي مدل
  .هاي حرارتي استشوك

  

  
  هاي ضريب شدت تنش (مثال اول).مقايسه منحني -3شكل 

  
  دوممثال  - 5-2

را در نظر  4اي مطابق شكل يك ورق دوبعدي با يك ترك لبه
  در  ଴ߪ=  Pa63750 بگيريد كه يك تنش كششي با مقدار

  

0

0.03

0.06

0.09

0.12

0.15

0 0.02 0.04 0.06 0.08

KID

tD

Jin and Paulino [14], p =
1
Present, p = 1

T1 

L 

W 

T0 

x

y

Vi(x) 

a 
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  .]Si3N4 ]23و  Al2O3خواص  -1جدول 
مدول يانگ  

(GPa) 
ضريب انبساط گرمايي  نسبت پواسون

(10−6/K) 

 هدايت گرمايي

(W/mK) 
ظرفيت گرمايي ويژه  (Kg/m3)چگالي 

(J/KgK) 

Al2O3 320 25/0 8 20  3800 900 

Si3N4 320 25/0 3 35 3200 700 

  
شود. ابعاد وارد ميهاي بالايي و پاييني آن به لبه t=  0 زمان

است و شامل يك ترك اوليه  m10×m4 ،4ورق مطابق شكل 
  باشد.مي m5  =a با طول

اين ورق از يك ماده همسانگرد و همگن تشكيل شده و 
، ߩ = kg/m3 7833خواص ماده تشكيل دهنده آن عبارتند از 

GPa 200 = E  المان شبكه  201×81. اين ورق با ߥ = 3/0و
  بندي شده است.

ورق براي يك  ]38[حل تحليلي اين مسئله توسط فروند 
اينجا چون ابعاد ورق درنظر است. در  نهايت ارائه شدهبي

ݐ s 001/0شده محدود است، شبيه سازي تا زمان گرفته ൌ 
ده از هاي منعكس ششود، يعني قبل از اينكه موجمتوقف مي

  ها به نوك ترك برسند.لبه
براي محاسبه انتگرال  m5/0×m5/0يك ناحيه به ابعاد 

شود. كنش و ضريب شدت تنش مد اول استفاده ميبرهم
با  5به دست آمده براي اين مسئله در شكل  KIمقادير 

اند و مطابقت خيلي خوبي بين مقادير تحليلي مقايسه شده
شود. منحني حاصل از روش عددي حول نتايج ديده مي

، 21، 7[در مراجع مقادير تحليلي نوسان دارد كه اين پديده 
نيز براي روش المان محدود توسعه يافته  ]39و  33، 22

. اين نوسانات مشخصه حل مسئله انتشار گزارش شده است
شوك توسط روش گسسته سازي المان محدود در قلمرو 

. اين مثال ]22[ مكان و روش نيومارك در قلمرو زمان هستند
ده در حل روش ارائه ش مناسب بسيارنشان دهنده قابليت 

  مسائل تحليل ترك تحت شوك مكانيكي است.

 
 ه و بارگذاري ورق همسانگردهندس - 4شكل 

  

  
به دست  (࢓√ࢇࡼ) KIمقايسه ضريب شدت تنش  -5شكل 

  آمده با مقادير حل تحليلي براي مثال دوم.
  

  مثال سوم 5-3
را در  6مطابق شكل يك تير تركدار تحت خمش سه نقطه 

نظر بگيريد. بارگذاري در حالت مد اول است و ضرايب شدت 
تنش ديناميكي بين صفر و دو برابر مقدار استاتيكي كه از 

  :]33[كنند نوسان مي ،آيدرابطه زير به دست مي

௦ܫܭ  )65( ൌ
଴ߪ݈ܮ6
Φቀܽߨଶටܹܤ4

ܽ
ܹ
ቁ 

  كه در اين رابطه 

)66(  
Φቀ

ܽ
ܹ
ቁ ൌ 1.09 െ 1.735

ܽ
ܹ
൅ 8.2 ቀ

ܽ
ܹ
ቁ
ଶ
 

െ14.18 ቀ
ܽ
ܹ
ቁ
ଷ
൅ 14.57 ቀ

ܽ
ܹ
ቁ
ସ
 

فاصله بين دو تكيه گاه،  ܮ = m04/0در اين روابط 
m005/0 = ܽ  ،طول تركm01/0 = ܹ  ارتفاع تير و  
m1 = باشند. يك بار گسترده به مقدار ضخامت تير مي ܤ
Pa400 = ߪ଴  در لحظه اوليه بر روي طولm0025/0 = ݈  در

  شود. مركز تير اعمال مي

0.0E+0

5.0E+4

1.0E+5

1.5E+5

2.0E+5

2.5E+5

3.0E+5

0 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001

KI

Time (s)

Analytical [38]

Present

σ0 

a 

10m 2m 

2m 

Crack
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 هندسه تير همگن تحت خمش سه نقطه - 6شكل 

  
  تير از يك ماده همسانگرد و همگن با خواص 

kg/m3 7860 = ߩ ،GPa 200 = E  تشكيل شده  ߥ = 3/0و
است. شبكه استفاده شده براي حل اين مسئله متشكل از 

اي است. ناحيه در نظر المان مستطيلي چهار گره 21×91
براي محاسبه انتكرال برهمكنش يك مربع به گرفته شده 
 μs 250شبيه سازي است. زمان  mm5×mm5ابعاد تقريبي 

  گام زماني تقسيم شده است. 200به باشد كه مي
به دست آمده با مقدار استاتيكي  KIضرايب شدت تنش 

با منحني ارائه شده  7بعد شده و در شكل ) بي)65((رابطه 
دهد نشان مي 7اند. نمودار شكل مقايسه شده ]33[در مرجع 

  دارند. كه نتايج مطابقت بسيار خوبي با هم
  

 
بي بعد  KIهاي ضريب شدت تنش مقايسه منحني - 7شكل 

  شده براي تير تحت خمش سه نقطه
  

  مثال چهارم -5-4
شيشه - يك تير تركدار ساخته شده از ماده تابعي اپوكسي

را در نظر بگيريد.  8تحت خمش سه نقطه مطابق شكل 

هندسه تير همانند تير مثال سوم است. خواص مواد تشكيل 
به سمت بالا  xارائه شده است. محور  2دهند تير در جدول 

شده و تغييرات كسر حجمي ماده افزوده شده  درنظر گرفته
  كند.) پيروي مي51اتريس از رابطه نمايي (به م

  

  
  تركدار FGهندسه و بارگذاري تير  -8شكل 

  
شبكه استفاده شده براي حل اين مسئله متشكل از 

اي است. ناحيه در نظر المان مستطيلي چهار گره 35×145
كنش يك مربع به گرفته شده براي محاسبه انتگرال برهم

در نظر  μs 2است. گام زماني  mm5×mm5ابعاد تقريبي 
  شود.گرفته مي

خواهيم پاسخ تير تحت شوك حرارتي، شوك ابتدا مي
مكانيكي به طور همزمان را با - مكانيكي و بارگذاري حرارتي

هم مقايسه كنيم. فرض كنيد كه سطح زيرين تير از جنس 
ه افزودني در نظر گرفته شيشه باشد و اپوكسي به عنوان ماد

آيد. ) به دست مي51شود كه كسر حجمي آن از رابطه (مي
شود. در مرحله اول تير در نظر گرفته مي = p 1در اين رابطه 

كه در لحظه  ଴ߪ = MPa 1/0تحت يك بار گسترده به مقدار 
  شود در وسط تير اعمال مي ݈ = m0025/0اوليه بر روي طول 

)e = 0 تحليل شده سپس يك شوك حرارتي با مقدار ،(  
1 θ =  بر روي سطح بالايي تير اعمال و پاسخ تير بدست  

  آيد. در انتها تير تحت هر دوبار به طور همزمان حل مي
  شود. مي

براي اين سه بارگذاري در  KIمنحني ضريب شدت تنش 
  ترسيم و با يكديگر مقايسه شده است. مشاهده  9شكل 

ماكزيمم مقدار منحني ضريب شدت تنش براي  شود كهمي
برابر با جمع آثار  بارگذاري حرارتي و مكانيكي همزمان تقريباً

  است. ها به طور جداگانههر كدام از بارگذاري
بر روي مقدار ضريب شدت تنش  pدر ادامه اثر پارامتر 

  شود. براي اين منظور، دو تير تحت شوك حرارتي بررسي مي
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  خواص اپوكسي و شيشه. - 2جدول 
 

مدول يانگ 
(GPa) 

نسبت 
 پواسون

ضريب انبساط 
گرمايي 
(10−6/K) 

 هدايت گرمايي

(W/mK) 

 چگالي 

(Kg/m3) 

ظرفيت گرمايي 
 (J/KgK)ويژه 

چقرمگي 
 شكست

(MPam1/2) 

 6/0 1200 1175 188/0 55 34/0 2/3  اپوكسي

 75/0 880 2500 937/0 3/8 23/0 70 آهك) - شيشه (كربنات سديم

  

 
بر حسب زمان   ( ࢓√ࢇࡼ) KIهايمقايسه منحني - 9شكل 

با ماتريس  تابعيبراي سه بارگذاري مختلف بر روي تير 
  شيشه

  
1 θ =  و شوك مكانيكيMPa 1/0 = ߪ଴  كه به طور همزمان

شوند را در نظر بگيريد. در تير اول شيشه به عنوان اعمال مي
ماتريس (لبه پاييني تير) و در تير دوم اپوكسي به عنوان 

شود. هر دو تير با سه مقدار ماتريس در نظر گرفته مي
 10نتايج در شكل  تحليل و  = 2pو   = 5/0p =  ،1pمتفاوت 
  اند.ارائه شده

شود در صورتي كه ماتريس شيشه باشد با مشاهده مي
يابد و هنگامي كه اپوكسي ماتريس افزايش مي p ،KIافزايش 

  يابد.كاهش مي p ،KIبا افزايش  ،باشد
شود كه سرعت مشاهده مي 10همچنين در شكل 

در تير با ماتريس  pرسيدن موج به نوك ترك با افزايش 
  كسي كاهش با ماتريس اپوشيشه افزايش يافته و در تير 

  يابد.مي

  
  (الف)

  
  (ب)

بر حسب زمان   ( ࢓√ࢇࡼ) KIهايمقايسه منحني - 10شكل 
مكانيكي با سه مقدار - تحت شوك حرارتي FGبراي تير 

  الف) ماتريس شيشه ب)ماتريس اپوكسي pمختلف 
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در ادامه اثر تغيير مكان اعمال شوك مكانيكي بر روي 
شود. تير نشان داده مييك تير با ماتريس اپوكسي بررسي 

تير تحت شوك شود. در نظر گرفته مي 8شده در شكل 
به طور  ଴ߪ = MPa 1/0و شوك مكانيكي  = θ 1حرارتي 

براي سه مقدار شود. همزمان در لحظه اوليه قرار داده مي
، ضرايب شدت L = e/4و  L = e  ،6/L = e/8يعني  eمختلف 

  اند. هنشان داده شد 11تنش محاسبه و در شكل 
  

 
 (الف)

 
 (ب)

هاي ضرايب شدت تنش با واحد مقايسه منحني -11شكل 
  با ماتريس اپوكسي تحت شوك  تابعيبراي تير  ࢓√ࢇࡼ

  KIIب)   KIالف)  eمكانيكي با سه مقدار مختلف - حرارتي
  

واضح است كه شوك حرارتي ترك را در حالت مد اول 
مكانيكي در مركز تير دهد. بنابراين هنگامي كه بار قرار مي
شود ترك در حالت مد اول است و ضريب شدت وارد مي

دهد كه با دور نشان مي 11شكل باشد. صفر مي KIIتنش 
شدن بار مكانيكي از مركز تير، ترك در حالت مد تركيبي قرار 

كاهش  KIگيرد و هرچه فاصله بار تا مركز تير بيشتر شود مي
يابد. مركز تير كاهش مييافته زيرا مقدار ممان خمش در 

نوسانات شديدتري دارد و ابتدا با  KIنسبت به  KIIمنحني 
خارج شدن بار از مركز و قرار گرفتن ترك در حالت مد 

هاي اين منحني به بيشترين مقدار خود تركيبي ناگهان قله
رسيده و با دور شدن بار مكانيكي از مركز تير به دليل كاهش 

  يابند.ها كاهش مياين قلهارتفاع  نيروي برشي در محل ترك،
شيشه - در انتها پديده رشد ترك در تير تابعي اپوكسي

گيرد. براي اين منظور يك تير مطابق مورد بررسي قرار مي
كنيم طول ترك اوليه گيريم. فرض ميرا درنظر مي 8شكل 

m003/0 = ܽ  و بقيه ابعاد همانند مثال قبل باشند. پارامتر
شبكه شود. ، برابر با يك انتخاب ميpپروفيل ماده تابعي، 

 45×181استفاده شده براي المان بندي مدل متشكل از 
اي است. ناحيه در نظر گرفته شده المان مستطيلي چهار گره

يك مربع به ابعاد تقريبي براي محاسبه انتگرال برهمكنش 
mm2×mm2 .گام زماني نيز برابر با  استμs 1  در نظر گرفته
 شود. براي اينكه ترك رشد كند بايد بار افزايش يابد.مي

  بنابراين مقادير شوك حرارتي و مكانيكي را به ترتيب به 
 10 θ =   وMPa 5 = ߪ଴ دهيم. افزايش مي  

مسير رشد ترك همراه با كانتورهاي ميدان  12شكل 
هاي در يك تير با ماتريس شيشه در زمان ميزز راتنش ون

دهد. اين تير فقط تحت شوك مكانيكي قرار مختلف نشان مي
مسير رشد ترك  ،دشيني ميبشهمان طور كه پيو گرفته 

مسير رشد ترك را براي دو تير  13شكل  مستقيم الخط است.
–هاي شيشه و اپوكسي تحت شوك مكانيكيبا ماتريس

توان ديد كه با دور شدن مكان ميدهد. حرارتي نشان مي
اعمال بار مكانيكي از مركز تير مسير رشد ترك به سمت بار 

شود. سرعت رشد ترك براي اين دو تير در نمودار متمايل مي
ترسيم شده است. منحني ضرايب شدت تنش  14شكل 

  اند.ترسيم شده 15در شكل  e = 0معادل نيز براي حالت 
دهد كه اگر لبه پاييني تير نشان مي 15و  14 هايشكل

نسبت به حالتي  ،از اپوكسي خالص (ماتريس اپوكسي) باشد
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-زمان آغاز رشد ترك افزايش مي ،كه لبه پاييني شيشه باشد

زمان آغاز رشد ترك از  e = 0يابد. به عنوان مثال براي حالت 
  ميكرو ثانيه افزايش يافته است.  50ميكرو ثانيه به  15حدود 

دهد كه با دور شدن مكان همچنين نشان مي 14شكل 
اعمال بار مكانيكي از مركز تير نيز زمان آغاز رشد ترك به 

  افتد.تاخير مي
  

   
μs30=t μs 25 = t 

   
μs45=t μs 40 = t 

هاي مختلف براي تير تابعي با ماتريس شيشه زمان هاي ميدان تنش ون ميزز درمسير رشد ترك به همراه كانتور -12شكل 
  تحت شوك مكانيكي 

  

   
e = L/4  e = 0  

 μs36=tتير با ماتريس شيشه در

   
e = L/4  e = 0 

  μs77=tتير با ماتريس اپوكسي در

تحت شوك اپوكسي -شيشهتابعي  هايهاي ميدان تنش ون ميزز براي تيرمسير رشد ترك به همراه كانتور - 13شكل 
  مكانيكي و حرارتي
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  (الف)

  
 (ب)

  مكانيكي- اپوكسي تحت شوك حرارتي- هاي سرعت رشد ترك براي تير شيشهمنحني -14شكل 
  الف) ماتريس شيشه، ب) ماتريس اپوكسي 

  

  
تنش با يب شدت تنش معادل اضرهاي منحني - 15شكل 

مكانيكي - تير تابعي تحت شوك گرماييبراي  ࢓√ࢇࡼࡹواحد 
  . e = 0حالت در 

  

  نتيجه گيري -6
در اين مقاله معادلات ترموالاستيك كوپله براي مواد تابعي با 

هاي المان محدود توسعه يافته و روش استفاده از روش
ترين شكل انتگرال برهمكنش اند و كلينيومارك حل شده

تنش ديناميكي در مواد همگن و براي محاسبه ضرايب شدت 
تابعي استخراج شده است. تعدادي مثال حل شده و دقت 

دار از روش ارائه شده تاييد شده است. همچنين يك تير ترك
اپوكسي تحت شوك حرارتي و مكانيكي تحليل -جنس شيشه

است. رك در آن مورد مطالعه قرار گرفتهشده و پديده رشد ت
از تحليل يك تير تابعي از جنس  توان نتايج به دست آمدهمي

) را به صورت زير 8اي (شكل اپوكسي داراي ترك لبه - شيشه
   خلاصه كرد:

در صورتي كه ماتريس شيشه باشد يعني لبه  - 1
زيرين تير شيشه خالص و لبه بالايي اپوكسي 
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يابد و افزايش مي p ،KIخالص باشد، با افزايش 
 p ،KIهنگامي كه اپوكسي ماتريس باشد با افزايش 

 يابد.كاهش مي

، سرعت رسيدن موج به نوك ترك در pبا افزايش   - 2
تير با ماتريس شيشه افزايش يافته و در تير با 

 يابد.ماتريس اپوكسي كاهش مي

با دور شدن بار مكانيكي از مركز تير، ترك در   - 3
گيرد. با افزايش فاصله حالت مد تركيبي قرار مي

هر دو  KIIو  KIاعمال بار مكانيكي تا مركز تير، 
 يابند.كاهش مي

با دور شدن مكان اعمال بار مكانيكي از مركز تير   - 4
شود و نيز مسير رشد ترك به سمت بار متمايل مي

  .افتدزمان آغاز رشد ترك به تاخير مي
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