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 چکیده
مورد  یعدد حل صورتهبو پارامترهای تأثیرگذار دیگر  یروسکوپیبا درنظر گرفتن اثر ژ یابزار فرزکار یپژوهش رفتار ارتعاش نیدر ا

ادلات استخراج معو شده  یسازهیشب یلیرا ریت یو تئور برنولی-لریاو ریبا مدل ت یابزار فرزکار یارتعاشات عرض است.قرار گرفته یبررس

با شرط مرزی ثابت و گیردار با حل  مدل اول یو شکل مودها یعیطب یهافرکانس. استشده انجام لتونیاز اصل هم هحاکم با استفاد

و شکل  یعیطب یها. فرکانساستافزار متلب مقایسه شدهو با نتایج حل عددی در نرم استخراج شده سیافزار انسنرم به کمک یعدد

و با نتایج  استخراج شده سیافزار انسنرم به کمک یعددحل عددی با حل به روش  رداریگالاستیک و  یمرز طیمدل دوم با شرا یمودها

 کیورت صبهافزار متلب به کمک کدنویسی در نرم ریگابزار و ابزار یداریپاهمچنین،  ؛استگذاری شدهتست تجربی از مرجع معتبر صحه

ابزار  یعیطب یهافرکانس تیحساس شده وتحلیل  ریابزار و ابزارگ ستمیس یداریمؤثر بر پا یپارامترها و قرار گرفته یمورد بررس ستمیس

نییپامقادیر  درفرکانس غالب  کیاتصال الاستبا در مدل دهد که نشان می نتایج .استمورد بررسشی قرار گرفتهطول ابزار  رییبه تغ بنس

 د.ابییم شیرفتن دور به شدت افزابا بالا یعمق برش محور و گرددیم جادیتر ا

 .برنولی-تیر اویلر ی؛دارپای نمودار ی؛روسکوپژی اثر فرزکاری؛ ابزار ؛ریت یارتعاشات عرض :کلمات کلیدی
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Abstract 
In this study, the vibration behavior of a milling tool, accounting for the effects of gyroscopic forces and 

other influencing parameters, has been investigated numerically. The transverse vibrations of the milling 

tool were simulated using the Euler-Bernoulli beam model and Rayleigh beam theory, with the governing 

equations derived through Hamilton's principle. The natural frequencies and mode shapes for the first model, 

assuming a fixed boundary condition, were determined numerically using Ansys software and compared 

with results obtained from MATLAB. For the second model, with elastic and clamped boundary conditions, 

the natural frequencies and mode shapes were extracted using Ansys software and validated against 

experimental test results from a reliable reference. Furthermore, the stability of the tool and tool holder 

system was analyzed through MATLAB coding, examining the parameters affecting system stability. The 

sensitivity of the tool's natural frequencies to changes in its length was also investigated. The results indicate 

that, in the model with elastic connections, the dominant frequency occurs at lower values. Additionally, the 

depth of axial cut significantly increases with the circumference. 

Keywords: beam transverse vibrations; milling tools; gyroscopic effect; stability diagram; Euler-Bernoulli 

beam. 
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 مقدمه -1
ر از نظ ن،یتراز پر کاربرد یکیفرز از نظر نوع کار  یهانیماش

 نیترقیو از نظر کارکردن با آن، جزء دق نیترساختمان متنوع

 گرینسبت به د یشتریب یایمزا نیبنابرا ؛ها هستنددستگاه

فرز و  یهادستگاه یلذا طراح ؛دارند یکارنیماش یهاروش

 تیها از اهمآن اشاتو کنترل ارتع یکینامیرفتار د یبررس

و  یکارفرز در قیدق اتیبرخوردار است. انجام عمل یاژهیو

ارتعاشات در سطح مجاز است از  نکهیاز ا نانیحصول اطم

 .خواهد بود کیمهندس مکان کیاهداف 

را ارائه  یسه درجه آزاد فرزکاریمدل  کی[ 1] نتاشیآلت

مدل  نیاست. در ادرنظر گرفتهرا  یارتعاش محور و در آن، کرد

 شود،یجسم صلب درنظر گرفته م کی عنوانبه، قطعه کار 1چتر

ا که ت ییها. مدلاستشدهگرفته  دهیآن ناد یو  رفتار ارتعاش

ابزار  ارتعاش ینیبشیپ یابر یاطور گستردهذکر شده به نجایا

 قطعه کار و کی تیکه صلب یحال، زمان نیاند. با ااستفاده شده

وجه  چیقطعه کار به ه کینامیابزار مشابه هستند، اثر د تیصلب

همچنین و  نتاشیآلتو  ]2[ . بوداکستین یپوشقابل چشم

را ثبت  یچهار درجه آزاد دیجد یهامدل ]3[و همکاران  تانگ

قطعه کار را مورد توجه قرار ابزار و هم  رتعاشاند که هم اکرده

 یمرتبط برا لیتابع تبد کیاز  ]4[ و همکاران است. لوداده

 وارهید یهالرزش بخش یداریپا یبر رو میراییمطالعه اثرات 

ان نش جیاند. نتااستفاده کرده ،یفرزکار ندینازک در طول فرا

منطقه سرعت  ررا د یداریپا تواندیم میرایی ندیکه فرآ دهدیم

را با  هاکروفونیم ]5[و همکاران  ویدل بهبود بخشد. نییپا

اند گرفته جهیو نت کردند سهیمقا ییجاهشتاب و جاب یسنسورها

 یبرا  کیآکوست یهاگنالیس ،متعددی یهاکه در حالت

 یهاگنالیمؤثرتر هستند. س اریچتر بس آشکارکردن

 ،یابزار برش هیدر ناح یکیاز ارتعاشات مکان یشده ناشمنتشره

حضور چتر مورد استفاده  یکشف و آشکارساز یبرا توانندیم

 یرا بر رو یفیط تحلیل ]6[ و چان نتاشیآلت .رندیقرار بگ

اند و حداکثر دامنه را داده انجام ندیفرآ کی وتیص گنالیس

د . نتیجه گرفته شاندکرده میچتر تنظ شگرینما کی عنوانبه

صورت بهکشف چتر  یبراهای صوتی از سیگنال توانیم که

که  برای مواقعی ]7[ وو. ردیمورد استفاده قرار بگ زمان واقعی

 شود،یاستفاده م رابزارگی–ابزار یاتصال یفرورو یروین کیاز 

 .ارائه کرد میرایی فیتوص یشده را برایاگنکره یرویمدل ن کی

                                                       
1 Chatter 

دو  یکینامید یمدل فرزکار کیاز روش وو در  ]8[ یکلگاد

ند ک یسازهیرا شب یفرورو یرویتا ن استفاده نمود یدرجه آزاد

 جینتا نی. همچنندمطالعه ک یداریپا یرا بر رو میراییاثرات  و

و همکاران  فنگ .داشتی خوبی سازگار یتجرب جیها با نتاآن

 ندیفرآ کیرا در  راشدنیم زمیمکان کیستماتیطور سبه ]9[

ه اند کگرفته جهیاند و نتنازک مطالعه کرده وارهید یفرزکار

 یابزار و قطعه کار منبع اصل ستمیارتعاش مربوط به س

حاکم  یمعادله کیآن در  اثراست. اگر  یکارنیماش یشدگمیرا

نیقطعه تخم یداریپا یهایمنحن نمودار ،ارائه شود ندیبر فرآ

از  یبرخ ریثأ، ت]10[ و همکاران کیپاولوو شود.یزده م

نسبت  استهلاک، بیضر ،یدوران ینرسیها مانند: اپارامتر

شفت چرخان با  کی یداریپا یرا رو یخارج-یاستهلاک داخل

 جیتاقرار دادند. ن یمورد بررس اپانوفیل میاستفاده از روش مستق

 یرو یدوران ینرسیکه اثر ا ددهیآمده نشان مدستبه یعدد

به  ،]11[ یاست. جنگ و ل یپوشقابل چشم یکینامید یداریپا

ت شف-ندلیاسپ سکید ستمیس کیارتعاشات آزاد  لیتحل

، FEM و روش المان محدود یدوران ینرسیبا اثر ا ریپذانعطاف

  پرداختند.

بعدی تیر ی مدل سهبا ارائه ]12[علی مختاری و همکاران 

سازی و بررسی اثر اینرسی فرز به مدل تیموشینکو از ابزار

دندانهها همچنین اثر تعداد دورانی بر روی چتر پرداختند. آن

. دادندمورد مطالعه قرار را فرز  ندیفرآ یداریکاتر بر پا یها

د کمک کن کارنیبه ماش ،ارائه شده ممکن است یدارینمودار پا

مانند طول و قطر ابزار، تعداد  یبهتر یتا مجموعه پارامترها

 ندیفرآ کی یکاتر، عمق برش و سرعت دوک را برا یهافلوت

در  ]13[مختاری و همکاران  علی انتخاب کند. داریپا رزف

پژوهشی دیگر به تحلیل ارتعاشات ابزار فرزکاری با درنظر 

ن ها نشاهای ساختاری پرداختند. آنگرفتن میرایی و غیرخطی

اینرسی و  یروسکوپیگرفتن اثر اندازه، ژ دهیناددادند که 

در  یقابل توجه یخطاها جادیدر مدل ابزار باعث ا یچرخش

بری و همکاران  .شودیم کروفرزیم ندیدر فرآ ی چترنیبشیپ

در پژوهشی به بررسی پایداری و کاهش اثر چتر بر  ]14[

کاری شده تحت نیروی محوری متغیر با زمان قطعات ماشین

ارتعاش آزاد  لیتحلبه  ]15[جینگمین ما و همکاران پرداختند. 

 دوار با نسبت ابعاد بزرگ یتیکامپوز کاریفرز ابزار یداریو پا

 ،یخارج سکوزیو ییرایم ،یداخل ییرایاثرات مپرداختند. 
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مورد رش ب یداریبر پا ینرسیو اثر ا یروسکوپیاثر ژ ه،یلا یهیزاو

به رو که چرخش  دهدینشان م جینتا است.قرار گرفته لیتحل

 رشب یداریپاو اثر مثبت بر  است یمنف ییرایاثر م یعقب دارا

به بررسی دینامیک ابزار  ]16[کی یاهو و همکاران  ندارد.

فرزکاری با درنظر گرفتن مدل تیر چرخشی اوبلر برنولی 

تر صورت دقیقها بارهای برشی وارد بر ابزار را بهپرداختند. آن

درنظر گرفته و یک مدل تئوری از رفتار ارتعاشی و دینامیکی 

ررسی در پژوهشی به ب ]17[ابزار فرز ارائه کردند. لیو و همکاران 

ها اثرات ممان ابزار فرزکاری پرداختند. آن دینامیکی ریز

چتر  یژیروسکوپی، نیروی گریز از مرکز و خروج ابزار بر پدیده

 یکینامید یسازمدلبه  ]18[را بررسی کردند. فنگ و همکاران 

رکز از م زیبا گر همزمان اسپیندل کی یپاسخ ارتعاش لیو تحل

نابالانسی، سرعت دوران و میزان  پرداختند و اثرات جرم بداریش

 خروج از مرکزیت را بر رفتار دینامیکی اسپیندل بررسی کردند.

ها مدل تیر تیموشینکو درنظر گرفته شده در اکثر پژوهش

است؛ این در حالی است که برای ابزار فرز باریک تئوری تیر 

راین بناب ؛تری ارائه کندهای دقیقتواند جواببرنولی می-اویلر

-صورت تیر اویلرکردن ابزار فرز بهدر پژوهش حاضر، با مدل

ی فرکانس پرداخته برنولی به تحلیل ارتعاشات آن در حوزه

برای بررسی اثر ژیروسکوپی و اینرسی دورانی شود و نتایج می

 حل عددی در متلب وبا ی چتر بر ارتعاشات ابزار فرز و پدیده

تست تجربی با  واستخراج شده سازی المان محدود شبیه

 شود. مقایسه می

معادلات حرکت با استفاده از اصل در این پژوهش، 

 لیتحل یبرا FEM آمده و سپس از روشدستبه لتونیهم

یشان من جی. نتااستشدهاستفاده  ستمیس یعیطب یهافرکانس

و  یریپذفرکانس مود اول، انعطاف ینیبشیپ یکه برا دهد

 یول ،هستند یبحران یهاشفت جزء پارامتر یمرز طیشرا

ندارد. در پژوهش  یریثأمود اول ت یرو ندلیاسپ یریپذانعطاف

 ،رهایت یتئور ،یروسکوپیو اثر ژ یدوران ینرسیااثر حاضر 

بر ارتعاشات ابزار فرزکاری  ابزار یداریو پا یعیطب یهافرکانس

 یبررس شاملپژوهش  نی. اهداف اگیردمورد بررسی قرار می

، یشتفرز انگ رابزا یارتعاشات عرض لیابزار فرز و تحل یکینامید

ند مان یروسکوپیآثار ژ شیمؤثر در افزا یپارامترها ییشناسا

 ینسرتینمودن ابزار امدل یبرا سکید کیدرنظر گرفتن 

فنر  تهیسیشفت و کاهش مدول الاست یدر انتها یفرزکار

ابزار و  یداریپا یبررس و (یمرز طیاتصال )شرا یخمش

لذا در ابتدا  ؛است یداریپا یهایآوردن نمودار منحندستبه

ا ابزار فرز ب یکینامیاز رفتار د یاضیمدل ر کیآوردن دستبه

است.  مد نظر یدوران ینرسیو ا یروسکوپیدرنظر گرفتن اثرات ژ

انجام شده و  سیافزار انسمودال در نرم لیسپس تحل

. در دگردیمودها استخراج م و شکل یعیطب یهافرکانس

 سیافزار انسبا استفاده از نرم یکیبعد پاسخ هارمون یمرحله

پس . ردیگیصورت م یکانسنمودار تابع پاسخ فر میترس یبرا

و  یبحران یهاسرعت، دیتشد یهافرکانس ییشناسا از

تخراج اس یروسکوپیاز اثر ژ یناش یو پسرو شرویپ یهافرکانس

 ستمیس یعیطب یهافرکانس تِیحساس تحلیلتاً یو نها گرددیم

 .گرددیانجام م زینسبت به طول آو

 

 ریت ینرادو سازیمدل -2
 ریت یاز تئور ریپذانعطاف ریت یمدل نمودن رفتار خمش یبرا

 ینرسیا کردنلحاظ یو برا گرددیاستفاده م یبرنول-لریاو

. شودیاستفاده م یلیرا ریت یاز تئور یروسکوپیو اثر ژ یدوران

ه شامل ک ریابزارگ -با دو نوع روش اتصال ابزار وستهیپ ریمدل ت

 لیاست تحل کیالاست تصالمدل اول اتصال ثابت و مدل دوم ا

 .گرددیم
 سرکیآزاد و  سرکیشامل:  یمرز طیشراحالت برای دو 

مورد  دهدیرا نشان م یفرزکار ینسرتیکه مدل ابزار ا سکید

به  ستمیحاکم بر حرکت س . معادلاتردیگیقرار م یبررس

 یدوران ینرسیو ا یروسکوپیبا اثر ژ لتونیکمک اصل هم

یمعادلات حرکت، بررس یسازگسسته ی. براگرددیاستخراج م

 جیو سپس نتا شدهانجام  نهیلازم جهت انتخاب روش به یها

شکل مودها، تابع پاسخ  ،یعیطب یهاصورت فرکانسبه

و نمودار کمبل با  یبحران یهانوک ابزار، سرعت یفرکانس

 .دیآیدست ماستفاده از روش المان محدود به

در ابتدا معادلات حاکم بر مسئله با استفاده از اصل 

صورت اصل همیلتون به یرابطه شود.همیلتون استخراج می

 شود:زیر بیان می

 

(1) ∫ [𝛿(𝑈 − 𝑇) − 𝛿𝑊]𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

= 0 

 

کار نیروهای  ncWانرژی پتانسیل،  Uانرژی جنبشی،  Tکه در آن 

𝑡2 عملگر تغییرات وδ  همچنین ؛ناپایستار است − 𝑡1 ی بازه
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طور جداگانه مورد بررسی ها بهزمانی است. در ادامه این انرژی

 شوند.می بیانقرار گرفته و 

 انرژی جنبشی

ان صورت زیر بیانرژی جنبشی مربوط به حرکت دروانی محور به

 شود:می

(2) 

𝑇 = 𝑇𝑡𝑟𝑎𝑛 + 𝑇𝑟𝑜𝑡 

    =
1

2
∫ ∫ 𝜌𝑟̇ ∙ 𝑟̇𝑑𝐴𝑑𝑥

𝐴

𝐿

0

 

       +
1

2
∫ ∫ 𝜌{𝜔}𝑇[𝐼]{𝜔}𝑑𝐴𝑑𝑥

𝐴

𝐿

0

 

    =
1

2
∫ [𝜌𝐴(𝑣̇2 + 𝑤̇2) + 𝜌𝐽𝜔1

2
𝐿

0

 

        +𝜌𝐼(𝜔2
2 + 𝜔3

2)]𝑑𝑥  

 

 که در آن

(3) 𝐽 = ∬(𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝑥𝑑𝑧 =
𝜋𝑟4

2
𝐴

 

 

جایی و مشتق های جابهچون دامنه حرکت کوچک است، مولفه

بسیار کوچک خواهد بود؛ بنابراین  xها نسبت به مربوط به آن

( معرفی شدند، کوچک بوده 3ی )که در رابطه yψو  zψمقادیر 

 صورت تقریبی برابرترتیب و بهو به
𝜕𝑉

𝜕𝑥
− و 

𝜕𝑤

𝜕𝑥
گردد، لذا می 

( برای 4ی )( با موارد مذکور، رابطه2)ی نمودن رابطهبا ترکیب

 انرژی جنبشی سیستم حاصل خواهد شد:

 

(4) 
𝑇 =

1

2
∫ [𝜌𝐴(𝑣̇2 + 𝑤̇2) + 𝜌𝐽Ω1

2
𝐿

0

 

  +𝜌𝐼 (4𝜔
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ (

𝜕𝑣̇

𝜕𝑥
)2 + (

𝜕𝑤̇

𝜕𝑥
)2)] 𝑑𝑥 

 

( و محاسبات مربوط به انتگرال 4ی )با اعمال تغییرات بر رابطه

 گردد:جزء به جزء، معادله ذیل حاصل می

 

(5) 𝛿𝑇 = ∫ [(𝑍̅𝑣)𝛿𝑣 + (𝑍̅𝑤)𝛿𝑤]𝑑𝑥
𝐿

0

+ 𝑏(𝑇) 

 که در آن

(6) 

𝑧‾𝑣 = −𝑚𝑣̈ +
𝑚𝑟2

2
(𝑣̈′′ + 2Ω𝑤̇′′) 

𝑧‾𝑤 = −𝑚𝑣̈ +
𝑚𝑟2

2
(𝑤̈′′ + 2Ω𝑣̇′′) 

𝑏(𝑇) =
𝑚𝑟2

4
(𝑣̈′′ + 2Ω𝑤̇′′)𝛿𝑣|

0

𝐿

 

            +
𝑚𝑟2

4
(𝑤̈′′ + 2Ω𝑣̇′′)𝛿𝑤|

0

𝐿

 

 

 انرژی پتانسیل

انرژی پتانسیل سیستم ناشی از انرژی کرنشی با درنظر گرفتن 

بنابراین انرژی پتانسیل  ؛شودها محاسبه میها و کرنشتنش

 آید:دست میی ذیل بهشفت دوّار از رابطه

 

(7) 𝑈 =
1

2
∫ ∬(𝜎xx𝜀xx + 𝜎xy𝜀xy

𝐴

 
𝐿

0

 

                           +𝜎xz𝜀xz)𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑥 
 

یل ذ ینتیجه ،ی فوقرابطه عملگر تغییرات براولین  با اعمال

  گردد:حاصل می

(8) 𝛿𝑈 = ∫ ∬(𝜎xx𝛿𝜀xx + 𝜎xy𝛿𝜀xy

𝐴

 
𝐿

0

 

                        +𝜎xz𝛿𝜀xz)𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑥 

 

 که در آن

(9) 
𝜎𝑥𝑥 = E𝜀xx 
𝜎xy = G𝜀xy 
𝜎𝑥𝑧 = G𝜀𝑥𝑧 

(10) 

𝛿𝜀𝑥𝑥 = 𝑣′𝛿𝑣′ + 𝑤′𝛿𝑤′ 

            −(𝑦)(𝛿𝑣′′) − (𝑧)(𝛿𝑤′′) 
𝛿𝜀𝑥𝑦 = 0 

𝛿𝜀𝑥𝑧 = 0 

 

ی (، رابطه8ی )( در رابطه10و ) (9نهایتاً با جایگذاری روابط )

 آید:دست میذیل به
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(11) 
𝛿𝑈 = ∫

0

𝐿
 [𝑉𝑥(𝑣

′𝛿𝑣′ + 𝑤′𝛿𝑤′) 

      +(𝑀𝑧)(𝛿𝑣′′) + (−𝑀𝑦)(𝛿𝑤′′)]𝑑𝑥 
 

صورت ذیل حاصل ( به11ی )گشتاورها در رابطه نیرو و

 گردد:می

(12) 
𝑉𝑥 = ∬ 

𝐴

 𝜎𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =
𝐸𝐴

2
(𝑣′2 + 𝑤′2) 

𝑀𝑧 = 𝐸𝐼𝑦(−𝑣′′) 
𝑀𝑦 = 𝐸𝐼𝑦(−𝑣′′) 

 

سطح  بودنوی(، با توجه به دایر12ی )ها در رابطهانتگرال

 شوند: مقطع محور طبق روابط ذیل محاسبه می

 

(13) 

𝐴 = ∬ 
𝐴

 𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝜋𝑟2 

𝐼𝑦 = ∬ 
𝐴

  𝑧2𝑑𝑦𝑑𝑧 =
𝜋𝑟4

4
 

𝐼𝑧 = ∬ 
𝐴

 𝑦2𝑑𝑦𝑑𝑧 =
𝜋𝑟4

4
 

 

 ( نیز برابر است با: 11ی )حاصل انتگرال رابطه

(14) 𝛿𝑈 = ∫  
𝐿

0

(𝑌𝑣𝛿𝑣 + 𝑌𝑤𝛿𝑤)𝑑𝑥 + 𝑏(𝑈) 

 

 که در آن

(15) 

𝑌𝑣 = (𝑀𝑧)
′′ − (𝑉𝑥𝑣

′)′ 
𝑌𝑤 = (−𝑀𝑦)

′′
− (𝑉𝑥𝑤

′)′ 
𝑏(𝑈) = [𝑉𝑥𝑣

′ − (𝑀𝑧)
′]𝛿𝑣|0

𝐿 
                +(𝑀𝑦)𝛿𝑣′|

0

𝐿
+ ∫ (−𝑀𝑦)𝛿𝑤′|

0

𝐿
 

                + [𝑉𝑥𝑤
′ − (−𝑀𝑦)

′
]𝛿𝑤|

0

𝐿

 

 

 کار نیروهای ناپایستار

تحلیل دقیق دینامیک ابزار فرز، مستلزم درنظر گرفتن درجه 

آزادی دورانی به همراه درجات آزادی انتقالی ابزار است. در 

افتد؛ ابتدا زمان درگیری ی فرزکاری دو حالت اتفاق میمرحله

                                                       
1 Delay-Differential Equations (DDE) 

ی ابزار با قطعه کار است، یعنی زمانی که ابزار در حال برش لبه

حل دقیقی برای حرکت معادله دلیل تأخیر زمانی هیچ است، به

حاکم وجود ندارد. رفتار سیستم از معادلات دیفرانسیل 

کند. حل پیروی می همراه با ضرایب متغیر با زمان 1تأخیری

شود و یا سختی انجام میصورت تحلیلی بهمعادلات به

های عددی غیرممکن است، لذا برای حل این معادلات روش

جداشدن ابزار از قطعه کار، یعنی ی گردد. در لحظهپیشنهاد می

هنگامی که خارج از مرحله برش قرار داد، ارتعاش آزاد را 

 صورت فرم بسته توصیف کرد.توان دقیقاً بهمی

ی مورد مطالعه، زمان برخورد ابزار با قطعه کار در مسئله

به 𝜏2 و  𝜏1ی دیفرانسیل تأخیری با تأخیرات صورت معادلهبه

 شود:گرفته میشکل ذیل درنظر 

 

(16) 𝑥̇ = 𝐹𝑗𝑥(𝑥, 𝑥(𝑡 − 𝜏1), 𝑥(𝑡 − 𝜏2)) 

(17) 𝐹𝑗𝑥 = (𝐹𝑗𝑡 cos𝜑𝑗 + 𝐹𝑗𝑟 sin𝜑𝑗) 

 

 شود:کار مجازی نیروی ناپایستار بدین صورت محاسبه می

 

(18) 𝛿𝑊𝑛𝑐 = ∫  
𝐿

0

(𝐹𝑣𝛿𝑣 + 𝐹𝑤𝛿𝑣)𝑑𝑥 

 

 شده در جهتنیروهای اعمال ترتیببه 𝐹𝑤و  𝐹𝑣 که در آن

 ند:شوصورت زیر بیان میبر ابزار هستند که به  zو yمحورهای 

 

(19) 𝐹𝑤 = 𝐹𝑗𝑟 sin𝜑𝑗 
𝐹𝑣 = 𝐹𝑗𝑡 cos𝜑𝑗 

(20) 𝐹𝑗𝑡 = 𝐾𝑡𝑏ℎ(𝜑𝑗) 
𝐹𝑗𝑟 = 𝐾𝑟𝐹𝑗𝑡 

 

نسبت نیروی 𝐾𝑟  استحکام برشی قطعه کار و 𝐾𝑡 که در آن

برشی شعاعی) در راستای پیشروی( به نیروی برشی مماسی 

عمق محوری برش  bهمچنین  ؛براده استاست که مستقل از 

با  شود.تولید می jای است که توسط دندانه ضخامت برادهh و 
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، معادلات (1) یدر رابطه( 19)و ( 5) ،(14)جایگذاری روابط 

( 21ی )صورت رابطهبه y و xحرکت در راستای محورهای 

 آید.دست میبه

 

(21) 

𝐸𝐼(𝑣′′)′′ −
𝐸𝐴

2
[(𝑣′2 + 𝑤′2)𝑣′]′ + 𝑚𝑣̈ 

−2𝜌𝐼Ω𝑤̇′′ − 𝜌𝐼𝑣̈′′ = 𝐹𝑗𝑡 cos𝜑𝑗   

𝐸𝐼(𝑤′′)′′ −
𝐸𝐴

2
[(𝑣′2 + 𝑤′2)𝑤′]′ + 𝑚𝑤̈ 

+2𝜌𝐼Ω𝑣̇′′ − 𝜌𝐼𝑤̈′′ = 𝐹𝑗𝑟 sin𝜑𝑗 
 

گردد، ( مشاهده می21ای )هکه در معادله همانطور

دلیل اثرات ژیروسکوپی و به ′′2𝜌𝐼Ω𝑣̇و ′′2𝜌𝐼Ω𝑤̇هایجمله

دورانی ایجاد دلیل اینرسی به ′′𝜌𝐼𝑣̈و ′′𝜌𝐼𝑤̈های جمله

 اند.شده در ابزار فرز پدید آمده

( بیان 22ی )صورت رابطهآزاد به -شرایط مرزی ثابت

 شود:می

(22) 

[𝑉𝑥𝑣
′ − (𝑀𝑧)

′ −
𝑚𝑟2

4
(𝑣̈′ + 2Ω𝑤̇′)] 

                                                     𝛿𝑣|0
𝐿 = 0 

(𝑀𝑧)𝛿𝑣′|0
𝐿 = 0 

[𝑉𝑥𝑤
′ − (−𝑀𝑦)

′
−

𝑚𝑟2

2
(𝑤̈′ + 2Ω𝑣̇′)] 

                                                   𝛿𝑤|0
𝐿 = 0 

(−𝑀𝑦)𝛿𝑤′|
0

𝐿
= 0 

 

 )مدل اول( اتصال ثابتبا  -2-1

متر و قطر آن  1/0ابزار فرز برابر با   1زیطول آودر این حالت، 

 آزاد–سازه با اتصال ثابت 1مطابق با شکل متر است و  01/0

 .استشدهدرنظر گرفته 

 

                                                       
1 Overhang 

 
 شفت با اتصال ثابت یبعدسه مدل -1شکل 

 

گره  36329و  Beam 188المان  8036مدل با تعداد   کی

 یعیطب یهاتا فرکانس دیگرد سازیهیشب سیافزار انسدر نرم

طبیعی اول  مقادیر شش فرکانس .دیدست آها بهو شکل مود

جدول  دررتیب تبه هو شکل مودهای مربوط اردر شفت غیر دو

 گردد.مشاهده می 2و شکل  1

 

شفت با اتصال  رایاول نام یعیشش فرکانس طب -1جدول 

 ثابت

 فرکانس طبیعی )هرتز( شماره مود

1 827 

2 01/827 

3 8/5024 

4 9/5024 

5 1/9533 

6 13453 

 

 

 
 شکل مودهای اول تا ششم تیر با مدل اول -2شکل 
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آمده، فرکانس طبیعی اول از دستبرای بررسی نتایج به

هرتز استخراج  830.25افزار متلب مقدار حل عددی در نرم

شده از حل المان درصد با مقدار حاصل 4/0است که حدود شده

شده از کدنویسی در محیط محدود تفاوت دارد. نمودار حاصل

رزونانس در محدوده است که 3 مطابق با شکلافزار متلب نرم

 .دهدیرخ م هرتز 2500ا ت 100 یفرکانس ی

 

 
مدل اول با فرکانس رزونانس در  یپاسخ فرکانس -3شکل 

 هرتز 2500تا  100ی بازه

 

ثابت درنظر گرفته ریت کیصورت ابزار فرز به یسازمدل

 تی. صلبگرددیوارد م ریآزاد ت یدر انتها یبرش یرویشده و ن

 زیو م گاههیتک یابزار به استحکام اتصالات در مجموعه مونتاژ

مجموعه، از  تیصلب نیتأم یدارد. برا یابزار بستگ نیماش

 محکم باشد. نکه تا حد امکا استشدهاتصال جوش استفاده 

قطعه  یتراش اریعمل ش یمتر برا 01/0با قطر  یانگشت ابزار

دور بر  12000 ندلیبا دور اسپ ]19[ طبق مرجع یومینیآلوم

با و بدون اثر  یفرکانس. نمودار پاسخ استشدهثبت  قهیدق

 .شودیملاحظه م 5و  4 یهادر شکل بیترتبه یروسکوپیژ

 

 
شفت با اتصال ثابت در دور  یپاسخ فرکانس -4شکل 

 یروسکوپیبا اثر ژ دور بر دقیقه 12000

 
شفت با اتصال ثابت در دور  یپاسخ فرکانس -5 شکل

 یروسکوپیاثر ژ بدون دور بر دقیقه 12000

 

شود، درنظر ملاحظه می 5و  4های همانطور که از شکل

ل و های طبیعی اوگرفتن اثر ژیروسکوپی باعث کاهش فرکانس

 شود.دوم می

 12000در دور اسپیندل  2و جدول  6 با توجه به شکل

  شود.دور در دقیقه، سرعت بحرانی ایجاد نمی

 

 
 12000نمودار کمبل شفت با اتصال ثابت در دور  -6 شکل

 ندلیاسپ یدور بر دقیقه
 

و پسرو شفت با اتصال  شرویپ یهافرکانس -2 جدول

 ثابت

شماره 

 مود
 چرخش

وضعیت 

 پایداری
 دور صفر

 12000سرعت 

 دور بر دقیقه

 52/826 07/727 پایدار پسرو 1

 67/827 12/727 پایدار پیشرو 2

 7/5021 4/5025 پایدار پسرو 3

 3/5029 6/5025 پایدار پیشرو 4

 7/5029 2/9533 پایدار پسرو 5

 3/9533 13454 پایدار پیشرو 6
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به  ندلیدور اسپ شی، با افزا8و  7 یهامطابق با شکل

دور بر  49484 یهیاول یسرعت بحران قه،یدور بر دق 49500

سرعت  قهیدور بر دق 50000. در دور گرددیم جادیا قهیدق

 .شودیظاهر م قهیدور بر دق 49769 ییهثانو یبحران

 

 )مدل دوم( اتصال الاستیک -2-2

صورت به ریابزارگ -در مدل دوم اتصال ابزار، 9مطابق با شکل 

دمپر( است. در -چشیفنر پ کیو  یفنر خمش کی) کیالاست

 ]20[مطابق با مرجع  یکیزیو ف یمرحله، مشخصات هندس نیا

 .استشدهارائه  3شده که در جدول مدل دوم درنظر گرفته یبرا

کل پذیر در شبعدی شفت با اتصال انعطافتحلیل مدل سه

افزار انسیس بعدی در نرمسازی سهگردد. شبیهمشاهده می 9

انجام  Combin 14و با استفاده از دستور  Solver APDL با

 .]21[استشده

 
 مدل اول با اتصال ثابت یهیاول یسرعت بحران -7 شکل

 

 
 مدل اول با اتصال ثابت یهیثانو یسرعت بحران -8 شکل

 
 
 
 

و پسرو شفت با اتصال  شرویپ یهافرکانس -3 جدول

 ثابت

چگالی 

(3kg/m) 

مدول الاستیسیته 

(GPa) 

طول آویز 

(m) 

 (mقطر )

7860 207 208/0 02/0 

 

 
( ب ،الاستیکشفت با اتصال  یالف( مدل دوبعد -9شکل 

 کیشفت با اتصال الاست یبعدمدل سه

 

 س،یافزار انسدر نرم یکیبا استفاده از ماژول پاسخ هارمون

تابع پاسخ  گردد،یمشاهده م 10همانطور که در شکل 

نانس رزو آید. با توجه به شکل،دست میفرکانسی نوک ابزار به

 است.ایجاد گردیده رتزه 2500تا  100ی مشخصدر بازه

 

 
مدل دوم با  فرکانس رزونانس  یپاسخ فرکانس -10 شکل

 هرتز 2500تا   100 یدر بازه

 

 های طبیعی در شفت با اتصال الاستیک درشش فرکانس

 گردد.مشاهده می 4جدول 

 

شفت با اتصال  رایاول نام یعیشش فرکانس طب -4جدول 

 الاستیک

 فرکانس طبیعی )هرتز( شماره مود

1 62/222 

2 23/265 

3 4/1622 

4 9/1731 

5 4/3477 

6 9/4658 
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اثر  و یدوران ینرسیبا و بدون ا یپاسخ فرکانس ینمودارها

در  بیترتبه قهیدو بر دق 15000 ندلیدر دور اسپ یروسکوپیژ

همانطور که ملاحظه  .گرددیمشاهده م 12و  11 یهاشکل

 اثر ژیروسکوپی باعث کاهش فرکانس طبیعی سیستم ،شودمی

 شود.می

 
 در کیشفت با اتصال الاست یپاسخ فرکانس -11 شکل

 یروسکوپیبا اثر ژ قهیبر دق ردو 15000 سرعت
 

 
 رد کیشفت با اتصال الاست یپاسخ فرکانس -12 شکل

 یروسکوپیاثر ژ بدون قهیبر دقر دو 15000 سرعت

 

افزار گذاری مدل اول از حل مقادیر ویژه در نرمبرای صحت

نتایج مدل دوم از  گذاریو برای صحت استفاده شدهمتلب 

مطابق با و  ]20[دست آمده در مرجع بهتست تجربی مودال 

 14شکل گذاری در نتایج صحهت. اساستفاده شده 13شکل 

های برای فرکانستحلیل عددی  ،دهدارائه شده که نشان می

ه ای کگونهاز دقت مناسبی برخوردار است بهطبیعی پایین 

هرتز و  222آمده از تست تجربی دستفرکانس طبیعی اول به

هرتز است که معادل  62/222از تحلیل عددی المان محدود 

 درصد اختلاف وجود دارد. 28/0

 نشان ،ریت یهانمودار کمبل مدل لیحاصل از تحل جینتا

 قه،یدور بر دق 49500 ندلیکه مدل اول در دور اسپ دهدیم

است و در  قهیدور بر دق 49484 یهیاول یسرعت بحران یدارا

 یسرعت بحران یدارا قهیدور بر دق 50000 ندلیدور اسپ

آزاد در دور  یاست. مدل دوم با انتها قهیدور بر دق 49769

 یهیاول یبحران سرعت یدارا قهیدور بر دق 15000 ندلیاسپ

 قهیدور بر دق 16000 ندلیو در دور اسپ قهیدور در دق 13357

است.   قهیدور بر دق 15942 یهیثانو یسرعت بحران یدارا

ر دور د ییانتها سکید کیو  کیشفت مدل دوم با اتصال الاست

 یهیاول یبحران تسرع یدارا قهیدور بر دق 15000 ندلیاسپ

 قهیدور بر دق 16000 ندلیو در دور اسپ قهیدور بر دق 10048

 است. قهیدور بر دق 15548 یهیثانو یسرعت بحران یدارا

 

 
 گذاری نتایجتست تجربی مودال برای صحه -13 شکل

 ]20[مدل دوم

 

 
شفت با اتصال  یپاسخ فرکانس یهسیمقا -14 شکل

المان محدود )پژوهش و  ]20[ی روش تجربدر  کیالاست

 حاضر(
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 بررسی پایداری سیستم ابزار با اثر ژیروسکوپی -3
حالت کلی معادلات دیفرانسیل تأخیری خطی با تغییرات 

 صورت زیر تعریف کرد:توان بهرا می ]22[متعدد زمانی 

 

(23) 
ẏ(𝑡) = 𝐴0y(𝑡) + 𝐴(𝑡)y(𝑡) 
            −∑  N

𝑗=1 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡 − 𝜏𝑗(𝑡))  
𝑢(𝑡) = 𝐷y(𝑡) 

 

𝑦(𝑡) که در آن ∈ 𝑅𝑛 و 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑚 بیانگر حالت و ترتیب به

و  𝐴(𝑡)یک ماتریس ثابت است.  𝐴0ورودی سیستم است و 

𝐵(𝑡) های ترتیب ماتریسبه𝑛 × 𝑛  و𝑚 × 𝑚 یب متناوب با ضرا

𝐴(𝑡) هستند. همچنین = 𝐴(𝑡 + 𝜏) و 𝐵(𝑡) = 𝐵(𝑡 + 𝜏)،  

𝑗 = 1,2, … , 𝑁 و 𝜏(𝑡) = 𝜏(𝑡 + τ) >  D ،τکنند. صدق می 0

𝑚 ترتیب بیانگر یک ماتریس ثابت به 𝑁𝐷و  × 𝑛 دوره تناوب ،

صورت توان به( را می23) یزمانی است. رابطهو تعداد تأخیرات 

 زیر بازنویسی کرد:

 

(24) 

ẏ(𝑡) = 𝐴0y(𝑡) + 𝐴(𝑡)y(𝑡) 

             −∑  

N

𝑗=1

𝐶𝑗(𝑡)𝑢(𝑡 − 𝜏𝑗(𝑡)) 

 

𝐶𝑗(𝑡)که در آن  = 𝐵𝑗(𝑡)𝐷 شود که دوره تناوب است. فرض می

τ  بهK طوری که طول هر فاصله عدد از فواصل زمانی گسسته به

∆𝑡 = 𝜏
𝐾⁄ شود. برای است، تقسیم میi ی زمانی، امین فاصله

𝑡𝑖]نشانه  , 𝑡𝑖+1]  را که𝑖 ∈ 𝑍+ شود. در اینجا، است، معرفی می

𝑡𝑖 بیانگرi  ی زمانی و برابر باامین گره 𝑖∆𝑡  است. میانگین تأخیر

 شود:صورت زیر تعریف میبه سازیی گسستهبرای فاصله

 

(25) 𝜏𝑖,𝑗 =
1

Δ𝑡
∫  

𝑡𝑖+1

𝑡𝑖

  𝜏𝑗(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜏0,𝑗 − 𝜏1,𝑗c𝑖 

(26) c𝑖 =
k

2𝜋
∫  

(i+1)2𝜋

k

𝑖2𝜋

k

  sin(𝑡) 𝑑𝑡 

( i = 0,1, … k − 1) 

 

ی توان از رابطهرا می 𝜏𝑖,𝑗مرتبط با تأخیر  𝑚𝑖,𝑗که تعداد فواصل 

 دست آورد:زیر به

(27) 𝑚𝑖,𝑗 = 𝑖𝑛𝑡 (
𝜏𝑖,𝑗 +

Δ𝑡

2

Δ𝑡
) 

معادله دیفرانسیل (، 24) ی( در رابطه25ی )با جایگذاری رابطه

𝑡𝑖]سازی معمولی در دوره تناوب گسسته , 𝑡𝑖+1] یشرط اولیه با 

𝑥(𝑡𝑖) = 𝑥𝑖گردد:استخراج می ی زیرشود و رابطه، حل می 

 

(28) 

𝑦(𝑡)𝑒𝐴0(𝑡−𝑡𝑖)𝑦𝑖 + ∫ {𝑒𝐴0(𝑡−𝜉)[𝐴(𝜉)𝑦(𝜉)
𝑡

𝑡𝑖

 

−∑𝐶𝑗(𝜉)𝑦(𝜉 − 𝜏𝑖,𝑗)

𝑁

𝑗=1

]} 𝑑𝜉 = 0 

 

طور برابر توان به(، می28) یرابطهدر  𝑡𝑖+1و  𝑡𝑖با جایگذاری 

 نوشت:

(29) 

𝑦(𝑡𝑖+1)𝑒
𝐴0∆𝑡𝑦𝑖 + ∫ {𝑒𝐴0(𝑡𝑖+1−𝜉)

𝑡𝑖+1

𝑡𝑖

 

[𝐴(𝜉)𝑦(𝜉) − ∑𝐶𝑗(𝜉)𝑦(𝜉 − 𝜏𝑖,𝑗)

𝑁

𝑗=1

]} 𝑑𝜉 

                                                                 = 0 

A(𝑡) = A𝑖 +
A𝑖+1 − A1

Δ𝑡
(𝑡 − 𝑡𝑖) 

C𝑗(𝑡) = C𝑖,𝑗 +
C𝑖+1 − C𝑖,𝑗

Δ𝑡
(𝑡 − 𝑡𝑖) 

y(𝑡) = y𝑖 +
y𝑖+1 − y1

Δ𝑡
(𝑡 − 𝑡i) 

y(𝑡 − 𝜏𝑖,𝑗) = 𝛽𝑖,𝑗y𝑖−𝑚𝑖,𝑗
+ 𝛼𝑖y𝑖+𝑗−𝑚𝑖,𝑗

 

 

𝑡𝑖]ی در بازه , 𝑡𝑖+1] توابع ،𝐴(𝑡) ،𝐶𝑗(𝑡) ،𝑦(𝑡)  و𝑦(𝑡 − 𝜏𝑖,𝑗) 

 شوند:صورت زیر تعریف میبه

 

(30) 

𝛽𝑖,j = 1 − 𝛼𝑖,j , 𝐴𝑖 = 𝐴(𝑡𝑖), 𝐶𝑖,𝑗 = 𝐶𝑗(𝑡𝑖) 

𝑦𝑖 = 𝑦(𝑡𝑖) 

𝛼𝑖,𝑗 =
(𝑚𝑖,𝑗Δ𝑡 +

Δ𝑡

2−𝜏𝑖,𝑗
)

Δ𝑡
 

 

 توان نوشت:(، می29ی )( در رابطه30ی )با جایگذاری رابطه

 

(31) 
𝑦𝑖+1 = (𝜙0 + 𝐹𝑖)𝑦𝑖 + 𝑝𝑖𝑦𝑖+1 

−∑ (𝛽𝑖,𝑗𝑅𝑖,𝑗𝑦𝑖−𝑚𝑖,𝑗
+ 𝛼𝑖𝑗𝑅𝑖,𝑗𝑦𝑖+𝑗−𝑚𝑖,𝑗

) 

 

 :که در آن

(32) 𝐹𝑖 = (𝜙1 −
2

Δ𝑡
𝜙2 +

1

Δ𝑡2
𝜙3)𝐴𝑖 
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        + (
1

Δ𝑡
𝜙2 +

1

Δ𝑡2
𝜙3)𝐴𝑖+1 

𝑃𝑖 = (
1

Δ𝑡
𝜙2 −

1

Δ𝑡2
𝜙3)𝐴𝑖 

         + (
1

Δ𝑡2
𝜙3)𝐴𝑖+1 

𝑅𝑖,𝑗 = (𝜙1 −
1

Δ𝑡
𝜙2) 𝐶𝑖,𝑗 

           + (
1

Δ𝑡
𝜙2) 𝐶𝑖+1,𝑗 

 

,𝜙2که در آن  𝜙1, 𝜙0  و𝜙3 شوند:صورت زیر بیان میبه 

 

(33) 

𝜙0 = e𝐴0Δ𝑡 

𝜙1 = ∫  
Δ𝑡

0

  e𝐴0(Δ𝑡−𝑠)𝑑𝑠 = 𝐴0
−1(𝜙0 − I) 

𝜙2 = ∫  
Δ𝑡

0

𝑠e𝐴0(Δ𝑡−𝑠)𝑑𝑠 

       = 𝐴0
−1(𝜙0 − Δ𝑡I) 

𝜙3 = ∫  
Δ𝑡

0

   𝑠2e𝐴0(Δ𝑡−s)𝑑𝑠 

      = 𝐴0
−1(2𝜙0 − Δ𝑡2I) 

 

𝑀اگر ، ماتریس یکه استI در معادلات فوق  = max (𝑚𝑖,𝑗) 

 شود:ی زیر حاصل میباشد آنگاه رابطه

 

(34) 𝑍𝑖 = col(𝑦𝑖 , 𝑦𝑖−1 …𝑦𝑖−𝑀) 

 

ی زیر (، مدل گسسته مطابق رابطه12( و )9با ترکیب روابط )

 شود:میحاصل 

(35) 𝑍𝑖+1 = 𝐷𝑖𝑍𝑖  

 

 آید:دست میصورت زیر بهبه 𝐷𝑖 هر ماتریس

(36) 𝐷𝑖 =

[
 
 
 
 
 
𝐷11 0
I 0
0 I

⋯
0 0 0
0 0 0
0 0 0

⋮ ⋱ ⋮
0 0
0 0

⋯
I 0 0
0 I 0]

 
 
 
 
 

 

 

𝐷11 آن که در = 𝐻𝑖+1(𝜙0 + 𝐹𝑖) و 𝐻𝑖+1 = (𝐼 − 𝑃𝑖)
−1 . 

توانند با (، عبارات ریاضی زیر می36( و )35طبق روابط )

  τی تناوبدر دوره kهای استفاده از فواصل زمانی متوالی جواب

 دست آیند.به

(37) 𝑉𝑖 = 𝜙𝑉0 = 𝐷𝑘−1𝐷𝑘−2 ⋯𝐷1𝐷0𝑉0 

 

و   𝑉𝑘ماتریس انتقال فلوکه است که اتصال میان  𝜙که درآن 

𝑉0 کند.را فراهم می 

تمام مقادیر ویژه طبق تئوری فلوکه، اگر قدر مطلق 

ماتریس انتقال کمتر از واحد باشد، سیستم پایدار است و در 

در واقع تئوری فلوکه یک اصل . غیر این صورت ناپایدار است

 های متناوب وهای پایداری سیستمبرای فهم عملکرد و ویژگی

در اینجا باید اشاره . متغیر با زمان خطی بدون تحریک است

های توان با ظاهر شدن موقعیتمی را 𝑉𝑖 شود که ماتریس

تأخیری در معادلات حاکم در فرزکاری کاهش داد؛ بنابراین 

توان با حذف مقادیر ( را می36ی )اندازه بردار تقریب در رابطه

برای   M 2+به 𝑉𝑖 ها، به نحوی که اندازه بردار تأخیری سرعت

یک سیستم یک درجه آزادی و برای یک سیستم دو درجه 

تحلیلی های عددی و نیمهیابد. روشکاهش می 2M+4آزادی 

ایط پایداری معادلات دیفرانسیل برای تعیین شرمتعددی 

ودارهای خیری پریودیک وجود دارد که با هدف ایجاد نمتأ

ه کشی گردد. مانند روپایداری برای فرآیند فرزکاری ارائه می

تواند با معادلات دیفرانسیل میهای اسپیندل مختلف را سرعت

 طور عمومی توصیف نمود. هخیر زمانی بتأخیری با تأ
 

 ستمیس یداریمؤثر در پا یپارامترها بررسی -4

. استشدهارائه  15پایداری شفت با اتصال ثابت در شکل  نمودار

دور  12000 اسپیندل ، در دورگرددملاحظه می که نطورهما

ی بین تشابه خوبدر دقیقه تأثیر نیروی ژیروسکوپی کم است و 

ثیر تأتوان . با افزایش دور اسپیندل میوجود دارد هامنحنی

 کرد. را مشاهده یبیشتر

 

 
 بدون شفت با اتصال ثابت با و یدارینمودار پا -15 شکل

 قهیدور بر دق 12000 ندلیدر دور اسپ یروسکوپیاثر ژ
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ارائه  16پایداری شفت با اتصال الاستیک در شکل  نمودار

 دهد که اثر ژیروسکوپی بر شفت تأثیر. نتایج نشان میاستشده

ا هطور مشابه با مدل اول )اتصال ثابت(، منحنیکمی دارد، به

 اند و رفتار مشابهی دارند.بسیار به هم نزدیک

 

 
 با و الاستیکشفت با اتصال  یدارینمودار پا -16 شکل

دور بر  15000 ندلیدر دور اسپ یروسکوپیبدون اثر ژ

 قهیدق
 

 مدول الاستیسیتهتأثیر  -4-1

زارگیر، اب -ی فنر خمشی اتصال ابزاربا کاهش مدول الاستیسیته

اثر ژیروسکوپی در رفتار دینامیکی ابزار فرز بیشتر قابل مشاهده 

مدول از  %20، با کاهش مقدار 17است. مطابق با شکل 

شود که اثر ژیروسکوپی الاستیسیته فنر خمشی، مشاهد می

 افزایش یافته است.

صورت مدل ابزار در این مرحله، یک دیسک در انتهای شفت به

شود و مدل شفت با دیسک تحلیل اینسرتی درنظر گرفته می

دهد که ، نتایج نشان می18گردد. مطابق با نمودار شکل می

پی پایداری قطعه را به سمت راست درنظر گرفتن اثر ژیروسکو

تدریج با افزایش سرعت جایی بهدهد و این جابهحرکت می

گذاری آمده برای صحهدستشود. نتایج بهاسپیندل بیشتر می

 اند.مقایسه شده ]23[با نتایج مرجع 

 

 
 یفنر خمش تهیسیمدول الاست %20اثر کاهش  -17 شکل

 یروسکوپیبدون اثر ژ با و ریت
 

 
با و  سکید -شفت  ستمیس یداریپا سهیمقا -18 شکل

دور بر  16000ندلیدر دور اسپ یروسکوپیبدون اثر ژ

 قهیدق

 

 طول آویزتأثیر  -4-2

ها با اتصال ثابت و  شفت زیو طول آو یدارینمودار پا یابیارز

. گرددیدر ادامه ارائه م یروسکوپیبا اثر ژ ریپذاتصال انعطاف

 یداریپا متر است که قبلاً  1/0 زیطول آومدل با اتصال ثابت 

 زیطول آو. در ابتدا استشده یبررس یداریآن با رسم نمودار پا

که مطابق با  شودیگرفته م نظردر یکمتر از طول اصل %20را 

 زیبا کاهش طول آو یداریپاکه  دهدنشان می جینتا 19شکل 

از  شتریب %20مقدار به زیطول آو. در ادامه، است افتهی شیافزا
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ارائه  20 شکلکه نتایج در  شودیدرنظر گرفته م یطول اصل

 .استشده

پس از تحلیل هارمونیکی، با توجه به اینکه هر دو مدل  

هرتز هستند،  2500تا  100ی دارای فرکانس تشدید در بازه

دهد که با تغییر طول آویز فرکانس تشدید نتایج نشان می

اتصال الاستیک )مدل دوم( گردد. در مورد مدل با حذف می

درصد طول آویز،  10توان نتیجه گرفت که با کاهش می

 گردد.هرتز حذف می 2500تا  100ی رزونانس در بازه

با بررسی نمودارهای کمبل، در مدل اول با کاهش طول 

دور بر دقیقه،  49500درصد در دور  20و  10آویز به مقادیر 

یش طول آویز به مقادیر گردد و با افزاسرعت بحرانی حذف می

شود. در درصد دو مقدار سرعت بحرانی ایجاد می 20و  10

درصد  20خصوص مدل دوم با کاهش طول آویز به مقدار 

گردد، لذا با کاهش طول آویز به مقدار سرعت بحرانی ایجاد نمی

دور بر دقیقه، سرعت بحرانی  15000درصد  حتی در دور  10

 گردد.اولیه ایجاد می

 

 
شفت با اتصال ثابت با  یداریپا سهیمقا -19 لشک

 L=0.08 mو  L=0.1 m زیآو یهاطول

 

 
شفت با اتصال ثابت با  یداریپا سهیمقا -20 شکل

 L=0.12 mو  L=0.1 m زیآو یهاطول

 

 ابزارگیر -ابزار روش اتصال -4-3

 ابزارگیر و تأثیر آن -در این بخش، به بررسی روش اتصال ابزار

 یشود. ناحیهمدل اول با اتصال ثابت پرداخته میبر رفتار 

اما مطابق با  وجود دارد، 2500تا  100ی رزونانس در بازه

ها ، پس از تغییر روش اتصال، رزونانس21و شکل  5 جدول

 گردند.حذف می

 

 مدلشفت با  رایاول نام یعیشش فرکانس طب -5جدول 

 اول و پس از تغییر به مدل دوم

 شماره مود
فرکانس طبیعی با 

 اتصال ثابت )هرتز(

فرکانس طبیعی با اتصال 

 الاستیک )هرتز(

1 827 33/590 

2 01/827 43/673 

3 8/5024 2/4130 

4 9/5024 6/4353 

5 1/9533 1/8764 

6 13453 11792 
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هرتز  2500تا  100 یدر بازه یپاسخ فرکانس -21 شکل

 کیالاست اتصالتغییر اتصال ثابت به مدل اول با 

 
، در مدل اول با توجه به نمودار پاسخ 22مطابق با شکل 

فرکانسی، در اتصال الاستیک فرکانس غالب در فرکانس 

در اتصال  23همچنین با توجه به شکل  ؛گرددتر ایجاد میپایین

الاستیک عمق برش محوری با بالا رفتن دور به شدت افزایش 

 یابد.می

مدل دوم از الاستیک به ثابت در ادامه، تغییر روش اتصال 

 شده در جدولگیرد. مطابق با نتایج ارائهمورد بررسی قرار می

، فرکانس رزونانس حذف شده و در اتصال 24و شکل  6

 د.گردتر ایجاد میالاستیک، فرکانس غالب در مقادیر پایین

 

 
اتصال  مدل اول با دو یپاسخ فرکانس سهیمقا -22 شکل

 کیثابت و الاست

 

 
 دومدل اول با  یداریپا یهایمنحن سهیمقا -23 شکل

 کیاتصال ثابت و الاست

 
 

شفت با  راینام ی اولعیطب فرکانسشش  -6جدول 

 مدل دوم و پس از تغییر به مدل اول

 شماره مود
فرکانس طبیعی با اتصال 

 الاستیک )هرتز(

فرکانس طبیعی با 

 اتصال ثابت )هرتز(

1 62/222 52/331 

2 69/265 56/331 

3 4/1622 1/2016 

4 9/1731 4/2016 

5 4/3477 3/3825 

6 9/4658 3/5404 

 

 
هرتز  2500تا  100 یدر بازه یپاسخ فرکانس -24 شکل

 ثابتاتصال تغییر اتصال الاستیک به با  دوم مدل
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 های طبیعی نسبت بهتحلیل حساسیت فرکانس -5

 طول آویز
 های طبیعی سیستمفرکانسدر این بخش، تحلیل حساسیت 

است. ابزار نسبت به طول آویز مورد مطالعه قرار گرفته

ا مقادیر مبن عنوانبهپارامترهای اصلی مربوط به دو مدل شفت 

ر های طبیعی ددرنظر گرفته شده و حساسیت مقادیر فرکانس

ها به هر دو حالت بر حسب کاهش و یا افزایش طول آویز شفت

 7های ه قرار گرفته و نتایج در جداولروش عددی مورد مطالع

 .استشدهارائه  8و 

شود، میزان مشاهده می 8و  7های همانطور که از جدول

های طبیعی اول تا سوم نسبت به افزایش حساسیت فرکانس

ا هها به مراتب کمتر از کاهش طول آویز شفتطول آویز شفت

 یتگردد که درصد تغییرات حساسهمچنین مشاهده می است.

های طبیعی اول، دوم و های سیستم برای هر فرکانسفرکانس

ان یکس ها تقریباًسوم بر حسب درصد تغییر طول آویز شفت

 است.
 

 گیریبحث و نتیجه -6
تیر  صورت یکسازی رفتار دینامیکی ابزار، ابتدا بهجهت شبیه

-الاستیک درنظر گرفته شده و با استفاده از تئوری تیر اویلر

تیر رایلی با اثر ژیروسکوپی و اینرسی دورانی مدل برنولی و 

آوردن مدل دستاست. سپس از اصل همیلتون برای بهشده

با توجه  است.ریاضی و استخراج معادلات حاکم استفاده شده

ترین روش حل های انجام شده، با تشخیص مناسببه بررسی

ها های طبیعی و شکل مودی فرکانسعددی برای محاسبه

از  گردد.روش المان محدود انتخاب می ،پیوسته و دوار سیستم

های طبیعی و شکل افزار انسیس برای استخراج فرکانسنرم

 است.های اول و دوم استفاده شدههای مدلمود

 

 طول آویزتغییر نسبت به  مدل اولشفت با  رایاول نام یعیفرکانس طب تحلیل حساسیت سه -7جدول 
درصد کاهش 

فرکانس 

 طبیعی سوم

فرکانس طبیعی 

 سوم )هرتز(

درصد کاهش 

فرکانس 

 طبیعی دوم

فرکانس طبیعی 

 دوم )هرتز(

درصد کاهش 

فرکانس 

 طبیعی اول

فرکانس طبیعی 

  )هرتز(اول 

درصد تغییر 

 آویزطول 

 طول آویز

 )متر(

1%/38 13186 28%/36 2279 29%/26 9/2278 40%-  06/0 

7%/50 8/9910 22%/49 2/1680 23%/49 8/1677 30%- 07/0 

2%/65 9/7705 14%/65 2/1289 15%/64 2/1289 20%- 08/0 

63%/81 3/6155 07%/81 1/1020 07%/81 1020 10%- 09/0 

0% 8/5024 0% 01/827 0% 827 0% 1/0 

27%/120- 9/4177 89%/120- 06/684 09%/120- 05/684 10% 11/0 

48%/142- 6/3526 79%/143- 12/575 8%/143- 11/575 20% 12/0 

4%/166- 3/3015 7%/168- 25/495 7%/168- 19/490 30% 13/0 

7%/192- 3/2607 6%/195- 85/422 6%/195- 8/422 40% 14/0 

 مدل دوم نسبت به تغییر طول آویزشفت با  رایاول نام یعیفرکانس طب تحلیل حساسیت سه -8جدول 
کاهش  درصد

فرکانس 

 طبیعی سوم

فرکانس طبیعی 

 سوم )هرتز(

درصد کاهش 

فرکانس 

 طبیعی دوم

فرکانس طبیعی 

 دوم )هرتز(

درصد کاهش 

فرکانس 

 طبیعی اول

فرکانس طبیعی 

  )هرتز(اول 

درصد تغییر 

 آویزطول 

 طول آویز

 )متر(

15%/38 5/4252 16%/44 52/601 95%/38 47/541 40%-  125/0 

49%/50 8/3254 27%/57 91/463 2%/50 57/442 30%- 146/0 

6%/64 8/2511 26%/72 01/368 12%/63 07/352 20%- 166/0 

43%/84 5/1921 89%/105 89/251 9%/93 58/236 10%- 187/0 

0% 4/1622 0% 69/245 0% 62/222 0% 208/0 

37%/118- 6/1370 67%/119- 01/222 1%/114- 79/194 10% 229/0 

27%/138- 5/1190 27%/137- 54/193 15%/130- 76/170 20% 247/0 

26%/160- 3/1012 64%/171- 79/154 68%/148- 48/149 30% 270/0 

26%/184- 49/880 25%/196- 38/135 170%- 95/130 40% 291/0 
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 )ثابت و الاستیک(، هندسه ابزار، ها بر اساس روش اتصالمدل

 ها( دیسک تعریفاینسرتیو شرایط انتهایی ابزار ) جنس ابزار

ی های بالابه اینکه آثار ژیروسکوپی در دور با توجه. گردندمی

که نتایج در همین  استشدهگردد، لذا سعی اسپیندل ظاهر می

 دورهای اسپیندل بررسی گردد. 

عت بحرانی درصد طول آویز سر 10در مدل اول با افزایش 

صد طول آویز در 10شود و با کاهش اولیه و ثانویه ایجاد می

مدل با اتصال الاستیک و در  گردد.سرعت بحرانی ایجاد نمی

آثار ژیروسکوپی بسیار کم مشاهده  ،شرایط انتهایی آزاد

شرایط برای با افزودن یک دیسک در انتهای شفت،  گردد.می

 دور بر دقیقه 15000در دور  کوپیتشخیص آثار ژیروس

ای ه. با بررسیگردد، میسر میدور بر دقیقه 16000و اسپیندل 

شود که با کاهش مدول الاستیسیته به تر ملاحظه میدقیق

. مدل با شودتر میدرصد نیز آثار ژیروسکوپی قوی 20 مقدار

دور بر دقیقه  15000شرایط انتهایی بدون دیسک در دور 

دارد. دور بر دقیقه  13357 یعت بحرانی اولیهاسپیندل، سر

نیز با افزایش دور  دور بر دقیقه 15942دومین سرعت بحرانی 

گردد. مدل با ظاهر می دور بر دقیقه 16000اسپیندل به 

 10048  دیسک در انتهای شفت دارای سرعت بحرانی اولیه

است و با دور بر دقیقه  15000در دور اسپیندل دور بر دقیقه 

 یرانی ثانویهبه سرعت بحدور بر دقیقه  16000فزایش دور به ا

 ،درصد طول آویز 10. با افزایش رسددور بر دقیقه می 15548

گردد و دور اسپیندل ایجاد میمقدار دو سرعت بحرانی در دو 

یک سرعت بحرانی در  ،صددر 10با کاهش طول آویز به مقدار 

گردد. ر ظاهر میدور کمتر و دو سرعت بحرانی در دور بیشت

صد طول آویز سرعت در 20ابل توجه است که با کاهش ق

 دور بر دقیقه 2500تا  100فرکانسی  یبحرانی در محدوده

 گردد.ایجاد نمی

وپی در مدل با اتصال ثابت در اثر ژیروسک ،در این پژوهش

های بالا پدیدار شده و در پایداری سیستم مؤثر است. مدل دور

دور بر دقیقه با اثر  15000دور  در با اتصال الاستیک

به انتهای نمودن دیسک و با اضافه استشدهژیروسکوپی بررسی 

ل ، با کاهش مدوهمچنین شود؛تر میشفت اثر ژیروسکوپی قوی

یابد. با تغییر شرایط الاستیسیته، اثر ژیروسکوپی افزایش می

ها در رزونانس اتصال دو مدل )ثابت به الاستیک و بالعکس(

حذف گردیدند.  دور بر دقیقه 2500تا  100حدوده فرکانسی م

های شود سرعتکر است که اتصال الاستیک باعث میلازم به ذ

علاوه بر این موارد،  .تر اتفاق بیافتدبحرانی در دورهای پایین

های سیستم برای هر سه صد تغییر حساسیت فرکانسدر

 یباً تقرصد تغییر طول آویز حسب در بر اول فرکانس طبیعی

 یکسان است.

 

 مراجع -7
[1]. Altintas Y. (2001). Analytical prediction of three 

dimensional chatter stability in milling. JSME Int j 

C-Mech Syst, 44(3), 717-723. 

[2]. Budak E, Altintas Y. (1998). Analytical prediction 

of chatter stability in milling-part 2: Application of 

the general formulation to common milling system. 

J Dyn Syst-T ASME, 120(1), 31-36.  

[3]. Tang WX, Song QH. Qu YS, Sun SS. (2009). 

Prediction of chatter stability in hight-speed 

Finishing end milling considering multimode 

dynamics. J Mater Process Technol, (5), 2586-2591. 

[4]. Liu B, Zhu L, Dun Y, Liu C. (2017). Investigation 

on chatter stability of thin-walled parts In milling 

based on process damping with relative transfer 

functions. Int J Adv Manuf Technol, 89(9): 2701-

2711. 

[5]. Delio T, Tlusty J, Smith S. (1992). Use of audio 

signal for chatter detection and control. ASME J Eng 

Ind, 114(2): 146-57. 

[6]. Altinas Y, Chan PK. (1992). In-process detection 

and suppression of chatter in milling. Int J Mach 

Tool Manuf, 32(3): 329-347. 
[7]. D. W. Wu. (1989). A new approach of formulation 

the transfer function of dynamic cutting Processes. J 

Eng Ind (Trans ASME), 111(1): 37-47. 

[8]. Cllagaddi UB. (1994). Modelling machining 

dynamics including damping in the tool-Workpiece 

interface. J Eng Ind, 116 (4): 435-9. 

[9]. Feng, Jia, Min Wan, Ting-Qi Gao, and Wei-Hong 

Zhang. (2018). Mechanism of process damping in 

milling of thin-walled workpiece. Int. J. Mach. 

Tools Manuf., 134: 1-19. 

[10]. Povlovic,R., Kozic, p., Mitic, S. and Pavlovic, I., 

Stochastic. (2009). Stability of rotating shaft. 

Arch. Appl.Mech., 79: 1163-1171. 

[11]. Jang, G. H. and Lee, S. H. (2002). Free vibration 

analysis of a spinning flexible disk spindle system 

supported by ball bearing and flexible shaft using 

the finite element method and substructure 

synthsis.  J. Sound Vib., 252: 59-78. 

[12]. Mokhtari, Ali, Abbas Mazidi, and Mohammad M. 

Jalili. (2019). Investigation of rotary inertial 

dynamic effects on chatter boundary in milling 



 

 

 

 81 |و همکاران ونیر

 

 1/ شماره 15/ دوره 1404ها/ سال ها و شارهسازهمکانیک 

 

process using three-dimensional Timoshenko tool 

model. Proc. Inst. Mech. Eng. K: Journal of Multi-

body Dynamics, 233(1): 93-110. 

[13]. Mokhtari, Ali, Mohammad Mahdi Jalili, Abbas 

Mazidi, and Mohammad Mahdi Abootorabi. 

(2019). Size dependent vibration analysis of 

micro-milling operations with process damping 

and structural nonlinearities. European Journal of 

Mechanics-A/Solids, 76: 57-69. 

[14]. Beri, Bence, Gergely Meszaros, and Gabor 

Stepan, (2021). Machining of slender workpieces 

subjected to time-periodic axial force: stability 

and chatter suppression. J. Sound Vib., 504: 

116114. 

[15]. Ma, Jingmin, Jianfeng Xu, and Yongsheng Ren. 

(2020). Analysis on free vibration and stability of 

rotating composite milling bar with large aspect 

ratio. Applied Sciences, 10(10): 3557. 

[16]. Yao Q., Luo M., Zhang, D. (2020). Milling 

dynamic model based on rotatory Euler-Bernoulli 

beam model under distributed load. Appl. Math. 

Model. 83: 266–283. 

[17]. Liu X , Liu D, Du C , Li Y, Wang C , Fu Z. (2024). 

Dynamic Modeling for Chatter Analysis in Micro-

Milling by Integrating  Effects of Centrifugal 

Force, Gyroscopic Moment and Tool Runout., 

Micromachines, 15: 244. 

[18]. Feng W., Zhang K., Liu B. (2020). Dynamic 

modeling and vibration response analysis of a 

synchronous motorized spindle with inclined 

eccentricity. J. Vib. Control(JVC), 28: 2950–

2964. 

[19]. Tungsten Carbide EndMill series, 19. Union Tool 

co. 
[20]. Salahshoor, M., and Hamid Ahmadian. (2009). 

Continuous model for analytical prediction of 

chatter in milling. Int. J. Mach. Tools Manuf., 

49(14): 1136-1143.  

[21]. Fluent, A. N. S. Y. S. (2011). Ansys fluent theory 

guide, Ansys Inc., USA 15317: 724-746.  

[22]. Jin, Gang, Houjun Qi, Zhanjie Li, Jianxin Han, 

and Hua Li. (2017). A Method for Stability 

Analysis of Periodic Delay Differential Equations 

with Multiple Time‐Periodic Delays. 

Mathematical Problems in Engineering, 2017(1): 

9490142. 

[23]. Tajalli S.A., Movahhedy M.R., Akbari J. (2014). 

Chatter inatability analysis of spinning micro-end 

mill with process damping effect via semi-

siscretization approach. Acta Mech, 225(3): 715-

734. 


