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 چکیده
ای نام داشته که کند، مدل فوریهنهایت فرض میانتقال حرارت هدایتی که در آن سرعت پخش گرما در اجسام را بی مدل کلاسیک

بسیاری از کاربردهای صنعتی و به ویژه پزشکی،  این مدل برای. بوده و دارای کاربردهای فراوانی هستند بیضویمعادلات آن به شکل 

کنترل دما در  .ردیگیمکه سرعت محدود برای انتشار حرارت در نظر  استفاده شودی( اهیرفوریغهذلولوی ) مدلمناسب نبوده و باید از 

اله به آن پرداخته شده است. مساله بسیار مهمی است که در این مق ،کنندهایی که از این معادلات پیروی مینقاطی مشخص از سیستم

 دهش یک شار حرارتی معلوم در یکی از مرزهای جسم، تاییداعتبارسنجی روش گرادیان مزدوج استفاده شده بوسیله  در این مقاله، ابتدا

همچنین ؛ ، تخمین زده خواهد شدشودیمشار حرارتی که منجر به توزیع دمای مطلوب داخل جسم  ،و سپس با استفاده از این روش

های ورودی همراه با اغتشاش نیز بررسی شده و نتایج حاکی از دقت و همگرایی مناسب روش معکوس برای داده مساله مدلسازی و حل

 های ورودی دارد.حتی با وجود اغتشاش به نسبت زیاد در داده

 .مزدوج یانگراد ؛حل معکوس ؛اییرفوریهمدل غ ؛یمدل هذلول  :کلمات کلیدی

 

 
 

  
   
  

  

 

Abstract 
The classical conduction heat transfer model which considers infinite thermal propagation speed, named 

Fourier model and its equations are in elliptic form and has numerous applications. This model is not 

appropriate for many industrial applications especially in medical applications and thus hyperbolic or non-

Fourier model that considers finite heat propagation speed should be used. Temperature control in certain 

points of such systems obeying these types of equations is an important problem which has been studied in 

this paper. In this paper, firstly, the validity of the conjugate gradient method is approved using a known 

heat flux at a system boundary and then the method is used to estimate the boundary condition which leads 

to a desired temperature distribution in the geometry. Also, the modeling and inverse problem solution are 

studied for noise in input data and results showed appropriate accuracy and convergence even for 

considerable noise in input data. 

Keywords: Hyperbolic Equation; Non-Fourier Heat Transfer; Inverse Problem; Conjugate Gradient 

Method 
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  مقدمه -1
 و پزشکی و صنعت مختلف هایحوزه در فناوری پیشرفت با

 زمانی نظر از چه کوچک، مقیاس با هایحوزه به تکنولوژی ورود

 هدایتی حرارت انتقال کلاسیک تئوری مکانی، نظر از چه و

 یرغ نتایج است، بینهایت گرما انتشار سرعت آن در که فوریه

 انتقال جدید هایمدل از است لازم لذا دهد؛می ارائه قبولی قابل

 استفاده ،است گرما محدود انتشار سرعت اساس بر که حرارت

 هدایت مدل ]2[ ورنوته و ]1[ کاتانئو 195۸ سال در. گردد

 مدل برخلاف مدل این در. کردند پیشنهاد را هذلولی حرارت

 خشپ جسم در بلافاصله بینهایت سرعت با موج آن در که فوریه

 به موج جبهه از گرما حرکت برای محدود سرعتی گردد،می

 اینگونه حل آنکه با. است شده گرفت نظر در جسم داخل

 رد اما است، همراه فراوانی مشکلات با یضریا لحاظ از معادلات

 و حل هایروش زمینه در فراوانی هایپژوهش اخیر سالهای

 .]3,4[ است پذیرفته صورت پیشنهادی هایمدل بهبود

 گرادیان آنگاه شود، گرم یکنواختغیر بصورت ماده اگر

 از پیش. شودمی ماده توسط حرارتی شار ایجاد باعث حرارتی

 تنگرف درنظر با گسترده صورتبه حرارت انتقال فرایند این،

 مطالعه ای،فوریه بیضوی مدل حرارت، هدایت کلاسیک مدل

 بینهایت را حرارتی پخش سرعت مدل این. است شده

 لمد. است غیرممکن فیزیکی لحاظ از که کرده بینیپیش

 دمحدو انتشار سرعت گرفتن نظر در با گرما انتشار هذلولی

 .دارد تریبینانه واقع فیزیک گرما انتشار برای

 مشکلات با است ممکن معادلات این حل که آنجا از

 وردنآ بدست جهت( دمایی ناپیوستگی قبیل از) ریاضی عدیده

در  عددی مختلف هایروش شود، روبرو قبول قابل جواب یک

 حل برای مختلف تنظیمات و هابرنامه تحت ]5,6[ منابع

 ار حرارت انتقال مسائل. است شده پیشنهاد مسائل گونهاین

 سائلم و مستقیم مسائل: نمود بندی طبقه دسته دو به توانمی

 ادم توزیع آوردن بدست مستقیم مسائل حل از هدف. معکوس

 ترمودینامیکی خواص و حرارتی شار اولیه، شرایط داشتن با

 اغلب در معکوس مسائل حل از هدف حالیکه در. است معلوم

-اندازه دمای اساس بر مجهول حرارتی شار آوردن بدست موارد،

 یممستق مسائل در بنابراین است؛ مطلوب دمای یا شده گیری

 دما میدان) اثر و معلوم ،(مرز در حرارتی شار) علت حرارتی،

 شد، خواهد مشخص حاکم معادلات حل بوسیله ،(جسم داخل

 به کمک مجهول علت تخمین به حرارتی معکوس مسائل در اما

 .شودمی پرداخته مطلوب یا معلوم اثر

کاربردهای فراوانی در  دارایروش انتقال حرارت معکوس 

اما استفاده  ؛[9-7]  حوزه های مختلف علوم و مهندسی است

در حل مسائل معکوس  روش گرادیان مزدوجاز روش 

ی محدودتر دارد که در ادامه به ذکر آنها پرداخته اخچهیتار

با استفاده از روش  [10] در مرجع شده است. هوانگ و چن

تخمینی از شار حرارتی  روش گرادیان مزدوجان مرزی و الم

در  مرزی برای دامنه نامنظم بدست آوردند. هوانگ و وانگ

در تخمین شار حرارتی سه بعدی در حالتی که  [11] مرجع

روش گرادیان از  ،کندشار به صورت پیوسته روی مرز تغییر می

با روشی  [12] در مرجع لین و چن استفاده کردند. مزدوج

مشابه شار حرارتی مرزی را در مسایل جابجایی حرارتی تخمین 

 و مستقیم گیری مشتق روش دو [13] در وچانگ زدند. پارک

 روشدر گرادیـان محاسـبه برای الحاقی معادله از استفاده

 نتایج آنها نشان داد. اند کرده مقایسه هم با را مزدوج گرادیان

 است، دقیق و آسان معمولی گیریمـشتق روش هرچند کـه

استفاده از . محاسبات را افزایش خواهد داد زمان مدت اما

جهت محاسبه گرادیان تابع هدف زمان  معادله الحاقی

جارنی و  .محاسبات را به میزان قابل توجهی کاهش خواهد داد

سأله انتقال حرارت هدایتی معکوس یک م [14] در همکاران

چند بعـدی را بـا اسـتفاده از روش گرادیان مزدوج و معادله 

 در مراجع . کوثری و همکـارانقرار داده اندبررسی  مورد الحاقی

روش گرادیـان مـزدوج  دو ازبهره گیری نیـز بـا  [16] و[15]

هدایت و  شامل ائل معکوسبه بررسی مس متریک متغیرو 

  [17] همکاراننژاد و اند. عباستشعشع حرارتی پرداخته

فرایند انجماد را  جبه مذاب در طی کنترل سطح و شتاب

انتقال حرارت مسائل  نیز اند. محمدیون و مولویبررسی کرده

 [18]با استفاده از روش گرادیان مزدوج  را معکوس هدایتی

همچنین مهدوی و خلخالیان تخمین  ؛مورد مطالعه قرار دادند

 [19]شار حرارتی دیواره سیلندر در یک موتور احتراق داخلی 

و تخمین شار حرارتی عبوری از گلوگاه نازل موتور موشک 

از  [21] در مقاله اند. لی، چن و دیگرانبررسی کرده را [20]

روش گرادیان مزدوج جهت تخمین شار در بافت زنده استفاده 

وو و همکاران به کمک روش گرادیان مزدوج به بررسی  اند.کرده

انتقال حرارت غیرفوریه ای در یک استوانه بی نهایت پرداختند. 

ها نشان دهنده بهبود شار حرارتی تخمینی در حالت نتایج آن
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ای بود. بوروخوف و زایاتس نیز از روش تفاضلات تابع پله

و یک روش معکوس برای تخمین چشمه حرارتی در  متناهی

یک معادله هذلولوی غیرخطی استفاده کردند. گودرزی و 

[ مساله مستقیم انتقال حرارت زیستی به شکل 22عظیمی ]

ی همراه با تاخیر فاز دوگانه را با ارائه یک روش عددی اغیرفوریه

[ 23مورد بررسی قرار دادند. شریعتمدار طهرانی و همکاران ]

ای به کمک روش انتقال حرارت معکوس توان نیز در مطالعه

گرمایی مورد نیاز جهت درمان سرطان را محاسبه کردند. 

تقال تخمین چشمه حرارتی وابسته به مکان برای معادله ان

حرارت هذلولوی در انتقال حرارت زیستی به کمک روش 

گرادیان مزدوج توسط آلوسایمی و لسنیک انجام شده و نتایج 

 آنها نشان دهنده دقت خوبی حتی در مسائل دو بعدی است

اثرات تاخیر فاز سه گانه در انتقال حرارت زیستی  .[24]

ه روش ای نیز در مطالعه اخیر کومار و همکاران بغیرفوریه

 [25] .مستقیم مورد ارزیابی قرار گرفته است

روش گرادیان های فراوان روش تواناییبا در نظر گرفتن 

برای حل بسیاری از مسائل معکوس، از این روش برای  مزدوج

تخمین شار حرارتی در این مقاله استفاده شده است. هدف 

 حل در روش گرادیان مزدوج بررسی توانایی ،حاضر مقاله

 هذلولوی انتقال حرارت به شکل معادلات مسایل معکوس

این روش  .استو کنترل دما در این مسائل  ای()غیرفوریه

مسئله معکوس را به سه زیر مسئله مستقیم، حساسیت و 

کند که در ادامه به بررسی جزئیات آنها الحاقی تبدیل می

 شود.پرداخته می

 

 معادلات حاکم -2
 مساله مستقیم -2-1

و زمانی  xمعادله یک بعدی مدل هذلولی با مختصات فضایی 

t شود:زیر بیان می صورتبه 

(1) 
   

  

q q kTt x
CT qt x

 

 τرسانندگی گرمایی،  kدما،  Tشار حرارتی،  qآن  درکه 

معادله  .استگرمای مخصوص ماده  Cچگالی و  ρزمان آسایش، 

که ایجاد شار  ای شار حرارتی است(، یک معادله غیرفوریه1)

نماید. اگر زمان آسایش حرارتی بوسیله گرادیان دما را بیان می

τ  صورتبهبرابر صفر درنظر گرفته شود، آنگاه ماده بلافاصله 

، kشار حرارتی متناسب با گرادیان دما )با نسبت تناسب 

( همچنین 1معادله )دهد. رسانندگی گرمایی( واکنش نشان می

به منظور مطالعه توانایی  .استنشان دهنده قانون بقای انرژی 

در مسایل  مجهولتعیین شار حرارتی روش مورد استفاده در 

ا ب دیوار انتقال حرارت هدایتی در یک معکوس هذلولی، مسئله

که  شودو خواص فیزیکی ثابت در نظر گرفته می Lضخامت 

( نمایش داده شده 1ل )نمایی از دامنه فیزیکی مساله در شک

. دمای اولیه است
0T شرط مرزی در ،0x  عایق در نظر

xشده، در حالی که شار حرارتی مجهول درگرفته  l  اعمال

( نشان دهنده شکل کلی 5-2( تا )1-2معادلات ) شود.می

  :شکل زیر هستندمساله مفروض به 

(2-1) 






 
    
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
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c c x l t
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(2-2) ( ,0) 0 , 00T x T x l t    

(2-3) 
   



( ,0)
0 ; 0 , 0
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x l t
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(2-4) 
 



(0, )
0 ; 0

T t
x

x
 

(2-5)  
    

 

( , ) ( , )
( , ) ; , 0

T l t q l t
k q l t x l t

x t
 

 

به ترتیب هدایت حرارتی، چگالی، 𝜏 و  c ،ρ ،kدر اینجا 

در صورتی که همه . باشندیمزمان آرامش  و ظرفیت گرمایی

مساله یک مساله مستقیم شرایط مرزی مساله معلوم باشند، 

ل حنیکلسون(  -)کرانک  ضمنیروش تواند به کمک بوده و می

مورد  [3]در منبع شود که جزییات این روش به طور کامل 

 .مطالعه قرار گرفته است
 

 
 نمایی از شکل فیزیکی مساله -1شکل 
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 عکوسمساله م -2-2

یکی ، شار حرارتی در معادلات اشاره شده حل معکوس جهت

، در حالی شدهفرض مجهول  x=lاز مرزها به عنوان مثال در 

این  همچنین ؛ندا( معلوم5-2( تا )1-2که سایر معادلات )

ا در دم مساله معکوس نیازمند یک شرط معلوم اضافی است که

x=0 توان از دمای خوانده شده توسط سنسور در . میاست

x=0 که با  استفاده کرد زینY(0,t) ی شود. دمامی نشان داده

شامل  تواندموقعیت سنسور میشده یا مطلوب در خوانده 

ا هنوعی به دادهنیز باشد که به شکل مصگیری خطای اندازه

 را به شکلمسئله معکوس  توانمیپس  شد. اعمال خواهد

)تخمین شار حرارتی مرزی مجهول " , )q l t  با استفاده از دمای

,0) یا معلوم اندازه گیری شده )Y t" حل مسئله تعریف کرد .

-با کمینه شدن تابع هدف زیر بدست می معرفی شدهمعکوس 

 :آید

(3) fJ[q(l,t)]= [T(0,t)-Y(0,t)]
t 2

t=0
dtò 

 

,0) که )T t  0دمای تخمین زده شده درx  tو زمان  =

بوده که از حل مساله مستقیم به کمک یک شار حرارتی 

 . استزمان نهایی نشان دهنده  ftتخمینی بدست آمده بوده و 

 

 روش گرادیان مزدوج -2-3
به منظور حل مساله معکوس معرفی شده و مینیمم سازی تابع 

که مبتنی  دشویاستفاده م [26] مزدوجهدف، از روش گرادیان 

 .بر یک روش تکراری است
 

(4)   ( 1) ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , )n n n nq l t q l t P l t 
 

)که  )n  گام جستجو در تکرارn  1تا+n  بوده و

( )( , )nP l t  زیر  از رابطهکه )جهت جستجو(  کاهشجهت

 :شودمحاسبه می
 

(5)   (n) (n) (n) (n 1)P (l,t) J (l,t) P (l,t) 
 

) در رابطه بالا، )( , )nJ l t  جهت گرادیان الحاقی در

)ام و  nتکرار  1)( , )nP l t  در تکرار  کاهشجهت1n 

 :شودیمزیر تعریف  صورتبه نیز . ضریب الحاقیهستند

(6) 
f

f

J dt

γ = , γ =0

J dt

2t (n)
t=0(n) (0)

2t (n-1)
t=0

é ù
ê ú¢
ê ú
ë û

é ù
ê ú¢
ê ú
ë û

ò

ò

 

 Jهمگرایی پروسه تکرار بالا در مینیمم سازی تابع هدف 

تضمین شده است. برای شروع تکرار مطابق [ 27]در منبع 

و گرادیان تابع هدف (، لازم است گام جستجو 4معادله )

(n)J (l, t) که این امر نیازمند تعریف معادلاتی  دنمحاسبه شو

 ردند.گبه نام حساسیت و الحاقی است که به ترتیب معرفی می

 

 مسئله حساسیت و اندازه گام جستجو  -2-4

مسئله حساسیت براساس مسئله مستقیم اصلی که طبق 

یمبه روش زیر بدست  ،شد معرفی( 5-2( تا )1-2معادلات )

x شار حرارتی در . با فرض اینکهدیآ l= تغییراتی به اندازه 

qD این تغییرات منجر به تغییرات دمای ،داشته باشد T 

T صورتبه T با جایگزینی خواهد شد .q  باq q+ D  وT 

Tبا  T  در معادله اصلی و سپس تفریق عبارت بدست آمده

دوم، مرتبه  هایعبارتاز معادله اصلی و صرف نظر کردن از 

 آید.بدست می Tمسئله حساسیت زیر برای تابع حساسیت 

(7-1) 

 




  
    



;0 , 0

2

2

2

2

T
k

x

T T
c c x l t

tt

 

(7-2) ( ,0) 0,0 , 0T x x l t     

(7-3) ( ,0)
0 ,0 , 0

T x
x l t

t


   


 

(7-4) ((0, )
0 , 0 , 0

T t
x t

x


  


 

(7-5) 






    



( , )

( , )
( , ) , , 0

k T l t

x
q l t

q l t x l t
t

 

 

به منظور حل عددی این مساله نیز مشابه مساله مستقیم، 

 شود.استفاده مینیکلسون  -نک اکر تقریب ضمنیاز تکنیک 

)تابع هدف  1)( )nJ q  برای تکرار1n  معادله  یبازنویسبا

 آید:بدست میبه شکل زیر ( 3)
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(۸) 

 

 

( 1)( )

( ) ( ) ( ) 2[ (0, ; ) (0, )]

0

f

nJ q

t
n n nT t q P Y t dt

 

 

)که  1)nq ( 4با تابع معرفی شده در معادله )

)است. اگر دمای جایگزین شده ) ( ) ( )(0, ; )n n nT t q P 

زیر  بصورت( ۸با بسط تیلور خطی سازی شود معادله )

 درخواهد آمد:
 

(9) 
 

  


( 1)( )

( ) ( ) ( ) 2[ (0, ; ) (0, ; ) (0, )]
0

f

nJ q

t n n nT t q T t P Y t dt
t

 

 

)که در آن  )(0, ; )nT t q  جواب مساله مستقیم است که

)با استفاده از  , )q l t  تخمین زده شده در0x  بدست می

. تابع حساسیت آید ( )(0, ; )nT t P  از حل معادله نیز

( با جایگزینی7حساسیت )  ( )nq P  در0x  محاسبه

)اندازه گام جستجو به منظور محاسبه  .شودمی )n می نیز-

( نسبت 9از مینیمم سازی تابع هدف  داده شده با معادله ) توان

)به  )n استفاده کرد: 
 

(10) 
 

 











[ (0, ) (0, )] (0, )

[ (0, ) ]

( ) 0

2
0

f

f

T t Y t T t dt

T t dt

t

n t
t

t

 

 

  الحاقی و معادله گرادیانمسئله  -2-5

( را در 2الحاقی، معادلات ) معادلات مسالهبرای بدست آوردن 

)لاگرانژ ضریب  , )x t  گیری روی پس از انتگرالضرب کرده و

( اضافه 3، حاصل به طرف راست معادله )مکان و زمان مسئله

)بسط تابع هدف  هنتیج شده و در ( , ))J q l t آید. بدست می

در  Tو qبا جایگذاری متغیرهای توان را می Jمتغیر

بسط فوق الذکر، تفاضل بسط حاصل از معادله اولیه و صرف 

به دلیل کوچک  .آوردنظر کردن از ترمهای درجه دوم بدست 

های مرتبه دوم و بالاتر، حذف آنها تاثیری بر روند بودن عبارت

حتساب شرایط مرزی با ا حل و همگرایی مساله نخواهد داشت.

معادله حساسیت و حل انتگرال بدست آمده از روش جداسازی 

لحاقی به شکل زیر بدست خواهد متغیرها در نهایت مساله ا

  آمد:
 

(11-1)     
     

 

2 2
;0 , 0

2 2
k c c x l t

tx t
 

(11-2)     ( , ) 0 0x t x l t tf f 

(11-3) ( , )
0 0

x tf x l t tf
t


   

 

(11-4) 
  

  


(0, ) 2( )
0 0

t T Y
x t

x k
 

(11-5) ( , )
0 0

l t
x l t

x


  

 
 

 ،با توجه به اینکه این مساله یک مساله مقدار نهایی است

با تغییر متغیر توان می t tf  مساله مقدار به یک  مساله را

 با روشتواند کرد که این معادله میولیه استاندارد تبدیل ا

حل شود. در نهایت ترم انتگرالی زیر  [22]نیکلسون -نکاکر

 باقی خواهد ماند:
 

(12) 


    
  





( , )

[ ( , ) ( , ) ( 0) ]

0
( , )

f
l t

l t l t tt
J t

t
q l t dt

 

 

تواند به بالا می رابطه[ 26] آلیفانوو با توجه به تعریف

 زیر خلاصه شود: شکل

(13)   
 [ ( , )] ( , )

0
ft

J J q l t q l t dt
t

 

 

محاسبه رابطه زیر برای (، 13( و )12با مقایسه معادله )

 گرادیان تابع هدف بدست خواهد آمد.
 

(14) 
 


     



[ ( , )]

( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( 0)

J q l t

l t
l t l t l t t

t

 

 

 شرط توقف -2-6
شرط توقف تکرارهای روش گرادیان مزدوج برای مسائلی که 

 شامل خطای اندازه گیری نباشند به صورت زیر است:
(15)   ( 1)[ ( , )]nJ q l t 
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در حالت یک مقدار مشخص بسیار کوچک است.  که 

گیری شده حاوی خطا یا نویز بوده واقعی معمولا دماهای اندازه

که در این حالت از قانون اختلاف برای محاسبه شرط توقف 

وند شاین اصل، تکرارها زمانی متوقف میشود. طبق استفاده می

 که اختلاف بین دمای محاسبه شده و مطلوب برابر انحراف

 های ورودی گردد.معیار خطای داده
 

(16)  (0, ) (0, )T t Y t 
 

توان شرط می( 3( در معادله )16معادله ) ذاریبا جایگ

 :[2۸]توقف را به شکل زیر محاسبه کرد
 

(17) 2tf  
 

از معادله  ɛ( و با جایگزینی 15سپس با کمک معادله )

 آید.بدست می ( شرط توقف نهایی17)

 

 روش محاسباتی -2-7
های روش های قبلی عنوان شد، گامبر اساس آنچه در قسمت

گرادیان مزدوج در جهت مینیمم سازی تابع هدف و حل مساله 

 توان به شرح زیر بیان کرد:معکوس را می

از  T(x;t)حل معادله مستقیم برای بدست آوردن -1

 (5-2)( تا 1-2معادلات )

 یا( 15معادله ) بر اساسشرط توقف داده شده  بررسی -2

 توقفشرط  برقرار نشدن(، ادامه حل در صورت 17)

)حل معادله الحاقی برای بدست آوردن  -3 , )x t  از

 (5-11( تا )1-11معادلات )

 ( 14معادله )با استفاده از  Jمحاسبه گرادیان تابع هدف -4

)محاسبه ضریب مزدوج  -5 )n و جهت کاهش ( )P n   به

 (5( و )6ترتیب از معادلات )

 یبرا تیحل معادله حساس -6 ( , )T x t با قرار دادن 

  ( )nq P ( 5-7( تا )1-7از معادلات) 

) اندازه گام جستجو محاسبه -7 )n ( 10از معادله) 

)ی برا دیجد ینیمقدار تخم محاسبه -۸ 1)nq ( 4از معادله) 

 و بازگشت به گام اول

 

 

 ارزیابی روش و مثالهای عددی -3
در کنترل  گرادیان مزدوجهدف از این مقاله استفاده از روش 

دمای سطح با استفاده از تخمین شار حرارتی مناسب مرزی 

. این حالت بخصوص در مواردی که بنا به شرایط مختلف است

، باشدینممستقیم قابل اندازه گیری  صورتکاری دمای سطح ب

برای  این روشحائز اهمیت است. یکی از مزایای استفاده از 

نسبت به  این روش حساسیتی حل معکوس این است که

 بصورت تواننداشته و حدس اولیه را میحدس اولیه  انتخاب

های عنوان شده بنابراین برای همه مثال ؛کرددلخواه انتخاب 

حدس اولیه شار حرارتی برابر صفر در نظر گرفته در این مقاله 

 شده است.
 

(1۸) ( , ) 0initialq l t  
 

نوان به عدما )در ابتدا برای سنجیدن درستی کد، یک تابع 

های آزمایشگاهی( درنظر گرفته شده است. برای مشابه داده

سازی مقدار خطای حاصل از اندازه گیری آزمایشگاهی، یک 

تابع خطای نرمال با میانگین ثابت صفر و انحراف استاندارد به 

 اعتماد لاییدرصد باتابع دمای فرض شده اضافه گردیده که 

 کند. مقایسه نتایج حل و تابع فرض شده با نتایج منبعایجاد می

بیانگر دقت مناسب و پایداری بالای کد حتی با وجود [ 29]

زیر جهت مسائل در نظر گرفته  مقادیر .استنویز نسبتأ زیاد 

 اند:شده
 

   

   

220 ; 3.5 10 ;0
2

550 ; 1.327 10
.

CT l m

W m
k

m K S
 

α  همچنیناست؛ ضریب پخش گرمایی ماده

 0.00035x  و 2t .در نظر گرفته شد  
 

(19) 5 0

0 0 9

4 ( )
( , ) 6 10 sin 9 590

580

0 590 600

t

t t
q l t t

t



 


  
     

 
  

 

 

آنالیز با  1  و در نظر گرفتن0  شده و نتایجانجام 

ارائه ( 2در شکل شماره ) شار و دمای تخمین زده شده و دقیق

 شده و از دقت بسیار خوبی برخوردار هستند.
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𝛔شار و دمای تخمینی و دقیق برای  -2شکل  = 𝟎 

 

پس از آنکه درستی کد اثبات گردید، در ادامه چندین 

تابح دمایی مختلف به عنوان دمای سطح درنظر گرفته شده و 

شار حرارتی معادل بدست آمده، رسم شده است. در ادامه نتایج 

مثال عددی جهت محاسبه شار حرارتی  3حاصل از محاسبه 

مرزی آورده شده است. فرمول خطای نسبی محاسبه شده 

 :تعداد نقاط در شبکه زمان است Nکه  استرت زیر بصو
 

(20) 




2( )
j=0

% E =[  ]×100rms
2( )

j=0

N T Y

N T

 

 

برای بررسی تأثیر خطای اندازه گیری، برای دما ابتدا 

گیری شده در نظر میانگین دمای اندازه 5خطای سنسور را %

میانگین دمای اندازه گیری  10گرفته سپس با افزایش آن تا %

 .شودیمشده اثرات خطا بررسی 

 

 مثال اول -3-1
 (21)   Y=20+sin(2 (t-5)/600) ,   0 t 600 

 

برای این تست ابتدا نتایج را در حالت دقیق و بدون نویز 

 %10و سپس  %5محاسبه کرده، سپس نویز به ترتیب بصورت 

. نتایج شار تخمین زده شودیماز میانگین دما در نظر گرفته 

0شده به ترتیب برای  ،  و 5 10 و  61، 44پس از

محاسبه می شود که نتایج بدست آمده حاکی از این تکرار  11

که شار حرارتی تخمین زده شده از دقت بسیار بالایی  است

برخوردار است. جهت بررسی دقت نتایج، با در نظر گرفتن این 

ی مسالهشار تخمین زده شده، دوباره تابع دما به کمک حل 

معکوس بدست آمده است. خطای نسبی برای تابع دما مطابق 

 E=5/14و E ،99/1=E=49/0( به ترتیب برابر 21معادله )

 .دیآیمبدست 

شار گرمایی محاسبه شده برای دستیابی به توزیع دمای 

( و همچنین دمای 3( در شکل )21دلخواه بر اساس معادله )

یت امده نیز دلخواه و دمای تخمین زده شده به کمک شار بد

 ( نمایش داده شده اند.4در شکل )

( نیز نشان دهنده همین اطلاعات ۸( تا )5های )شکل

های ورودی برای برای حالت اغتشاش در داده  و 5 10 

عدم حساسیت الگوریتم به بدست آمده حاکی از  نتایج هستند.

روش مورد استفاده خطاهای اندازه گیری و قابل اعتماد بودن 

 .استخطاهای اندازه گیری با وجود 

 

 
%0 شار تخمینی برای -3شکل  اول مثال در  
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%0 تخمینی برای دمای واقعی و -4شکل  مثال در 

  اول

 

 
%5  تخمینی برای شار -5شکل  اول مثال در 

 

 
%5  تخمینی برای دمای واقعی و -6شکل  اول مثال  

 
%10  تخمینی برای شار -7شکل  اول مثال در 

 

 
%10 تخمینی برای دمای واقعی و -8شکل  مثال در 

 اول

 

 دوممثال  -3-2

(22)  

0.2 20, 0 100

0.2 60, 100 250

10, 250

Y t t

Y t t

Y t

   


    
  

 

 

اول، با در نظر گرفتن  مثالهمانند  1  0و   آنالیز

,q(lتکرار  190کنیم، پس از را شروع می t)  تخمینی بصورت

 10آید. دمای دقیق و تخمینی در شکل ( بدست می9شکل )

. دیآیمبدست  E=42/0نمایش داده شده است. برای این حالت 

(، نتایج شار تخمینی با در نظر گرفتن 13( و )11های )شکل

نویز به میزان   و  5 10  میانگین دما به ترتیب پس از

دمای دقیق و تخمینی  ،دهندتکرار را نمایش می 17و  79
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( ترسیم 14( و )12های )معادل حالات فوق به ترتیب در شکل

 .است E=17و  E=39/3شده است. خطای نسبی به ترتیب 

 
%0  تخمینی برای شار -9شکل  دوم مثال در  

 

 
%0 تخمینی برای دمای واقعی و -10شکل  دوم مثال  

 

 
%5  تخمینی برای شار -11شکل   دوم مثال در  

 
%5  تخمینی برای دمای واقعی و -12شکل  مثال در 

  دوم

 

 
%10  تخمینی برای شار -13شکل  دوم مثال در  

 

 
%10  تخمینی برای دمای واقعی و -14شکل  مثال در 

  دوم
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 سوممثال  -3-3

به منظور ارزیابی دقت روش اشاره شده در تغییرات ناگهانی 

به عنوان دمای  (23)دما، یک تابع به شکل پله با معادله 

 مطلوب در نظر گرفته شد.
 

(23)  
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گیری شده و همچنین شارهای مقادیر دماهای اندازه

های ورودی، های بدون اغتشاش در دادهتخمینی برای حالت

  و  5 10 ( نمایش 20)( تا 15های )به ترتیب در شکل

های ارائه شده مشخص است داده شده است. با توجه به شکل

در تخمین شار که روش استفاده شده دقت بسیار خوبی 

حرارتی لازم در این مثال نیز داشته است. البته با مقایسه با 

هایی که توان نتیجه گرفت که در مکانهای اول و دوم میمثال

یژه در وپله وجود دارد و به تغییرات ناگاهانی به شکل یک تابع

ولی در  ،کی بیشتردهای زیاد، مقدار خطا انحالت اغتشاش

 محدوده قابل قبول است.

 

 
%0 تخمینی برای شار -51شکل  سوم مثال در 

 

 

 
%0 تخمینی برای شار -61شکل  سوم مثال در 

 

 
%5 تخمینی برای شار -71شکل  سوم مثال در 

 

 
%5 تخمینی برای شار -81شکل  ومس مثال در  
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%10 تخمینی برای شار -91شکل  سوم مثال در 

 

 
%10 تخمینی برای شار -20شکل  ومس مثال در  

 

 نتیجه گیری-4
جهت تخمین شار  روش گرادیان مزدوجدر مقاله حاضر از 

 حرارتی مرزی گذرا در مسایل هدایت حرارت هذلولی معکوس

 د.استفاده شبه منظور کنترل دما در نقاطی از دامنه محاسباتی 

جهت ارزیابی صحت و دقت نتایج بدست آمده دو مثال مختلف 

تایج ن. با دو شکل متفاوت برای دمای مطلوب در نظر گرفته شد

شده حتی با وجود حاصل نشان دهنده توانمندی روش استفاده 

نتیجه  توانیمدرنهایت  های ورودی است.اغتشاش در داده

 :ای زیر استشامل مزایگرفت که استفاده از گرادیان مزدوج 

حدس اولیه برای مقدار به  حساسیت روشعدم  -1

 مقادیر مجهول

 بسیار مناسبنرخ همگرایی  -2

 تابع مجهول شکلعدم نیاز به فرضیاتی برای  -3

 هاکوتاه با توجه به دقت جوابزمان محاسباتی  -4
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