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 چکیده
رای این منظور شود. بشده با الیاف پرداخته میستاتیک یک ربات نرم پیوسته متشکل از سه عملگر تقویتا-در این مقاله به تحلیل شبه

ست. انظر گرفتن این ربات به عنوان یک تیر کاسرات، معادلات سینماتیکی و دینامیکی آن استخراج و بصورت عددی حل شده ابتدا با در

ا در ادامه بها در راستای طولی را دارد. معادلات حاصل از این مدل تابعی از طول انحنای تیر بوده و تنها قابلیت بررسی نیروها و کرنش

 سازی یکسازی نیروها در راستای شعاعی در این مدل، با استفاده از معادلات الاستیسیته غیرخطی به مدلپیادهتوجه به عدم امکان 

ای ههای شعاعی محاسبه شده و با کرنشهای حاصل از تنشدرنهایت با حل این معادلات، کرنش شود.شده پرداخته میعملگر تقویتتک

های پردازش تصویر استخراج ربات با استفاده از روش نقطه انتهایی در این پژوهش موقعیتشود. حاصل از مدل تیر کاسرات ادغام می

دهد، اعمال تاثیر فشارهای شعاعی در مدل کاسرات، خطای نسبی را به است. نتایج نشان میشده شده، مقایسهئههای اراشده و با مدل

 بخشد.درصد بهبود می 48/13میزان 

 تئوری الاستیسیته غیرخطی؛ تیر کاسرات. عملگر تقویت شده با الیاف؛ تنش شعاعی؛ربات نرم؛  :کلمات کلیدی
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Abstract 
In this paper, quasi-static analysis of a continuous soft robot made up of three fiber-reinforced actuators is 

performed. For this purpose, the kinematic and dynamic equations of this robot are extracted and 

numerically solved by considering it as a Cosserat rod. The resultant equations are dependent on the length 

of the rod's curvature, and thus can only simulate forces and strains in the longitudinal direction. Due to the 

difficulties of applying radial forces in this model, the modeling of a single fiber-reinforced actuator using 

nonlinear elasticity equations is then presented. Finally, by solving these equations, the strains resulting 

from radial stresses are calculated and integrated with the strains obtained from Cosseart rod model. 

Experiments have been carried out to validate the proposed theory. For this purpose, the robot end effector 

position is extracted using image processing methods and compared with the presented models. The 

experimental results show that applying the effect of radial pressures to the Cosserat model improves the 

relative error by 13.48%.  

Keywords: Soft Robot; Fiber-reinforced Actuator; Radial Pressure; Nonlinear Elasticity Theory; Cosserat 

Rod. 
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 مقدمه -1
ه توج با قابلیت تعامل با انسان ربات ساخت ،اخیرهای در سال

 هاییدر همین راستا رباتاست. محققین را به خود جلب نموده

 طراحی و ساخته ایپیچیدههای متنوع و مکانیزمانواع صلب با 

رل سازی و کنتدر پیاده نشدهبینیهرگونه خطای پیش اند.شده

 ؛پی دارد جانی در هایی، احتمال جراحت و هزینهچنین ربات

لی های کنتراستفاده از الگوریتم هاسازی آندر پیاده بنابراین

های سیستم ها ومکانیزم ،در مقابل. استپیچیده الزامی 

ت بودن قابلی بودن و دارابا توجه به نرمجابجایی بیولوژیکی 

 توجه بسیاری از دانشمندان و مهندسان رباتیک را ،تعامل ذاتی

[. نتایج نوآورانه و 1] استهکرد به خود جلب در این حوزه

بات رخلاقانه از این تحقیقات زمینه جدیدی در رباتیک به نام 

های اخیر محققان با الهام از است. در سالایجاد نموده نرم

های بسیاری دست به نوآوری ی نرمهاربات طبیعت در ساخت

[ و 3بندپایان ][، 2گرفته از سمندر ]های الهاماند. رباتیافته

هستند. به طریق مشابه  هایی از این نوآوری[ نمونه4ها ]کرم

های محققان با الهام از بدن انسان و رفتار حرکتی آن، ربات

 اند. [ ساخته5-7نما ]انسان

پذیری بالا، وزن انعطاف توان بهمی ی نرمهاربات هایاز مزیت

ه ابعاد متنوع و هزین، قابلیت ساخت در قابلیت تعامل بالاکم، 

کاربردهای  ها را برایساختار پیوسته، آن. اشاره نمودپایین 

، جراحی با حداقل آسیب و فرایندهای اکتشافی چون متنوع

 [. 8-01]است مناسب کردهاشیا  1برداشتن

 شوند. از این میانهای مختلفی تحریک میها به شیوهاین ربات

[ و آلیاژهای 11پیزوالکتریک ]های متشکل از توان به عملگرمی

نیز شده با الیاف عملگر تقویت[ اشاره نمود. 12دار ]حافظه

های نرم بوده که به دو روش نیوماتیکی و ای از رباتنمونه

یک استوانه فشار در  شود. اعمالهیدرولیکی تحریک می

منعطف توخالی منجر به تغییرشکل هم زمان در راستای طولی 

های استفاده از این ساختار در سیستم شود.و شعاعی می

وری قابل توجهی ندارد چراکه رباتیک به عنوان عملگر، بهره

شده توسط کمپرسور به کار انجام شده نسبت انرژی صرف

. این نسبت با مقیدسازی این استوانه استتوسط عملگر پایین 

ود قابل بهب، الیافاز  در راستای شعاعی با استفاده از پوششی

[ 13ده در ]شکی تقویتیالاست لولهتحلیل دینامیکی یک  است.

                                                                 
1 Gripping 
2 Central curve 

 توان به ساختار یکاست. با ترکیب این عملگرها میانجام شده

ل ها که شامل مفاصکنترل این ربات یافت.ربات پیوسته دست

 است.[ انجام شده14در ] ،باشندپذیر میانعطاف

ده شپیوسته بصورت سری طراحی  هایاگرچه بسیاری از ربات

شوند؛ در توصیف می 2و تنها با یک ساختار و یک انحنا مرکزی

زمان دقت و های موازی با مزیت افزایش هممقابل، طراحی

های پیوسته موازی از اند. رباتسختی مورد تحقیق قرار گرفته

چندین بخش الاستیکی متصل به هم با یک ساختار موازی 

ی و سازگار تیقابل برعلاوه  ها. آن[16 و 15]اند ساخته شده

در  هایییجراح ، قابلیتبزرگ اسیدر مقتعامل با انسان 

های ربات ینمونه هااز [. 18 و 17]را نیز دارند  کوچک اسیمق

 منسیمار مانند  یربات ها توان بهی میموازپیوسته با ساختار 

و [ 21]فستو  3پایه بیونیکعملگر سه[، 20 و 91] و همکاران

 .اشاره کرد [22]پیوسته  4گاف-استوارتهای طرح

سازی ریاضی های نرم، مدلهای اساسی در رباتیکی از چالش

. این موضوع سبب شده تا محققان استها رفتار حرکتی آن

د. بپردازن ها آنسازی رفتار به مدل های مختلفزیادی با نگرش

 های نرم و دراغلب ربات پزشکیِ هایکاربردبا توجه به البته 

عدم نیاز به عملکردهای ناگهانی و سریع، تعداد کارهای  نتیجه

-استاتیکی به نسبت مدلسازی شبهشده در زمینه مدلانجام

های مورد استفاده عمده روش از سازی دینامیکی بیشتر است.

سازی بر توان به مدلهای نرم را میسازی رباتجهت مدل

ت ل آن به یک رباانحنا ثابت و تبدی ی باهایمبنای فرض تکه

 های شناسایی سیستمسازی بر مبنای روشمدل[، 23] سری

محدود بلادرنگ اجزای روش مبتنی بر حل المان[، 24]

سازی بر مبنای روش کار مجازی و روش مدل[، 25] سیستم

روش های [ و 26] سازیانرژی به صورت پیوسته یا با گسسته

اشاره  رنولی و کاسراتب-مبتنی بر تئوری تیرها از جمله تیر اویلر

 .[27] نمود

-ماهیچه سازیمدل ای برایاخیرا روش کاسرات به عنوان پایه

های جدید آوریفن است.ی در نظر گرفته شدههای مصنوع

ه و داشت  های زیادنرم که ساختاری با تغییرشکل مانند ربات

-شنیاز به رو کنند،کار می شرایط مختلف محیطیتعامل با در 

 در شرایط مرزیهای بزرگ با قابلیت بررسی این کرنشهایی 

حل عددی به علاوه توانایی [. 28است ]را افزایش دادهمختلف 

3 Bionic 
4 Stewart-Gough 
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های نرم، به عنوان [ و معکوس ربات29دینامیک مستقیم ]

-ها مبدل شدهتر آنتر و کیفیای جهت طراحی دقیقوسیله

سازی رفتار روش میله کاسرات که پیشتر در مدلاست. 

 ینامیکی غیرخطی تیرهای الاستیک مورد استفاده قرار گرفتهد

های نرم سازی رباتاساس مناسبی جهت مدل [30]بود، مانند 

. استقرار گرفته توجهی، مورد استفادهبوده و در کارهای قابل

[ با استخراج 31در ]از روش تیر کاسرات  رندا و همکاران

در محیط سیال،  معادلات نیرو و گشتاور حاصل از شناوری

پاهای نرم را در محیط زیر آب  رفتار یک ربات اختاپوس با

 اند. سازی کردهشبیه

شده از روش کاسرات به شکل معادلات حل معادلات استخراج

اشد. بی بوده که به صورت تحلیلی قابل حل نمیئدیفرانسیل جز

سازی یک میله مدل [33و  32تیل و همکاران در مراجع ]

استفاده از روش کاسرات انجام داده و به خوبی  پذیر را باانعطاف

در  است.ها را بررسی نمودههای حل معادلات و نتایج آنروش

این مرجع با استفاده از روابط دیفرانسیل محدود، مشتقات 

جایگذاری شده و معادلات ت زمانی تعیین و در معادلا

ه به ابستوی به معادلات دیفرانسیل معمولی ئدیفرانسیل جز

-حل می معمول های عددیروش با سپس و شده تبدیل مکان

 گردد. 

ها با انسان و با توجه به افزایش تعامل رباتدر این پژوهش 

پزشکی با و  یصنعتکاربردهای های نرم در استفاده از ربات

های الهام از خرطوم فیل که توانایی بالایی در انجام حرکت

ابلیت با قنرم  رباتیکیک بازوی  ،مختلف و برداشتن اجسام دارد

 ست.احرکت فضایی ساخته و رفتار آن مورد بررسی قرار گرفته

تئوری از روش استاندارد [ 31-33مشابه ] ابتدادر این پژوهش 

در  .دیاستفاده گرد استاتیک-شبه یسازمدل یبراتیر کاسرات 

این روش تمام طول ربات به عنوان یک انحنا فرض شده و با 

 باشند،می طول انحنا حل معادلات دینامیکی که توابعی از

 یمشاهده خطا لیدله ب شوند.استخراج می های طولیکرنش

 و مرتفع ییمنبع خطا شناسا دیتلاش گرد ،یسازرفتار مدل

-های طولی تکبر کرنش یراستا اثر فشار شعاع نیدر ا گردد.

شده با الیاف، با استفاده از معادلات الاستیسیته عملگر تقویت

[ بررسی شد. با توجه به عدم 34شده در ]غیرخطی معرفی

سازی مستقیم نیروهای شعاعی در مدل طولی امکان پیاده

های طولی ناشی از فشار شعاعی وارده بر کاسرات، ابتدا کرنش

                                                                 
1 kevlar 

ده، از طریق معادلات شعملگر تقویتدیواره داخلی تک

الاستیسیته غیرخطی محاسبه و سپس در معادلات تیر کاسرات 

سازی رباتی متشکل از سه عملگر تقویت شده لحاظ برای مدل

طا و خ موضوع برای اولین بار در این تحقیق انجام شده نشد. ای

 مدل تیدر نهااست. را به میزان قابل توجهی کاهش داده

 ت.قرار گرف گذاریصحه ی موردتجرب جینتاتوسط معرفی شده 

 

 پیوسته نرم ربات یمعرف -2
معرفی  1 مطابق شکلساختار کلی بازوی رباتیک نرم فضایی 

ده با شتقویتسیلیکونی این بازو داری سه عملگر  است.شده

-درجه بر روی یک پایه قرار گرفته 120یه وبا زا بوده که الیاف

هر عملگر یک لوله سیلیکونی بوده که توسط دو نخ با زاویه  اند.

است. الیاف مورد استفاده از جنس پوشیده شده  α =±3°مارپیچ 

تحریک است. خواص آن آورده شده 1بوده که در جدول  1کولار

-شود. رباترم از طریق فشار نیوماتیکی انجام میناین بازوی 

توانایی بالایی در جذب ضربه کنند هایی که با فشار هوا کار می

باشند که به محیط اطراف خود را دارا می و عدم آسیب به

با اعمال  است.همین منظور این نوع تحریک انتخاب شده

توان به یک حرکت عملگرها می هر یک از فشارهای مختلف به

 دست یافت. رباتیک فضایی برای بازوی

 

 
 گذاری عملگرها و شماره بالا: ساختار کلی ربات -1شکل 

 پایین: حرکت فضایی ربات 
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  مشخصات الیاف کولار -1جدول 

 واحد مقدار توصیف پارامتر

𝐸 55 مدول الاستیسیته MPa 

𝜈 36/0 نسبت پواسون - 

𝑟𝑓𝑖𝑏𝑒𝑟 0889/0 شعاع الیاف mm 

 

 است.مقادیر پارامترهای هندسی ربات معرفی شده 2در جدول 

 

  ربات یهندس ریمقاد -2جدول 

 واحد مقدار توصیف پارامتر

𝑏 55 فاصله عملگرها mm 

𝑅𝑖 5/9 شعاع داخلی mm 

𝑅𝑜 14 شعاع خارجی mm 

𝑙𝑜 170 طول عملگرها mm 

𝑙𝑐𝑎𝑝 15 طول قطعه صلب mm 

𝜑 
زاویه قرارگیری 

 عملگرها
120 

° 

 

 شده با الیافعملگر تقویتتک سازی مدل -3
ده شعملگر تقویتسازی تحلیلی یک تکبه مدلدر این بخش 

د. برای شوبا قابلیت افزایش طول، انبساط و پیچش پرداخته می

شده در اثر اعمال فشار بررسی تغییرشکل عملگرهای تقویت

. به این [34] استداخلی از الاستیسیته غیرخطی استفاده شده

 الیافسازی مستقل لوله سیلیکونی و منظور به جای مدل

ای هموژن و کننده، تمام عملگر به عنوان مادهتقویت

 نندهکتقویت الیافشود. در واقع چون غیرایزوتروپیک فرض می

تنها در بخش خارجی لوله قرار دارند و در تمامی ضخامت آن 

توان عملگر را یک استوانه توخالی با یک اند، میپخش نشده

ستیک )مربوط به ناپذیرِ هایپرالای ایزوتروپیکِ تراکمماده

ای که توسط یک لایه نازک با ماده مدل کردالاستومر( 

-کننده( احاطه شدهتقویت الیافغیرایزوتروپیک )مربوط به 

ل ها در طوبه علت پیوستگی تغییرشکل 2است. مطابق شکل 

توان این دو ماده را به یکدیگر مرتبط نمود. در حالت عملگر می

و  𝑅𝑖ای توخالی با شعاع داخلی اولیه، هسته مرکزی استوانه

و لایه غیرایزوتروپیک خارجی شعاع خارجی  𝑅𝑚شعاع خارجی 

𝑅𝑜 گیری مشخصی دارد که دارد. ماده غیر ایزوتروپیک جهت

  الیافگیری اولیه توان آن را با بردار جهتمی

𝑺 = (0, cos 𝛼, sin 𝛼)  معرفی نمود که𝛼  الیافزاویه مارپیچ 

 .است

 

 

 
 نحوه تعیین مواد برای مدل سازیبالا:  -2شکل 

 پارامترها قبل و بعد از اعمال فشارپایین: معرفی 

 

 انرژی کرنشی  -3-1
، و برای 𝑊(𝑖𝑛)برای هسته مرکزی ایزوتروپیک انرژی کرنشی 

شود. از مدل معرفی می 𝑊(𝑜𝑢𝑡)لایه خارجی انرژی کرنشی 

 رابطه زیر بدستناپذیر برای هسته مرکزی نئوهوکین تراکم

 آید:می

(1) 𝑤(𝑖𝑛) =
𝜇

2
(𝐼1 − 3) 

𝐼1مدول اولیه برشی و  𝜇در عبارت بالا  = 𝑡𝑟(𝑭𝑭𝑇)  که𝑭 

 .استگرادیان تغییر شکل 

ایزوتروپیک  حاصل مجموع دو جزء 𝑤(𝑜𝑢𝑡)برای لایه خارجی 

 خواهد بود. رایزوتروپیکیو غ

(2) 𝑊(𝑜𝑢𝑡) = 𝑐1𝑤
(𝑖𝑠𝑜) + 𝑐2𝑤

(𝑎𝑛𝑖𝑠𝑜) 
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𝑤(𝑖𝑠𝑜)که  = 𝜇/2(𝐼1 − سهم بخش ایزوتروپیک مربوط به  (3

نسبت  𝑐𝑖و  سهم الیاف 𝑤(𝑎𝑛𝑖𝑠𝑜)الاستومر در لایه خارجی و 

دهد. برای استخراج عبارتی مناسب حجمی این دو را نشان می

ها را به شکل مارپیچی و با سطح الیافتوان می  𝑤(𝑎𝑛𝑖𝑠𝑜)برای 

𝑠گیری نهایی ، جهت𝑺گیری اولیه ، با جهت 𝑎مقطع  = 𝑭𝑺  و

 (.3در نظر گرفت )شکل  𝐹̅تحت بار محوری 

 

 
کننده به عنوان تیری با تقویت الیافسازی مدل -3شکل 

 رفتار الاستیک خطی

 

مارپیچی به طول  الیافیک المان کوچک از برای مطابق شکل 

𝑑𝑙 ، با تغییر طول𝑑𝑥  ای خطی میان نیرو رابطهبا فرض وجود و

𝐹̅  و افزایش طول𝑑𝑥 انرژی کرنشی ،𝑑𝑊(𝑎𝑛𝑖𝑠𝑜) محاسبه می-

 شود.

(3) 𝑑𝑊(𝑎𝑛𝑖𝑠𝑜) =
1

2
𝐹̅𝑑𝑥 

مطابق زیر بدست  𝐹̅نیروی  ،الیافبا فرض الاستیک خطی برای 

 آید:می

(4) 𝐹̅ = 𝐸𝜖𝑎̂ 

𝜖که  = 𝑑𝑥/𝑑𝑙  کرنش محوری و𝐸 اباشند. بمدول یانگ می 

 آید:بدست می (3)در معادله ( 4جایگذاری معادله )

(5) 𝑑𝑊(𝑎𝑛𝑖𝑠𝑜) =
1

2
𝜖𝐸𝑎̂𝑑𝑥 =

1

2
𝜖2𝐸𝑎̂𝑑𝑙 

پیچی مار الیافکرنشی برای تمامی انرژی  ،گیریپس از انتگرال

 شود:محاسبه می

                                                                 
1 Left Cauchy-Green 

(6) 𝑊(𝑎𝑛𝑖𝑠𝑜) = ∫
1

2
𝜖2𝐸𝑎̂𝑑𝑙 =

1

2
𝜖2𝐸𝑎̂𝐿𝑓

𝐿𝑓

0

 

𝐼4با تعریف  = 𝒔. 𝒔  کرنش الیافبه عنوان کشش ،𝜖 = √𝐼4 −

عبارت زیر  (6)خواهد شد و با جایگذاری آن در معادله   1

 شود.حاصل می

(7) 𝑊(𝑎𝑛𝑖𝑠𝑜) =
(√𝐼4 − 1)

2
𝐸𝑎̂𝐿𝑓

2
 

 ها چگالی انرژیالیافبا تقسیم عبارت فوق به حجم در نهایت 

 آید.کرنشی بدست می

(8) 𝑤(𝑎𝑛𝑖𝑠𝑜) =
(√𝐼4 − 1)

2
𝐸

2
 

 

-انبساط و پیچش تکسازی افزایش طول، مدل -3-2

 عملگر
مواد سازنده عملگر در تمامی  ،شوددر این بخش فرض می

ام همچنین عملگر به هنگ ؛باشند سختی یکسانی داشته ،مقاطع

ای خود را حفظ نموده و مطابق شکل اعمال فشار، شکل استوانه

 ،ناپذیری موادخواهند شد. با فرض تراکم 𝑟𝑜و  𝑟𝑖  ،𝑟𝑚ها شعاع 2

های ممکن برای افزایش طول، انبساط و رابطه تغییرشکل

 پیچش به شکل زیر خواهد بود.

(9) 
𝑟2 − 𝑟𝑜

2 = 𝜆𝑧
−1(𝑅2 − 𝑅𝑜

2) 

𝜃 = Θ + 𝜏𝜆𝑧𝑍 

𝑧 = 𝜆𝑧𝑍 
 .محاسبه نمودتوان گرادیان تغییر شکل را از روابط بالا می

(10) 𝑭 =

[
 
 
 
 

𝑅

𝑟𝜆𝑧
0 0

0
𝑅

𝑟
𝑟𝜏𝜆𝑧

0 0 𝜆𝑧 ]
 
 
 
 

 

,𝑅که  Θ, 𝑍  و𝑟, θ, 𝑧 ای، قبل و های مختصات استوانهموقعیت

به ترتیب کشش  𝜏و  𝜆𝑧بعد از تغییرشکل هستند. به علاوه 

گرادیان  باشند. ازمحوری و پیچش در طول واحد می

𝑩 1گرین-در محاسبه تانسور چپ کوشی 𝑭تغییرشکل  =

𝑭𝑭𝑇 الیافگیری نهایی و جهت 𝑠 = 𝑭𝑺 در . شوداستفاده می

های تنش ،چگالی انرژی کرنشینهایت با داشتن معادلات 

 کوشی قابل محاسبه خواهند بود.

(11) 
𝜎(𝑖𝑛)  = 2𝑊1

(𝑖𝑛)
𝑩 − 𝑝𝑰

 𝜎(𝑜𝑢𝑡)  = 2𝑊1
(𝑜𝑢𝑡)

𝑩 + 2𝑊4
(𝑜𝑢𝑡)

𝒔1 ⊗ 𝒔1

       +2𝑊6
(𝑜𝑢𝑡)

𝒔2 ⊗ 𝒔2 − 𝑝𝑰
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𝑊𝑖که  =
𝜕𝑊

𝜕𝐼𝑖
 ،𝑰  ماتریس واحد و𝑝 فشار هیدرواستاتیک می-

div (𝜎)باشند. از معادلات تعادل کوشی ) =  آید:( بدست می0

(12) 𝑑𝜎𝑟𝑟

 d𝑟
=

𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑟𝑟

𝑟
 

 (13) گیری مقادیر تنش، رابطهپس از جایگذاری و انتگرال

 آید.بدست می شعاعی تنش برای 

(13) 
𝑃 = ∫  

𝑟𝑚

𝑟𝑖

𝜎𝜃𝜃
(𝑖𝑛)

− 𝜎𝑟𝑟
(𝑖𝑛)

𝑟
 d𝑟 

        +∫  
𝑟𝑜

𝑟𝑚

𝜎𝜃𝜃
(𝑜𝑢𝑡)

− 𝜎𝑟𝑟
(𝑜𝑢𝑡)

𝑟
 d𝑟 

گونه نیرو و ممان خارجی بر لوله وارد نشود، در صورتی که هیچ

 مطابق زیر خواهد بود. 𝑁بار محوری 

(14) 𝑁 = 2𝜋 ∫  
𝑟𝑚

𝑟𝑖

𝜎𝑧𝑧
(𝑖𝑛)

𝑟 d𝑟 + 2𝜋 ∫  
𝑟𝑜

𝑟𝑚

𝜎𝑧𝑧
(𝑜𝑢𝑡)

𝑟 d𝑟 

 باشد.قابل محاسبه مینیز  𝑀 پیچشیبه طور مشابه ممان 

(15) 
𝑀 = 2𝜋 ∫  

𝑟𝑚

𝑟𝑖

𝜎𝜃𝑧
(𝑖𝑛)

𝑟2 d𝑟

+ 2𝜋 ∫  
𝑟𝑜

𝑟𝑚

𝜎𝜃𝑧
(𝑜𝑢𝑡)

𝑟2 d𝑟 

𝜆𝜃با معرفی  =
𝑟

𝑅
𝛾و   = 𝑟𝜏 [ تساوی 35طبق ](16)  بدست

 آید.می

(16) 

𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑟𝑟  = 𝜆𝜃

∂𝑊

∂𝜆𝜃
+ 𝛾

∂𝑊

∂𝛾

𝜎𝜃𝜃 + 𝜎𝑧𝑧 − 2𝜎𝑟𝑟  = 𝜆𝜃

∂𝑊

∂𝜆𝜃
+ 𝜆𝑧

∂𝑊

∂𝜆𝑧

𝜎𝜃𝑧  =
∂𝑊

∂𝛾

 

های انرژی کرنشی سرانجام معادلات تعادل برحسب ترم

 شوند.استخراج می

(17) 

𝑃 = ∫  
𝑟𝑚

𝑟𝑖

 𝜆𝑧

∂𝑊(𝑖𝑛)

∂𝜆𝑧
+ 𝛾

∂𝑊(𝑖𝑛)

∂𝛾

d𝑟

𝑟
 

         +∫  
𝑟𝑜

𝑟𝑚

 𝜆𝑧

∂𝑊(𝑜𝑢𝑡)

∂𝜆𝑧
+ 𝛾

∂𝑊(𝑜𝑢𝑡)

∂𝛾

d𝑟

𝑟
 

𝑁 = 𝜋 ∫  
𝑟𝑚

𝑟𝑖

 2𝜆𝑧

∂𝑊(𝑖𝑛)

∂𝜆𝑧
− 𝜆𝜃

∂𝑊(𝑖𝑛)

∂𝜆𝜃
 

         −3𝛾
∂𝑊(𝑖𝑛)

∂𝛾
𝑟 d𝑟       

        +𝜋 ∫  
𝑟𝑜

𝑟𝑚

 2𝜆𝑧

∂𝑊(𝑜𝑢𝑡)

∂𝜆𝑧
3 

         −𝜆𝜃

∂𝑊(𝑜𝑢𝑡)

∂𝜆𝜃
− 3𝛾

∂𝑊(𝑜𝑢𝑡)

∂𝛾
𝑟 d𝑟 

𝑀 = 2𝜋 ∫  
𝑟𝑚

𝑟𝑖

 
𝜕𝑊(𝑖𝑛)

𝜕𝛾
𝑟2 𝑑𝑟 

         +2𝜋 ∫  
𝑟𝑜

𝑟𝑚

 
𝜕𝑊(𝑜𝑢𝑡)

𝜕𝛾
𝑟2 𝑑𝑟 

برای بررسی اثر فشار تنها در راستای شعاعی، با برابر قرار دادن 

ی محوری هاهای شعاعی و صفر قرار دادن نیروبا تنش Pفشار 

𝑁 = 𝑀و ممان پیچشی  0 = -استخراج میها مقادیر کرنش 0

 MATLABافزار نرم fsolveبرای این منظور از تابع  شود.

ها در معادلات استخراج این کرنشدر ادامه  است.استفاده شده

 باشند.استفاده می شده برای ربات پیوسته قابل

 

 سازی ربات نرم پیوستهمدل -4
[، زمان 36] انتمن کتاب مشابه کاسرات روش به یسازمدل در

t  و طول انحناs هستند. در هر سطح مقطع و  یاصل یرهایمتغ

مماس بر  𝒅2و  𝒅1متعامد  کهیدو بردار  ریت یدر محور مرکز

 گردندیم فیعمود بر سطح مقطع تعر  𝒅3 کهیسطح و بردار 

دستگاه متعامد راستگرد  کیدر مجموع  (18) رابطهو طبق 

 .کنندیم جادیا

(18)  𝒅3 = 𝒅1 × 𝒅2 
با استفاده از دو متغیر زمان موقعیت هرسطح مقطع از عملگر 

,𝒑(𝑠با نماد و طول انحنا و  𝑡)  در دستگاه مختصات کارتزین

 شود.مرجع به صورت زیر بیان می

(19) 𝒑(𝑠, 𝑡) = 𝑥(𝑠, 𝑡)𝒊 + 𝑦(𝑠, 𝑡)𝒋 + 𝑧(𝑠, 𝑡)𝒌 

𝒑(𝑠)محور مرکزی   ∈ ℝ3  است. این تیرجهت مماس بر تیر 

باشد، بنابراین قابلیت دریافت ممان حول این محور را دارا می

 در نتیجه  ؛پیچش هم قابل بررسی خواهد بوددوران و  زوایای

𝑹(𝑠)با ماتریس دوران گیری تیر جهت 4مطابق شکل   ∈

𝑆𝑂(3)  .قابل بیان خواهد بود 

 
 نمایی از تیر کاسرات و بردارهای مرتبط با آن -4شکل 

 

به عنوان مشتق اول مکان در مختصات محلی تعریف  𝒗متغیر 

𝒗شده و  ∶= 𝑹𝑇𝒑𝑠 متغیر است .𝒖  نیز به عنوان انحنا در
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𝒖 برابر بامختصات محلی  ∶= (𝑹𝑇𝑹𝑠)
≫نماد . است ∨   ̌ ≫ 

این  .استبه معنای ایجاد بردار دوگان از ماتریس پادمتقارن 

مفید باشد که این عبارت مشابه فرمول  ،نکته ممکن است

𝝎ای در مختصات محلی است سرعت زاویه ∶= (𝑹𝑇𝑹𝑡)
∨ . 

توصیف  𝒎(𝑠)و ممان داخلی با  𝒏(𝑠)نیروی داخلی تیر با 

ود شگذاری بردارها به این نحو تعریف میشود. قاعده علامتمی

اده نیرویی است که م 𝒏(𝑠)نیروی  ،𝛿که برای یک فاصله کوتاه 

𝑠در  + 𝛿  به ماده در𝑠 − 𝛿 کند. به طور مشابه این وارد می

شود. هرگونه نیروی ها نیز تعریف میگذاری برای ممانعلامت

گسترده وارد بر تیر نسبت به سطح مقطع انتگرال گرفته شده 

بعدی بر محور مرکزی تیر و به عنوان نیرویی گسترده و یک

های گسترده ممانو  𝒇(𝑠)شود. نیروهای گسترده تعریف می

𝒍(𝑠)  برای ربات مورد بررسی در  اند.مشخص شده 5در شکل

به  𝜌حالت تحریک و عدم وجود نیروهای خارجی با معرفی 

𝒇(𝒔)نیروی گسترده برابر با  ،عنوان چگالی طولی = 𝜌𝐴𝑔 

بودن بازوی گشتاور  وتاهکهمچنین با توجه به  ؛شودفرض می

𝒍(𝑠)های گسترده صرف نظر شده و از ممان =  .است 0

 

 
را با  𝒇̅(𝒔,𝜽) شعاعی نیروی گسترده توانمی -5شکل 

 𝒍(𝒔)و ممان گسترده  𝒇(𝒔)بعدی نیروی گسترده یک

 معادل در نظر گرفت.

 

𝑠تا  𝑠با بیان معادلات تعادل برای یک المان تیر از  + 𝛿 توان می

𝒏𝑠به یک معادله دیفرانسیل برای  ≔ 𝜕𝒏/𝜕𝑠  رسید. این

 است.نشان داده شده 6موضوع در شکل 

 

                                                                 
1 Ordinary differential equation (ODE) 

 
 بررسی تعادل نیروها در المانی از تیر -6شکل 

گذاری مطرح شده، معادله تعادل با رعایت قاعده علامت

 شود:استاتیکی به صورت زیر تعریف می
 

(20) 𝒏(𝑠 + 𝛿) − 𝒏(𝑠) + ∫ 𝒇(𝜎)𝑑𝜎
𝑠+𝛿

𝑠

= 0 

 خواهیم داشت:گیری از معادله حاصل با مشتق

 (21) 𝒏𝑠 = −𝒇 
 

نیز مشابه همین روند  𝒎𝑠روند یافتن معادله دیفرانسیل برای 

تری نیاز دارد. معادله تعادل استاتیکی های بیشاما به گام ،بوده

 ها برای یک المان از تیر عبارت است از:ممان
 

(22) 
𝒎(𝑠 + 𝛿) − 𝒎(𝑠) + 𝒑(𝑠 + 𝛿) × 𝒏(𝑠 + 𝛿) 

−𝒑(𝑠) × 𝒏(𝑠) + ∫
[𝒍(𝜎) + 𝒑(𝜎)

× 𝒇(𝜎)]𝑑𝜎

𝑠+𝛿

𝑠

= 𝟎 

 

 آید.( بدست می23( رابطه )22گیری از معادله )با مشتق
 

(23) 𝒎𝑠 = −𝒍 − 𝒑 × 𝒇 −
𝜕

𝜕𝑠
(𝒑 × 𝒏) 

 

 آید:سازی آن بدست می( و ساده23گیری از عبارت )با مشتق
 

(24) 
𝒎𝑠 = −𝒍 − 𝒑 × 𝒇 − 𝒑𝑠 × 𝒏 − 𝒑 × 𝒏𝑠 

       = −𝒍 − 𝒑 × 𝒇 − 𝒑𝑠 × 𝒏 + 𝒑 × 𝒇 

       = −𝒍 − 𝒑𝑠 × 𝒏                               
 

حاضر به  1برای مقید نمودن کامل معادلات دیفرانسیل معمولی

که نیروهای داخلی را به  است ازین تعدادی معادله ساختاری

از رابطه الاستیک خطی  پژوهشها مربوط کند. در این کرنش

 .استشدهاستفاده 

(25) 𝒏 = 𝑹𝑲𝑠𝑒(𝒗 − 𝒗∗) 

𝒎 = 𝑹𝑲𝑏𝑡(𝒖 − 𝒖∗) 
 

شکل تیر را در شرایط بدون تنش بیان  ∗𝒖و  ∗𝒗 متغیرهای

کنند. برای یک تیر معمولی با فرض مستقیم بودن و فارغ می

∗𝒗از هرگونه نیروی خارجی  = 𝒆3  و𝒖∗ = خواهد بود.  𝟎
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ط فارغ از تنش نیز دارای انحنا اگرچه در تیری که در شرای

 ”bt“و  ”se“باشد، این متغیرها متفاوت خواهند بود. نماد 

و  ”shear-extention“سختی به ترتیب مربوط به های ماتریس

“bending-torsion” برای تیرهای با ساختار همگن، است .

 [شوند. ت زیر معرفی میها طبق عبارسختی

(26) 

𝑲𝑠𝑒 = [
𝐺𝐴 0 0
0 𝐺𝐴 0
0 0 𝐸𝐴

] , 

  𝑲𝑏𝑡 =  [

𝐸𝐼𝑥𝑥 0 0
0 𝐸𝐼𝑦𝑦 0

0 0 𝐺𝐼𝑧𝑧

]  

 (25( و )24(، )21)معادلات  ازدر نهایت سیستم ایجاد شده 

با تنها یک بعُد  ODEیک مجموعه از معادلات غیرخطی به 

 .شودمنتهی می 𝑠طول انحنا 

(27) 

𝒗 = 𝒗∗ + 𝑲𝑠𝑒
−1𝑹𝑇𝒏 

𝒖 = 𝒖∗ + 𝑲𝑏𝑡
−1𝑹𝑇𝒎 

𝒑𝑠 = 𝑹𝒗 

𝑹𝑠 = 𝑹𝒖̂ 

𝒏𝑠 = −𝒇 

𝒎𝑠 = −𝒍 − 𝒑𝑠 × 𝒏 
 

با در نظر گرفتن فشارهای  [33مشابه ] معادلات، این دستگاه

نیوماتیکی وارده بر انتهای ربات به عنوان شرایط مرزی و 

 دیفرانسیل  مکرر معادلات حل با  1استفاده از روش تیراندازی

شود. این موضوع حل می ،42کوتا مرتبه -رانگعددی روش  هب

   است.پیاده شده MATLABافزار نرم bvp4cبا تابع 
 

 کمک نتایج آزمایش اعتبارسنجی به -5
 برای تامین فشاربار  16 یکمپرسور هوا کیدر این پژوهش از 

که با  Festoطرفه  5/3 تناسبی ریش کی ،هوای ورودی ربات

 یهوا برای کنترل جهت کند،یولت کار م 10 یکنترل گنالیس

 01/0با دقت  Festo SDE1 تالیجیسه سنسور فشار د و یورود

 .استاستفاده شده عملگرها یفشار ورود یریگاندازه یبار برا

 برداریکارت داده آوری اطلاعات سنسورها ازجهت جمع

Advantech PCI-1716HG و برای استخراج موقعیت ربات از 

-هاستفاده شد Intel RealSence-SR300 تالیجید نیدورب کی

و بررسی  برای استخراج جابجایی تک عملگرهمچنین ؛ است

 3گیری جابجایی خطییک سنسور اندازه از اثر فشار شعاعی

تجهیزات آزمایشگاهی به کار  7در شکل است. استفاده شده

 است.رفته و نحوه ارتباطشان با یکدیگر نشان داده شده

                                                                 
1 Shooting method 
2 runge kutta 4th order (RKT4) 

 

 
تجهیزات آزمایشگاهی به کار رفته و نحوه  -7شکل 

 ارتباط با یکدیگر

 

-دادهربات برای دوحالت تحت فشار و تحت نیروی خارجی  از

 15/0فشارهای یکسانی در بازه . بدین منظور استبرداری شده

است. مال گردیدهبار به هر سه عملگر اع 05/0با گام  65/0تا 

گرمی  1200تا  100هایی با قرار دادن وزنه نیروی خارجی نیز

 است.در انتهای ربات اعمال شده

ه کدرصورتی به نیرو و فشار، ها کرنشبا توجه به وابستگی 

عملگرها فاقد فشار و تنها تحت اثر نیروهای خارجی بررسی 

توان به رابطه ای مستقل از نیروهای فشاری دست شوند، می

 عبارتند از: های حاصلحالت کرنشیافت. در این 
 

(28) 𝒗 = 𝒗(𝑃 = 0, 𝒏(𝑃 = 0,𝑭))  ,   
𝒖 = 𝒖(𝑃 = 0,𝒎(𝑃 = 0,𝑴)) 

 

ر عملگای بین نیرو و کرنش برای هر تکبرای استخراج رابطه

نیرویی متمرکز بدون اعمال فشار سیال و با نرخی ثابت به 

  آید.جابجایی آن بدست می-انتهای آن وارد شده و نمودار نیرو

𝑭 (28)بنابراین در رابطه  = 𝐹𝒆3  و𝑴 =  سپس با. است 𝟎

آیند. ها بدست می، کرنش𝐿0تقسیم طول ثانویه بر طول اولیه 

 . دهدش مینیرو را نمای-رابطه کرنش 8شکل 

 

3 Linear Variable Differential Transformer (LVDT) 



 
 

 

 169 | غفاری راد و پورقاسمی هنزا

 

 5/ شماره 12/ دوره 1401ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 
-نیروی خارجی متمرکز به تک-نمودار کرنش -8شکل 

 عملگر بدون اعمال فشار
 

در این صورت با  ،اگر نمودار حاصل خطی در نظر گرفته شود

𝐸به عنوان شیب نمودار، مدول یانگ از رابطه  𝑚معرفی  =

3𝜋(𝑟𝑜
2 − 𝑟𝑖

2)/𝑚 آید. در این حالت مدول یانگ بدست می

𝐸 = 289142.05𝑝𝑎 آید.بدست می 

به تاثیر فشارهای شعاعی در تغییرشکل عملگرها  3در بخش 

ی هادر راستای شعاع عملگر، جابجایی اشاره شد. با اعمال فشار

سازی این موضوع برای پیادهشود. محوری آن استخراج می

ای بر با قرار دادن وزنه 9شکل توان مطابق بصورت تجربی می

انتهای ربات و اعمال نیرویی محوری بر خلاف جهت حرکت 

تاثیر فشار شعاعی  و کردهعملگر، تاثیر فشار محوری را حذف 

𝑃𝐴𝑖𝑛را بر جابجایی محوری بدست آورد ) = 𝑚𝑔) . در این

 ربعملگر کاملا متقارن بوده نیروی وزن دقیقا  ،روش نیاز است

رت عملگر دچار کمانش محور تقارن وارد شود، در غیر این صو

 شود.می

 

 
نحوه بررسی تاثیر اعمال فشار شعاعی بصورت  -9شکل 

 تجربی

 نمودار کرنش به فشارهای شعاعیِ بدست آمده از 10در شکل 

 روش تئوریرسم شده و با نتایج حاصل از های تجربی داده

-است. با توجه به کمانش عملگر در فشارهای بیشمقایسه شده

برداری تجربی تنها تا این فشار استخراج بار، داده 3/0تر از 

 800تا  100های با قرار دادن وزنه برای این منظور است.شده

جابجایی ها ، فشاری معادلاعمال گرمی در بالای عملگر و 

 است. بوسیله سنسور استخراج شده
 

 
 شعاعی هایکرنش محوری ناشی از فشار -10شکل 

 مختلف
 

ای ، رابطه1ای درجه حاصل با یک چندجمله با تقریب نمودار

ر عملگهای محوری بر حسب فشار شعاعی برای تکبرای کرنش

 آید. شده بدست میتقویت

(29) 𝑣3 = 𝑎1𝑃 + 1 

عملگری به علت اعمال این برای حل معادلات برای ربات سه

عملگرها که خارج از محور مرکزی تیر قرار محل ها بر کرنش

 دارند نیاز به رویکرد متفاوتی است. 

اندن سطح مقطع بعد از رویکرد از فرض صفحه ماین در 

ها در هرنقطه از سطح مقطع از رابطه کرنش ،تغییرشکل

𝜀(𝑥, 𝑦) = 𝜀 + 𝑥𝜅𝑥 + 𝑦𝜅𝑦 آیند که برحسب بدست می

,𝑣3(𝑥های کاسرات برای کرنش محوری به شکل کرنش 𝑦) =

𝑣3
𝑁𝐶 + 𝑥𝑢1 + 𝑦𝑢2 شود. در این رابطه می𝑥  و𝑦  موقعیت هر

شی های نابنابراین کرنش است؛عملگر نسبت به محور مرکزی 

𝑣3از فشار شعاعی وارد بر هر عملگر، کرنش 
𝑁𝐶 = 𝑣3(𝑥, 𝑦) −

𝑥𝑢1 − 𝑦𝑢2 ایان با اضافه در پ کند.را به محور مرکزی اعمال می

توان ( می27های کاسرات معادله )نمودن این کرنش به کرنش

 های شعاعی را بر مدل ربات پیوسته اعمال کرد.اثر تنش
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در این پژوهش برای اعتبارسنجی ربات از موقعیت نهایی ربات 

یا  1است. به این منظور تنها با تحریک عملگر استفاده شده

)شماره عملگرها در شکل  3و  2زمان عملگرهای تحریک هم

ای ربات حاصل شده و حرکت صفحهاست(، مشخص شده 1

-موقعیت ربات با دقت بالایی از پردازش تصویر استخراج می

تغییرشکل ربات تحت فشارها مختلف  11شود. در شکل 

 شود. مشاهده می

موقعیت شده سازیشبیه یمقدار میانگین خطا 3ل در جدو

برای دو حالت وجود یا عدم وجود تاثیر فشار ربات  یانتهای

  است. مقایسه شدههای تجربی نسبت به دادهشعاعی 

 

 میانگین درصد خطای نسبی -3جدول 

  رباتموقعیت انتهایی 

 تاثیر فشار شعاعی درصد خطای نسبی

16/22  

68/8  

 

 
 تغییرشکل ربات در فشارهای مختلف -11شکل 

 

 و 1بار به عملگر  05/0با گام  بار65/0تا  15/0با اعمال فشار 

موقعیت نهایی ربات استخراج و با  ،3و  2دو عملگر  بار دیگر به

 های حاصل از مدل کاسرات با احتساب فشارهای شعاعیداده

است. در این شکل تمام طول ربات مقایسه شده 12در شکل 

که از حل معادلات بدست  دشویمشاهده مدر حالت تحریک 

 .استآمده
 



 
 

 

 171 | غفاری راد و پورقاسمی هنزا

 

 5/ شماره 12/ دوره 1401ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 
+تاثیر تیر کاسرات) شدهارائه مقایسه مدل -12شکل 

   های تجربیبا داده فشار شعاعی(

 ،13مطابق شکل در این پژوهش برای اعتبارسنجی معادلات 

 05/0با گام  65/0تا  15/0با اعمال فشار مشابه آزمایش قبل، 

)نمودارهای  دوعملگربار به یک عملگر )نمودارهای بالا( و 

با  کاسرات پایین(، موقعیت نهایی ربات استخراج شده و با مدل

 و بدون اثر فشار شعاعی مقایسه شده است.

 

 

 
 فشارهای مختلف بازو در نقطه انتهایی موقعیتچپ:  -13شکل 

  بازو در فشارهای مختلف نقطه انتهاییموقعیت  راست: درصد خطای نسبی 
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 جمع بندی و نتیجه گیری -6
 اییضف ربات نرمسازی استاتیکی یک مدلدر این پژوهش، 

 در .شده با الیاف بررسی گردیدمتشکل از سه عملگر تقویت

از روابط الاستیسیته غیرخطی معادلات مربوط  ابتدا با استفاده

و مشاهده شد که فشارهای شده استخراج به تک عملگر تقویت

ر عملگشعاعی وارده به دیواره داخلی منجر به افزایش طول تک

بات رسازی سپس با معرفی تئوری تیر کاسرات به مدل .شودمی

اج استخربا پرداخته شد. متشکل از سه عملگر پیوسته  نرم

های پردازش تصویر و مقایسه آن موقعیت نهایی ربات از روش

 16/22شده تنها با مدل کاسرات، مقدار سازیهای شبیهبا داده

شد. جهت کاهش این خطا، با توجه به درصد خطا مشاهده

ها در سطح مقطع، روشی جهت انتقال بودن کرنشخطی

روابط  که ازهای طولی حاصل از فشارهای شعاعی کرنش

به محور اصلی تیر  بودند،الاستسیته غیرخطی بدست آمده

-های محاسبهبا کرنش هاکاسرات ارائه شد. با ادغام این کرنش

، روش کاسراتحل معادلات دیفرانسیل مربوط به شده از 

  درصد کاهش یافت. 48/13خطای حاصل به میزان 
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