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  چكيده
طع اثر شكل سطح مق يسهبه مقا ياندك يقاتحول استوانه با سطوح مقاطع گوناگون، تحق يانجر يالگو يرامونگسترده پ يقاتبا وجود تحق

دنباله  يانجر يپژوهش به مطالعه اثر شكل سطح مقطع استوانه بر الگو دراين. انددنباله پرداخته هايگردابه يلتشك ياستوانه بر چگونگ
با پنج شكل سطح مقطع مختلف توسعه  ييحول استوانه ها يانحل جر يروش مرز مستغرق برا يكحاضر  يق. در تحقاستپرداخته شده 

بصورت  يرواعمال ن هايروش يمقاله، در زمره  ينمرز مستغرق بكار گرفته شده در ا روشستفاده قرار گرفته است. داده شده و مورد ا
 ين. در اكنندياستفاده م يابيو برون يابيدرون ينددر فرا يوستهبصورت پ يرواعمال ن هاياست كه از توابع بكار رفته در روش يممستق

- يم ينرا تضم يمرز يطشرا ياستفاده شده است كه ارضا ايبه گونه لاگرانژيدر نقاط  يروترم ن يبرا يمرتبه اول زمان يبپژوهش از تقر
- ينشان م يقتحق ينا يجشده اند. نتا يسهچند حالت مختلف مقا يموجود در مراجع برا يجبا نتا يحل عدد يجنتا ي،اعتبار سنج ي. براكند

. يابد يشافزا يادرگ ممكن است كاهش  يبسطح مقطع، ضر لبسته به شك ينولدزعدد ر يشمورد مطالعه با افزا يها ينولدزدهد كه در ر
قرار  يررا تحت تاث يانجر يشكل سطح مقطع به شدت الگو يگر. از طرف ديابد يم يشهمواره افزا يوجود عدد استروهال بطور كل ينبا ا
جداشدن آنها از سطح جسم از جمله  حوهگردابه ها و ن ينشكل ا گردابه ها، يدفركانس تول يش،جدا يهدر وسعت ناح ييرتغ يجاددهد. ا يم
  باشد. يم يانجر يشكل سطح مقطع بر الگو يراتتاث

  .برآ و پسا يبضرا ؛گردابه دنباله يولمن؛يبتقر ؛عدد استروهال ؛روش مرز مستغرق:كلمات كليدي
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Abstract 

There are different numerical and experimental studies on the flow patterns around cylinders with various 
cross sections. However, there are only very few papers in which the effects of the cross sectional shape on 
the flow patterns around different cylinders are considered. This paper, therefore, provides a comparative 
study of the flow past cylinders with different cross sectional shapes using an immersed boundary method. 
The immersed boundary method used in this paper is a modified version of a direct forcing method in which 
the same functions employed in the continuous forcing methods are also used in interpolation and 
extrapolation processes. A specific approximation has also been used to determine the force at Lagrangian 
nodal points. All the simulations performed in this study are at Reynolds numbers 50, 100 and 150 and the 
results include vortex shedding and streamline diagrams as well as diagrams which show the variations of 
the lift and drag coefficients and Strouhal number. Computational results are satisfactory as compared to 
similar results reported in the literature. 

Keywords: Immersed boundary method; Strouhal number; vortex shedding; lift and drag coefficients. 
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  مقدمه -1
جريان حول اسـتوانه بـا سـطح مقطـع دايـروي جـزء مسـائل        

شـود. عـلاوه بـر ايـن جريـان      كلاسيك مهندسي محسوب مي
مثلـث و مربـع نيـز بـه علـت       سطوح مقـاطع حول استوانه با 

به خصوص در حوزه هاي مهندسي كاربردهاي فراوان صنعتي 
در مراجـع گونـاگون مـورد     مكانيك، عمران و مهندسي دريـا 

هــاي حرارتــي، هــاي مبــدلي قــرار گرفتــه اســت. لولــهبررســ
هـاي دريـايي و   ور در آب، سـازه هـاي غوطـه  ها، لولـه دودكش
هـاي  تقسـيم كننـده  هـاي الكتريكـي،   ها، خنك كننـده اسكله
هـاي  جريان و همين طور مخلوط كننـده ، سنسورهاي جريان

ها با سـطوح مقـاطع   از كاربرد استوانه هاييجريان دوفاز، مثال
  شوند. لف در مهندسي محسوب ميمخت

موجب ايجاد  بطور كلي جريان حول انواع مختلف استوانه
هاي فيزيكي مهمي از قبيل جدايش لايه مرزي، ايجاد پديده
هاي مغشوش در سرعت هاي وون كارمن آرام و گردابهگردابه
از اين رو بررسي چنين گردد. هاي نسبتا پايين ميجريان
اي در ر ارزش كاربردي از اهميت ويژههايي علاوه بجريان

 ]3-1[مراجع  تعميق علم مكانيك سيالات نيز برخوردار است.
- به بررسي آزمايشگاهي جريان حول استوانه دايروي پرداخته

اي پيرامون جريان حول استوانه با سطح اند. اطلاعات گسترده
جمع آوري شده است.  ]4[ 1مقطع دايروي توسط ويليامسون

هاي گوناگون جريان حول استوانه دايروي را ن رژيمويليامسو
بصورت آزمايشگاهي بررسي نمود و نتايج دقيقي از رفتار 
 2جريان حول استوانه دايروي ارائه كرد. علاوه بر اين سامر

هاي وون كارمن در پشت استوانه را مكانيزم تشكيل گردابه
عه و همكاران به مطال 3كوسيومف.]5[مورد بررسي قرار داد 

رژيم جريان گذرا از آرام به مغشوش بر روي سطح استوانه 
. آنها در پژوهش هاي خود محل نقطه گذار از ]6[پرداختند 

آرام به مغشوش را در حالت هاي مختلف مورد ارزيابي قرار 
به مدلسازي جريان گذراي دو بعدي و همكاران  4آي .دادند

آنها از  .]7[ تنددر رينولدزهاي بالا حول استوانه دايروي پرداخ
براي مدلسازي جريان مغشوش استفاده  kروش

لاعات جديدي پيرامون الگوي جريان كردند. تحقيقات آنها اط
                                                       
1 Williamson 
2 Sumer 
3 Kusymov 
4 Ai 

براي كنترل بهتر جريان در  به واسطه افزايش عدد رينولدز
نيز از اولين افرادي بود كه با ] 8[ 5سيلوا اختيار گذاشت.

هاي مرز مستغرق جريان دو ي از روشاستفاده از نوع خاص
  بعدي حول استوانه را مطالعه نمود.

استوانه با سطح مقطع مثلث نيز موضوع بحث مراجع 
برآ و ب ضراي ]9[ 7و مسجور 6النسومختلفي بوده است.

حول استوانه با سطح مقطع مثلثي را بصورت تجربي پسا
عددي سازي به مدل ]10[ 9كوماردي و 8دالال.بررسي كرده اند

جريان حول استوانه با سطح مقطع مثلث متساوي الاضلاع در 
  . نداهرينولدزهاي پايين پرداخت

در كنار مطالعات فوق مراجع زيادي هم به بررسي جريان 
 10اند. سوهانكارحول استوانه با سطح مقطع مربع پرداخته

بصورت عددي و آزمايشگاهي جريان حول استوانه با  ]11[
هاي نسبتا پايين مورد بررسي ا در رينولدزسطح مقطع مربع ر

قرار داد.آنها نتيجه گرفتند كه در استوانه مربعي به ازاي 
گردابه هاي وون كارمن شروع به تشكيل  55تا  49رينولدز 

در يك پژوهش آزمايشگاهي تاثير  ]12[ 11مي شوند. دوتا
زاويه قرارگيري مربع نسبت به امتداد جريان را بر چگونگي 

هاي دنباله ارزيابي نموده است. مطالعات او گردابهتشكيل 
اطلاعات مهمي در مورد كنترل جريان حول استوانه مربعي 
در اختيار گذاشت. حل عددي جريان حول استوانه با سطح 
مقطع مربعي  به طور مجزا نيز مورد توجه قرار گرفته است 

. هدف عمده اين مطالعات درك بهتر فرآيند توليد ]13[
ه ها براي دست يابي به مكانيزمي براي كنترل جريان گرداب

  بوده است.
جريان ه براي مدلسازي هاي عددي بكار رفتعمده روش

ها از در آنكه ند اهايي بوده، روشحول استوانه هاي مختلف
شود. در اين ميان هندسه (مرز) استفاده مي شبكه منطبق بر

وان يك در يك دهه گذشته به عن 12هاي مرز مستغرقروش
يالات روش قابل اطمينان در حل مسائل گوناگون ديناميك س

ها اصلي اين روش. مزيت ندامحاسباتي به كار گرفته شده
                                                       
5 Silva 
6 Alonso 
7 Meseguer 
8 Dalal 
9 Kumar De 
10 Sohankar 
11 Dutta 
12 Immersed boundary method 
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، عدم نياز به ايجاد يك شبكه ي موجودهانسبت به ساير روش
هاي ست. اين مزيت سبب شده است كه روشا مرزمنطبق بر 

هاي هندسهاي براي مسائل با مرز مستغرق بصورت گسترده
هاي متحرك و مسائل اندركنش پيچيده، مسائل با هندسه

 هاي مرز مستغرقد. در روشنجامد، بكار گرفته شو - سيال
بدون در نظر گرفتن مرز جسم مستغرق بر  معادلات حاكمه
شوند و شرايط كارتزين يكنواخت گسسته ميروي يك شبكه 

وي نير از طريق اعمال تعداديمرزي بصورت غير مستقيم 
  . شوندميسازي مدل متمركز

هاي مرز هاي به كار رفته در روشبطور كلي ديدگاه
  بندي نمود.مستغرق را مي توان به سه دسته كلي تقسيم

، ]14[ارائه شده است  1در ديدگاه اول كه توسط پسكين
(نقاط نقاط مرزيهموار شده از  نيرو بوسيله يك تابع

زيع مي شود. سمت نقاط شبكه (نقاط اويلري) تو لاگرانژي) به
هاي الاستيك است ها در مسائل با مرزعمده كاربرد اين روش

اي مقاومت مصالح قابل هنيرو به وسيله روش كه در آنها
  . باشدمحاسبه مي

يك ترم سرعت ثابت به  در ديدگاه دوم نيرو در قالب
شود تا يل ماي در بعضي نقاط شبكه (نقاط اويلري) اعماگونه

سرعت روي مرز، كه به صورت يك شرط مرزي در نقاط 
باشد، تضمين شود.اساس اين مشخص مي لاگرانژي روي مرز

 .داد نسبت] 15[ 2يوسف - كارهاي موهدروش را مي توان به 
 16[3ر روش فرزيگرهايي نظيدر روش يوسف- ادامه كار موهد

بر پايه هايگوناگوني دنبال شد. روش ]17[4ميتال روش و] 
اعمال نيرو بصورت  ، كه مي توان آنرا روشديدگاهاين 

  ناميد، شكل گرفته است.  مستقيم
هاي شبكه بريده شده و در ديدگاه سوم بعضي سلول

هاي بريده شده نوشته معادلات حجم كنترل براي اين سلول
در اين دسته قرار دارد. اعمال  ]Cut cell ]18 مي شود. روش

  ها به نسبت پيچيده است.روش شرايط مرزي در اين
در اين مقاله با استفاده از يك روش مرز مستغرق اصلاح 

اعمال نيرو بصورت مستقيم ، به  هايروششده در خانواده 
هايي با سطوح اي جريان دوبعدي حول استوانهبررسي مقايسه

                                                       
1 Peskin 
2 Mohd-Yusof 
3 Ferziger 
4 Mittal 

مقاطع مختلف پرداخته شده و اثر تغيير سطح مقطع استوانه 
ابي قرار گرفته است. در اين مقاله مطالعه بر جريان مورد ارزي

به ازاي پنج شكل سطح مقطع مختلف و سه عدد رينولدز 
انجام شده و نمودارهاي ضرايب برآ و پسا و  150و  100،50

سنجي روش عددي عدد استروهال ارائه گرديده است. اعتبار
بوسيله مقايسه نتايج حاصل از اين روش با نتايج موجود در 

  انجام گرفته است.چند مرجع 
  
  معادلات حاكم -2

يك حول جريان غير قابل تراكممعادلات حاكم در مدلسازي 
  مي باشند: جسم غوطه ور در سيال لزج به صورت زير

)1(  fuPuu
t

u 



 2).(   

)2(  0.  u  
)3(  bonuu  

  

),( txu  و),( txP سرعت و فشار سيال و و 
مختصات  xمتغير هستند.ديناميكي چگالي و ضريب لزجت 

- زمان را نشان مي tنقاط شبكه كارتزيني (نقاط اويلري) و

با جسم مرز  دهد.
b 1. در رابطه (ص گرديده استمشخ ،(

f
  بيانگر نيرويي است كه بر نقاط اويلري شبكه محاسباتي

  شود.اعمال مي
  
 روش مرز مستغرق -3

  كليات  - 1- 3
Fبا الف1نيرو در فصل مشترك جامد و سيال، مطابق شكل 

جسم الاستيك  محاسبه اين نيرو چنانچه. شودنشان داده مي
شود ولي اگر جسم هاي مقاومت مصالح انجام ميباشد با روش

صلب باشد بايد بر اساس تمهيداتي كه در ادامه بيان خواهد 
شد عمل نمود. سپس اين نيروي متمركز در نقاط مرزي كه 
در حالت كلي منطبق بر نقاط شبكه نيست بايد بر روي نقاط 

بر روي نقاط شبكه  Fشبكه توزيع گردد. نيروي توزيع شده
دهيم. اين همان نيرويي است كهدر معادله نشان مي fرا با 

در اين  همانطور كه قبلا نيز اشاره شد) اعمال شده است. 1(
 روش دو نوع نقطه داريم.

دسته اول نقاط شبكه هستند كه نقاط اويلري خوانده 
شوند. دسته نشان داده مي xا با بردارشده و مختصات آنه
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جامد هستند - دوم نقاط قرار گرفته روي مرز مشترك سيال
 Xكه نقاط لاگرانژي ناميده شده و مختصات آنها با بردار 

را كه در  Fشود. هدف اين است كه نيروينشان داده مي
 xبر نقاط  fشود به صورت نيروياعمال مي Xنقاط 

  توزيع كنيم.
 

  
 (ب) (الف)

ب)]17[نمايش نقاط اويلري و نقاط لاگرانژي )الف -1شكل 
 ]8[نيرو در نقطه لاگرانژي 

  
لاسيك پسكين، اين كار بوسيله يك تابع در روش ك
گيرد. اين تابع متناسب با مقدار ، انجام ميdدلتاي هموار ،

و دوري و نزديكي نقطه اعمال اين نيرو از نقاط  Fنيروي 
)(شبكه اويلري، Xx 

،  نيرويي را بر روي نقاط شبكه توزيع
كند. پيشنهادات مختلفي پيرامون نحوه انتخاب اين تابع يم

  .]17[دلتاي هموار در مراجع ارائه شده است
از جمع اثرات تمام نيروهاي xبر نود fنيروي اعمالي 

- در اختيار مي dمتناسب با ضريب وزني كه تابع  Fاعمالي

  آيد:گذارد، بدست مي
)4(  




b

dstsXxdtsFtxf )),((),(),(
 

گردد كه يك اي انتخاب مي، در اينجا به گونهsمتغير
معين كننده يك نقطه  sمقدار مشخص براي كميت 
 ها باشد. نيرويي كه توزيع آنفيزيكي از مرز براي همه زمان

در معادله شود بدين صورت در نقاط شبكه محاسبه مي
در روش مرز مستغرق معادلات براي گردد. اعمال مي ممنتم

شوند. در كل ناحيه اعم از ناحيه سيال و جامد گسسته مي
اين صورت حل براي ناحيه جامد نيز انجام شده كه براي اين 

بارت شود. به عناحيه ماهيت فيزيكي نداشته و دور ريخته مي
ديگر نودهاي اويلري كل ناحيه اعم از جامد و سيال را در بر 
گرفته است و معادلات ناوير استوكس براي هر دوي اين 

شوند. پس از محاسبه سرعت در نقاط شبكه نواحي حل مي

(نقاط اويلري) سرعت در نقاط روي مرز (نقاط لاگرانژي) با 
 شود.استفاده از رابطه زير محاسبه مي

)5(    dxtsXxdtxutsXU )),((),()),((
  

)),((در اينجا  tsXU
  سرعت محاسبه شده در نقاط لاگرانژي

  است. 
 ممنتمدر ديدگاه اعمال نيرو به صورت مستقيم، معادله 

) بدون ترم منبع نيرو در سمت راست 1حاكم همان معادله (
 توان به فرم زير بازنويسي نمود. است. اين معادله را مي

)6(  
b

f

onUU

inUL







0)( 

),(در اين رابطه PuU   بوده وL  نيز اپراتور معادله ناوير
يك اپراتور پيوسته  L)، اپراتور 6. در رابطه (استوكس است

 در شود.جانشين مي L*است كه در فرم گسسته با اپراتور 
روش اعمال نيرو بصورت مستقيم، گسسته سازي معادلات در 

گيري يك يك شبكه كارتزين يكنواخت منجر به شكل
 شود. سيستم معادلات خطي به فرم زير مي

)7( 0]][[ * nUL 
هاي بدست آمده از اين معادلات، شرايط مرزي را سرعت
نودهاي  رعتيابد كه سحل اينگونه ادامه ميكنند. ارضا نمي

اي كه در هاي هندسي به گونهنزديك مرز به وسيله روش
استفاده از توابع وزني  با شود و يااستفاده مي ]15[مرجع 

از سرعت معلوم روي مرز  ]ghost cell ]16 مشابه روش
. نيرو در نقاط لاگرانژي از روي معادلات يابدتخصيص مي

بدست آمده هايي كه در نقاط نزديك مرز جريان و سرعت
هاي سرعتي كه است، محاسبه مي شوند. به عبارت ديگر ترم

در نقاط اويلري نزديك مرز از روي نقاط مرزي تخصيص 
كنند كه به سمت راست هاي معلومي ايجاد مييافته است ترم

يابد. اين امر منجر به شكل گيري دستگاه معادله انتقال مي
  معادلاتي به فرم زير مي شود. 

)8(  }{]][[ 1*

b

n fUL  
) با استفاده از معادله 8ترم نيرو در سمت راست معادله (

  ) محاسبه مي شود.9(
)9(  ]][[]][[}{ *** ULULf n

b
 

سرعت در نقاط اويلري در مرحله زماني  nUدر اين رابطه 
ط سرعت در نقاط نزديك مرز است كه از شراي U*قبل و

هاي يابد. در حقيقت اختلاف بين سرعتمرزي تخصيص مي
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محاسبه شده و تخصيص يافته از شرايط مرزي در نقاط 
نزديك مرز بصورت يك ترم نيرو در معادله نوير استوكس 

شود. اين امر سبب مي شود كه بعد از چند مرحله اعمال مي
زماني سرعت محاسبه شده از معادله نوير استوكس با سرعت 

يص يافته از شرايط مرزي روي مرز در نودهاي نزديك تخص
  مرز برابر گردد و شرايط مرزي ارضا شود. 

يك ويژگي جذاب روش اعمال نيرو به صورت مستقيم 
اين است كه اين روش برعكس روش اعمال نيرو به وسيله 
توابع پيوسته، مستقل از روش گسسته سازي معادلات بوده و 

توسط كاربر نياز به تعيين آنها باشد هايي كه نياز به پارامتر
وجود ندارد. قابل ذكر است كه در بكار گيري روش هاي 
اعمال نيرو به وسيله توابع پيوسته بر روي اجسام صلب، نياز 
به تعيين بعضي پارامترها در معادله محاسبه نيرو در نقاط 
لاگرانژي وجود دارد. كه مقدار اين پارامترها حل عددي را 

ر قرار مي دهد. در روش هاي اعمال نيرو به صورت تحت تاثي
مستقيم از آنجا كه نحوه محاسبه نيرو در نقاط لاگرانژي 

. ]20[متفاوت است، نياز به تعيين اين پارامتر ها وجود ندارد 
هاي اعمال نيرو علاوه بر اين پايداري حل عددي نيز در روش

سايل . توانايي حل م]17[ يابدبصورت مستقيم افزايش مي
جريان با رينولدز بالا، سرراست بودن و سادگي اعمال و 
كارايي بسيار خوب در حل مسايل جريان حول اجسام صلب 

هاي هاي قابل ذكر براي روشساكن و متحرك از جمله مزيت
 اعمال نيرو بصورت مستقيم مي باشند.

 
  تشريح روش بكار رفته در اين مقاله-3-2

 1توسط يولمناي ارائه شده هدر اين پژوهش از تركيب روش
براي ] 21[و همكارانش  2و روش ارائه شده توسط سو] 19[

هاي دست يابي به يك الگوريتم قابل اطمينان در دسته روش
قابل ذكر  اعمال نيرو بصورت مستقيم استفاده شده است.

راي در روش ارائه شده توسط سو و همكاران باست كه 
ز يك دستگاه معادلات محاسبه نيرو در نقاط لاگرانژي ا

. ضعف اين روش آن است كه با ]19[ استفاده مي شود
افزايش تعداد نقاط روي مرز اين دستگاه معادلات نزديك به 

خواهد شد. در اين مقاله پيشنهاد شده است كه بجاي  3منفرد
                                                       
1 Ulmann 
2 Shen-Wei Su 
3 Near singular 

استفاده از اين دستگاه معادلات از روشي كه توسط يولمن 
لاگرانژي ارائه شده است، براي محاسبه نيرو در نقاط  ]21[

استفاده گردد. در اين صورت هم از مزيت سادگي الگوريتم 
سو و همكاران استفاده شده است و هم ضعف اين روش نيز 

حل گر استفاده شده دراين پژوهش يك مرتفع شده است. 
و معين  4ارائه شده توسط كيم Fractional stepگر حل

روش تفاضل محدود و  باشد و معادلات حاكم بوسيلهمي]22[
در روش  بر روي شبكه جابجا گسسته سازي و حل شده اند.

- خطي جابجايي روش آدامزهاي غيرحل پيشنهادي براي ترم
هاي خطي باشفورت مرتبه دوم بصورت صريح و براي ترم

شود. در اينجا نيكلسون استفاده مي- كرانك روشلزجت از 
آن به صورت  بخشي از ترم لزجت بصورت صريح و بخشي از

گردد. همچنين از تفاضل محدود ضمني وارد معادلات مي
هاي مشتق استفاده شده است. مركزي براي جداسازي ترم

توان شوند را ميام حل مي nمعادلاتي كه در مرحله زماني
  بصورت زير نوشت.
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~)(در اين معادلات  xu
  يك سرعت مياني است كه از

باشد. شرط نظر كلي داراي مفهوم فيزيكي معيني نمي
)، 16پيوستگي به وسيله حل معادله پوآسون فشار، معادله (

) به 17- 11شود. در يك مرحله زماني معادلات (مي ارضا
گردند. براي حل دستگاه معادلاتي كه از ترتيب حل مي

-Biشود، از روش ) حاصل مي16و  11معادلات (

CGSTAB توجه به اين نكته حائز ]23[استفاده شده است .

                                                       
4 Kim 
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شود وجود شرط مرزي نيومن فشار سبب مياهميت است كه 
- كه ماتريس ضرايبي كه در معادله پوآسون فشار حاصل مي

گرهاي گردد. در اين صورت حل 1شود، نزديك به تكين
معمول حل دستگاه معادلات قادر به حل چنين سيستمي از 

 Bi-CGSTABمعادلات نخواهند بود و بكار گيري روش 
) 5) در حقيقت همان رابطه (12اجتناب ناپذير است. رابطه (
ها از نقاط اويلري به سمت نقاط است كه براي انتقال سرعت

در اين رابطه شود. لاگرانژي روي بدنه استفاده مي
hd  يك

معرفي شده  ]20[تابع دلتاي هموار شده است كه در مرجع 
  ) مي باشد.18است و شكل آن به صورت رابطه (

 
)18(  
  











































hr

hrh
h

r

h

r

h

r

h

hr
h

r

h

r

h

r

h

rd h

20

242725(
8

1

44123(
8

1

)(

2

2 

براي محاسبه نيرو در ]19[اي است كه در) رابطه13رابطه (
)(نقاط لاگرانژي بيان شده است. سرعت l

d XU
  در اين

رابطه سرعتي است كه از شرط مرزي ديريشله در اين نقطه 
  يابد.لاگرانژي تخصيص مي
  د.توان در مراحل زير خلاصه نموالگوريتم حل را مي

  سرعت در نقاط ميدان حدس زده مي شود (حدس اوليه). -1
~)() بصورت ضمني براي محاسبه سرعت 11معادله ( -2 xu

 
شـود  شود. سرعتي كه از اين رابطه حاصل مـي بكار گرفته مي

  كند.يك سرعت مياني است و شرط مرزي را ارضا نمي
)(سرعت هاي  -3

~
lXU
  نقاط لاگرانژي از روي سرعتدر-

~)(هاي نقاط اويلري،  xu
) محاسبه 12، با استفاده از رابطه (

  شوند. مي
) بدسـت  13نيرو در نقاط لاگرانژي با اسـتفاده از رابطـه (   -4

)(آيد. در اين رابطه مي l
d XU

    سرعتي است كـه از رابطـه
  شود. گرانژي حاصل ميشرط مرزي ديريشله در نقاط لا

) براي توزيع نيرو از نقاط لاگرانـژي بـه سـمت    14رابطه ( -5
،]19[شود. در اين رابطـه مطـابق   نقاط اويلري بكار گرفته مي

hdsV l  شود كهتعريف ميds     فاصـله هـر دو نقطـه
  باشد. زه شبكه محاسباتي مينيز اندا hلاگرانژي بوده و 

                                                       
1 Near singular 

u*سرعت مياني -6
 ) محاسبه مـي 15با استفاده از رابطه (-

  شود. 
) براي محاسبه فشار به كار رفته و مشـتمل بـر   16رابطه ( -7

  حل  معادله پوآسون است. 
) با اسـتفاده از فشـار محاسـبه شـده در رابطـه      17رابطه ( -8
1nu) سرعت 16(

 آورد.را بدست مي  
الگوريتم براي مرحله زمـاني بعـدي از مرحلـه دوم تكـرار      -9

  شود. مي
 24[بر اساس پيشنهاد مرجع  براي ارضاي دقيق تر ]

ام دو  8هاي مشابه، مراحل سوم تا شرايط مرزي در الگوريتم
. به عبارت ديگر از گرددتا سه بار در هر گام زماني تكرار مي

در هر گام زماني استفاده شود. در اين  2ند باره نيرواعمال چ
الگوريتم نيز براي دست يابي به نتايج دقيق تر اين پيشنهاد 

 پياده شده است.

اين الگوريتم در مقايسه با روش ارائه شده در مرجع 
كند. دليل اين امر آن است كه در سر راست تر عمل مي ]21[

از يك دستگاه معادلات  مرحله چهارم الگوريتم بجاي استفاده
كه همواره در معرض خطر نزديك به منفرد بودن قرار دارد، از 

براي محاسبه نيرو در نقاط  ]19[تقريبي كه در مرجع 
شود. در حقيقت نوآوري لاگرانژي ارائه شده است استفاده مي

  اين روش آن است كه تركيبي از دو روش بيان شده در 
ه در عين سادگي نتايج قابل ارائه نموده است ك ]21و  19[

  كند.اعتمادي را ارائه مي
  
بحثي پيرامون تقريب يولمن و نيروي اعمـال شـده    -4

  در اين روش
) محاسـبه شـده و   13در تقريب يولمن نيـرو بوسـيله رابطـه (   

 گـردد. ) به سمت نقاط اويلـري توزيـع مـي   14بوسيله رابطه (
)(نيروي واحد اندازه گيري n

lXF
) نيوتن بـر  13در رابطه  (

نقطـه   يـك  متر مكعب است. به عبارت ديگـر نيرويـي كـه در   
شود در حالت سـه  ) محاسبه مي13لاگرانژي به وسيله رابطه (

بعدي بر يك حجم و در حالت دو بعدي بر يك سـطح ( يـك   
شود. اين مهم بايد در د طول در عمق صفحه است) وارد ميبع

xf)(اي كه بعـد نيـروي    ) لحاظ شود به گونه14رابطه (


 

                                                       
2 Multi-direct forcing 
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شود نيوتن باشد. در ) حاصل مي14نقاط اويلريكه از رابطه (در
اين صورت 

lV  3بايد داراي بعدL   در مسئله سـه بعـدي و
2L  ر باشد. بـه عبـارتي در اينجـا نيـرو د    در مسئله دو بعدي

شود كـه  بر روي يك سطح دو بعدي اعمال مي نقطه لاگرانژي
اسـت. بـر اسـاس تقريـب      2Lاين سطح دوبعدي داراي بعـد  

hdsVlاين عبارت به صورت  ]19[يولمن  تعريف مي-

شود. در اين صورت چنانچـه فرضـا نيـاز باشـد يـك اسـتوانه       
دايروي مدل شود، 

bl NrhV 2  خواهد آمـد  بدست
كه 

bN   چگـونگي   باشـد. تعداد نقاط لاگرانژي روي مـرز مـي
) 2نگرش به هر نقطـه لاگرانـژي در روش يـولمن در شـكل (    

  نشان داده شده است. 
  

  
  ]19[ نگرش به هر نقطه لاگرانژي در تقريب يولمن - 2شكل 

  

  هندسه جسم  ميدان حل و  -5
  اين مقاله جريان حول استوانه در ميدان حلي مطابق در

و براي پنج سطح مقطع مختلف حل شده است. عدد  3شكل 
)، بر اساس بيشترين بعد طولي جسم كه 18رينولدز، رابطه (

ها گيرد تعريف و جرياندر راستاي عمود بر جريان قرار مي
اند. در اينجا حل شده 150و  100، 50براي سه عدد رينولدز 

چگالي سيال 
31

m
kg  و سرعت

s
mU 1  در

mDنظر گرفته شده و  2.0 اعداد رينولدز باشد. مي
  د.نآيبدست مي تغيير در مقدار از طريق مختلف 

)18(  


UD
Re 

ل مشخص است براي سطح مقطع دايروي همانگونه كه از شك
)، )، قطر دايره، براي سطح مقطع مربعي درحالت اول ((

طول ضلع مربع، براي سطح مقطع مربعي در حالت دوم (
 )، قطر مربع و براي مثلث متساوي الاضلاع در هر دو حالت، 

) ، ضلع مثلث به عنوان بعد طول در تعريف عدد ) و ((
  رينولدز در نظر گرفته شده اند.

  

  
هندسه هاي اشكال مورد بررسي و اندازه ميدان  -3شكل 

  جريان
  

  چگونگي محاسبه ضرايب برآ، پسا و عدد استروهال - 6
قـاط  برآ و پسا با استفاده از نيروهايي كه در ن محاسبه ضرايب

گيـرد. دو رابطـه زيـر بـراي     اند صـورت مـي  شبكه توزيع شده
  روند:محاسبه اين ضرايب به كار مي

)19( 
hU

F
C D

D 2

2
1 

  

)20( 
hU

F
C L

L 2

2
1 

  

در اين روابط 
DF  و

LF      با اسـتفاده از روابـط زيـر محاسـبه
  شوند.مي
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
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-براي محاسبه عدد استروهال از رابطه زير استفاده مي

  شود.
)22( 

U

hf
St q  

در اين رابطه
qf هاي وون كارمن اسـت.  فركانس توليد گردابه

بـه   ها به راحتـي بـا توجـه   محاسبه فركانس توليد اين گردابه
هـاي ضـرايب بـرآ و پسـا در حالـت پايـدار       دوره تناوب نمودار

امكان پذير است. در اين مقاله از دوره تنـاوب نمـودار ضـريب    
بــرآ بــراي محاســبه فركــانس توليــد گردابــه اســتفاده شــده  
است.محاسبه عدد اسـتروهال بـا اسـتفاده از فركـانس حالـت      

) 4در شـكل(  باشد.پايدار نمودار ضريب پسا نيز قابل انجام مي
تغيير دامنه و فركانس توليد گردابه با افـزايش عـدد رينولـدز    

) نشـان داده شـده اسـت. همـان     براي سطح مقطع مربع (
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گونه كه از شكل مشخص است با افزايش عدد رينولدز در اين 
حالت علاوه بر افـزايش فركـانس ضـريب بـرآ دامنـه آن نيـز       

نمـودار هـا بـراي پـس از      5و  4شكل در دو  يابد.افزايش مي
رسيدن به حالت پايدار رسم شده است. قابل ذكر است كه در 
ــداري،    ــه پاي ــابي ب ــه دليــل عــدم دســت ي ثانيــه هــاي اول ب
اعوجاجاتي در اين نمودار ها مشاهده مي شود ولي اين نمودار 

  ها در حالت پايدار در زمان هاي بالاتر شكل ثابتي دارند. 
  

  
تغيير دامنه و فركانس توليد گردابه به واسطه  - 4شكل 

  افزايش عدد رينولدز
  

تغيير دامنه و فركانس توليد گردابه دنباله به واسطه 
)، تغيير در سطح مقطع استوانه براي سه شكل دايره (

) 5در شكل ( 100لدز ) براي رينو) و مثلث (مربع (
  نشان داده شده است.

  

  
تغيير دامنه و فركانس توليد گردابه به واسطه تغيير  -5شكل 

  شكل سطح مقطع
  
  بررسي روش عددي بكار رفته در اين پژوهش - 7
  بررسي استقلال از شبكه - 1- 7

براي دست يابي به حل مستقل از شبكه مسئله جريان حـول  
بـه وسـيله پـنج شـبكه      100لدز استوانه دايروي در عدد رينو

100100مختلــــف ( ) ،(300300 ) ،(500500  ،(  
)700700 ) 10001000) و   ــرايب ــده و ض ــل ش ) ح

با  6پساي حاصل شده از اين چهار شبكه مطابق نمودار شكل 
يـن مقايسـه حـل انجـام شـده در      براي اهم مقايسه شده اند. 

حل معيار در نظر گرفته شده اسـت. ضـريب درگ    ]4[مرجع 
، مقـدار  100در اين مرجع براي استوانه دايـروي در رينولـدز   

4.1DC    محاسبه شده است. با توجه به اين معيـار، خطـا
 ) تعريف مي شود. 23به صورت رابطه (

)23( 100



D

DD

C

CC
Error  

  

 
  بررسي اثر اندازه شبكه بر نتايج حل عددي - 6شكل 

 
 اعتبار سنجي حل عددي  - 2- 7

) براي اعتبار سنجي نتايج،  جريان حول استوانه دايـروي ( 
براي چهار عدد رينولدز مختلف حـل شـده و ضـرايب پسـاي     

و  ] 22[ ،]8 [عحاصل از حل عددي با نتايج موجـود در مراج ـ 
  ارائه شده اند.  1جدول و در مقايسه  ]4[
  

نتايج مقايسه ضريب پسا در مسئله جريان حول  -1جدول 
  ) براي چهار عدد رينولدز مختلفاستوانه دايروي (

عدد
  رينولدز

مطالعه 
 حاضر

  مرجع
]25[  

مرجع 
]4[  

  مرجع
]22 [  

  مرجع
] 8[  

1038/2 88/2  --  --  -- 
202/14 -- 2/2 2/2 2/04 
401/522 -- 1/54 1/63 1/54 
1001/408 1/4 1/4 1/4 1/39 
1501/385 1/38 1/37 1/39 1/37 
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اي بين نتايج حاصل شده از اين روش براي اينكه مقايسه
عددي و ساير مراجع انجام شود، براي مسئله جريان حول 

) 1استوانه دايروي در رينولدز ارائه شده در جدول (
) محاسبه و در 23خطا را بارابطه اي نظير رابطه (درصدمقادير

  ) ارائه نموده ايم.2جدول (
  

درصد خطاي براي ضريب پسا محاسبه شده در  - 2جدول 
  اين پژوهش در مقايسه با ساير مراجع موجود

عدد 
  رينولدز

خطا در 
مقايسه با 

 ]25[مرجع

خطا در 
مقايسه با 

 ]4[مرجع 

خطا در 
مقايسه با 

  ]22 [مرجع

خطا در مقايسه با 
  ]8 [مرجع 

10  74/1    -- 
20   --  73/2 73/2 4/9 
40   --  17/1 63/6 17/1 
100  57/0  57/0 57/0 29/1 
150  36/0  09/1 36/0 09/1 

  
عوامل مختلفي در ايجاد خطاي حل عددي تاثير دارند. 
ارضاي شرايط مرزي بصورت غير دقيق با استفاده از منابع 

تفاده از توابع هموار براي انتقال اين نيروها، نيروي متمركز، اس
استفاده از تقريب هاي مرتبه دوم مكاني و مرتبه اول زماني، 
تبديل انتگرال ها به صورت مجموعات گسسته و همين طور 

ترين حل هاي غير فيزيكي در داخل جسم صلب از جمله مهم
  منابع خطا در اين روش عددي محسوب مي شوند.

براي جريان حول استوانه با سطح مقطع علاوه بر اين 
) نتايج حاصل از حل عددي براي مثلث متساوي الاضلاع (

يسه مقا ]10[جع با نتايج مر 150و  100، 50سه رينولدز 
  ) ارائه شده است. 3شده و در جدول (

)  ئله جريان حول استوانه با سطح مقطع مربعي (مس
حل شده و نتايج شامل ضرايب پسا و عدد استروهال در نيز 

  مقايسه شده اند. ]11[) با نتايج موجود در مرجع 4جدول (
  

نتايج مقايسه ضريب پسا و عدد استروهال در  - 3جدول 
)  براي سه عدد مسئله جريان حول استوانه مثلثي (
  رينولدز مختلف

  ]10[ مرجع  مطالعه حاضر  عدد رينولدز

St  DC St DC 
50 0/135 1/5440/1461/525
100  0/183 1/7280/1911/755
150 0/196 1/9180/2021/875

نتايج مقايسه ضريب درگ و عدد استروهال در  - 4جدول 
)  براي سه عدد نه مربعي (مسئله جريان حول استوا

  رينولدز مختلف
  .]11[مرجع   مطالعه حاضر  عدد رينولدز

St  DC  St  DC  
50 0/116 1/657 0/105  1/625 
100 0/136 1/475 0/131  1/464 
150 0/145 1/425 0/142 1/413 

 
با توجه به جداول فوق مي توان نتيجه گرفت كه نتايج 
حل عددي در اين مطالعه قابل اعتماد بوده و از دقت كافي 

  برخوردار مي باشند.
  
  نتايج -8

در اين بخش نتايج حل عـددي بصـورت ضـريب پسـا و عـدد      
براي سـه عـدد رينولـدز مختلـف      6و  5استروهال در جداول 

  ند. ارائه شده ا
  

نتايج مقايسه ضريب درگ در مسئله جريان حول  - 5جدول 
استوانه با سطوح مقاطع مختلف، براي سه عدد رينولدز 

  گوناگون
عدد 
            رينولدز

50 1/643  1/724  1/544  1/657  1/608  
100 1/552  1/842  1/728  1/475  1/408  
150 1/924  2/24  1/918  1/425  1/385  

  
نتايج مقايسه عدد استروهال در مسئله جريان  - 6جدول 

حول استوانه با سطوح مقاطع مختلف، براي سه عدد رينولدز 
  گوناگون

عدد 
            رينولدز

50 0/144  0/119  0/146  0/116  0/147  
100 0/171  0/141  0/191  0/136  0/166  
150 0/192  0/153  0/202  0/145  0/185  

  

كانتورهاي ورتسيته و خطوط جريان براي ارزيابي بهتر 
اثر تغيير شكل سطح مقطع استوانه در اعداد رينولدز مختلف 

ائه شده است. همان گونه كه از ار 16- 7هاي در شكل
ها با افزايش كانتورهاي ورتسيته مشخص است در همه حالت
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هاي دنباله افزايش عدد رينولدز جريان، شدت توليد گردابه
گيري بر يافته است ولي شكل اين سطوح مقاطع اثر چشم

ها دارد. خطوط جريان نيز به روشني شدت توليد اين گردابه
دز و شكل سطح مقطع استوانه است. همان تابعي از عدد رينول

گونه كه از شكل خطوط جريان قابل مشاهده است، با افزايش 
عدد رينولدز علاوه بر افزايش دامنه نوسان جريان سيال، 
فركانس نوسانات جريان نيز افزايش يافته است. اثر لزجت نيز 

اي كه در خطوط جريان به خوبي قابل مشاهده است به گونه
ر كاهش تدريجي دامنه نوسان در پايين دست، علاوه ب

ن از سيلندر كاهش يافته فركانس اين نوسانات نيز با دور شد
  است.

سطح اجسام اثر قابل توجهي بر الگوي گردابه دنباله دارد. 
در حقيقت سطح اجسام شكل لايه مرزي را تعيين كرده و 
چگونگي جدايش اين لايه مرزي از سطح جسم، الگوي گردابه 

ا و خطوط جريان را تحت تاثير قرار مي دهد. الگوي ايجاد ه
) و استوانه مربعي حالت دوم گردابه ها در استوانه دايروي (

) تقريبا مشابه است. دليل اين امر آن است كه شكل (
جدايش لايه مرزي در هر دو شكل تقريبا مشابه مي باشد. در 

) وجود سطح صاف در بالا و ربعي حالت اول (استوانه م
پايين شكل سبب مي شود كه لايه مرزي به سطح جسم 
چسبيده باقي بماند. چسبيده بودن لايه مرزي به سطوح بالا و 
پايين ايجاد گردابه هاي وون كارمن را تحت تاثير قرار داده و 

ر اين شكل باعث مي شود كه فركانس توليد گردابه ها د
) به كمتر از ساير اشكال باشد. استوانه مثلثي حالت اول (

سبب ايجاد ناحيه جدايش نسبتا بزرگ، سبب مي شود كه 
فركانس توليد گردابه ها به صورت چشمگيري افزايش يابد. به 

  ها كاملا نظم پيشين ايجاد گردابه 150اي كه در رينولدز گونه

  

  

  

  
كانتور هاي ورتسيته حول استوانه دايروي در - 7شكل 

  150، ج)100، ب)50رينولدز هاي الف)
خطوط جريان حول استوانه دايروي در رينولدز هاي -8شكل

 150ج)، 100، ب)50الف)
   

  

  

  
كانتور هاي ورتسيته حول استوانه مثلثي، حالت اول، - 9شكل 

150، ج)100، ب)50هاي الف)در رينولدز
حالت اول، در خطوط جريان حول استوانه مثلثي، -10شكل

 150، ج)100، ب)50هاي الف)رينولدز
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كانتور هاي ورتسيته حول استوانه مربعي، حالت اول، -11شكل 

 150، ج)100، ب)50هاي الف)در رينولدز
خطوط جريان حول استوانه مربعي، حالت اول، در -12شكل

  150، ج)100، ب)50هاي الف)رينولدز
   

   

   

   
تكانتور هاي ورتسيته حول استوانه مثلثي، حال - 13شكل 

 150، ج)100، ب)50هاي الف)دوم، در رينولدز
خطوط جريان حول استوانه مثلثي، حالت دوم، در -14شكل

  150، ج)100، ب)50هاي الف)رينولدز
   

  

  

  
كانتور هاي ورتسيته حول استوانه مربعي، حالت - 15شكل 

 150، ج)100، ب)50هاي الف)دوم، در رينولدز
خطوط جريان حول استوانه مربعي، حالت دوم، در -16شكل

  150، ج)100، ب)50هاي الف)رينولدز
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) در به هم خورده است. براي استوانه مثلثي حال دوم (
ها مشابه استوانه مربعي شكل ايجاد گردابه تقريبا 50رينولدز 

) است ولي با افزايش عدد رينولدز رفتار آنها تا حالت اول (
 حدودي متفاوت مي شود.

 
  بحث و نتيجه گيري -9

در اين مقاله يك روش مرز مستغرق اصلاح شده  بر پايه 
و سو  ]19[يولمن هاي انجام شده توسط پژوهش

اعتبار  7هاد و با توجه به نتايج ارائه شده در بخش پيشن]21[
سنجي شده است. در اين الگوريتم بجاي حل يك دستگاه 
معادلات براي دست يابي به مقادير نيرو در نقاط لاگرانژي از 

استفاده شده است. قابل ذكر است ] 19[تقريب ارائه شده در 
روي  كه در روش سو، به ازاي افزايش تعداد نقاط لاگرانژي

مرز، دستگاه معادلاتي كه براي محاسبه نيرو در نقاط 
گردد. نزديك به شود، نزديك به منفرد ميلاگرانژي ايجاد مي

منفرد شدن دستگاه معادلات در روش سو، حل عددي را به 
شدت تحت تاثير قرار داده و منجر به عدم همگرايي خواهد 

اين شد. در اين پژوهش پيشنهاد شده است كه بجاي حل 
دستگاه معادلات از روش پيشنهادي يولمن استفاده گردد. در 
اين صورت نياز به حل يك دستگاه معادلات براي محاسبه 

شود. با اعمال چند باره نيرو نيرو در نقاط لاگرانژي حذف مي
در هر گام زماني در اين روش، شرايط مرزي با دقت قابل 

اين روش با وجود سادگي نسبي از  قبولي ارضا خواهد شد.
هاي روش هاي مرز مستغرق  برخوردار است. اين تمام قابليت

روش براي مطالعه اثر تغيير سطح مقطع استوانه بر جريان 
  بعدي بكار گرفته شده است. حول آن در حالت دو

سازي عددي بر گونه كه از نتايج حاصل از شبيههمان
آيد، با افزايش عدد رينولدز جريان، ضريب درگ براي مي

) روند ) و مربعي در حالت اول (سطح مقطع دايروي (
در كاهشي دارد ولي با اين وجود براي سطح مقطع مثلثي، 

كند. براي )، روند افزايشي پيدا مي) و دوم (حالت اول (
  سطح مقطع مربعي در حالت دوم 

) با افزايش عدد رينولدز روند كاهشي و افزايشي با (
(افتد. در واقع در سطح مقطع مربعي حالت دوم هم اتفاق مي

، رفتار جريان بسيار مشابه رفتار جريان 50) در رينولدز 
حول استوانه با سطح مقطع دايروي است ولي با افزايش 

رفتار جريان مشابه جريان حول  150رينولدز جريان به 

) است. در رينولدز استوانه با سطح مقطع مثلث حالت اول (
) بين دو حالت دوم ( رفتار جريان حول مقطع مربعي 100

باشد. ) مي) و مثلثي حالت اول (سطح مقطع دايروي (
) روند كاهش ضريب درگ در مقطع مربع حالت اول (

باشد. ولي ) ميمشابه روند كاهش در مقطع دايروي (
نه كه انتظار مي رود عدد استروهال در مقطع مربع همان گو

) كمترين مقدار را در هر سه رينولدز دارد. حالت اول (
هاي بالا و پايين اين شكل سبب شده است كه وجود ديواره

دست جريان به راحتي ايجاد گردابه هاي وون كارمن در پايين
استروهال را به خود  انجام نگيرد و از اين رو كمترين عدد

هاي ترين بخش نيروي پسا در رينولدزتخصيص دهد. مهم
مطالعه شده در اين پژوهش مربوط به پساي فشاري است. به 
عبارت ديگر با بزرگتر شدن گردابه پشت جسم، مقدار نيروي 

) مقدار 17يابد. مطابق شكل (پساي فشاري افزايش مي
ت و دليل اين امر را ضريب پسا به شدت به هندسه وابسته اس

توان به اثر هندسه بر نحوه جدايش لايه مرزي و اندازه نيز مي
 گردابه دنباله نسبت داد.

 

  
  ضريب پسا براي پنچ سطح مقطع مختلف مقايسه-17كلش
 

استروهال نيز به شدت به هندسه سطح مقطع جسم  عدد
رد مطالعه عدد وابسته است. هر چند براي تمام اشكال مو

استروهال با افزايش عدد رينولدز افزايش يافته است، ولي 
شدت توليد گردابه كه رابطه مستقيم با عدد استروهال دارد 

) از همه بيشتر است. بنابراين در مقطع مثلثي حالت اول (
در ميان اين پنج سطح مقطع مختلف، سطح مقطع مثلثي 

) 18شود. در شكل (ه گردابه محسوب ميبهترين توليد كنند
مقايسه عدد استروهال براي سطوح مقاطع مختلف با افزايش 

 عدد رينولدز انجام شده است.
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