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منظور  ينشده است. بد يبررس يكالاست ينةزم يو بر رو يكگرافن با فرض خواص ارتوتروپ يليصفحات مستط يمقاله رفتار خمش يندر ا

در نظر گرفتن  ياول صفحات بدست آمده و برا ةمرتب يبرش يكوچك و بر اساس تئور هايشكل ييربا فرض تغ ييجابجا-معادلات كرنش
 ييجابجا ييرهايدر آنها اعمال شده است. سپس معادلات تعادل بدست آمده، برحسب متغ ينگنار يوضعيرمكوچك، روابط غ ياساثر مق
و حل  يازمربعات گسسته س يفرانسيلد يتفاضلات محدود و روش عدد يتوسط دو روش عدد ي،بعد ساز يشده و بعد از ب يسيبازنو
و تعداد نقاط  يكالاست ينةعرض، ضخامت صفحه، مقدار بار، خواص زم بهكوچك، نسبت طول  ياسمق ياثر پارامترها يزن پايان در. اندشده

دهند ينشان م يجشده است. نتا يبررس يندلينو م يرشهفك يرموضعيدو مدل صفحات غ يزو نسبت خ يشينهب يزخ يبر رو يدر مش بند
 يرموضعياستفاده از مدل صفحات غ يناست؛ همچن ربرخوردا ييبالا يتنانو صفحات از اهم يلدر تحل يرموضعيگرفتن اثر غكه در نظر 
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Abstract 
In this paper bending behavior of rectangular graphene nanoplate with orthotropic properties and resting on 
elastic foundation is investigated. The nanoplate equilibrium equations are derived in terms of the 
generalized displacements based on first-order shear deformation theory (FSDT) using the nonlocal 
differential constitutive relations of Eringen and the small deflection assumption. Then the normalized 
equilibrium equations based on displacement field are discretized and solved using two numerical methods 
of finite difference and differential quadrature. Finally, the effect of small scale parameter, length to wide 
ratio, plate thickness, load value, elastic foundation properties and number of mesh points on the maximum 
deflection value and deflection ratio are investigated based on nonlocal Kirchhoff and Mindlin plate theories. 
Results show that considering the nonlocal effect has high importance in nanoplates analysis; also using the 
nonlocal Mindlin plate model in comparison with nonlocal Kirchhoff plate model leads to more precision of 
results especially for moderately thick plates. 
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  مقدمه -1
مكانيكي، هاي منحصر به فرد مواد نانو، چه از لحاظ ويژگي

الكتريكي يا شيميايي باعث رشد سريع اين علم شد. صفحات 
ها هستند، از كنار هم قرار ء دسته نانو لايه گرافن كه جز

هاي كربن در يك صفحه و در يك شبكه كريستالي گرفتن اتم
وجهي  6اين ساختار  آيند.وجهي به وجود مي 6با ساختاري 

كربن با بارهاي درون - كربنشود تا زاوية پيوندهاي باعث مي
اي در راستاهاي مختلف متفاوت بوده و لذا خواص غير صفحه

]. اين صفحات تك لايه در 2و 1ايزوتروپيك داشته باشند [
هاي گرافن موارد و كاربردهاي بسياري نسبت به چند لايه

برتري دارند ولي در مواردي كه هدف افزايش استحكام 
  هاي گرافن استفاده كرد.يهتوان از چند لاخمشي باشد مي

هاي متعددي براي توليد صفحات تك لايه و چند روش
لاية گرافن وجود دارد كه هر كدام مزايايي دارد. از آن جمله 

اي نمودن هاي رسوب بخار شيميايي، ورقهتوان به روشمي
اي نمودن يك حجم گرافيتي به صورت مكانيكي، ورقه

هش مشتقات گرافن مثل هاي حرارتي، كاگرافيت با روش
هاي كافور روي زير لاية نيكل، اكسيد گرافن، تفكيك مولكول

تبخير قوس الكتريكي گرافيت در حضور مخلوط هليوم و 
هاي گرافن روي صفحات عايق و هيدروژن، رشد همبافتة فيلم

  ].7- 3ها نام برد [ديگر روش
ر توان به كاربرد آنها داز موارد استفادة صفحات گرافن مي

هاي االكتريكي و به ها، نانو سنسورها، باطريانواع نانو محرك
هاي نانوـ ميكرو طور كلي قطعات به كار رفته در سيستم

هاي نيروي اتمي و نيزاستفادة الكترومكانيك، ميكروسكوپ
  ].11- 8ها اشاره كرد [آنها در افزايش استحكام كامپوزيت

و به  به منظور بررسي خواص مكانيكي صفحات گرافن
هاي طور كلي بررسي مواد در مقياس كوچك، تئوري محيط

پيوسته داراي يك نقص بزرگ است و آن اينكه در اين 
ها و نيروهاي اتمي توان از فضاي خالي بين اتممقياس، نمي

بين ذرات در مقابل ابعاد و فيزيك اصلي مساله چشم پوشي 
ز آن شد. اهاي ديگري بايد به كارگيري ميكرد. لذا روش

توان به مشاهدات آزمايشگاهي و روش ديناميك جمله مي
بر، و  ها، بسيار پرهزينه، زمانمولكولي اشاره كرد. اما اين روش

هاي باشند. در سالهاي كم در ساختار ميمحدود به تعداد اتم

اخير، به منظور بررسي اثر مقياس كوچك، تئوري الاستيك 
به كار گيري شده  ايبه طور گسترده 1غيرموضعي ارينگن

است كه نتايج قابل قبول و نزديكي با روش ديناميك 
  ].15- 12مولكولي داشته است [
هاي مختلف صفحات گرافن رفتارهاي از ميان ويژگي

مكانيكي آنها مثل ارتعاشات، خمش، كمانش و پس كمانش، 
  اند.بيشتر مورد بررسي قرار گرفته

به عنوان يك  گرافن را  ]، ورقه16بهفر و نقد آبادي [
-در نظر گرفته و فركانس 2صفحه نازك و پيوسته ارتوتروپيك

هاي طبيعي آنرا حساب كردند. همچنين در كاري ديگر، بهفر 
هاي تحليلي به بررسي و ] با استفاده از روش17و همكاران [

محاسبه مدول خمشي ورقه گرافن دو لايه پرداختند. 
ورقه تك لاية  ] به بررسي خواص الاستيك18پور [سخايي

هاي تحليلي توانست مدول يانگ، گرافن پرداخت. او با روش
هاي مدول برشي و نسبت پواسون را براي انواع آرايش اتم

 كربن در اين صفحات بدست آورد. 

]، اثر مقياس كوچك را براي 19[ 3پرادهان و فاديكار
ارتعاشات صفحات دو لاية گرافن كه در زمينه پليمري قرار 

اند با اعمال روابط غيرموضعي بر تئوري كلاسيك گرفته
صفحات، بررسي كردند. آنها نشان دادند كه اثر مقياس 

 كوچك كاملاً علمي بوده و بايد در نظر گرفته شود. 

] خمش و ارتعاشات آزاد را براي 20آقا بابائي و ردي [
صفحات نانو با استفاده از تئوري برشي مرتبة سوم و اثر 

سي كرده و نتايج را براي صفحة ايزوتروپيك غيرموضعي برر
مستطيلي با شرايط مرزي ساده به طور تحليلي بدست 

]، خمش غيرخطي را براي 21[ 4آوردند. در كار ديگري، ردي
ها با استفاده از روابط تيرها و همچنين براي صفحات نانو لوله

ارتوتروپيك با استفاده از تئوري كلاسيك و تئوري مرتبة اول 
  ي و با در نظر گرفتن اثر غيرموضعي بدست آورد. برش

]، از تئوري غيرموضعي براي 22انصاري و همكاران [
بررسي ارتعاشات صفحات چند لاية گرافن كه در محيط 

اند استفاده كرده و معادلات را با روش پليمري قرار گرفته
] 23المان محدود حل كردند. انصاري و همكارانش [

                                                       
1 Nonlocal Theory Of Eringen 
2 Orthotropic 
3 Pradhan and Phadikar 
4 Reddy 
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ت تك لاية گرافن را بررسي كردند و ارتعاشات آزاد صفحا
معادلات حاكم را بر اساس مدل غيرموضعي كيرشهف و براي 
صفحات مستطيلي استخراج كرده و با استفاده از روش 

]، 24و همكارانش [ 1شن ديفرانسل مربعات حل كردند.
ارتعاشات غيرخطي تك لاية گرافن قرار گرفته در محيط 

ارتوتروپيك و با شرايط حرارتي را براي صفحات مستطيلي 
] در كاري ديگر، به 25مرزي ساده بررسي كردند. شن [

بررسي و تحليل غيرخطي نوارهاي نازك قرار گرفته بر روي 
الاستيك و در محيط حرارتي، با مدل غيرموضعي   پايه

]، كمانش ورقة تك 26صفحات پرداخت. سماعي و همكاران [
ك قرار گرفته است، با لاية گرافن را كه بر روي زمينة الاستي

 تئوري غيرموضعي صفحات ميندلين تحليل كردند.

] به بررسي ارتعاشات آزاد 27پوراسماعيلي و همكاران [
نانو صفحات مستطيلي دو لاية قرار گرفته در محيط پليمري 

] خمش نانو صفحات ايزوتروپيك 28پرداختند. وانگ و لي [
ناوير بررسي كردند. قرار گرفته در زمينه الاستيك را با روش 

نتايج نشان دادند كه تعداد جملات به كار رفته در سري 
فوريه، نسبت ابعاد صفحه و خواص زمينة الاستيك تأثير 

]، 29زيادي بر رفتارهاي خمشي دارند. فرج پور و همكارانش [
كمانش صفحات تك لاية گرافن را تحت انواع بارهاي خطي 

ي و با روش اي توسط تئوري غيرموضعدرون صفحه
ديفرانسيل مربعات بررسي كردند. آنها براي اعتبار سنجي 

هاي تواني نيز حل كرده و نتايج، معادلات را با روش سري
نشان دادند كه نتايج بدست آمده از دو روش به يكديگر 

 نزديكند. 

در اين مقاله براي اولين بار، خمش صفحة مستطيلي 
روي زمينة الاستيك  گرافن با فرض خواص ارتوتروپيك كه بر

قرار گرفته است، با اعمال روابط الاستيسيته غيرموضعي 
برتئوري برشي مرتبة اول و توسط روش ديفرانسيل مربعات 
تحليل شده است. شرايط مرزي در هر چهار لبه از نوع ساده و 
غير متحرك و بار عرضي به صورت يكنواخت در نظر گرفته 

، نتايج در شرايط مختلف با اند. به منظور تائيد روش حلشده
تر با ديگر نتايج روش تفاضلات محدود و نيز در حالت ساده

نتايج در دسترس مقايسه شده است. در پايان هم اثر 
پارامترهاي مقياس كوچك، نسبت طول به عرض، ضخامت 
                                                       
1 Shen   

صفحه، مقدار بار، خواص زمينة الاستيك و تعداد نقاط در 
و نسبت خيز دو مدل ه  بندي بر روي حداكثر خيز بيشينمش

  صفحات غيرموضعي كيرشهف و ميندلين بررسي شده است.
 
 فرمول بندي مساله  - 2

، يك نانو 1براي مدل سازي صفحة گرافن، مطابق شكل 
و   Ly، عرض Lxصفحه مستطيلي ارتوتروپيك كه داراي طول 

است را بر روي زمينة الاستيك دو پارامتري در  hضخامت 
نظر بگيريد. موقعيت دستگاه مختصات كارتزين بدين نحو 
است كه مركز آن در گوشة سمت چپ و پايين در لاية مياني 

در راستاي عرض و  yصفحه قرار گرفته است. محور مختصات 
  اند.در راستاي طول قرار گرفته xمحور 

  

 

 
  مستطيلي گرافن بر روي زمينة پليمريصفحة -1شكل

  
هاي پيوسته كلاسيك كه تنش در برخلاف حالت محيط

يك نقطه تابعي از كرنش در همان نقطه است، براساس 
تئوري غيرموضعي ارينگن، تنش در يك نقطه تابعي از كرنش 
در تمام نقاط بدنه است. معادلات تشكيل دهنده به شكل زير 

  ].14و 2اند [آماده شده
σ , f u   )1(  

)2(  σ x α x	, x′	 	τ x′ dV x′   



 
 
  

  56          رضا طلبو  گلمكاني  3/ شماره 3/ دوره 1392ها/ سال ها و شارهمكانيك سازه
  

 

  ijتنش غيرموضعي،  تانسور ijدر روابط فوق 
نيروي حجمي،  fچگالي جرمي،  موضعي،  تنشتانسور
(x,x)  تابع خطاي كرنل وV  حجم ورودي در نظر گرفته

اند. تابع خطاي كرنل تابعي است كه اثر كرنش را در شده
كند. با توصيف مي xبراي تنش داده شده در محل  xمحل 

) آمده است، حل مسائل 2توجه به فرم انتگرالي كه در رابطة (
بدين ترتيب دشوار خواهد بود. لذا از شكل ديفرانسيلي آن 

  ]. 14و 12كنيم [استفاده مي

)3(  σ 1 μ σ C: ε  

μ e a ,   
تنش موضعي،  σتنش غيرموضعي،  σدر روابط فوق، 

C   ماتريس سفتي وε   ماتريس كرنش هستند. همچنينe0 
ثابت مخصوص براي هر ماده است كه از شبيه سازي 

شاخص طول داخلي  aآيد. ديناميك مولكولي به دست مي
- هاي كربنها مثل طول پيوند اتماست و از فاصله بين اتم

يك ضريب مقياس است  e0aآيد. ها بدست ميكربن در گرافن
هاي مكانيكي مشخص كه اثر مقياس كوچك را براي شاخصه

كرنش براي نانوصفحة - كند. بنابراين معادلات تنشمي
  آيد:ارتوتروپيك به شكل زير بدست مي

)4(  
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)5(  
Q , Q 		

Q 	 	 , Q G 												

C G , C G , k 		

  

 Gضريب پواسون و  مدول يانگ،  Eدر معادلات فوق، 
در بالاي ماتريس  nlمدول برشي هستند. مقصود از علامت 

باشند. توجه ها، غيرموضعي ميتنش ها نيز اين است كهتنش
تقريباً صفر است و در تحليل تنش  εو  σشود كه، مقدار 

شوند. روابط جابجايي بر اساس اي وارد محاسبات نميصفحه
  باشند:تئوري برشي مرتبة اول بصورت ذيل مي

)6(  
u x , y , z, t u x, y, t zφ x, y, t
v x , y , z, t v x, y, t zφ x, y, t
w x , y , z, t w x, y, t 																				

  

هاي جابجايي در لاية مولفه u0 ,v0 ,w0 در اين روابط 
هستند.  yو  xهاي پيچش در راستاي زاويه φو  φمياني و 

هاي روابط كرنش جابجايي با صرف نظر از اثر تغيير شكل
  بزرگ به شكل زير خواهند بود:

)7(  ε 	   

  آيد: ) به دست مي7) در روابط (6با قرار دادن روابط (

)8(  

ε
ε
γ
γ
γ

z
φ

z
φ

z
φ φ

φ

φ 	

  

 ها عبارتند از:هاي تنش بر حسب تنشروابط منتجه

)9(  

N 	, N 	, N σ 	, σ 	, σ dz			

Q 	, Q σ 	, σ dz																					

M 	, M 	,M σ 	, σ 	, σ 	 z dz

  

هاي تنش تنش موضعي باشد، منتجه σدر رابطة فوق اگر 
هاي تنش غيرموضعي باشد، منتجه σنيز موضعي بوده و اگر 

 نيز غيرموضعي خواهند بود.

هاي ) رابطة بين منتجه9) و (8)، (4باتوجه به روابط (
 آيد:با جابجايي به شكل زير بدست ميتنش غيرموضعي 
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0

0
0
0
D
D
0
0
0

0
0
0
0
0
D
0
0

0
0
0
0
0
0
H
0

0
0
0
0
0
0
0
H

 

)10( 

																					

φ

φ
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  عبارتند از: A , D , Hآن ضرايب  كه در
A , D 1, z Q dz h	, Q 					 , , ,   

)11( H k C h , H k C h  
  معادلات تعادل پس از يك سري ساده سازي عبارتند از: 

)12(  f ρ   
)13(  f ρ   
)14(  f q N , , ρ   
)15(  Q I   
)16(  Q I

φ   
  كه در آن داريم:

)17( ρ ρdz ρh , I ρz dz
ρ 	

		  

)18( N , , N N

N N   
از آنجايي كه صفحة گرافني بر روي زمينة الاستيك قرار 
گرفته، لذا اثر بر همكنش صفحه با اين زمينه را نيز بايد به بار 

  ]:28و 19داريم [ qeffاضافه كرد. بنابراين براي  qخارجي 
)19(  q q k w K   

مدول  kpمدول ويلنكر زمينه پليمري، و  kwدر معادلة بالا، 
 برشي زمينه پليمري هستند.

با توجه به اينكه محاسبات در حالت استاتيكي و تغيير 
  هاي كوچك انجام شده است، لذا داريم: شكل

)20(  N , , ≅ 0 , 0

به  Lچنانچه نيروهاي داخلي برابر صفر بوده و اپراتور 
  شكل زير تعريف شود:

)21(  L 1 μ , f f f 0  
معادلات تعادل در حالت استاتيكي و براي لاية مياني 

  صفحه، به شكل زير خواهد بود:

)22(  H φ H φ

L N , , L q 0  

)23(  D D D

H φ 0  

)24(  D D D

H φ 0  

Lهمانطور كه قبلا اشاره شد در روابط بالا از  N , , 
باشد، صرف نظر شده بزرگ مي هايشكلكه همان اثر تغيير 

شود. ) مقدار آن برابر صفر مي22است و لذا در معادلة (
  معادلات حاكم بعد از بي بعد سازي عبارتند از:

λ λ β λ 	η	γ 	γ

λ 	η	γ 	γ β γ w η	γ

2	β 	β 	 η η	β Q  

)25( 

λ λ β λ β 12

λ  φ 12 λ                                     )26(  

λ λ λ β λ β 12

λ  φ 12 λ β                                 )27(  

  در اين معادلات ضرائب ثابت بكار رفته عبارتند از:
w 		 , x 		 , y 																							

	α 		 , β 		,			η 																

∆ 1   			,				A
∆
																	

λ
 	

		 , λ
	

		 , λ
	

∆

λ k 	 ∆			, λ k 	 ∆													

γ 		 , γ 				,			Q 												

)28 (           

لبه  4شرايط مرزي از نوع تكيه گاه سادة ثابت براي هر 
  در نظر گرفته شده است؛ لذا داريم: 

x 0, L :			w u v φ M 0	

φ M 0 → 0,φ 0															
           )29(  

y 0, L ∶ 		w u	 v φ M 0

φ 	M 0 → 0, φ 0																         )30(  

  

  روش حل  - 3
لازم به ذكر است، در برخي از مراجعي كه از تئوري 
غيرموضعي براي بررسي رفتارهاي خمشي صفحات مستطيلي 

اند. ناوير حل شدهاند، معادلات با روش گرافن استفاده كرده
در اين رابطه دو موضوع قابل بررسي است. اولاً اين كه كارايي 
روش ناوير در حل اين معادلات تائيد نشده است و بدون 
مطالعة مناسب در اين زمينه، كارايي اين روش از محيط 
موضعي به محيط غيرموضعي تعميم داده شده است. اين در 
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] كه معادلات خمش 28و  20حالي است كه بررسي مراجع [
را براساس مدل صفحات غيرموضعي ميندلين و با روش ناوير 

دهد كه روش حل ناوير صرفاً يك حل اند، نشان ميحل كرده
  دهد كه نتايج خوبي ندارد.بسته و غير دقيق را ارائه مي

در واقع اين روش حل به دو دليل براي بررسي خمش 
نشده است)، چندان  نانوصفحات (براي ديگر رفتارها بررسي

مناسب نيست. اولاً اين كه برخلاف حل موضعي، در حل 
- غيرموضعي صفحات، تعداد جملات بسيار بيشتري در بسط

هاي مثلثاتي ناوير لازم است تا حل همگرا شود. دوماً اين كه 
تواند تقريب مناسبي براي مشتقات بار (كه در نمي اين روش

اند) فراهم كند. صل شدهاثر بكارگيري روابط غيرموضعي حا
بطوري كه براي بار عرضي يكنواخت در كل صفحه، مقدار اين 
مشتقات و در نتيجه اثر غيرموضعي بر بار  بايد صفر شود ولي 
طبق حل ناوير اين مقدار غير صفر خواهد بود كه منجرب 

  شود. نتايج نامناسب مي
  

  روش عددي ديفرانسيل مربعات - 1- 3
نخستين بار توسط بلمن و  1تروش ديفرانسيل مربعا

هاي ] ارائه شد. اين روش، در دامنه31و 30همكارانش [
هاي كم و حجم محاسبات پايين قادر به منظم با تعداد گره

]. 32هاي عددي با دقت بسيار زياد است[يافتن جواب
سادگي، محاسبات كم حجم، توانايي حل انواع مسائل و دقت 

  در اين مقاله بوده است.  بالاي اين روش، علت انتخاب آن
روش ديفرانسيل مربعات بر پاية اين اصل رياضي استوار 

توان به صورت مجموع است كه مشتقات يك تابع را مي
بندي كه در مقادير آن تابع از تمام نقاط موجود در شبكه مش

اند، تخمين زد. در واقع ضرائب وزني مناسب ضرب شده
-ديگري تقريب زده مي معادلات اصلي در كل مش با توابع

شوند، و از آنجايي كه اين توابع، كل نقاط موجود در شبكه را 
- هاي مناسبي ميكنند، با تعداد نقاط كم هم جوابدرگير مي

  دهند. 
اي براي تخمين تابع در اين مقاله از توابع چند جمله

براي اعمال شرايط مرزي  2اصلي و از روش جايگزيني مستقيم
توان اين دستگاه معادلة . بدين ترتيب مياستفاده شده است

                                                       
1 Differential Quadrature Method 
2 Direct Substitution 

ديفرانسيلي را به يك دستگاه معادلة جبري خطي تبديل 
  هاي مختلفي آنرا حل كرد.كرده و با روش

مشتقات مرتبة اول براي يك صفحه مستطيلي با تابع 
Fفرضي  x, y 32آيند [به شكل زير به دست مي :[  

)31(  x 	, y ∑ a F x 	, y 			, i 1,2, … , N

)32(  x 	, y ∑ a F x 	, y 				, j 1,2, … ,M 
N  وM ها در راستاي بترتيب تعداد گرهx  وy باشند.مي 

)33(  
a 	

	
								 															for	i j		

a ∑ a, 							 															i	, j 1, 2, … , N

  

)34(  a 	
	

								 														for	i j				

a ∑ a, 							 														i	, j 1, 2, … ,M
 

)35(  R x ∏ x, x

P y ∏ y, y
  
عمل ضرب است. ضرائب  در اين روابط منظور ازنماد 

a   هستند. yو  xنيز بترتيب ضرائب وزني در راستاي  a	و
  براي مشتقات مراتب بالاتر نيز داريم: 

)36(  ,
∑ c F x , y   

)37(  ,
∑ c F x , y   

)38(  ,
∑ ∑ c 	c 	F x , y   

  آيند:به اين ترتيب به دست مي Cو  Cكه ضرائب وزني 
)39( c 	 a 		,					c 	 a   

)40( C n	 a c 	
	
	 		for	i j

C ∑ c, 	 										i	, j 1	, 2, …… , N
   

)41( C m a c
	
	 	for	i j

C ∑ c, 	 				i	, j 1	, 2, …… ,M
  

و  xبه ترتيب ضرائب وزني در راستاي  cو  cدر روابط بالا 
y  هستند. بنابراين معادلات تعادل براي نقطةx , y  به

  شكل زيرخواهد بود:

)42( 

λ ∑ c φ x , y 		 λ β

∑ c φ x , y λ 	η	γ 	γ

∑ c w x , y λ 	η	γ 	γ

β ∑ c w x , y γ w x , y

η	γ ∑ c w x , y 2β

∑ ∑ c 	c w x , y β

∑ c w x , y η η	β Q
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)43( 
∑ c φ x , y λ λ β

∑ ∑ c 	c 	φ x , y λ β

∑ c φ x , y 12 λ  φ

12 λ  ∑ c w x , y   

)44( 
λ ∑ c φ x , y λ λ β

∑ ∑ c 	c 	φ x , y λ β

∑ c φ x , y 12 λ  φ

12 λ β ∑ c w x , y   
) نيازي به گسسته سازي سمت راست 42در رابطة (

به عنوان يك  Qو نوع بار بي بعد  مقدارتساوي نداريم، چون 
توان مستقيماً از آن مشتق پارامتر خارجي معلوم است، لذا مي

  گرفت و در روابط قرار داد.
معادلة فوق نيز بدين شكل خواهند  3شرايط مرزي براي 

 بود:

)45(  
x 0,1: w φ ∑ c φ x , y 0

y 0,1: w φ ∑ c φ x , y 0
  

بهتر صفحة مستطيلي از رابطه زير كه  بنديبراي مش
است استفاده  1موسوم به توزيع بندي گوس، چبيشف، لباتو

  كنيم.مي

)46(  x 1 cos π i 1	, 2	, … , N

y 1 cos π j 1	, 2	, … ,M
  

بندي باعث پايداري بيشتر دستگاه در واقع اين نوع مش
 دهد.شود و سرعت همگرايي را افزايش ميمعادلات مي

  
  روش عددي تفاضلات محدود- 2- 3

هاي پر سابقه و قديمي يكي از روش 2روش تفاضلات محدود
شود. اين ديفرانسيل جزئي محسوب ميدر حل معادلات 

هاي مرتبة پايين بوده و براي بدست آوردن روش جزء روش
  هاي زياد در شبكه نياز دارد.دقت كافي به تعداد مش

روش تفاضلات محدود براي تقريب مشتقات توابع از 
- تفاضلات معادل آنها متناسب با بسط تيلورشان استفاده مي

هاي مرتبة بالاتر و يا ز تقريبتوان اكند. بدين منظور مي
تر استفاده كرد. بدين ترتيب كه از جملات بيشتر مرتبة پايين

                                                       
1 Gauss–Chebyshev–Lobatto 
2 Finite Difference Method 

شود. و يا كمتري در بسط تيلور در تقريب استفاده مي
توان از تفاضلات همچنين بسته به شرايط و نوع مساله مي

مركزي، پيشرو و يا پسرو استفاده كرد. بنابر آنچه گفته شد 
Fمختلف تابع فرضي مشتقات مراتب  x, y  بر اساس

  توانند به شكل زير گسسته سازي شوند:تفاضلات مركزي مي
)47( , , 	 	 ,

∆
  

)48( , , 	 	 ,

∆
  

)49( , , 	–	 , 	 	 ,

∆
  

)50( , , 	–	 , 	 	 ,

∆
  

)51( , , , , ,

∆ ∆
  

)52( , , , , , ,

∆

)53( , , , , , ,

∆
  

)54( 
,

	 , , , ,

∆ ∆

	 , , , , ,

∆ ∆
  

بدين ترتيب تمام مشتقات بكار رفته در معادلات 
توان جايگزين كرده و يك دستگاه نرمالسازي شده را مي

  معادلة جبري تشكيل داد.

)55( 

λ
φ 	 , 	 	φ 	 ,

∆
λ 	β	

φ 	 , 	 	φ 	 ,

∆
γ w ,

λ η	γ γ , 	–	 , 	 	 ,

∆

λ η	γ γ β , 	–	 , 	 	 ,

∆

η	γ , , , , ,

∆

2	β , , , ,

∆ ∆

	 , , , , ,

∆ ∆

β , , , , ,

∆

η η	β Q  

)56(  

φ 	 , 	–	 φ 	 , 	φ 	 ,

∆
λ λ

β
φ 	 , φ 	 , φ 	 , φ 	 ,

∆ ∆

λ β
φ 	 , 	–	 φ 	 , 	 	φ 	 ,

∆
12

λ  φ 	 , 12 λ  , 	 	 ,

∆
  

)57( 
λ

φ 	 , 	–	 φ 	 , 	 	φ 	 ,

∆
λ λ

β
φ 	 , φ 	 , φ 	 , φ 	 ,

∆ ∆

λ β
φ 	 , 	–	 φ 	 , 	φ 	 ,

∆
12

λ  φ 	 , 12 λ β , 	 	 ,

∆
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 نتايج و بحث  -4

در اين قسمت رفتار خمشي صفحة گرافن با در نظر گرفتن 
اثر مقياس كوچك مورد بررسي قرار گرفته است. لذا صفحه 

مرزي ساده مستطيلي گرافني با خواص ارتوتروپيك و شرايط 
به عنوان فيزيك مساله در نظر گرفته شده است. خواص اين 
صفحات بر اساس عواملي مثل كيفيت و درجه خلوص گرافن، 

ها در صفحه و ضخامت دماي محيط، ساختار و چيدمان اتم
در اين مقاله، مشخصات مساله  .تواند متفاوت باشدصفحه مي

  ]:19عبارتند از [
ν 0.3E 1588 Gpa					 E 1765 Gpa
ν 0.27l l 10.2	nm h 0.34 nm

e a 2nm k 1.13 pa.m  k 1.13
Gpa
nm

 
مقدار ضريب مقياس كوچك، هنوز به طور دقيق مشخص 
نشده است و اين مقدار را توسط ديناميك مولكولي تعيين 

دهد كه مقدار اين ضريب كمتر ها نشان ميكنند. بررسيمي
 2]. در اين مقاله نيز مقدار كلي آن 33نانومتر است [ 2از 

  نانومتر در نظر گرفته شده است. 
-خيز بيشينة بي بعد شده براي انواع مش 1در جدول 

هاي برشي مرتبة اول و كلاسيك با در بندي، براساس تئوري
هاي عددي نظر گرفتن اثر غيرموضعي، توسط روش

فرانسيل مربعات و تفاضلات محدود  بدست آمده است. دي
هاي هر دو روش همگرا شود جوابهمانطور كه مشاهده مي

- است و با ريز شدن شبكة مش بندي به يك مقدار ميل مي

كنند. از طرفي كنند. نتايج دو تئوري نيز يكديگر را تائيد مي
در حالي كه براي تئوري كلاسيك نتايج هر دو روش حل، در 

شود، در تئوري برشي مرتبة هاي كم به سرعت همگرا ميمش
اول كه از معادلات بيشتري برخوردار است، روش ديفرانسيل 
مربعات نيز به سرعت همگرا شده ولي روش تفاضلات محدود 

  هاي زيادي نياز داشته است.به تعداد مش
هاي آخر ستون دوم و در ارتباط با خالي بودن رديف

بايد توجه داشت كه ريز كردن بيش از اندازة ، 1چهارم جدول 
بندي باعث افزايش چشمگير محاسبات و حتي ناپايداري مش

شود. اين موضوع در روش هاي نادرست ميدستگاه و جواب
هاي عددي ديفرانسيل مربعات، بدليل پر بودن ماتريس

ضرائب و در تئوري برشي مرتبة اول به علت بيشتر بودن 
يد تر است و لذا انجام محاسبات در تعداد تعداد معادلات شد

  هاي زياد نيازمند سخت افزارهاي قويتري است. مش

هاي مختلف و بار خيز بيشينة بي بعد براي مش -1جدول 
  عرضي يكنواخت يك گيگا پاسكال

  
  تعداد

  هاگره

  تئوري برشي مرتبة اول  تئوري كلاسيك
ديفرانسيل 
  مربعات

تفاضلات 
  محدود

ديفرانسيل 
  مربعات

تفاضلات 
  محدود

6 

7  
9  
11  
15  
21  
41  
61  
81  
91 

0471/0 

0559/0  
0559/0  
0559/0  
0559/0  
0559/0  
0559/0  
0559/0  

.............  

.............  

0497/0  
0540/0  
0548/0  
0552/0  
0555/0  
0557/0  
0558/0  
0559/0  
0559/0  
0559/0  

0460/0  
0556/0  
0560/0  
0560/0  
0560/0  
0560/0  
0560/0  

.............  

.............  

.............  

0162/0  
0234/0  
0327/0  
0391/0  
0465/0  
0511/0  
0546/0  
0553/0  
0558/0  
0560/0  

 
نيز نتايج حاصل از دو روش را براساس تئوري  2جدول 

برشي مرتبة اول غيرموضعي، براي مقادير مختلف ضخامت و 
مقايسه كرده بار با توزيع يكنواخت و شرايط مرزي ساده 

در نظر  81ها براي روش تفاضلات محدود است. تعداد مش
ها گرفته شده است (در روش ديفرانسيل مربعات تعداد مش

ها فرد چندان مهم نبوده و فقط بايد دقت كرد كه تعداد مش
-باشد تا مركز صفحه را شامل شود). همانطور كه مشاهده مي

وش نزديك به شود در شرايط مختلف نيز نتايج هر دو ر
  كند.   يكديگر بوده و درستي حل معادلات را تضمين مي

  
هاي ديفرانسيل بعد روشمقايسة خيز بيشينة بي - 2جدول 

  مربعات و تفاضلات محدود براي مقادير مختلف بار و ضخامت
  بار عرضي
 يكنواخت 

(Gpa) 

  تفاضلات محدود  ديفرانسيل مربعات
h=0.34 
(nm) 

h=0.68 
(nm) 

h=0.34 
(nm)  

h=0.68 
(nm)  

01/0  
05/0  
10/0  
50/0  
00/1 

0006/0  
0028/0  
0056/0  
0280/0  
0560/0  

0004/0  
0019/0  
0037/0  
0186/0  
0373/0  

0006/0  
0028/0  
0056/0  
0279/0  
0558/0  

0004/0  
0018/0  
0037/0  
0183/0  
0366/0  

  
، خيز بيشينة بي بعد صفحة مستطيلي بر 3در جدول 

دو پارامتري، بر اساس تئوري برشي  الاستيكروي زمينة 
هاي كوچك بدست آمده است. مرتبة اول با فرض تغيير شكل
هاي حاضر با نتايج ديفرانسيل به منظور امكان مقايسة جواب

e]، مقدار ضريب مقياس كوچك 34مربعات مرجع [ a  برابر
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صفر تعيين شده است. نزديكي بسيار عالي نتايج به هم دليل 
بعد باشد. خواص و پارامترهاي بيحل مي بر درستي روند

  استفاده شده در اين مرجع در زير آمده است.
k 200 , ν 0.25 , e a 0    

)58(  
G , W∗ 10 ,			Q 		  

  
فحة مربعي بر روي زمينة براي ص ∗مقايسة خيز  - 3جدول 

  الاستيك
G 20 G 5 h

L
 

  نتايج حاضر ]34[ نتايج حاضر ]34[
567/1 567/1 264/2 264/2 005/0 

587/1 587/1 313/2 313/2 1/0 

641/1 641/1 449/2 449/2 2/0 

  
در ادامه اثر پارامترهاي مختلفي بر روي نتايج بررسي 

همان  Ratioمنظور از نسبت خيز  نمودارهاشده است. در اين 
نسبت خيز بيشينة بين تئوري برشي مرتبة اول و كلاسيك 
بوده (كه اثر غيرموضعي در روابط آنها وارد شده است) و 

  منظور از خيز بيشينه همان خيز بي بعد شدة بيشينه است.

)59(  
w , w   

Ratio   
بعد نسبت به بار بي ، تغييرات خيز بيشينه را2شكل 

شود (با توجه به اين . همانطور كه مشاهده ميدهدمينشان 
هاي كوچك انجام شده است)، كه محاسبات براي تغيير شكل

افزايش بار باعث افزايش خيز به طور يكنواخت و با شيب 
توان با بدست آوردن ثابت شده است. در نتيجه به راحتي مي

بعد در شيب را از ضرب بار بيشيب اين نمودار، مقدار خيز 
نمودار بدست آورد. اين موضوع در انجام محاسبات بعدي به 

تواند برخوردار دليل سادگي محاسبات از اهميت خاصي مي
- باشد. البته بايد توجه داشت كه به طور كلي در تغيير شكل

كارمن اثر هاي غيرخطي ونهاي بزرگ در نظر گرفتن كرنش
و بايد اعمال شود. شيب نمودار براي مهمي در نتايج دارد 

و براي مدل  5825/3مدل صفحات غيرموضعي ميندلين 
  بدست آمده است. 5770/3صفحات غيرموضعي كيرشهف 

بعد صفحه را الف و ب، اثر تغييرات ضخامت بي - 3شكل 
  به ترتيب بر خيز و نسبت خيز براي بار عرضي يكنواخت يك

  

 
  بعدبار بي –نمودار خيز بيشينة بي بعد  -2 شكل

  
الف  3دهد. همانطور كه در نمودار گيگا پاسكال نشان مي

شود، خيز بيشينه با افزايش نسبت ضخامت به مشاهده مي
يابد و بعد از اين تقريباً با شيب ثابتي كاهش مي 1/0طول تا 

شود و با شيب مقدار، اندازة شيب نمودار به تدريج كم مي
ب،  3كند. همچنين از نمودار كمي به سمت صفر ميل مي

توان فهميد، در حالي كه تغييرات بار تاثيري در نسبت مي
خيز بين دو تئوري نداشته است ولي با افزايش نسبت 

اي ضخامت به طول، مقدار نسبت خيز با به مقدار قابل توجه
 افزايش يافته است؛ به طوري كه شيب نمودار تا مقدار نسبت

افزايش يافته و بعد از آن تقريباً ثابت  15/0ضخامت به طول 
هاي مانده است. طبق اين نمودار نتايج دو تئوري براي نسبت

  نزديك به هم است. 1/0ضخامت به طول كمتر از 
الف و ب، تغييرات خيز بيشينه و نسبت خيز را  - 4شكل 

دهد. همانطور كه نسبت به پارامتر مقياس كوچك نشان مي
شود، خيز بيشينه با افزايش پارامتر الف ديده مي 4شكل  در

مقياس كوچك، كاهش يافته است. شيب اين كاهش تا مقدار 
نانومتر براي پارامتر مقياس كوچك نسبت به قبل آن  5/0

افزايش يافته و سپس تغيير چنداني نكرده است. اين خطي 
وان تب نيز مي 4نانومتر را را در نمودار  5/0شدن بعد از 

مشاهده كرد. با اين تفاوت كه در آنجا با افزايش پارامتر 
مقياس كوچك نسبت خيز بين دو تئوري افزايش يافته است 
و اين بدان معني است كه در حالت غيرموضعي اختلاف بين 
دو تئوري كلاسيك و برشي مرتبة اول بيشتر از حالت 

وجود  موضعي است. البته كاملاً واضح است كه اين تغييرات با
  رشد صعوديي كه داشته، اما ناچيز و قابل صرف نظر است.
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  (ب) (الف)

ضخامت ( نانومتر )، براي بارهاي مختلف ( -بعد  ب) تغييرات نسبت خيزضخامت بي-بعدالف) تغييرات خيز بي 3- شكل 
  پاسكال )

   

   
  (ب) (الف)

  گيگاپاسكال 1پارامتر مقياس كوچك ( نانومتر ) براي بار يكنواخت -بعدالف) نمودار خيز بيشينة بي - 4شكل 
  پارامتر مقياس كوچك ( نانومتر ) - ب) نمودار نسبت خيز 

  
توان اثر مدول برشي الف و ب، مي - 5از روي شكل 

خيز براي بار عرضي زمينة پليمري را بر خيز و نسبت 
الف  5يكنواخت با مقدار يك گيگا پاسكال بررسي كرد. شكل 

دهد كه با افزايش اين مدول برشي، خيز بيشينه با نشان مي
 0065/0شيب تقريباً ثابتي (اندازة شيب ميانگين نمودار 

ب،  5يابد. از طرفي در شكل بدست آمده است) كاهش مي
ي، منجربه افزايش نسبت شود كه افزايش مدول برشديده مي

شود. هر چند كه در اين نمودار خيز با شيب خيلي كم مي
شيب منحني خطي نبوده است، ولي به طور كلي شيب 

شود كه با افزايش منحني كم است؛ از طرفي مشاهده مي
ب، به  5مدول برشي زمينة پليمري، شيب منحني نمودار 

كرد كه توان فرض كند. بنابراين ميسمت صفر ميل مي
انتخاب تئوري حل، وابسته به مقدار پارامتر مدول برشي 

  باشد. زمينة پليمري نمي
الف و ب، اثر مدول وينكلر زمينة پليمري را به  6شكل 

ترتيب بر خيز و نسبت خيز براي بار عرضي يكنواخت يك 
الف  6همانطور كه در شكل   دهند.گيگا پاسكالي نشان مي

و اندازة شيب منحني با افزايش شود، مقدار خيز ديده مي
يابد. واضح مدول وينكلر به مقدار قابل توجهي كاهش مي

است كه اثر اين تغييرات در مقادير بالاتر مدول وينكلر كاهش 
كند. البته اين موضوع كاملاً يافته و به سمت صفر ميل مي

مورد انتظار بود، چرا كه با افزايش اين پارامتر، زمينة 
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مت يك جسم صلب ميل كرده و مانع تغيير الاستيك به س
ب نيز، هر چند مقدار نسبت  6شود. در شكل شكل صفحه مي

خيز و اندازة شيب منحني آن با افزايش مدول وينكلر كاهش 
اند، ولي اين اثر نيز مانند اثر مدول برشي زمينة يافته

توان انتخاب تئوري حل الاستيك قابل صرف نظر است و مي
  مقدار اين پارامتر انجام داد.را مستقل از 

الف اثر پارامتر نسبت عرضي (نسبت طول به  7شكل 
عرض) را براي بار عرضي يكنواخت يك گيگا پاسكالي بر روي 

- دهد. از آنجايي كه افزايش نسبت عرضي ميخيز بيشينه مي

تواند در اثر افزايش طول يا كاهش عرض ايجاد شود، بنابراين 
اند. طبق اين ا در نظر گرفته شدههر دو حالت در نموداره

رفت، اگر افزايش نسبت نمودار همان طور كه انتظار مي
يابد و عرضي در اثر افزايش طول ايجاد شود، خيز افزايش مي
يابد. اما اگر در اثر كاهش عرض رخ دهد خيز نيز كاهش مي

در هر دو حالت شيب نمودار به سمت صفر ميل كرده است و 
خيز نهايي صفحات بلند در مقابل صفحات اين يعني مقدار 

  مربعي، اثر پذيري كمتري نسبت به تغيير ابعاد صفحه دارند.

  
  

   
  (ب) (الف)

  مدول برشي زمينة پليمري - مدول برشي زمينة پليمري  ب) نسبت خيز -بعدالف) خيز بي -5شكل 
  

   
  (ب) (الف)

  مدول وينكلر زمينة پليمري - مدول وينكلر زمينة پليمري  ب) نسبت خيز -الف) خيز بيشينة بي بعد - 6شكل 
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  (ب) (الف)

  نسبت طول به عرض - نسبت طول به عرض  ب) نسبت خيز -الف) خيز بيشينة بي بعد-7شكل 
  

خيز براي بار  ب، اثر نسبت عرضي را بر نسبت 7شكل 
دهد. همانطور كه يكنواخت يك گيگا پاسكالي نشان مي

شود، اگر افزايش نسبت عرضي در اثر افزايش مشاهده مي
-طول رخ دهد، مقدار نسبت خيز و شيب منحني كاهش مي

يابد و اگر در اثر كاهش عرض رخ دهد، مقدار نسبت خيز و 
، هر گاه توان گفتيابد. در واقع ميشيب منحني افزايش مي

كه محيط صفحه افزايش يافته است، ضخامت صفحه در 
مقابل ديگر ابعاد بسيار كوچك بوده و صفحه نازك داريم. 

تر كلاسيك (با در نظر گرفتن توان از تئوري سادهبنابراين مي
اثر غيرموضعي) استفاده كرد. اما هر گاه كه محيط صفحه 

يم نزديك كاهش يافته است، صفحه به يك صفحة نسبتاً ضخ
شده است و لذا نياز به استفاده از تئوري مرتبة بالاتر بوده 

  است.
  

  نتيجه گيري - 5
در اين مقاله رفتار خمشي صفحة مستطيلي گرافن با فرض 
خواص ارتوتروپيك كه بر روي زمينة الاستيك قرار گرفته، 
تحت بار عرضي يكنواخت بررسي شده است. معادلات با 

ارينگن بر تئوري برشي مرتبة اول  اعمال روابط غيرموضعي
بدست آمده و توسط روش ديفرانسيل مربعات براي شرايط 

اند و اثر پارامترهاي مختلفي بر نتايج مرزي ساده حل شده
  بررسي گرديده است. 

باشد. اولاً اين مقالة حاضر به دو جهت داراي اهميت مي
با  كه در ديگر مقالاتي كه رفتار مكانيكي صفحات گرافن را

اند، روابط را مدل صفحات غيرموضعي ميندلين بررسي كرده

اند در با فرض خواص ايزوتروپيك بدست آورده و حل كرده
حالي كه خواص اين صفحات غير ايزوتروپيك است. دوماً اين 
كه در اين مقاله براي اولين بار خمش اين صفحات با روش 

ناسب و ديفرانسيل مربعات حل شده است كه منجرب نتايج م
  قابل اطميناني شده است. 

تواند به منظور مطالعة نتايج و محاسبات اين مقاله مي
رفتار خمشي صفحة گرافن بر روي زمينة الاستيك مورد 

هاي استفاده قرار گيرد. مقايسة خوبي كه بين مدل
غيرموضعي كيرشهف و ميندلين در اين مقاله صورت گرفته 

كند. برخي از مهمترين نتايج  تواند نتايج مفيدي فراهمنيز مي
  حاصل شده، به شرح زير است.

) افزايش بار عرضي يكنواخت ، اثر خطي (بر اساس حل 1
هاي خطي) بر مقدار خيز صفحه داشته است كه براي كرنش

بعد بر حسب بار خواص مورد بحث در اين مقاله شيب خيز بي
وان به تشده است. بنابراين مي 5825/3بعد برابر يكنواخت بي

بعد و بدون انجام تنهايي با ضرب اين مقدار در بار بي
  محاسبات پيچيده، مقدار خيز را بدست آورد.

) افزايش پارامتر مقياس كوچك، خيز را به شدت 2
دهد، بطوري كه هر چه اين پارامتر بزرگتر باشد، نه كاهش مي

شود بلكه اثر آن در كاهش خيز هم بيشتر تنها خيز كم مي
  شود. مي

) خيز صفحات بلند با نسبت عرضي بيشتر در مقايسه با 3
صفحات مربعي، از اثرپذيري كمتري در برابر تغيير ابعاد 

گيري ابعاد نانو صفحه برخوردار هستند. بنابراين در اندازه
تري استفاده كرد توان از ابزار سادهصفحات مستطيلي بلند مي
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محيطي كه باعث  هايو براي سادگي حل از برخي پارامتر
  شوند، صرف نظر كرد.تغيير ناچيز ابعاد مي

دهد كه نسبت ابعاد صفحه به هم، ) بررسي ها نشان مي4
باشند. بنابراين تنها عوامل اصلي در تفاوت بين دو تئوري مي

هر مقدار كه اندازة طول و عرض صفحه كم شود يا به 
مرتبة  هايضخامت آن افزوده شود، اهميت استفاده از تئوري

  شود.بالاتر بيشتر مي
) روش ديفرانسيل مربعات در مقايسه با روش ناوير و 5

هاي عددي، يك روش بسيار مناسب و قوي بسياري از روش
تري براي حل غيرموضعي معادلات است كه نتايج مناسب

  دهد.خمش بدست مي
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