
 

 

  194- 181صفحه / 4/ شماره 10/ دوره 1399سال / هاها و شارهمکانیک سازه

 

کا�یک سازه � و شاره � ی �
��

ی �و
ع��

  �ج�ه 
 
 

DOI: 10.22044/jsfm.2020.9641.3174 
 

 

 021-56733001-9تلفن: ل؛ * نویسنده مسئو

  am_2001h@yahoo.com آدرس پست الکترونیک:

با استفاده از نظریه ارتعاشات غیرخطی میکروتیر بر روي بستر وینکلر و تحت بار محوري 

 شده تنش کوپل اصلاح

  

  2میلاد میرزایی قلعهو  ،*1احمد مامندي
  گروه مهندسی مکانیک، واحد پرند، دانشگاه آزاد اسلامی، پرند، ایران ،دانشیار 1

  گروه مهندسی مکانیک، واحد پرند، دانشگاه آزاد اسلامی، پرند، ایران، کارشناس ارشد 2

  11/08/1399؛ تاریخ پذیرش: 13/05/1399؛ تاریخ بازنگري: 11/02/1399تاریخ دریافت:  ،مقاله مستقل

  چکیده

 قرار بررسی مورد ،نآفشاري در دو انتهاي  بار محوري تاثیر بستر وینکلر و تحت رويبر میکروتیر  ارتعاشات غیرخطی تحلیلدر این مقاله، 

بر رابطه هوك گرفتن  نظر در با ستاي عرضیادر ر اویلر برنولی تیرمیکرو حرکت بر حاکمبا مشتقات جزیی معادله دیفرانسیل . است  گرفته

جانبی با  اتحاکم بر ارتعاشدیفرانسیل معادله  .ستا  شده هامیلتون استخراج اصل از استفاده با نظریه تنش کوپل اصلاح شده اساس

 تحلیلی هی، جوابی غیرخطی گیري از روش حل بهره سپس با و  شدهبه یک معادله دیفرانسیل معمولی تبدیل  از روش گالرکین استفاده

 بستر سفتی میکروتیر، پارامتر هندسی مقیاس انداره ،شامل مختلف پارامترهاي تغییر اثر د.شو می استخراجمیکروتیر  براي پاسخ فرکانسی

مشاهده گردید که با افزایش نیروي  .اند گرفته قرار بررسی مورد ،خطی و غیرخطی طبیعی هاي فرکانس در فشاري محوري بار و وینکلر

این نسبت براي میکروتیر با شرط مرزي دوسر  مقداریابد و  غیرخطی به فرکانس خطی افزایش می عد فرکانسب محوري فشاري، نسبت بی

 .استبیشتر از شرط مرزي دوسرگیردار  ،مفصل

  .نظریه تنش کوپل اصلاح شده ؛ فشاري بار محوري ؛وینکلربستر  ؛میکروتیر ؛غیرخطیارتعاشات  :کلمات کلیدي
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Abstract 
In this paper, nonlinear vibration analysis of a microbeam on Winkler type of foundation and subjected to an 
axial compressive load on its both ends is investigated. The partial differential governing equation of motion 
in transverse direction for the Euler-Bernoulli microbeam considering the Hook’s law based on the couple 
stress theory and applying the Hamilton principle is derived. Using Galerkin method, the partial differential 
equation of vibration in lateral direction is converted to an ordinary differential equation and then is 
analytically solved using the He’s nonlinear method to obtain frequency response of the microbeam. Effect 
of changes of various parameters such as geometrical size scale of microbeam, stiffness of Winkler 
foundation and axial compressive load on the nonlinear and linear natural frequencies are all investigated. It 
is seen that by increasing the axial compressive load, the dimensionless ratio of nonlinear frequency to linear 
frequency increases and the value of this ratio for the pinned-pinned microbeam is greater than the one for a 
clamped-clamped microbeam. 

Keywords: Nonlinear Vibration; Microbeam; Winkler Foundation; Compressive Axial Load; Modified Couple 
Stress Theory. 
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  مقدمه -1

 هندسی ابعاد از یکی که را ییها سازهکاربردهاي مهندسی، در 

 تیر صورت به باشد، بزرگ بسیار دیگر بعد دو به نسبتها  آن

ها  سازه از بسیاري در اساسی اجزاي از یکی تیر .کنند یم مدل

 تیر عنوان به توان یم را پیچیده يها سازهاز  بسیاري .است

 خمش دچار جانبی و محوري بارهاي تحت تیرها د.کر مدل

 باعموماً  توان یم را کوچک دامنه با تیرها . ارتعاششوند یم

 اصل از استفاده با کرد. بررسی خطی معادلات از استفاده

 تر دهیچیپ يها حالت توان یم ،خطی يها ستمیس در برهم نهی

 این گرفت. نظر درتر  سادهي ها حالت از ترکیبی صورت به را

 براي کلی و قدرتمند ییها روش که شود یمسبب  موضوع

که  زمانی اما؛ باشد داشته وجود خطی يها ستمیس بررسی

 یا نباشد یا رفتار ماده خطی نبوده و کوچک ارتعاشات دامنه

 نتوان )میرایی مانند( سازه در موثر عوامل وجود سایر دلیل به

 از را خود اعتبار خطی يها مدل کرد، خطی مدل شکل به

در  یخطریغرفتار  باعث توانند یمعواملی که  .دهند یم دست

  دامنه با ارتعاشات ،پیوسته گردند شامل يها ستمیسو  ها سازه

باشند.  می هندسی و اینرسی مادي، یخطریغ عوامل و بزرگ

 کرنش و تنش بین رابطه که موادي در مادي یخطریغ اثرات

 کرد مدل هوك قانون از استفاده با و خطی صورت به توانن را

 و متمرکز يها جرم وجود از ناشی اینرسی یخطریغ اثرات و

. شود یم ظاهر سیستم انرژي جنبشی تابع در که گسترده یا

 یا و بزرگ يها شکلتغییر علت به هندسی یخطریغ اثرات

 دینآ یم وجود به سیستم اجزاي بین یخطریغ روابط هندسی

 بیان بجاییاج - کرنش بین یخطریغ رابطه توسط عموماً و

 پتانسیل انرژي تابع در هندسی یخطریغ اثرات .دنشو یم

 در یخطریغ عوامل وجود صورت در ند.شو یم ظاهر سیستم

 با نظریه که افتد یم اتفاق جدیدي فیزیکی رفتارهاي ،ها سازه

 جمله از نیست. توضیح و پیش بینی قابل خطی يها ستمیس

 فرکانس وابستگی به توان یم ،یخطریغ  ستمیس هاي ویژگی

فوق  و 2کیهارمونریز ارتعاشات ،1جهش دامنه، به ارتعاش

 یک يها ستمیس در هم ها دهیپد این کرد. اشاره 3هارمونیک

                                                        
1 Jump 
2 Subharmonic 
3 Superharmonic  

آزادي  یک درجه از بیش با يها ستمیس در هم و آزادي درجه

  دارند. وقوع امکان و پیوسته

 کلی دسته دو به توان یم را یخطریغ هندسی ارتعاشات

 ارتعاشات و 4کوچک کرنش اما شکل بزرگ تغییر با ارتعاشات

 کارمن فون فرضیات طبق .کرد تقسیم 5محدود کرنش تحت

 در تیر عرضی (جانبی) خیز از ناشی یخطریغجملات  تنها

جملات  از و شوند یم گرفته نظر در تغییر مکان-کرنش روابط

 اما ؛شود یم نظر صرف طولی شکل تغییر از ناشی یخطریغ

 مدل را ی هندسیخطریغ اثرات تمام کارمن فون مدل

فرض  کوچک هم چنان مدل این در ها کرنش و دکن ینم

 تحت سازه رفتار بررسی براي مختلفی يها روش .شوند یم

 پرکاربردترین از دسته دو اینجا در وجود دارد. محدود کرنش

وضعیت  تبدیل پایه بر اول روش شود؛ یم ذکرها  روش این

 هندسی روابط از استفاده با اولیه وضعیت به شکل یافته تغییر

 بین هوك ساختاري رابطه از استفاده پایه بر دوم روش ؛است

ست. ا 7مدو تنش پیولاي نوع تانسور و 6گرین کرنش تانسور

 یخطیرغ ارتعاشات روي متفاوتی فرضیات با بسیاري مطالعات

 با شده انجام مطالعات عمده است.  شده انجام تیرها هندسی

 فرضیات پایه بر کوچک، کرنش یا و بزرگ شکل تغییر فرض

 مروري بخش این در .]2و  1[است   شده انجام کارمن فون

بزرگ  شکل تغییر زمینه در گرفته مطالعات انجام بر مختصر

 کرنش فرض با گرفته انجام مطالعات و کوچک کرنش با

 اول روش به شده انجام کارهاي شود. از انجام می محدود

 مدل یکاو،  . در مقاله]3[مقاله رایزنر اشاره کرد  به توان یم

 ارائه محدود کرنش حالت در بعدي یک تیر براي استاتیکی

 و دینامیکی حالت به را رایزنر روش ،]4[ واست. سایم  شده

 مدل یک ،]5[ك کو-وو و است. سایمو  داده توسعه بعدي سه

 .اند داده ارایه سایمو مدل پایه بر محدود المان بعدي سه

 محدود المانروش  و سایمو کار برمبناي زیادينسبتاً  کارهاي

  شده ارائه کرنش محدود تحت تیر شکل تغییر بررسی براي

 را یخطیرغ ارتعاش عادلاتم ،]7و  6[است. کرسپوداسیلوا 

 راستاي دو در خمش امکان که برنولی -اویلر تیر براي

 دست به دارد، را طولی کشش و اصلی، پیچش محورهاي

                                                        
4 Large Deformation but Small Strain 
5 Finite Strain 
6 Green Strain Tensor 
7 Second Piola Stress Tensor 
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 که شده فرض ارتعاشی معادلات استخراج در است.  آورده

 دامنه بزرگی روي محدودیتی اما ،بوده کوچکها  کرنش

 حرکت، مکانی پاسخ زدن تقریب با ندارد. وجود ارتعاش

 معادله دیفرانسیل یک به حرکت جزیی دیفرانسیل معادلات

 دو تیر براي معادلات یناو  شده تبدیل زمان متغیر با معمولی

 روش به ساده گاه تکیه یکسر- یردارسر گیک و سر گیردار

 یخطیرغ اثرات که شد نشان داده است.  دهش حل اختلال

 بر بیشتري یرتأث ،اینرسی یخطیرغ اثرات به نسبت هندسی

نظر  صرف اینرسی یخطیرغ اثرات از توان یم و دارند پاسخ

 را بزرگ دامنه با تیر آزاد رتعاشاتا ،]8[ ندیگرا و کرد. سینق

 ،]9[ لواندوفسکی .اند کرده بررسی محدود المان روش به

 فرضیات با برنولی-اویلر تیر یخطیرغ آزاد ارتعاشات

 کرده بررسی محدود المان روش از استفاده با را کارمن فون

 با تیموشنکو تیر یخطیرغ آزاد رتعاشا ،]10[فودا  است. 

 1چندگانههاي  یاسمق روش از استفاده با را بزرگ دامنه

 نشان برنولی اویلر تیر حالت با پاسخ مقایسه با و کرده بررسی

 از بیشتر بزرگ يها دامنه در شکل برشی تغییر یرتأث که داده

 یخطیرغارتعاشات ، ]11[پتیت  و ریبرو .است دورانی اینرسی

 با را کارمن فون فرضیات با برنولی-اویلر تیر اجباري و آزاد

 ؛اند کرده هارمونیک بالانس بررسی و محدود المان روش

 و یردارسر گ دو تیر براي داخلی تشدید پدیده وجود همچنین

 ،]12[گاناپادي  و پتل .اند داده نشان را گاه ساده تکیه سر دو

 چند تیر یک میرایی رفتار و ی پیچشیخطیرغ آزاد ارتعاشات

 را شکل مستطیل مقطع سطح و ویسکوالاستیک هسته با لایه

اي غیرخطی  ارتعاش صفحه ،]13[لوزکو . اند کرده بررسی

تیرهاي مستقیم و منحنی را با در نظر گرفتن مدل تیر 

له در اچند مس ،]14[اتارد  .است  تیموشنکو بررسی کرده

شکل تیر تحت کرنش محدود را با در نظر گرفتن  زمینه تغییر

ساختاري با  آوردن معادله دست بهتابع انرژي کرنش و 

هاي  ، بررسی و نتایج حاصل را با روشاستفاده از این تابع

است. براي مثال به سه روش در بررسی   دیگر مقایسه کرده

روش  ؛است  کمانش تیر در حالت کرنش محدود اشاره کرده

تحت عنوان روش  ،اول تحت عنوان روش انگسر و روش دوم

هاي هندسی هستند. روش سوم بر  رایزنر، هر دو جز روش

اساس معادله ساختاري هوك بین تانسور کرنش گرین و 

                                                        
1 Multiple Scales 

 ،]15[تانسور تنش پیولاي نوع دوم است. آگراوال و دیگران 

تعاش با دامنه بزرگ را براي یک تیر از جنس مواد مرکب با ار

ش المان محدود در نظر گرفتن مدل تیر تیموشنکو به رو

اند. در تحلیل دینامیکی از فرضیات غیرخطی  بررسی کرده

همچنین پاسخ استاتیکی یک  ؛است  کارمن استفاده شده فون

هاي غیرخطی تانسور  لفهوتیر معمولی را با در نظر گرفتن م

روش  ،]16[ماتا و دیگران  .اند آورده دست بهکرنش گرین 

سایمو را به تیرهاي خمیده و موادي با معادله ساختاري 

روش المان  ،]17[اند. گوپتا و دیگران  غیرخطی گسترش داده

- محدود جدیدي براي بررسی ارتعاش غیرخطی تیر اویلر

کارمن ارایه داده و با این روش  برنولی تحت فرضیات فون

 اند. له را براي شرایط مرزي مختلف بررسی کردهامس

شکل  ارتعاشات اجباري و تغییر ،]18[استویکوف و ریبرو 

استاتیکی تیر با مقطع مستطیل شکل را با در نظر گرفتن 

تغییر شکل خمشی، پیچشی و طولی با استفاده از روش المان 

برنولی و تیر - اند. هر دو مدل تیر اویلر محدود بررسی کرده

تیکی تیر است. پاسخ استا  تیموشنکو مورد بررسی قرار گرفته

تیموشنکو یک بار با استفاده از تانسور کرنش گرین و یک بار 

 ،]19[ کی .است  کارمن محاسبه شده مطابق فرضیات فون

 ماده جنس از میکروتیر یک پایداري و دینامیکی تحلیل

 تحقیق مورد کوپل تنش نظریه اساس بر را تابعی مدرج

 ه تحلیل کمانش غیرخطیب ،]22-20[ سیمسک .قرارداد

نانوتیر تیموشنکو بر اساس نظریه غیرمحلی، کمانش میکروتیر 

گیري از نظریه تنش کوپل و  از جنس ماده مدرج تابعی با بهره

تحلیل ارتعاشات آزاد غیرخطی میکروتیر روي بستر الاستیک 

ارتعاشات بررسی است.   با استفاده از روش هی پرداخته

 ]23[بع من درگرادیان کرنش  با روشتیر میکروغیرخطی 

 برخی از کاربردهاي میکروتیرها در مراجع است.  دهش انجام

برداشت انرژي لوله دوسرگیردار  اند. مطالعه شده ]25و  24[

- حاوي سیال تحت بار تحریک خارجی در مدل تیر اویلر

برنولی با سفتی غیرخطی و میرایی خطی توسط ممقانی و 

ارتعاشات غیر است. کنترل   بررسی شده ]26[همکارانش 

ور در سیال با در نظر گرفتن فنر  برنولی غوطه-فعال تیر اویلر

صورت جریان  غیرخطی و میرایی خطی و تحت تحریک به

است.   مطالعه شده ]27[سینوسی توسط ممقانی و همکارانش 

تیر و زین اسبی یک  فهاپانشعاب بررسی و تحلیل ارتعاشات 

در  انرژي دوسرگیردار متصل به چاه غیرخطی برنولی- اویلر
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توسط ممقانی و تحت تحریک هارمونیک مقاطع مختلف 

کارگیري روش  است. با به  شدهبررسی  ]28[همکارانش 

گالرکین و مقادیر ویژه براي بررسی پایداري در مدل تحلیل 

، تحلیل ]29[ دینامیکی جریان دوفاز در یک لوله عمودي

حاوي نانوسیال تحت میدان  FGز ماده دینامیکی نانولوله ا

و تحلیل  ]30[مغناطیسی طولی با درنظر گرفتن اثر اندازه 

تحت تاثیر حرکت  FGهاي از ماده  ارتعاشی ماکرو/میکرو لوله

  است.  توسط ممقانی و همکارانش انجام شده ]31[سیال 

 ازمیکروتیر  غیرخطی ارتعاشات آزاد تحلیل مقاله، این در

بستر  روي که همسانگرد با فرض کرنش کوچکو  همگن ماده

 مورد ،دارد قرار فشاري محوري بار تاثیر تحتو  وینکلر

 انرژي به مربوط روابط استخراج از پس .گیرد می قرار بررسی

 به مربوط خارجی نیروهاي کار و جنبشی انرژي کرنشی،
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 محاسبه میکروتیرمحوري فشاري و پارامتر مقیاس طول 
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(در  vi و تغییر شکل نیافتهماده حجم  V0 در روابط بالا، که

است. با  ماده الاستیکبردار سرعت ذرات )) 12رابطه (

حاکم معادله  ،)11در رابطه ( )14) الی (12(جایگذاري روابط 

براي سهولت در انجام  آید. می دست بهبر ارتعاشات میکروتیر 

نیرو و هاي  تعریف ممان اینرسی و منتجهبا محاسبات 

  صورت به گشتاورها
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) معادله حرکت و 29( و )28)، (27با استفاده از رابطه (

  ) است.30رابطه ( صورت به wبجایی اشرایط مرزي برحسب ج
2 2

2
11 112 2

2 2 2 2 4

66 0 22 2 2 2 2 2

1
( )

2

1
,

2

x

w w w
N B D

x x x x x

w w w w
H q kw p I I

x x x t x t

          
                     

        
                     

)30(   

x,0شرایط مرزي هندسی و طبیعی در  x L  عبارتند از:  

)31(  0
w

x





  یا  

2
2

11 11 2

1
( ) 0

2

w w
B D

x x

   
       

  

)32(  0w
 

  یا
2

2
11 11 2

1
( ) 0

2

w w
B D

x x x

     
            

) 33رابطه (صورت  اي به نیروي محوري (غشایی) درون صفحه

  .شود تعریف می

)33(  
2

11
11

0
, ,

2

LA w
N dx A EA

L x

 
   

  

)، معادله غیرخطی 30) درون رابطه (33با جایگذاري رابطه (

رابطه  صورت به عرضی بجاییاحاکم بر حرکت برحسب ج

  .آید می دست به) 34(
2 2 2 2

211
11 112 2 20

2 2 2 2 4

66 0 22 2 2 2 2 2

1
( )

2 2

1
,

2

LA w w w w
dx B D

L x x x x x

w w w w
H q kw p I I

x x x t x t

             
                        

        
                    



 
)34(   
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حرکت  معادله در غیرخطی کردن از جملات نظر صرف با

است) و ک کوچ هاي تغییرشکل فرض با ) (که معادل30(

که در آن  همسانگردبراي میکروتیر 
11 0B   است، معادله

صورت  به برنولی-اویلر یرتمیکرو حاکم بر ارتعاشات خطی

  .آید می دست به) 35رابطه (

)35(  

2 2 2 2

11 662 2 2 2

2 2 4

0 22 2 2 2

1

2

,

w w
D H

x x x x

w w w
q kw p I I

x t x t

         
                     

   
    

    

 

با استفاده از روش گالرکین، پاسخ جابجایی میکروتیر را 

  .در نظر گرفت )36رابطه ( صورت بهتوان  می

)36(  ( , ) ( ) ( ),w x t x Q t   

 است؛تابع مکانی (شکل مود)  (x)که در رابطه بالا، 

تابع  Q(t)کند و  وریکه شرایط مرزي میکروتیر را ارضا میط به

 صورت بهبراي تیر در حالت کلی  (x). تابع مکانی استزمانی 

رابطه زیر است که در آن مقادیر 
1 2 3 4, , ,C C C C  و  با توجه

  .آیند می دست بهبه شرط مرزي تیر 

   

   
1 1

3 4

( ) cos cosh cos cosh

sin sinh sin sinh ,

x C x x C x x

C x x C x x

    

   

   

  
 

)37(   

را از فرکانس طبیعی خطی توان  می لازم به ذکر است که

  .آورد دست به) 38(رابطه 

)38(   
22 1/2 1/2

4
( ) ( ) ,
EI EI

L
A AL

  
 

   

- و گیردار )مفصلی-مفصلیگاه ساده ( تکیهبراي شرایط مرزي 

گیردار، معادله مشخصه (معادله فرکانسی) و توابع شکل مود 

  .]2[ اند شده ارائه 1تیر در جدول 

  

معادلات فرکانسی و توابع شکل مود تیر براي  - 1جدول 

  گیردار-مفصلی و گیردار-شرایط مرزي مفصلی

 معادله فرکانسی  تابع شکل مود گاهی ط تکیهایشر

 مفصلی-مفصلی
( ) sin

sin , 1,2,...

n n n

n

W x C x

n x
C n

L







 

 
sin( ) 0L   

 گیردار-گیردار
 

 

( )

[ cos cosh

cos cosh

sin sinh

sin sinh ], 1,2,...

n n

n n

n n

n n

n n

W x C

x x

L L

L L

x x n

 

 

 

 



 





  

 

cos cosh

1 0

L L 

 

 

(ارتعاشات آزاد) و  qنمودن از بارگذاري خارجی  نظر صرفبا 

) و 34) در رابطه (36با جایگذاري شکل پاسخ تقریبی رابطه (

-0گیري روي دامنه ( و انتگرال (x)ضرب آن در تابع مکانی 

L (آید که می دست به  

)39(  
2

3
1 2 32

( ) ( ) ( ) 0,
d

K Q t K Q t K Q t
dt

    

 نوع مکعبی (وجود جملات از یخطیرغ) معادله 39( معادله

 K3و  K2و  K1که در آن ضرایب است  سه) درجه از یخطیرغ

  شوند. بیان می) 40رابطه ( صورت به

2 211
1 0 2 3

0 0 0 0

2
2 66 11

0 0 0 0

, ( ) ,
2

1
,

2

L L L L

L L L L

A
K I dx I dx K dx dx

L

K p dx k dx H dx D dx

     

      

     

     

   

   
 

)40(  

لازم به ذکر است که با قرار دادن 
66 0H  ) 35در رابطه ،(

همچنین،  ؛دشو معادله میکروتیر به معادله ماکروتیر تبدیل می

 با قرار دادن
3 0K  ) معادله ارتعاشات 39در رابطه ،(

  .شود تبدیل می) 41(غیرخطی به معادله ارتعاشات خطی 

)41(  
2

1 22
( ) ( ) 0,

d
K Q t K Q t
dt

   

  

براي با استفاده از روش هی حل نیمه تحلیلی  - 2-1

  ارتعاشات آزاد غیرخطی میکروتیر  استخراج فرکانس

عمومی براي حل معادلات دیفرانسیل غیرخطی از  طور به

شود. در این پژوهش، براي  هاي تقریبی استفاده می روش

بهره  ]22[هی  تغییراتیمیکروتیر از روش  غیرخطی لتحلی

است. در این روش شرایط اولیه براي میکروتیر   گرفته شده

  .شوند در نظر گرفته می) 42رابطه ( صورت به

)42(  (0) , (0) 0,Q Q   

. در این صورت استتیر میکرو خیز استاتیکی αکه در آن، 

  .دشو زیر بازنویسی می صورت به) 39معادله غیرخطی (

)43(  
2

3
1 22

( )
( ) ( ) 0,

d Q t
g Q t g Q t

dt
    

  که در آن

)44(  
1 2 1 2 3 1/ , / ,g K K g K K   

  .شود نوشته می) 43رابطه ( اب) 43در حالت خطی معادله (

)45(  
2

12

( )
( ) 0,

d Q t
g Q t

dt
   
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بر اساس روش هی و با استفاده از روش شبه معکوس، 

 آید می دست به) 46با رابطه () 45انتگرال فانکشنال معادله (

]21.[  

)46(  
/4 2 4

2
1 2

0

1
( ) ,

2 2 4

T
Q Q

J Q Q g g dt
 

    
 
   

دوره تناوب ارتعاشات غیرخطی میکروتیر  Tکه در رابطه بالا، 

  .دشو فرض می) 47رابطه ( صورت به. اکنون جوابی است

)47(  ( ) cos( ),Q t t   

باشند. با جایگذاري رابطه  فرکانس طبیعی غیرخطی می که 

  آید که می دست به) 46) در انتگرال فانکشنال (47(

2 2 4 42 2 22
1 2

0

( , )

cos cossin
,

2 2 4

J

g t g tt
dt





 

     



 
   

 


 
)48(   

آوردن فرکانس  دست بهبراي با استفاده از روش ریتز 

  زیر صورت به غیرخطی 

 
2

2 2 2 3 4
1 2

0

0

sin cos cos 0,

J

t g t g t dt







     


 



   
 
)49(   

  آید که می دست بهبا انجام محاسبات ریاضی 

 

 

 

2 2 2 3 42
1 20

2 2 2 2 42 2
1 2

0 0

2 2 42
1 22 0

22

0

sin cos cos 0,

sin cos cos ,

cos cos
,

sin

t g t g t dt

tdt g t g t dt

g t g t dt

tdt





 

 









     

     

  




    

 


 



 



  
)50(   

)، فرکانس طبیعی غیرخطی میکروتیر 50سازي رابطه ( با ساده

  .آید می دست به) 51رابطه (صورت  به

)51(  2 1/2
1 2

3
( ) ,

4
NL g g    

، g2) با مساوي صفر قرار دادن مقدار 51همچنین در رابطه (

 دست به) 52(صورت رابطه  فرکانس طبیعی خطی میکروتیر به

  .آید می

)52(  
1 ,L g   

  

تحلیل نتایج ارتعاشات غیرخطی میکروتیر بر  -3

  روي بستر وینکلر و تحت بار محوري

در این بخش به کمک کد کامپیوتري نوشته در محیط 

هاي  و فرکانس دامنهبراي محاسبه  Mapleافزار ریاضی  نرم

) به 52) و (51)، (39)، (34خطی و غیرخطی از روابط (

آمده با نتایج گزارش شده در  دست بهسنجی نتایج  صحت

خطی و کروتیر یشامل مهاي خاص موجود  منابع در حالت

شود. سپس در ادامه، نتایج  میکروتیر بدون بستر پرداخته می

تحلیل ارتعاشات آزاد غیرخطی میکروتیر روي بستر وینکلر 

ارائه شده و اثر تغییر پارامترهاي (الاستیک) تحت بار محوري 

نتایج مورد بررسی و بحث قرار  مختلف هندسی و فیزیکی در

 گیرند. می

  

  صحت سنجی نتایج -1- 3

آمده از تحلیل با استفاده از  دست بهنتایج  گذاري صحه براي

منابع چاپ شده  در شده با نتایج ذکر روش غیرخطی هی

 شده، نوشته کامپیوتري يها برنامه با همچنین و قبلی

( همسانگرد کروتیرمی یخطیرغآزاد  ارتعاشات
66 0H بر ( 

شده و  ) بررسی35و ( )34کارمن در روابط ( فون مبناي فرض

کارمن،  فون فرض اند. طبق ارائه شده 4الی  2در جداول نتایج 

 در تیر عرضی شکل تغییر از ناشی یخطیرغ جملات تنها

 یعنی ؛شود یم گرفته نظر در تغییر مکان-روابط کرنش

21صورت  به
/ ( / )

2
x u x w x       شود. یم فرض  

  

 دو سر مفصلروتیر میکغیرخطی ارتعاشات آزاد  -1-1- 3

در  1با جایگذاري تابع شکل مود تیر دوسر مفصل از جدول 

رابطه (طبیعی غیرخطی   )، مقادیر نسبت فرکانس34رابطه (

آزاد  در ارتعاش ))52رابطه ((نسبت به فرکانس خطی  ))51(

 2آیند که نتایج براي مقایسه در جدول  می دست بهکروتیر می

نشان دهنده شعاع  R، کمیت2اند. در جدول  آورده شده

R/که از رابطه  استکروتیر یژیراسیون م I A   محاسبه

در حالت تیر دو سر که شود  مشاهده می 2د. از جدول شو می

مفصل، خطاها براي مقادیر مختلف
max /W R   کوچک

دهنده دقت بالاي روش هی است.  این مطلب نشان .هستند

خیز لازم به ذکر است که ارتعاشات غیرخطی تابعی از 

بنابراین ورودي  است؛بیشینه دامنه ارتعاش) یا (تیر  استاتیکی
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است و خروجی محاسبات فرکانس غیرخطی  αمحاسبات 

NL مقدار  2 . در جدولاستα  که همان شرط اولیه یعنی

برابر با مقادیر شعاع ژیراسیون قرار داده  ،است خیز استاتیکی

ارتعاشات آیند. در  دست به NLهاي غیرخطی  فرکانس تا  شده

 ،خطی فرکانس طبیعی فقط بستگی به نوع شرایط مرزي دارد

 يولی در ارتعاشات غیرخطی، فرکانس طبیعی تابعی از هر دو

در ارتعاشات  ،بنابراین است؛شرایط مرزي و شرایط اولیه 

غیرخطی مقدار 
maxW  بدین ترتیب  .است  قرار داده شده

آید. کمیت  می دست به NLفرکانس طبیعی غیرخطی 

/NL L  بعد  نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی بی

  .است

  

 دو سر گیردارمیکروتیر ارتعاشات آزاد غیرخطی  -1-2- 3

در  1با جایگذاري تابع شکل مود تیر دوسر گیردار از جدول 

مقادیر میکروتیر،  یخطیرغآزاد  رتعاش)، براي ا34رابطه (

) به فرکانس 51نسبت فرکانس طبیعی غیرخطی از رابطه (

روتیر براي میکآیند که نتایج  دست می ) به52خطی از رابطه (

آورده  3کارمن براي مقایسه در جدول  بر اساس فرض فون

 اند. شده
  

  نتایج تحلیل ارتعاشات آزاد خطی میکروتیر - 1-3- 3

- مفصلی با جایگذاري تابع شکل مود تیر با شرط مرزي

طبیعی   )، مقادیر فرکانس35در رابطه ( 1مفصلی از جدول 

آیند که این نتایج با توسعه  دست می ) به52خطی از رابطه (

با  FGMکدهاي کامپیوتري تهیه شده براي میکروتیر 

  اند. ارائه شده 4هاي ساده در جدول  گاه تکیه

  

نتایج تحلیل ارتعاشات آزاد غیرخطی میکروتیر  - 2- 3

  تر وینکلر و تحت بار محوريروي بس

در این بخش، بر مبناي معادلات حاکم بر ارتعاشات غیرخطی 

)) نتایج تحلیل ارتعاشات غیرخطی براي 34میکروتیر (رابطه (

میکروتیر با شرایط مرزي دو سر مفصل و دو سر گیردار روي 

بستر وینکلر (الاستیک) و تحت بار محوري فشاري ارائه 

ی و مکانیکی میکروتیر مورد بررسی شود. مشخصات هندس می

 ].19[صورت زیر است  به
  

3900 / , 1.44 , 0.38, 17.6 ,

1, / 100,

kg m E GPa l m

b L h

     

 
  

  

NL/نسبت  - 2جدول  L   کارمن مفصلی بر اساس فرض فون-مفصلی مرزيبا شرط  میکروتیربراي  

  مرجع
/NL L   

m ax 1
W

R 


 
max 2

W

R


 
max 3

W

R 


 
max 4

W

R


 

 993/1 6256/1 3177/1 0891/1 تحقیق کنونی

 00/2 6393/1 3228/1 0897/1 ]22[مرجع 

 - 35/0  0-/84  - 39/0  -06/0  ]21[% اختلاف پژوهش کنونی با 

  

NL/نسبت  -3جدول  L   کارمن گیردار بر اساس فرض فون- گیردار مرزي کروتیر با شرطیمبراي  

  مرجع
/NL L   

max 1
W

R 


 

max 2
W

R


 

max 3
W

R


 

max 4
W

R


 

 3112/1 1852/1 0862/1 0222/1 تحقیق کنونی

 3228/1 1924/1 0897/1 0231/1 ]22[مرجع 

  - 88/0  -60/0  - 32/0  - 09/0  ]21[% اختلاف پژوهش کنونی با 
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h/مفصلی براي -مفصلی با شرط مرزي میکروتیر هاي خطی فرکانس -4جدول  lهاي مختلف  

 مرجع
)(MHzl

  

/ 3.33h l   / 5h l   / 10h l   

 0357/0 0752/0 1218/0 تحقیق کنونی

 03746/0 07636/0 1180/0 ]19[مرجع 

  03780/0  07782/0  1227/0 ]23[مرجع 

  -7/4  - 52/1  22/3  ]19[% اختلاف پژوهش کنونی با 

  -6/5  - 37/3  - 73/0  ]23[% اختلاف پژوهش کنونی با 

  

ب، تغییرات نسبت فرکانس - 2الف و شکل -2  در شکل

NL/بعد  غیرخطی به فرکانس خطی بی L   برحسب پارامتر

α  براي مقادیر مختلف پارامتر مقیاس طول/h l  براي

- با شرط مرزي دوسر مفصل و گیردار ترتیب بهمیکروتیر 

0kگیردار با فرض  p  اند. با توجه به نتایج  رسم شده

د شو ب مشاهده می-2الف و شکل - 2آمده از شکل  دست به

، نسبت )h/l( بعد که با افزایش پارامتر مقیاس طول بی

و هر چه  یابد فرکانس غیرخطی به خطی میکروتیر کاهش می

 و یافته افزایش نیز سفتی ،شود میزیاد ) hضخامت تیر (

توان اینگونه توضیح داد که  . علت را میشود می کم فرکانس

بعد، رفتار دینامیکی  با افزایش پارامتر مقیاس طول بی

میکروتیر (تیر با مقیاس کوچک) به دینامیک تیر کلاسیک 

نماید که در  میبرنولی (تیر با مقیاس بزرگ) میل -نازك اویلر

این صورت فرکانس غیرخطی میکروتیر به فرکانس غیرخطی 

آن نسبت که مقدار اختلاف  وريط به ؛دشو ماکروتیر نزدیک می

کاهش اثر حضور پارامتر  دلیل به فرکانس خطی میکروتیر به

سیستم کاهش یافته و در  سفتیمقیاس طول و افزایش 

یگر، با توجه به یابد. از سوي د نتیجه نسبت آنها کاهش می

شود که با افزایش  مشاهده می 4 آمده از جدول دست بهنتایج 

بعد میکروتیر فرکانس طبیعی خطی  پارامتر مقیاس طول بی

توان نتیجه گرفت که با  بنابراین می ؛یابد میکروتیر کاهش می

بعد، سرعت (یا نرخ) کم شدن  افزایش پارامتر مقیاس طول بی

فرکانس غیرخطی از سرعت کم شدن فرکانس خطی بیشتر 

طور کلی جملات غیرخطی در  لازم به ذکر است که به است.

شوندگی در رفتار  معادلات حرکت و شرایط مرزي اثر سخت

یش دامنه ارتعاش، فرکانس نیز افزایش سازه داشته و با افزا

  یابد. می

ب، تغییرات نسبت فرکانسی -3الف و شکل -3در شکل 

NL/بعد  غیرخطی بی L   براي مقادیر مختلف نیروي

ترتیب براي میکروتیر با شرط مرزي دو  به pمحوري فشاري 

0kسر مفصل و دو سر گیردار با فرض   و/ 1h l  

ب -3الف و شکل -3  اند. از شکل رسم شده αبرحسب پارامتر 

توان نتیجه گرفت که با افزایش نیروي محوري فشاري در  می

میکروتیر، نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی افزایش 

  یابد. می

ب، تغییرات نسبت فرکانس - 4الف و شکل -4در شکل 

NL/بعد  غیرخطی به فرکانس خطی بی L   برحسب پارامتر

α (الاستیک) براي مقادیر مختلف ضریب سفتی بستر وینکلر 

)= kv (k ترتیب براي شرط مرزي دو سر مفصل و دو سر  به

0pگیردار براي    و/ 1h l  الف -4  اند. از شکل رسم شده

شود که با افزایش ضریب سفتی  ب مشاهده می-4و شکل 

، نسبت فرکانس غیرخطی به خطی میکروتیر kبستر الاستیک 

شود که مقادیر نسبت  یابد؛ همچنین مشاهده می کاهش می

/NL L   براي شرط مرزي دوسر مفصل، بیشتر از شرط

توان اینگونه توضیح داد  مرزي دوسرگیردار است. علت را می

هاي طبیعی تیر درهر دو  که در هر مود ارتعاشی فرکانس

گیردار به -حالت خطی و غیرخطی با شرایط مرزي گیردار

علت بیشتر بودن سفتی سیستم در مقایسه یک به یک با 

مفصلی بیشتر - تیر با شرط مرزي مفصلی هاي طبیعی فرکانس

NL/ کمیت دیگر، سوي از باشند. می L  این دهنده نشان  
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  (الف)

  
 (ب)

NL/تغییرات  -2شکل  L   برحسب پارامترα  براي مقادیر

h/مختلف پارامتر مقیاس طول  l  براي میکروتیر با شرط

  گیردار-مفصلی (ب) گیردار-مرزي، (الف) مفصلی

  

      نسبت تغییرات است که چون در حالت شرط مرزي 

دلیل کمتر بودن سفتی سیستم دامنه  دوسر مفصل به

تغییرات فرکانس غیرخطی 
NL  و خطی

L  نسبت به

گیردار بیشتر است؛ بنابراین -حالت شرط مرزي گیردار

NL/تغییرات نسبت آنها یعنی  L   براي میکروتیر با     

  براي  مذکور نسبت از بیشتر مفصل دوسر مرزي شرایط

  
 (الف)

  
 (ب)

NL/تغییرات  - 3شکل  L   برحسب پارامترα  براي مقادیر

براي میکروتیر با شرط   pمختلف نیروي محوري فشاري 

  گیردار-مفصلی (ب) گیردار-مرزي، (الف) مفصلی

  

 عبارت دیگربه  دوسر گیردار است؛میکروتیر با شرایط مرزي 

/ /NL L NL Lpinned pinned clamped clamped
   

 
.  

NL/بعد  ، تغییرات نسبت فرکانسی بی5در شکل  L  

h/ براي و kمقادیر مختلف ضریب بستر الاستیک  برحسب l

هاي مختلف براي میکروتیر با شرط مرزي دوسر مفصل (لولا) 

0p براي  و R  شکل  این از است.  شده داده نشان  
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  (الف)

  
  (ب)

NL/تغییرات  -4شکل  L   برحسب پارامترα  براي مقادیر

براي میکروتیر با  kمختلف ضریب سفتی بستر الاستیک 

  گیردار-مفصلی و (ب) گیردار-شرط مرزي، (الف) مفصلی

  

 k الاستیک بستر ضریب افزایش با که شود می گرفته نتیجه
که انتظار  طوري یابد؛ به نسبت فرکانسی غیرخطی کاهش می

مقدار فرکانس  kرود با افزایش هر چه بیشتر مقدار  می

طبیعی غیرخطی برابر با مقدار فرکانس طبیعی خطی 

  میکروتیر گردد.

  
NL/تغییرات  - 5شکل  L  ضریب بستر الاستیک  برحسب

k و /h l هاي مختلف براي میکروتیر با شرط مرزي دوسر

p,0 برايمفصل  R    

  

NL/بعد  ، تغییرات نسبت فرکانسی بی6در شکل  L  

h/برحسب  l  براي مقادیر مختلف نیروي محوري فشاريp 

0kراي براي میکروتیر باشرایط مرزي دوسر مفصل ب   و

R  نتیجه گرفته  6است. با مشاهده شکل   رسم شده

شود که با افزایش نیروي محوري فشاري در دو انتهاي  می

یابد. این روند صعودي  میکروتیر نسبت فرکانسی افزایش می

 شود و سخت شوندگی سیستم در نیروهاي بزرگتر، بیشتر می

شوندگی میکروتیر با  یابد. علت افزایش رفتار سخت افزایش می

NL/افزایش نسبت  L   برحسب نیروي محوري فشاري را

د که فرکانس طبیعی سیستم با کرتوجیه توان  میاینگونه 

سیستم نسبت مستقیم دارد (براي مثال در  سفتی

n/هاي خطی و مثال جرم فنر  سیستم k m  و هر چقدر (

از سوي شود.  فرکانس طبیعی افزوده می ،بیشتر گردد سفتی

 ؛یابد دیگر، با افزایش نیروي محوري فشاري، سفتی کاهش می

با توجه به ولی  ؛یابد در نتیجه فرکانس طبیعی کاهش می

د که رفتار تغییرات نسبت شو ، مشاهده می6نمودارهاي شکل 

NL/بعد بی L   برحسب نیروي محوري فشاري تابعی

 اساس. بر این استغیرخطی (تابعی صعودي شبیه سهمی) 

 pتوان نتیجه گرفت که به ازاي هر مقدار نیروي فشاري  می

مقدار 
n nnonlinear linear

   بوده و دینامیک سیستم رفتار

  دهد. شوندگی از خود نشان می سخت
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NL/تغییرات  - 6شکل  L   نیروي محوري فشاري بر حسب

p  مقادیر مختلف براي /h l یکروتیر باشرایط مرزي براي م

k,0و مفصلدوسر  R    

  

 گیري نتیجه  -4

 میکروتیر از یک غیرخطی ارتعاشات آزاد تحلیل مقاله، این در

 تحت الاستیک بستر روي همگن و همسانگرد ماده جنس

گرفت. در این  قرار بررسی مورد ،محوري فشاري بار تاثیر

حرکت  اي حاکم بر راستا، معادله دیفرانسیل با مشتقات پاره

در راستاي عرضی میکروتیر با استفاده از روش گالرکین به 

ستفاده از انسیل معمولی تبدیل شد. سپس با امعادله دیفر

تقریبی براي ارتعاشات غیرخطی -ش هی، جوابی تحلیلیرو

میکروتیر استخراج گردید. با استفاده از نظریه تنش کوپل 

اصلاح شده، پاسخ سیستم شامل محاسبه دامنه ارتعاشات و 

 استخراجهاي طبیعی خطی و غیرخطی میکروتیر  فرکانس

 آمده عبارتند از: دست بهنتایج  اي از خلاصه ند.شد

د که با افزایش پارامتر مقیاس طول یگردمشاهده  - 1

h/بعد  بی l دینامیک  رفتار دینامیکی میکروتیر به

ه مقدار نسبت طوریک شود به ماکروتیر نزدیک می

فرکانس غیرخطی نسبت به فرکانس خطی 

کاهش اثر حضور پارامتر مقیاس  دلیل بهمیکروتیر 

 یابد. میتی سیستم کاهش فطول و افزایش س

با افزایش نیروي محوري فشاري میکروتیر نسبت  - 2

NL/بعد  بی L  یابد که این موجب  افزایش می

زیرا  ؛شود شوندگی میکرو تیر می افزایش سخت

تی سیستم نسبت ففرکانس طبیعی سیستم با س

 ،تی بیشتر گرددفمستقیم دارد و هر چقدر س

شود. از سوي دیگر،  فرکانس طبیعی افزوده می

بعد  د که تغییرات نسبت بیشو مشاهده می

فرکانس غیرخطی به خطی برحسب نیروي 

به این معنا  است؛محوري فشاري تابعی غیرخطی 

مقدار  pکه به ازاي هر مقدار نیروي فشاري 

n nnonlinear linear
  پس دینامیک سیستم  .است

  دهد. شوندگی از خود نشان می رفتار سخت

، نسبت kبا افزایش ضریب سفتی بستر الاستیک  - 3

NL/بعد  بی L  یابد. میکروتیر کاهش می  

NL/بعد  مقادیر نسبت بی - 4 L   براي شرط مرزي

بیشتر از شرط مرزي دوسرگیردار  ،دوسر مفصل

زیرا در حالت شرط مرزي دوسر مفصل  است؛

تی سیستم، دامنه تغییرات فکمتر بودن سدلیل  به

خطی نسبت به  بهغیرخطی  فرکانسبعد  نسبت بی

گیردار - در شرط مرزي گیردار آندامنه تغییرات 

NL/بنابراین تغییرات نسبت  است؛بیشتر  L  

 ،براي میکروتیر با شرایط مرزي دوسر مفصل

      بیشتر از نسبت مذکور براي میکروتیر با 

 یعنی است؛شرایط مرزي دوسر گیردار 

/ /NL L NL Lpinned pinned clamped clamped
   

 
. 
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