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  چکیده

نیروي  .مطالعه شده استهاي رینگی و طولی  کننده با تقویت پوسته مخروطی ناقص جدار نازکیهارمونیک   مافوقثانویه   رزونانس در این مقاله

، با استفاده معادلات حاکم. استه استخراج گردید پوسته غیرخطی حاکم بر حرکتو معادلات  شده واردعرضی بر پوسته  صورت بههارمونیک 

است. براي  آمده دستبهي کوپل  دو معادله صورت به، با استفاده از تابع تنش ایري ولاسف - مشتري- هاي نازك دانل از تئوري غیرخطی پوسته

هموتوپی  ، از روشهآمد  دست به، معادله زمانی سازي سادهاز روش گالرکین غیرخطی استفاده شده و پس از  ،کوپل  حل این دو معادله

و نمودارهاي پاسخ فرکانسی  آمده دستبهپاسخ فرکانسی  صورت بهثانویه مخروط   رزونانس با حل این معادله،پرتوربیشن حل گردیده است. 

تعداد  تغییر ،که شاملمطالعه شد تأثیر پارامترهاي مختلف  درنهایت است. شده رسم و بررسی ،هارمونیک  مافوق  براي رزونانس

نتایج تحلیل . است مخروطی پوسته زاویه رأس تغییرپوسته و  ضخامت تغییر، یهاي رینگ کننده تعداد تقویت تغییرهاي طولی،  کننده تقویت

هاي طولی و افزایش ضخامت پوسته، باعث انحراف بیشتر نمودار پاسخ  کننده حاکی از آن است که در سازه مذکور، افزایش تعداد تقویت

هاي رینگی، باعث انحراف بیشتر نمودار پاسخ  کننده است؛ اما افزایش تعداد تقویت سازهبه سمت راست شده که بیانگر صلبیت بیشتر  فرکانسی

 .است شده  تقویتپوسته  شوندگی سختفرکانسی به سمت چپ گردیده است که بیانگر کاهش 

  .روش هموتوپی پرتوربیشن ؛ي مخروطی ناقص پوسته ؛ثانویه  رزونانس ؛غیرخطی  ارتعاشات :کلمات کلیدي
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Abstract 
In this research, secondary superharmonic frequency analysis of a truncated conical shell, reinforced with 
stringer and ring stiffeners, under external load is presented. The stiffened shell is subjected to the transverse 
harmonic external load and the nonlinear governing equations of motion are extracted. Using Donnell-
Mushtari-Vlasov theory and Airy stress function, the governing differential equations of motion, which are a 
system of coupled nonlinear partial different equations, are obtained. The nonlinear Galerkin method along 
with homotopy perturbation method (HPM) have been applied to solve the equations of motion. A parameter 
study is performed to show the effects of the various parameters, such as conic apex angle, thickness of the 
shell, number of rings and stringers, on the frequency responses of secondary resonances. Based on the 
results, increase of the number of stringers and increase of the shell thickness cause a deviation of frequency 
response to the right which indicates an increase in the amount of the rigidity of the structure. Further, 
increase of the number of rings leads to the deviation of frequency response to the left which reveals the 
reduction in the value of the rigidity of the stiffened shell. 

Keywords: Nonlinear Vibration; Secondary Resonance; Truncated Conical Shell; Homotopy Perturbation Method.  
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   مقدمه -1

، طراحی سازه از اهمیت هوافضاهاي هوایی و صنعت  در سازه

هایی با  اي برخوردار است. این مسئله طراحی سازه العاده فوق

کرده است. استفاده از  اهمیت بامقاومت بالا و وزن کم را 

هاي  هاي مختلف سازه در بخش شده  تقویتهاي نازك  پوسته

فضایی به دلیل وزن پایین و مقاومت بالا در مقابل بارهاي هوا 

هاي  ها، پوسته بسیار متداول است. در میان پوسته ،محوري

ها در صنعت  پرکاربردترین پوسته جمله از ،مخروطی ناقص

این موارد سازه در معرض بارهاي  تمامی باشند که در می

 همطالع رو  این از .استاتیکی و دینامیکی گوناگون قرار دارد

تواند باعث  رفتار سیستم و بررسی ارتعاشات سازه می

جمله شکست و ناپایداري  از ،جلوگیري از خسارات سنگین

  هاي مختلف شود. درسازه

هاي  پوستهارتعاشات موضوع،  با توجه به اهمیت و کاربرد 

شده توسط پژوهشگران زیادي مطالعه و بررسی  مخروطی

  سوفیف ارتعاشات غیرخطی یک پوسته .]6-1[ است

مخروطی ناقص از جنس مواد تابعی هوشمند را با در نظر 

داك و  .]7[د کرهاي بزرگ بررسی  ییر شکلغگرفتن ت

ساندویچی مخروطی ناقص   کمانش غیرخطی پوسته ،همکاران

هاي حرارتی و قرارگرفته بر بستر الاستیک را  در محیط

 ،زاده خادم نظام الاسلامی و اسماعیل .]8و9[مطالعه کردند 

هاي مشبک مخروطی کامپوزیتی  رفتار ارتعاشی پوسته

 .]11و10[ را تحلیل نمودند 1هاي مارپیچ تشکیل شده از ریب

در  ،و عددي نیز بیتقری-تحلیلی هاي روشاستفاده از 

. ]20-12[ مورد استفاده قرار گرفته است بسیاريتحقیقات 

به بررسی تأثیر  2ریتز-به روش ریلی ،احسانی و رضایی پژند

هاي مشبک  ورقساختار شبکه بر رفتار کمانشی و ارتعاشی 

همتی و طالبی به کمک روش  .]21[ کامپوزیتی پرداختند

، اثر شرایط مرزي، زاویه رأس و جنس هسته 3تفاضل مربعات

را بر ارتعاشات آزاد نوعی پوسته مخروطی ترکیبی بررسی 

مخروطی   ارتعاشات پوسته ،و همکاران ایریه .]22[کردند 

را با استفاده از روش ماتریس انتقال  یرتغساکن با ضخامت م

 ،ها با استفاده از این روش . آن]23[ مورد مطالعه قرار دادند

                                                        
1 Helical Ribs 
2 Rayleigh-Ritz Method 
3 Differential Quadrature Method (DQM) 

صورت خطی، سهموي و نمایی  ههایی که ضخامتشان ب پوسته

 ،تأثیر پارامترهایی از قبیل کنند را مطالعه کرده و تغییر می

رأس مخروط، طول مخروط و ضخامت را روي  هزاوی

سنکاراناریانان و هاي طبیعی پوسته بررسی کردند.  فرکانس

مخروطی کامپوزیت با   ]، ارتعاشات پوسته24[ همکاران

ریتز مورد مطالعه قرار -روش ریلی بر اساست متغیر را ضخام

مخروطی یکسر   ]، رفتار پوسته25[ دادند. سیواداس و گانسان

. بررسی کردندضخامت متغیر را  داراي گیردار همسانگرد

و  4از تئوري پوستۀ جدار نازك لاو ،خود  ها در مطالعه آن

 دیگري  ها در مقاله استفاده کردند. آن 5روش المان محدود

مخروطی کامپوزیت با ضخامت متغیر را با همان   ]، پوسته26[

و تأثیر پارامترهایی چون تعداد  کردهروش قبلی مطالعه 

هاي پوسته، زاویه رأس مخروط و نسبت طول به قطر را  لایه

 هاي طبیعی پوسته مخروطی بررسی کردند. روي فرکانس

  بسیار ارزشمندي به بررسی پوسته  ر مقاله]، د27[ تانگ

وي به نوع حل   مخروطی کامپوزیت پرداخت. ارزش مقاله

گردد. وي در حل معادلات پوسته از روش  معادلات او برمی

 پژوهشگرانسري توانی استفاده کرد که بعد از آن مورد توجه 

ها قرار گرفت. کنگ و  زیادي در تحلیل ارتعاشات انواع پوسته

هاي طبیعی و شکل  ]، نیز براي تعیین فرکانس28[ لیسا

مخروطی با ضخامت متغیر، یک روش تحلیلی   مدهاي پوسته

هاي  ها قابل اعمال به پوسته ارائه دادند. روش آن بعدي سه

 جدار نازك، ضخیم و خیلی ضخیم است. لیو و همکاران

نازك از روش بدون مخروطی جدار   تحلیل پوسته ]، در29[

استفاده کرده و تأثیر پارامترهایی از  6ریتز -پی-کیمش 

هاي  رأس و شرایط مرزي مختلف را روي فرکانس  زاویه ،قبیل

تحلیل  در، ]31و30[ طبیعی آن بررسی کردند. سیوالک

7 مخروطی کامپوزیت از روش  پوسته
DSC هاي  و تئوري

 عنوان بهلاو و تغییر شکل برشی استفاده کرد. سپس   پوسته

اي و  هاي استوانه مخروطی، پوسته  هاي خاص پوسته حالت

هاي  دیسکی شکل را هم تحلیل کرد. وي در تحلیل پوسته

]. 32[ استفاده کرد DSCاز روش  ،نیز همسانگردمخروطی 

و همکاران، نیز ارتعاشات آزاد و اجباري پوسته مخروطی را  لی

                                                        
4 Love’s Thin Shell Theory 
5 Finite Element Method 
6 Element-free kp-Ritz Method 
7 Discrete Singular Convolution 
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ریتز مورد مطالعه -و روش ریلی 1با استفاده از اصل هامیلتون

هاي  جین و همکاران، به بررسی پوسته. ]33[ قرار دادند

جدار ضخیم با شرایط  ناهمسانگردو  همسانگردمخروطی 

بندي خود از  ها در فرمول آن]. 34[ پرداختندمرزي الاستیک 

ریتز استفاده کردند. -بعدي و ریلی هاي الاستیسیته سه روش

سري  صورت بهدر راستاي محیطی را  ها توابع جابجایی آن

سري فوریه کسینوسی  صورت به ،فوریه و در دو راستاي دیگر

همراه با توابع کمکی در نظر گرفتند تا از همگرایی و سرعت 

بیشتر روش حل اطمینان حاصل شود. جین و همکاران در 

مخروطی جدار نازك   ]، براي بررسی پوسته35[ دیگري  مقاله

ها ضرایب  استفاده کردند. آن یافته بهبوداز روش سري فوریه 

ریتز محاسبه کرده و سپس دقت نتایج -بسط را با روش ریلی

خود را با استفاده از نتایج موجود در مقالات و تحلیل المان 

  محدود نشان دادند.

زه مورد بررسی و با توجه به اهمیت و کاربرد صنعتی سا 

ها در فاز طراحی، بررسی رفتار زوم شناسایی کلیه پدیدهل

قالات . از طرفی مرور ماستها اجتباب ناپذیر غیرخطی آن

ها هاي انجام شده روي این سازهدهد که اکثر تحلیل نشان می

در حالت خطی بوده و یا تنها به بررسی رفتار رزونانس اولیه 

هاي علاوه، اکثر تحلیل هپردازد. بها در حالت غیرخطی میآن

هاي تحلیلی و یا نیمهشده عددي بوده و کمتر از روش انجام

تحلیلی استفاده شده است. بدین منظور در این مطالعه، 

مخروط ناقص با  ]36[2 هاي ثانویهتحلیل غیرخطی رزونانس

هاي هاي طولی و رینگی با استفاده از روش کننده تقویت

 ،مورد توجه قرار گرفته است. بدین منظورتحلیلی  نیمه

شده با   مخروطی تقویت  معادلات حاکم بر سازه پوسته

کار گرفتن  هاستخراج شده و با ب 3استفاده از تئوري دانل

تئوري اغتشاشات، تأثیر پارامترهاي مختلف بر میزان 

شوندگی سازه در اثر اعمال بار خارجی عرضی مورد  سخت

 ت.بررسی قرار گرفته اس

  

  

                                                        
1 Hamilton’s Principle 
2 Secondary Resonances 
3 Donnell Theory 

، استخراج معادلات مسئلهسازي ریاضی  لمد -2

  حاکم بر حرکت و روش حل

، با  aرأس ه، زاویl، طول  hمخروطی ناقصی با ضخامت  هپوست

با ابعاد  هاي طولی کننده هاي رینگی و تقویت کننده تقویت

، مورد مطالعه قرار گرفته است. 1 نشان داده شده در شکل

آورده  1یک در جدول   مشخصات هندسی و جنس پوسته

  .  ]37[شده است 

بندي مسئله از سیستم مختصات منحنی  براي فرمول

در جهت یال  s) استفاده شده که در آن s,�,z( 4الخط

در جهت عمود بر ضخامت  zدر جهت محیط و  مخروط، 

  zو s  ،به ترتیب، جابجایی در جهت wو  u ،vپوسته است. 

دو و سه همان مشخصات پوسته یک را دارا  هستند. پوسته

هاي طولی براي کنندههستند، با این تفاوت که تعداد تقویت

 عدد است. 6و  3این دو پوسته به ترتیب 

 

  پوسته روابط سینماتیکی، نیروها و گشتاورهاي - 2-1

  و استخراج معادلات حاکم شده ناقص تقویت  مخروطی

، 5کارمنجابجایی فون- کرنشمطابق با روابط غیرخطی 

و  1صورت روابط  هاي کرنش و انحناهاي سطح میانی به مؤلفه

  :]40و39[اند  استخراج گردیده 2
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 {�}هاي صفحه میانی و  کرنش {��}که در روابط فوق، 

انحناهاي متناظر است؛ همچنین در این روابط فرض شده 

∅است که  = �	���	(�).  

  

  

  

                                                        
4 Curvilinear Coordinate System 
5 Von Karman   
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  ]37[ یک  مشخصات هندسی و جنس پوسته - 1جدول 

  مقدار  نام پارامتر

:ℎ ) ضخامتm(  0/0025 

  deg(  10رأس (  زاویه �:

 m(  0/086995(شعاع قاعده کوچک  ��:

 m(  0/13335(شعاع قاعده بزرگ  ��:

 m(  0/0000396(ها  عرض مقطع رینگ ��:

:ℎ� ها  ارتفاع رینگ)m( 0/0063 

 m( 0/0889(ها  ي رینگفاصله �:

 m(  0/0008(کننده طولی  عرض مقطع تقویت ���:

:ℎ�� کننده طولی  ارتفاع تقویت)m( 0/0127 

  3  ها تعداد رینگ

  0  طولی   کننده تعداد تقویت

 6061 آلومینیوم  جنس پوسته مخروطی

  6061 آلومینیوم  ها جنس رینگ

  2024 آلومینیوم  طولی  کننده جنس تقویت

  

و  1پذیر هاي انعطاف همچنین بر اساس تئوري پوسته

هاي نازك  براي پوسته 2کرنش-تنش روابط، ]41[قانون هوك 

  :]42و39[شود  نوشته می 3صورت رابطه  همگن به
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1 Flexural Shell Theory 
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  ]38[شده  نماي پوسته مخروطی تقویت - 1شکل 

  

هاي ایجاد شده در پوسته  بیانگر تنش {�}که در رابطه فوق 

و  یانگ مدول ترتیب به υ و � همچنین است؛ مخروطی

نسبت پواسان مربوط به این پوسته است. با محاسبه تنش، 

��}هاي گشتاور  و منتجه {��}هاي نیرو  منتجه مربوط به  {

  :]39[شوند  محاسبه می 4کمک رابطه  پوسته به

{��} = �

���

���

����

� = � �

��

��

���

�
�/�

��/�

�� 

)4(     {�� } = �

���

���

����

� = � �

��

��

���

�
�/�

��/�

��� 

مخروطی   هو گشتاور معادل پوست نیروهاي  منتجه نهایت درو 

که  هاي طولی و محیطی کننده با تقویت شده  ناقص تقویت

 روابط صورت به ،شوند نمایش داده می {�}و  {�}ترتیب با  به

  :استخراج گردیده است 5
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����� + (��� + ���)�� + �����

������	
� 

{� } = �
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����� + (��� + ���)�� + �����
����� + (��� + ���)�� + �����

(��� + ��� + ���)���		
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)5(    

  که در آن:

��� =
�ℎ���

(1 − u�)
� ����, � = 0,1,2	

�/�

��/�

 

��� =
u	�ℎ���
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�

�

�
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�
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��� =
����
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(��
� + ��

�) 

��� =
����
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)6(  ��� =
������
���

 

مدول به ترتیب  ��و  ��، ��، ��، ��، ��، �� فوق، در روابط

مساحت ثابت پیچشی، ممان اینرسی،  ،مدول برشی، یانگ

تقویت کننده از صفحه میانی مرکز   فاصلهسطح مقطع، 

براي  )1مطابق شکل ( مقطعسطح عرض  پوسته و

براي  st نویس پایین همچنین؛ استهاي رینگی  کننده تقویت

هاي  کننده تقویتهمین مقادیر براي  بیانگر ،این پارامترها

   .]38و  37[ دنباش می طولی

مخروطی ه بر پوست حاکم معادلات آوردن دستبه براي

این رو ستفاده شده است. از ا اصل هامیلتون از  ،شده  تقویت

در غیاب  شده  تقویتمخروطی  هپوست )�( 1انرژي کرنشی

  :]41[ شود تعیین می 7 هرابط به کمکنیروهاي خارجی 

� = � � �
1

2
����� + ���� + ������ + � ���

��

��

��

�

+ � ��θ 	+ 2� �����������∅ 

)7(    

 شده  تقویتمخروطی  هپوست 2همچنین انرژي جنبشی

 3،فولاس-مشتري- از فرضیات تئوري دانل استفادهبا ، )�(

  :]37[ شود نوشته می 8رابطه  صورت به

� = � � �
1

2
[��� + ��� + ��](

��

��
)������∅

��

��

��

�

 

)8(    

  :]37[ دنباش می 9مطابق رابطه  ��و  ���،  ���ن آکه در 

)9( 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

��� = ���ℎ	

��� =
������

���

	

�� =
����

��

				

 

هاي مربوط  به ترتیب چگالی ��و  ���، ���که در رابطه فوق 

به پوسته، تقویت کننده طولی و تقویت کننده محیطی 

  :]43[نوشت  توان میمطابق اصل همیلتون هستند. 

)10( δ � (� + � − �)��= 0	
��

��

 

حرکت  معادلات، 10در رابطه  8و  7بط با جایگذاري روا

  استخراج گردیده است:
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1 Strain Energy 
2 Kinetic Energy 
3 Donnell-Mushtari-Vlasov Theory 
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)11(  −(��� + ��� + ��)
���

���
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  حاکم تروش حل معادلا -2-2

 1از تابع تنش ایري مسئلهبراي حل معادلات حرکت حاکم بر 

در این روش با معرفی تابع تنش ایري،  استفاده شده است،

باقی  مسئله در w و جابجایی Fتابع تنش  یرتغتنها دو م

که شامل سه  مسئلههاي متغیرمانند. بدین منظور، ابتدا  می

به کمک تعریف تابع  ،باشند می �و u	  � ,جابجایی  مؤلفه

تابع تنش و جابجایی شعاعی کاهش  متغیرتنش ایري به دو 

   شود. می داده

 12شود که روابط  صورتی تعریف می تابع تنش ایري به

  : ]41[ صادق باشد
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شکل  شود، با انتخاب تابع تنش به همانطورکه مشاهده می

ارضا  11فوق، معادلات اول و دوم از دستگاه معادلات 

�کمک تغییر متغیرهاي  بهشوند.  می = ���
�و  � = ���

�� ،

   :شود میاستخراج  13رابطه  صورت بهحرکت حاکم  معادله
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1 Airy Stress Function 
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��(��, �)= ��(��, �)= 0 

)13(  � �(��, �)= � �(��,�)= 0 

مقدار ثابت هندسی مطابق  ��متغیر مستقل جدید،  �که 

همچنین  ؛شکل تغییر یافته تابع تنش است ��و  1شکل 

در روابط، ضرایب معلومی بر حسب خواص  �ضرایب 

ارتعاش مجموعه  2مود هندسی، خواص مکانیکی و شکل

به یک  نیاز ،ایري با توجه به استفاده از تابع تنشهستند. 

زگاري براي سا  معادلهاز این رو  .سازگاري وجود دارد  معادله

گردیده استخراج  14  رابطه صورت به ناقصپوسته مخروطی 

  :]41[ است
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  عبارتند از:  ��و  ��،  ��که ضرایب 
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2 Mode shape 
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گاه  تکیه صورت به مسئلهلازم به ذکر است که شرایط مرزي 

  : استساده 

u(��, �)= u(��, �)= 0			 

)16(      � (��, �)= � (��, �)= 0			 

تابعی براي  در ابتدا )،13 (رابطه حرکت معادلهبراي حل 

اي حدس زده  گونه به 17مطابق رابطه جابجایی شعاعی 

  :]39[ را ارضا کند هندسی مسئله که شرایط مرزيشود  می

� = �(�)��[���(���)���(��∅)+ �		����	(���)] 

)17(    

پارامتر ایجاد  �از زمان و  مجهول تابعی (�)�که در آن 

هاي خطی و غیرخطی جابجایی شعاعی  ارتباط بین قسمت

��همچنین ؛ باشند می =
��

��
 ،	�� =

�

���	(�)
	 ،�� = ��(

��

��
) ،

هاي محیطی  شماره موج �هاي طولی و  شماره موج � که

 ،)14 در معادله سازگاري (رابطه 17با جایگذاري رابطه  است.

. ]39[ شود تعیین می ��یک جواب خصوصی براي تابع تنش 

، عبارت سمت چپ 13  در رابطه ��و  wجایگذاري  پس از

مطابق  گالرکینروش و شود  نامگذاري می �این معادله 

   شود:  بر این معادله اعمال می 18روابط 

� � �	�� ���(���)���(���)���� = 0
�����	(�)

�

��

�

 

� � �	������(���)	���� = 0
�����	(�)

�
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)18(    

(�)���با حذف 

���
فوق و همچنین با درنظرگرفتن   هاز روابط 

�(�) =
�(�)

�
صورت  بر مسئله بهغیرخطی حاکم   ، معادله

 استخراج گردیده است: 19ي رابطه

)19(  ���

���
+ ��� + ���

� + ���
� = 0 

 20روابط  صورت به ��و  ��، �� بفوق ضرای  در رابطه

  باشند: می

�� =
��
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�� = �	
��
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+
��

��

		 

)20(  �� = ��
��
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  : عبارتست از �و 

)21( � =
�� − �����

����� + ����� − ��

 

 ]44[ 1هموتوپی پرتوربیشناز روش  ،19  معادلهبراي حل 

 به شکل رابطه 19؛ در این روش معادله استفاده شده است

  شود:  در نظر گرفته می 22
���

���
+ � �� + �[(�� − � �)� + ���

� + ���
�] = 0   

)22( 

 �شود و  ، ضریب تأثیر نامیده می�Î[0,1]فوق   که در رابطه

همچنین  ؛فرکانس طبیعی ارتعاشات غیرخطی مجموعه است

گرفته شده در نظر ) 23(سري توانی  به صورت معادلهپاسخ 

  : ]45[ است

)23(  � = �� + ��� + ���� + ⋯ 

و برابر صفر قرار دادن  22  معادله، در 23معادله با جایگذاري 

  :توان نوشت می هاي مختلف  ضرایب جملات با توان

)24(  ��:			
����

���
+ ���� = 0 

��:				
����

���
+ ���� + (�� − ��)�� 

)25(  										+����
� + ����

� = 0 

  :است 26  رابطهصورت  هب ،24  پاسخ همگن معادله

 )26(  �� = � ���(��) 

بی بعد ارتعاشات غیرخطی  هدامن ،�فوق   رابطهدر که 

   .استمجموعه 

و انجام  25  در معادله 26  رابطهاینک با جایگذاري 

  :شود نوشته می 27  رابطه ،عملیات ریاضی

����
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											+ ��� +
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4
���(3��) 

)27(  											+
���

�

16
���(5��)= 0 

، فرکانس طبیعی غیرخطی و فرکانس 2سکولار  با حذف جمله

و  28روابط  صورت بهمخروطی ناقص  هطبیعی خطی پوست

  است: آمدهدست  به 29

                                                        
1 Homotopy Perturbation Method (HPM) 
2 Secular Term 
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)28(  ��� = (�� +
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� +
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)29(  �� = (��)
�.� 

  

  ارتعاشات اجباري و رزونانس ثانویه - 2-3

  بررسی ارتعاشات اجباري -2-3-1

براي بررسی ارتعاشات اجباري، سیستم تحت تأثیر نیروي 

در  30رابطه  صورت به(در جهت ضخامت)،  1هارمونیک جانبی

 نظر گرفته شده است:  

)30(  �� = �� sin(���)	sin(��∅)	cos(Ω�) 

فرکانس  Ωو  تحریک دامنه نشان دهنده ��فوق  در رابطه

به  13با در نظر گرفتن نیروي خارجی، معادله تحریک است. 

  شود:  نوشته میرابطه  31 صورت

)31(  � = �� sin(���)	sin(��∅)	cos(Ω�) 

 ∅و  �هاي شامل  ) عبارت 18با اعمال روش گلرکین (روابط 

 صورت به 19  رابطهشکل ناهمگن حذف شده و  31از معادله 

  :آید دست می به 32رابطه 

		
���

���
+ ��� + ���

� + ���
� =	�� ���(��) 

)32(    

گیري گالرکین از  ثابت و حاصل انتگرالمقدار  ��که در آن 

  طرف راست معادله  است. 

فوق   رابطه ،براي استفاده از روش هموتوپی پرتوربیشن

  :شود نوشته می 33  رابطه صورت به

  
���

���
+ ��� + ����

� + � ����
� =	�� ���(��)   

 )33(  

با برابر صفر قرار دادن  وربیشن،روش هموتوپی پرت بر اساس

فوق، روابط ي  رابطهدر  هاي مختلف  ضرایب جملات با توان

  استخراج  شده است: 35و  34

)34(    ��:					��
� + ��

��� =	�� ���(���)				 

��:					��
��� + ��

��� = − 2������ − ����
� 

)35( 

��فرکانس خطی سیستم و  �� در روابط فوقکه  =  ؛است �

است که مشتق  زمانی  پارامترهاي چندگانه ��و  ��همچنین 

  : ]46[ شوند زمانی نسبت به آنها تعریف می

                                                        
1 Transverse Harmonic Force 
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= �� + ��� + ⋯ 
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� + 2����� + ��(��
� + 2����)+ ⋯ 

)36(    

 گردیده استخراج 37 صورت رابطه ، به34  معادله عمومی حل

  ]:46[ است

)37(   �0 = �(�1)�
��0�0 + �����0 + �.� 

  که در این رابطه: 

)38(   � =
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2
� ���(��) 

)39(   �� = �� 

)40(   � =
�

�
��(��

� − ��)��  

جملات  2بیانگر مزدوج مختلط ،37در رابطه  �.�عبارت 

 �، 38در رابطه  همچنین ؛استسمت راست تساوي باقیمانده 

  ].46[ باشند میتوابع حقیقی بر حسب زمان  �و 

  

  3هارمونیک  مافوق  بررسی رزونانس - 2- 2-3

، �، فرکانس تحریک ]36[  هارمونیک  مافوق رزونانس حالت در

ها با  نکه ارتباط بین آ است ��یک سوم فرکانس خطی 

نشان داده  41رابطه  صورت به، � 4استفاده از پارامتر تنظیم

  شده است:

)41(    3� = �� + �� 

و پس  35در  37جایگذاري رابطه با و  41با استفاده از رابطه 

هارمونیک   مافوقدر رزونانس هاي سکولار،  حذف ترماز 

  :استخراج گردیده است 42ي  معادله

2����
� + 6����� + 3���

��̅ + ���
������ = 0 

)42(    

به ترتیب مشتق زمانی و مزدوج  ̅�و  ��که در رابطه فوق 

 42  رابطهدر  38  رابطهبا جایگذاري هستند.  �مختلط پارامتر 

با در نظر گرفتن و  و جدا کردن دو قسمت حقیقی و موهومی 

� = ��� − و  43حاصل، معادلات   رابطهاز  ��، و حذف �

  استخراج گردیده است: 44

                                                        
2 Complex Conjugate 
3 Superharmonic Resonance 
4 Detuning Parameter 



 

 

  

  119 | و همکارانزاده  ياسد 

  

 4/ شماره 10/ دوره 1399ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

)43(    �� = −
���

�

��

(���(�)) 

��� = �� −
3���

�

��

� −
3

8

��

��

�� −
���

�

��

���(�) 

)44( 

ن اي که در آ با در نظر گرفتن شرایط حالت پایدار، یعنی نقطه

�� = ��و  0 = و  43از روابط  46و  45روابط باشند،  می 0

   شوند: نتیجه می 44

)45(    ���(�)= 0 

)46(  �� −
3���

�
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� −
3
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�� =
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�

��

���(�) 

نان آفوق و جمع   رابطه  معادلهپس از به توان دو رساندن دو 

به عنوان تابعی از پارامتر  �فرکانسی پاسخ   معادلهبا یکدیگر، 

هارمونیک   مافوقدر حالت رزونانس  �� مقدارو  �تنظیم 

  :است آمدهدست به 47  رابطه صورت به

)47(    (�� −
3���

�
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� −
3
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��)� =	
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استخراج گردیده  48رابطه  صورت به �فوق،   رابطهبا حل 

  است:

)48(    ��,� =
3���

�

��

+
3
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��
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�� ± (
��

���

��
���

)�/� 

کار گرفته  بهتحقیق  دانل که در اینبر اساس تئوري  نهایت در

خطی فرکانس طبیعی  ،فرکانس طبیعی غیرخطی ،است شده

به هارمونیک   مافوقدر رزونانس  پاسخ فرکانسی  و معادله

  :شود تعیین می 51و  50، 49روابط  صورت بهترتیب 

)49(  ��� = (�� +
3

4
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  نتایج -3

  اعتبارسنجی -1- 3

با ، 1 شماره  پوسته آمده، دستبهبراي اطمینان از نتایج 

و  شده است در نظر گرفته، 1مشخصات درج شده در جدول 

نتایج تحلیلی و با فرکانس طبیعی حاصل شده در این تحقیق 

 ،1 شماره  براي پوسته ،]37[ مرجعآزمایشگاهی موجود در 

فرکانس طبیعی خطی به  .گردیده استمقایسه  2در شکل 

� یعنی ،ازاي اولین مد طولی = هاي (شماره  �و   1

که در شکل  گونه همان .استعرضی) مختلف  هاي موج

شود، نتایج تحقیق حاضر تطابق خوبی با نتایج  ملاحظه می

  دارد.  ]37[اخذ شده در مرجع 

  

ي پاسخ فرکانسی براي رزونانس  نمودار معادله - 2- 3

  ي بررسی شده هارمونیک براي سه پوسته  مافوق

 نمودار پاسخ فرکانسی براي سه پوسته)، 51(  با توجه به رابطه

�، به ازاي اولین موج طولی 3 و 2، 1 = و ششمین موج   1

�محیطی  = �و مقدار یکسان  6 = ، رسم 3در شکل  1

  گردیده است.

  

  
با  1مقایسه فرکانس  طبیعی خطی پوسته شماره  -2 شکل

  نتایج موجود

  

 
ازاي نمودار پاسخ فرکانسی براي سه پوسته، به  - 3 شکل

  هاي طولی متفاوت کننده تعداد تقویت

L
(H
z)

a
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انحراف منحنی به سمت راست، ، �برحسب  �در نمودار 

نرم شوندگی  ،سیستم و انحراف به سمت چپ شوندگی سخت

. از این رو بررسی نمودار پاسخ ]36[ دهد سیستم را نشان می

مخروطی  هدهد که پوست مینشان  ،3 سی در شکلفرکان

1شونده سخت غیرخطی یک سیستم صورت به، شده  تقویت
 

 هاي کننده تقویت تعداد همچنین افزایش ؛است کرده عمل

میزان انحراف منحنی پاسخ فرکانسی به  افزایش باعث ،طولی

با  درنتیجهسیستم گردیده و  شوندگی سختسمت راست و 

گردیده  تر  هاي طولی، سازه صلب کننده تقویتافزایش تعداد 

  است.

  

بررسی تأثیر پارامترهاي مختلف بر پوسته در  -3- 3

  هارمونیک  مافوقحالت 

�اولین موج طولی  در تمامی نمودارها، = و ششمین موج  1

�محیطی  = � و مقدار یکسان ضریب ثابت  6 = فرض   1

  شده است.

  

  رینگی هاي کننده بررسی تأثیر تعداد تقویت - 1- 3- 3

، به ازاي 2 ، نمودار پاسخ فرکانسی براي پوسته4در شکل

و تعداد  3هاي طولی ثابت و برابر  کننده تعداد تقویت

مورد بررسی  ،6و  3، 0و برابر  متغیرهاي رینگی  کننده تقویت

  قرارگرفته است.

  

 
، به 2شماره  هنمودار پاسخ فرکانسی براي پوست -4 شکل

  هاي رینگی متفاوت کننده ازاي تعداد تقویت

                                                        
1 Hardening-Type 

تعداد  افزایش ،4 شکل در سیفرکان پاسخ نمودار طبق

هاي رینگی پوسته باعث کاهش میزان انحراف  کننده تقویت

منحنی پاسخ فرکانسی به سمت راست گردیده است، 

تشدید به ازاي تعداد   گفت که پدیده توان می، دیگر عبارت به

 تري کوچکبیشتر در فرکانس تحریک  ،رینگی  کننده تقویت

هاي  کننده تقویتبا افزایش تعداد  همچنین ؛دهد رخ می

عبارت  به. سازه کاهش یافته است شوندگی سخترینگی، 

هاي  کننده توان گفت که با افزایش تعداد تقویت می ،دیگر

ه حالت رفتار سیستم تر شده و ب رینگی رفتار سیستم نرم

  شود.  خطی نزدیک می

  

  ر ضخامت پوستهیبررسی تأثیر تغی  - 2- 3- 3

ضخامت پوسته، نمودار پاسخ  تغییربراي بررسی تأثیر 

، مختلفهاي  فرکانسی براي هر سه پوسته به ازاي ضخامت

مورد بررسی قرار گرفته  7و  6، 5نمودارهاي شکل  صورت به

  است. 

         7و  6، 5که در نمودارهاي شکل  طور همان

شود، افزایش ضخامت باعث انحراف منحنی به  مشاهده می

با افزایش ضخامت،  ،دیگر تعبار بهسمت چپ گردیده است، 

شود  می تر بزرگپاسخ در یک پارامتر تنظیم مشخص   دامنه

سیستم شده  شوندگی سختکه این امر موجب کاهش میزان 

  است.

  

 
هاي مختلف  نمودار پاسخ فرکانسی به ازاي ضخامت - 5 شکل

  1براي پوسته 

aa
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هاي مختلف  نمودار پاسخ فرکانسی به ازاي ضخامت - 6 شکل

  2براي پوسته 

  

 
هاي مختلف  نمودار پاسخ فرکانسی به ازاي ضخامت -7 شکل

  3براي پوسته 

  

ي بزرگ به  نسبت قاعده تغییرتأثیر بررسی   -3- 3- 3

  کوچک پوسته

بزرگ به کوچک پوسته،   نسبت قاعده تغییربراي بررسی تأثیر 

  نمودار پاسخ فرکانسی براي هر سه پوسته به ازاي
��

��
هاي  

مورد بررسی قرار  ،10و  9، 8نمودارهاي  صورت بهاوت، متف

 10و  9، 8طور که در نمودارهاي شکل  همانگرفته است. 

بزرگ به کوچک   شود، افزایش نسبت قاعده مشاهده می

شوندگی سیستم  مطلوب و موجب سختپوسته تا حدي 

که اختلاف این دو قاعده از میزان  گردیده است، اما هنگامی

  انحراف  چپ سمت به منحنی ،است شده بیشتر مشخصی

 
نمودار پاسخ فرکانسی به ازاي  - 8 شکل

��

��
هاي متفاوت  

  1پوسته  براي

  

 
نمودار پاسخ فرکانسی به ازاي  -9 شکل

��

��
هاي متفاوت  

  2پوسته  براي

  

 
نمودار پاسخ فرکانسی به ازاي  -10 شکل

��

��
هاي متفاوت  

  3براي پوسته 

a
a

a
a

a
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که  توان گفت، هنگامی دیگر می عبارت  پیدا کرده است. به

بیشتر شود،  2بزرگ از کوچک پوسته از عدد   اختلاف قاعده

کاهش یافته است، درنتیجه  ]36[پرش   احتمال پدیده

  دهد. سیستم رفتار نرم شوندگی از خود نشان می

 

  گیري  نتیجه -4

 تقویتدر این تحقیق رزونانس ثانویه پوسته مخروطی ناقص 

مورد بررسی قرار گرفت. نتایج تحلیل  ،مشبکبا سازه  شده 

افزایش تعداد ، حاکی از آن است که در سازه مذکور

باعث و افزایش ضخامت پوسته،  هاي طولی کننده تقویت

انحراف بیشتر نمودار پاسخ فرکانسی به سمت راست شده که 

اما افزایش تعداد  سیستم است؛ بیانگر صلبیت بیشتر

هاي رینگی، باعث انحراف بیشتر نمودار پاسخ  کننده تقویت

فرکانسی به سمت چپ گردیده است که بیانگر کاهش 

افزایش نسبتهمچنین، است؛ سیستم  شوندگی سخت
��

��
تا  		

 ،میزان مشخصی باعث افزایش و از مقدار مشخصی به بعد

 شده راست سمت به باعث کاهش انحراف نمودار پاسخ فرکانسی

شوندگی سیستم و از آن به بعد  سخت که تا حدي است

  سیستم را نشان داده است.شوندگی  نرم
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