
 

 

  175-163صفحه / 2/ شماره 10/ دوره 1399سال / هاها و شارهمکانیک سازه

 

کا�یک سازه � و شاره � ی �
��

ی �و
ع��

  �ج�ه 
 
 

DOI: 10.22044/jsfm.2020.8274.2878 
 

 

  05147343001 فکس:؛ 05147344001: تلفنل؛ * نویسنده مسئو

  a.andakhshideh@qiet.ac.ir آدرس پست الکترونیک:

  غیرموضعیمطالعه تشدیدهاي غیرخطی اولیه و ثانویه نانوتیر برپایه تئوري گرادیان کرنش 

  

   2ستار مالکی و *،2عطیه اندخشیده ،1حسین کارامد
 دانشجوي کارشناسی ارشد، مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی قوچان، قوچان  1

    مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی قوچان، قوچان، استادیار 2

  04/12/1398؛ تاریخ پذیرش: 13/06/1398؛ تاریخ بازنگري: 21/01/1398تاریخ دریافت:  ،مقاله مستقل

  چکیده

، با استهاي نانوالکترومکانیکی برنولی که داراي کاربرد در سیستم -در این مقاله، ارتعاشات واداشته غیرخطی نانوتیر غیرموضعی اویلر

با در نظر گرفتن غیرخطی برنولی،  - اویلر معادله حاکم بر نانوتیر  .شودمطالعه میهاي زمانی چندگانه استفاده از روش تحلیلی مقیاس

د. در گام بعد شوالاستیسیته گرادیان کرنش غیرموضعی با استفاده از اصل همیلتون استخراج می هندسی فون کارمن و براساس تئوري

طی گاه ساده، به معادله دیفرانسیل غیرخانتها تکیه با بکاربردن روش گالرکین، معادلات دیفرانسیل جزئی حاکم با شرایط مرزي دو

هاي زمانی چندگانه کند. در ادامه، معادله ارتعاشات غیرخطی واداشته، با استفاده از روش مقیاسمعمولی با متغیر زمان کاهش پیدا می

هاي قابل د. ناحیه جوابشوشود. پس از حل معادله غیرخطی اجباري، تشدیدهاي اولیه و ثانویه نانوتیر غیرموضعی، مطالعه میحل می

هاي پاسخ فرکانسی و دامنه پاسخ برحسب دامنه تحریک، براي تشدیدهاي شدید ساب هارمونیک مشخص شده و منحنیقبول براي ت

د که استفاده از هد نشان می این نتایج شود. می اولیه، سوپر هارمونیک و ساب هارمونیک، به ازاي مقادیر مختلف پارامتر غیرمحلی رسم

تواند جهت یک ضرورت اساسی است. نتایج این مقاله می ،تحلیل ارتعاشات غیرخطی نانوتیرتئوري گرادیان کرنش غیرموضعی براي 

  هاي نانوالکترو مکانیکی، مورد استفاده قرار گیرد.سازي سیستمبهبود طراحی و بهینه

  .ارتعاشات غیرخطی ؛هاي نانوالکترو مکانیکیسیستم ؛نانوتیر ؛گرادیان کرنش غیرموضعیتئوري  :کلمات کلیدي
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Abstract 
In this paper, the nonlinear forced vibrations of nonlocal Euler-Bernoulli nanobeam that is utilized in 
nanoelectromechanical systems are studied using the analytical method of multiple time scales. Based on 
non-linear strain gradient elasticity theory, governing equation of Euler-Bernoulli nanobeam with von-
karman geometric nonlinearity is derived using Hamilton principle. In the next step, using the Galerkin 
method, the partial differential governing equations for simply supported boundary conditions are reduced 
to time variable ordinary nonlinear differential equation. Subsequently, the nonlinear forced vibration 
equation is solved using a multiple time scalar method. After solving the nonlinear excited equation, 
primary and secondary resonances of nonlocal nanobeam are studied. The region of acceptable sub-
harmonic responses is identified and for different values of nonlocal parameter,  the frequency response 
curves and response amplitudes versus excitation amplitude is plotted in all resonances as primary, super-
harmonic and sub-harmonic. These results show that using nonlocal strain gradient theory is a 
fundamental necessity for analyzing nonlinear vibration of nanobeams. The results of this paper can be 
used to improve the design and optimization of nanoelectromechanical systems. 

Keywords: Nonlocal Strain Gradient Theory; Nanobeam; Nanoelectromechanical Systems; Nonlinear 

Vibrations. 
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  مقدمه -1

 هايسیستم یدینامیک رفتار و تحلیلریاضی  سازي مدل

میکرو/نانوالکترومکانیکی که در مقیاس میکرون و نانو هستند، 

این . هاي مهندسی استدر پژوهشر اهمیت پ از مباحث

گیرند کاربردهاي وسیعی مورد استفاده قرار میها در سیستم

، ]3-1[ توان به عملگرها با تحریک الکترواستاتیکیکه می

 ]6[سنسورها  و ]5[ میکروسکوپ اتمی ،]4[ها شتاب سنج

  اشاره نمود. 

    ،هاي نانوالکترومکانیکییکی از اجزاي کلیدي سیستم

، ]7[هایی مانند علم مواد نانوتیرها در حوزه .نانوتیرها هستند

 يادار ،]9[ و تصویربرداري پرتو ایکس ]8[ الکترونیک

یکی  ،)1(شکل نانوتیر سیلیکونی اي هستند.ي ویژهبردهارکا

 بسیاريهاي ها پر کاربرد است که در پژوهشاز نانوسازه

 ،]8[لیو و همکاران . ]11 ،10 ،8[ مطالعه شده است

برد نانوتیر سیلیکونی در الکترونیک را تکنولوژي ساخت و کار

فرایند تولید و کاربرد  ،]10[تیچم پیترز و نمودند.  بررسی

نانوالکترومکانیکی هاي اکسید در سیستم نانوتیر سیلیکون دي

 ،]11[ آشاك و همکاران. )1(شکل کردندعه لنوري را مطا

صورت ه نانوتیر سیلیکون دي اکسید را ب ارتعاشات

و پاسخ فرکانسی و ضریب کیفیت این آزمایشگاهی مطالعه 

 شناساییبه  ،نانوتیر را بدست آوردند. در پژوهش حاضر نیز

پرداخته  اکسید سیلیکون دي نانوتیرارتعاشات غیرخطی 

طراحی و تولید از  پیش بنیادي نیازهاي از یکیکه شود      یم

  .است ها آن

دقیق  گیريبا توجه به دشواري انجام آزمایش و اندازه

آزمایشگاهی در ابعاد میکرو و نانو و همچنین، هزینه 

سازي دینامیک مولکولی، محاسباتی بسیار بالاي شبیه

مورد علاقه محققان  ،هاسازي محیط پیوسته نانوسازه مدل

اینکه در ابعاد میکرو و نانو، اثرات  . با عنایت به]12[ است

هاي مرتبه بالا متناسب با کوچک غیرمحلی و تغییر شکل

یابد، لذا ابعاد در رفتار شدن ابعاد اهمیت بیشتري می

- به این جهت، تئوري .است مهمها بسیار مکانیکی نانوسازه

محیط پیوسته مورد بازنگري قرار گرفته و تاثیر هاي کلاسیک 

هاي تئوري شود.سازي می ویژه ابعاد میکرو و نانو نیز مدل

غیرکلاسیک متعددي تاکنون ارائه شده است و هر کدام از 

هاي تغییر شکل مختلفی ها و مؤلفهها، ویژگیاین تئوري

  که نیاز به معرفی و ارائه دارد. دارند

پرکاربرد الاستیسیته غیرکلاسیک  هاياز جمله تئوري

 ]13[ براي مطالعه رفتار نانوتیرها، تئوري غیرموضعی ارینگن

درتئوري غیرموضعی ارینگن بر خلاف الاستیسیته  .است

تنش در هر نقطه از محیط پیوسته، وابسته به  ،کلاسیک

. این تئوري در ]13[ نقاط محیط استکرنش در تمامی 

است که جهت تحلیل نانوتیرها استفاده شده  متعددي مقالات

  . شوداز این مقالات اشاره میدر ادامه به بخشی 

برنولی،  -اویلر ،تلف تیر شاملمخهاي مدل ]14[ردي 

را براساس الاستیسیته غیرموضعی ارینگن  ردي و تیموشنکو

ل ب، تاثیر قاحاصلبندي نمود و با حل تحلیلی معادلات  فرمول

توجه پارامتر غیرموضعی در خمش کمانش و ارتعاشات تیرها 

تاثیر ابعاد  ،]15[ وانگ و لوي. ]14[ در ابعاد نانو را نشان داد

نانوتیر غیرموضعی در مقیاس نانو را در تغییر شکل استاتیکی 

تشدید اولیه  ،]16[ وانگ و لی کردند.مطالعه برنولی - اویلر

. کردندبررسی  رانانوتیر غیرموضعی تحت نیروي محوري 

 رفتار خمشی صفحات مستطیلی ،]17[ گلمکانی و رضاطلب

را بر پایه تئوري غیرموضعی مطالعه کردند. در این پژوهش از 

دیفرانسیل  تفاضلات محدود و ،شامل عددي  رهیافتدو 

که  نمودند  گیري استفاده شد و نتیجه مربعات گسسته سازي

 دارد اهمیت بالایی  نانوصفحات  خمشاثر غیرموضعی در 

نانوتشدیدگر را براساس تئوري  ،]2[ . ملکی و همکاران]17[

را  است و پاسخ فرکانسی آن کرده سازي مدلغیرموضعی 

نموده و اثر اندازه را مورد براي ابعاد مختلف نانوتیر رسم 

  . ]2[ ندمطالعه قرار داد

 غیرکلاسیک هاي در کنار تئوري غیرموضعی، تئوري

ادیان و تئوري گر ]18[مانند تئوري تنش کوپل  1بالا مرتبه

- 20[روند کار میها بهسازهنیز براي مطالعه نانو ]19[کرنش 

ارتعاشات غیرخطی آزاد و  ،]20[ اندخشیده و همکاران .]22

اجباري میکروتیر با مقطع غیریکنواخت را براساس تئوري 

کمانش  ،]21[تنش کوپل تحلیل نمودند. قربانپور و همکاران 

پایه تئوري مرتبه بالا  ردي از جنس پیزوالکتریک را برنانوتیر 

 گرادیان کرنش مطالعه کردند. علی نقی زاده و همکاران

 گسترده در بارگذاري قطاعیمیکرو صفحه خمش  ،]22[

اساس تئوري مرتبه بالا تنش کوپل اصلاح شده  عرضی را بر

اثر چشمگیر پارامتر مقیاس اندازه در خمش میکرو مطالعه و 

                                                        
1 Higher-Order Theories 
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 از جنس مواد تابعی مدرج را نشان دادند.قطاعی صفحه 

نانو پوسته ارتعاشات آزاد  ]23[ ،حسینی هاشمی و همکاران

کروي را برپایه تئوري تنش کوپل اصلاح شده مورد مطالعه 

در  و اثر قابل توجه پارامتر مقیاس اندازه عددي قرار دادند

و نتایج عددي فرکانس طبیعی نانو پوسته کروي را مشاهده 

  بدست آمده را با نتایج آزمایشگاهی مقایسه نمودند.

ترکیب تئوري غیرموضعی و تئوري مرتبه بالاي گرادیان 

. این تئوري که ]24[توسط لیم و همکاران ارائه شد  ،کرنش

شود، با عنوان تئوري گرادیان کرنش غیرموضعی شناخته می

. ]27- 25[ است در مقالات متعددي مورد استفاده قرار گرفته

پایه تئوري  هاي مختلف تیر را برتئوري ،]25[لو و ژائو 

نمودند و با استفاده از  سازي مدلگرادیان کرنش غیرموضعی 

 اساساثر ابعاد در ارتعاشات نانوتیرهاي مختلف را بر ،حل ناویر

مدل گرادیان کرنش غیرموضعی مطالعه نمودند. در پژوهشی 

ارتعاشات غیرخطی نانوتیر ساندویچ و  ،دیگر، لیو و همکاران

ناکامل هندسی را براساس تئوري گرادیان کرنش غیرموضعی 

نانوتیر را از این . شایان به ذکر است که ]26[مطالعه کردند 

 ابراهیمی و براتی نمودند. سازي مدلجنس مواد تابعی مدرج 

اثر دما و رطوبت را بر خصوصیات دینامیکی نانوتیر  ،]27[

 - وینکلرتابعی مدرج قرار گرفته بر بستر ویسکو الاستیک 

مطالعه و اثر چشمگیر پارامتر مقیاس طول در پسترناك 

بحرانی را  میراییتئوري گرادیان کرنش غیرموضعی بر ضریب 

    مشاهده نمودند.

رفتار دینانیکی  در تر اشاره گردید،همانطور که پیش

- تیرها با ابعاد نانو، اثرات غیرموضعی و همچنین تغییرشکل

این درحالی است  .اي دارداهمیت ویژههاي مرتبه بالا، هر دو 

تنها  ،حلیپایه تئوري غیرم هاي انجام شده برکه در پژوهش

هاي انجام شده پژوهشدر و  ]16-14 ،2[ اثرات غیرموضعی

، ]22-20[ تئوري تنش کوپل و تئوري گرادیان کرنشپایه  بر

ولی در ؛ سازي شده استهاي مرتبه بالا مدلتنها تغییر شکل

یرموضعی و تغییر اثرات غ ،تئوري گرادیان کرنش غیرموضعی

سازي شده و نسبت  هاي مرتبه بالا به طور همزمان مدلشکل

خوانی را با نتایج حاصل از ها، بیشترین همبه سایر تئوري

به همین جهت،  .]24[ اردسازي دینامیک مولکولی دشبیه

, 12[ استن اتوجه محققمورد  اخیراین تئوري در مقالات 

در تحقیقاتی که تاکنون انجام شده است، اما   ؛]25-27

تئوري  برپایه مطالعه ارتعاشات اجباري نانوتیر غیرخطی

لذا با  ؛گرادیان کرنش غیرموضعی تا کنون بررسی نشده است

 در این مقاله،هاي اخیر، موجود در پژوهش لأخعنایت به 

تئوري گرادیان  براساسنانوتیر غیرخطی دینامیک اجباري 

  شود.می کرنش غیرموضعی تحلیل

معادلات حاکم بر نانوتیر سیلیکونی در  ،حاضر در مقاله

با استفاده از اصل الاستیسیته گرادیان کرنش غیرموضعی، 

همراه با غیرخطی برنولی  -اویلرتیر  تئوري و برپایه همیلتون

سازي مدل جهت  شود.میاستخراج  هندسی فون کارمن

در مدل  1تابع کرنل از دو هاي مرتبه بالاتغییر شکل

و مدل غیرموضعی براي میدان  شوداستفاده می غیرموضعی

- در این مدل آید.بدست می کرنش غیرکلاسیک مرتبه بالا

میدان تنش غیرموضعی  تنها به صورت سازي میدان تنش نه

است، بلکه یک میدان تنش ناشی از گرادیان کرنش نیز 

هاي روش مقیاسا بکارگیري بدر ادامه،  .شودمحسوب می

اري حاکم حل معادله غیرخطی اجب ،]28[ زمانی چندگانه

هاي منحنی در را کوچک شدن ابعاد در مقیاس نانو اثرو  شده

پاسخ فرکانسی و دامنه پاسخ برحسب دامنه تحریک، براي 

نانوتیر  تشدیدهاي اولیه، سوپر هارمونیک و ساب هارمونیک

نظر گرفتن  با توجه به در شود.میمطالعه و تحلیل  سیلیکونی

طور ه اثرات غیرموضعی بهاي مرتبه بالا و تغییر شکل

نتایج تر نسبت به وبلبا دقتی مطنتایج بدست آمده همزمان، 

 ]19[ و گرادیان کرنش ]13[ هاي غیرمحلیهرکدام از تئوري

  خواهد بود.صورت منفرد ه ب

  

 
تصویر میکروسکوپ الکترونی از نانوتیر سیلیکون  -1 شکل

 ]10[دي اکسید ارائه شده در مرجع 

                                                        
1 Nonlocal Kernel Function 
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  عادلات حاکمم -2

در مقابل تئوري الاستیسته کلاسیک، در تئوري گرادیان 

، تنها �کرنش غیرموضعی، تنش در هر نقطه مرجع مانند 

وابسته به کرنش در همان نقطه نیست، بلکه وابسته به کرنش 

، 	�طه، بنابراین تنش در نق]13[است  در تمام نقاط جسم

  :]8[ نوشته شود )1رابطه ( تواند به صورت می

������‚	���
� ‚���=  

1

2
��������	� ��(|� − �

�|‚���)���
� (��)������(��)
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)1(    

���و  ���، � نقطه مرجع در دامنه 	�،	در این رابطه 
� ترتیب به  

 ��و کرنش در نقطه  �هاي مرتبه دوم کرنش در نقطه  تانسور

  هستند.

�|)�� هاي الاستیسیته،تانسور ثابت ،�����  − �
�|‚�) ،

 ���مدول غیرموضعی یا تابع کرنل که وابسته به نانو پارامتر 

�|  و فاصه اقلیدسی − -معمولا به ،���. نانو پارامتر است|��

، طول �شود که در آن  در نظر گرفته می �/���صورت 

شود،  میتم است که مشخصه داخلی نامگذاري پیوند بین دو ا

یک ثابت  ��طول مشخصه خارجی (طول کل میدان) و  �

غیرکلاسیک مشخص براي هر ماده است. پارامتر غیرموضعی 

بعاد در رفتار نانوسازه را مشخص ااثر کوچک بودن   �/���

  کند. می

، مدل )1(غیرموضعی ارائه شده در رابطه مدل 

است. در این  ���غیرموضعی براي میدان کرنش کلاسیک 

پژوهش، مدل غیرموضعی براي میدان کرنش غیرکلاسیک 

تابع چگالی  گیرد.مورد استفاده قرار می �	‚��� مرتبه بالا

تغییر شکل مرتبط با این تئوري به فرم     سیل نانرژي پتا

  .]24[خواهد بود ) 2رابطه (

������‚	���
� ‚��;���‚	� ‚	���‚	�

� ‚���=  

1

2
��������	� ��(|� − �

�|‚���)���
� (��)���(��)

�

+  

��

2
���‚	� �����	� ��(|� − �

�|‚���)���‚	�
� (��)���(��)

�

 

)2(      

  غیرکلاسیک یک ثابت ،� پارامتر مقیاس اندازه، ،در این رابطه

است و اهمیت تغییر شکل مرتبه بالا در میدان گرادیان  ماده

�|)��همچنین،  ؛کندکرنش را تعیین می − �
، مدول (���‚|�

غیرموضعی یا تابع کرنل افزوده است که براي توصیف اثر 

است و  غیرموضعی در میدان گرادیان کرنش، معرفی گردیده

  است. ثابت مشخص مربوطه براي هر ماده ��

    رابطه ساختاري در تئوري گرادیان کرنش غیرموضعی 

    به صورت معادله دیفرانسیل نوشت، توان با تقریب را می

��این معادله دیفرانسیل با فرض  = ) 3رابطه (، به فرم ��

  است:

)3(  (1 − (���)
�∇�)��� = �(1 − �

�∇�)���  

، اساس تئوري گرادیان کرنش غیرموضعی، میدان تنش بر

  :دشو تعریف می )4(رابطه  به صورت، ���

)4(  ��� = ��� − ∇���
�  

��σتنش غیرموضعی کلاسیک و  ��σدر این رابطه، 
� 

به توان را میها ، این تنشاستتنش غیرموضعی مرتبه بالا 

  :]24[نوشت ) 6-5(روابط  صورت

)5( ��� = � ���(
�

�‚	��‚	���)���
� (��)��� 

)6(  ���
� = �� � ���(�‚	�

�‚	���
�

)���‚	�
� (��)��� 

پایه تئوري گرادیان کرنش  بر شکل تغییرانرژي 

  :]24[شود بیان می )7(رابطه  به صورتغیرموضعی 

�� = � (���	��� + ���
� ∇����)

�

��  

							= � (���	− ∇���
� )����

�

��  

							+ �� (���
� ����)��

�

�
�

�

= � ���������
�

 

)7(  							+ �� (���
� ����)��

�

�
�

�

 

در ادامه، با استفاده از اصل همیلتون، به استخراج 

معادلات سیستم مفروض، براساس تئوري گرادیان کرنش 

غیرموضعی خواهیم پرداخت. سیستم مورد نظر در این 

و مقطع  � ، یک نانوتیر به طول2 پژوهش، مطابق با شکل

همچنین،  ؛است �و ضخامت  ℎعرضی مستطیلی به ارتفاع 

، ثابت �پارامتر مقیاس اندازه  ،�داراي چگالی جرم 

��غیرموضعی  = � � =  . است �و مدول یانگ  �

براساس تئوري تیر اویلر  میدان جابجایی و چرخش مقطع

 نوشت: )9(و  )8(توان به صورت روابط می را برنولی
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)8(   � = −��
�
(�‚�)	‚	� = 0	‚	� = � (�‚�) 

)9(  �
�
(�‚�)≈

��(�‚�)

��
 

 �	 ،�به ترتیب جابجایی در جهت  �و  �، �، در روابط فوق

�و  و	�
�

  باشند.  میچرخش مقطع  

 

  
  گاه سادهنانوتیر با شرایط مرزي دو انتها تکیه -2شکل

  

براي تیر اویلر برنولی همراه  ��� تانسور کرنش هايمولفه

بدست ) 13-10(روابط با با غیرخطی هندسی فون کارمن، 

  آیند: می

)10(  ��� = ���
� − ��

�
 

)11(  ���
� =

��

��
+
1

2
(
��

��
)� 

)12(  ��� = ��� = ��� = ��� = ��� = 0 

)13(  �
�
=
���

���
 

���در این روابط 
�و  غیرخطیکرنش سطح میانی نانوتیر  �

�
 

  ��� متناظر با کرنش 	���تنش هايمولفهاست. انحناي نانوتیر 

  است: ارائه شده) 14(نیز در رابطه 

  ��� = ����		 

)14(  ��� = ��� = ��� = ��� = ��� = 0 

گیري از تنش برروي مقطع عرضی نانوتیر، منتجه  با انتگرال

�منتجه ممان و  ��محوري  نیرو -15(روابط  به صورت �

  د.نآیبدست می) 16

)15(  �� = � ���
�

�� = �� �
��

��
+
1

2
�
��

��
�
2

� 

)16(  � � = � ���
�

��� = −��
���

���
 

 )17(رابطه در نانوتیر از  ،��انرژي تغییرشکل خمشی 

�شود. در این رابطه محاسبه می �
ممان مرتبه بالا  منتجه، �

  :آیندبدست می )18(رابطهاست که از 

)17(  ��� = ∫ � �
�

�
��
���

���
��� − �� �

���
���

���
��
�

�

 

)18(  � �
� = � ���

�

��� 

تیر ناشی از نیروهاي محوري نانوذخیره شده در  انرژي

  آید.بدست می )19(نیز از رابطه 

�� = � ��

�

�

��
��

��
+
1

2
�
��

��
�
�

��� 

)19(  											− ���
���
��

��
+
1

2
�
��

��
�
�

��
�

�

 

منتجه مرتبه بالا نیرومحوري است که  ��، در این رابطه

 . است )20(معادل با رابطه 

)20(  ��
� = � ���

�

�� 

و  ��هاي محوري  ، ناشی از نیروي�� منتجه نیرو محوري

تواند بار اعمال شده خارجی  ، می��. نیروي محوري است ��

که نانوتیر تحت تنش  یا ناشی از تنش پسماند باشد. هنگامی

، بلندتر از طول اولیه ��تیر، نانو، طول واقعی استکششی 

خواهد بود. افزایش طول ناشی از خمش، عامل ایجاد   ،	�تیر،

خواهد  )21(در نانوتیر به صورت رابطه  ��نیروي محوري 

 شد.

)21(  �� =
�

�
(��− �)≈

�

2�
� �
��

��
�
�

��
�

�

 

نظر نمودن از نیروهاي جسمی، کار انجام شده با صرف

) 22(صورت به توان توسط نیروهاي عرضی خارجی را می

  نوشت:

)22(  �� = � �(�‚�)��(�)��
�

�

 

  آید:بدست می) 23(از رابطه وتیر نیز نانانرژي جنبشی 

)23(  �� =
1

2
� ��� �(

��

��
)�	+ (

��

��
)�	� ��

�

�

 

براساس اصل همیلتون، معادلات دینامیکی حاکم بر 

استخراج  )24(نانوتیر و شرایط مرزي معادل با آن، از رابطه 

  خواهد شد:

)24(  �� (� − �� − �� − � )��= 0
��

��

 

کارگیري اصل همیلتون و حل نمودن مسئله بهپس از 

نانوتیر شرایط مرزي ، معادلات حرکت و )24(حساب تغییرات 

  :دنآیبدست می) 25- 31(به صورت روابط 
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)25(  ���
��
= ��

���

���
 

)26(  ��� �
���

+
�

��
�
���
��
� = ��

���

���
 

)27(  � = �	یا	0 = 0 

)28(  
∂�

∂x
= �	یا	0 � = 0 

)29(  � = 	یا	0
��

��
+ �
∂�

∂x
= 0 

)30(  ∂�

∂x
�	یا	 = 0 

)31(  ���

���
�	یا	 � = 0 

نانوتیر در  ساختاري ه، معادل)3( با توجه به رابطه

) 32( رابطه به صورت الاستیسته گرادیان کرنش غیرموضعی

  :است

��� − (���)
�
�����
���

= ����(1 − (���)
�∇�)��� 

)32(  								= �(1 − ��∇�)������ − ∇���
�  

توان روابط ساختاري را براي طریق مشابه، می همچنین، به

�و منتجه ممان �� منتجه نیرو  گرادیان تئوري ، بر پایه �

  ) و20) و (18( بیان نمود. با توجه به رابطهغیرموضعی  کرنش

ط ساختاري براي منتجه نیـرو و  رواب، )32(رابطه  با استفاده از

 :) است34) و (33( روابط فرم به نانوتیر منتجه ممان

� � − (���)
�
��� �
���

= −���1 − ��
��

���
�
���

���
 

)33(   

�� − (���)
�
����
���

 

)34(  = �� �1 − ��
��

���
� �
��

��
+
1

2
�
��

��
�
�

� 

 )35(توان رابطه ، می)33(در رابطه  )26(گذاري رابطه  جايبا 

گیري از این رابطه در  سیلنرا بدست آورد. با دو بار دیفرا

  رسید.  خواهیم )36(به رابطه  �جهت 

� � = −���1 − �
�
��

���
�
���

���
 

												+(���)
� ���

���

���
+
�

��
��� �

��

��
��� 

)35(   

��� �
���

= −���1 − ��
��

���
�
���

���
 

												+(���)
�
��

���
���

���

���
+
�

��
��� �

��

��
���  

)36(   

، )36(در رابطه  )26(مجدد رابطه گذاري ، با جاينهایتاً

غیرموضعی گرادیان کرنشی معادلات حاکم بر حرکت نانوتیر 

  آید. می بدست) 37(صورت رابطه  به

���1 − ��
��

���
�
���

���
 

							+(1 −
��

���
(���)

�)���
���

���
− �(�‚�)� 

							−
��

2�
�� �

��

��
�
�

��
�

�

��
���

���
− (���)

�
���

���
� 

							= �� �1 − ��
��

���
�
���

���
 

)37(  							+(1 −
��

���
(���)

�)��
���

���
= 0 

ارائه شده است  )38( فرم بی بعد معادله حرکت در رابطه

     بدست )39(بعد از رابطه که در این رابطه متغیرهاي بی

  آیند.می

�1 − ��
��

���
�
���

���
+
���

���
− ��

���

������
 

−6	�
����
�
�
�

�� �
��

��
�
�

��
�

�

��
���

���
− ��

���

���
� 

)38(  			= ��(�‚�) 

  � =
�

�
‚		� =

�

����
‚		� = ��

����

��
‚ 

)39(  	� =
���

�
‚	� =

�

�
‚	� = �

�

�
‚		�� = �

��

��
 

           � ی وبعد غیرموضعبی پارامتر � ،)39(رابطه در 

    همچنین معادله حاکم بر شرایط  است؛ژیراسیون  شعاع

 )40(رابطه انتها ساده نانوتیر غیرکلاسیک به صورت  مرزي دو

  .است
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� (0)= 0‚		� ��(0)= 0‚		� ����(0)= 0 

)40(  � (1)= 0‚		� ��(1)= 0‚		� ����(1)= 0 

 رابطهبا فرض تفکیک متغیرها، معادله ارتعاش نانوتیر، طبق 

 شکل مود ،شود که در این رابطهدر نظر گرفته می )41(

  کنند. بخش وابسته به زمان را بیان می (�)�و  (�)� ارتعاش

)41(  � (�‚�)= � ��(�)��(�)

��

���

 

براي نانوتیر با شرایط مرزي دو انتها  (�)�شکل مود ارتعاش 

 .است )42(رابطه  به صورتگاه ساده تکیه

)42(  �(�)= sin(���) 

گرادیان منظور تحلیل ارتعاشات غیرخطی نانوتیر  به در ادامه،

 غیرموضعی، روش گالرکین براي اولین مود ارتعاشکرنشی 

، رفتار غیرخطی ناشی از ]29[مرجع ود. براساس رمی بکار

ماکزیمم برابر با شعاع  در تیر، زمانی که خیز1کشش تار خنثی

پس از  ژیراسیون مقطع شود، چشمگیر خواهد بود، لذا

����توان استفاده از روش گالرکین می /�	 = در  1

زمان به صورت نظرگرفت. نهایتا، معادله دیفرانسیل با متغیر 

  آید.می بدست )43( رابطه

� �̈ + 2��̇ + �� + ����
� = �cos	(Ω�) 

� = � (�� − ������)��
�

�

	 

�� = � (��
����− ����������)	��

�

�

 

��� = −6�� (�
�)���

�

�

��� ������
�

�

− �� � ��������
�

�

� 

)43(  

از روش گالرکین بدست  ، با استفاده)43(رابطه پارامترهاي 

به  )43(از روش گالرکین در رابطه حاصل است. معادله  آمده

پارامتر  �شود که در اینجا بعد سازي میبی )44(فرم رابطه 

  بعد مقیاس کوچک است.بی

)44(  �̈ + 2���̂̇ + ��
�� + ����� = 2���cos	(Ω�) 

   .آید دست می ) به45( از رابطه )44(بعد موجود پارامترهاي بی

                                                        
1 Mid-Plane Stretching 

)45(  �� = �
�

�
	‚	�� =

���
�
‚	�� =

�

2�
‚	� =̂

�

�
 

ناشی از کشش  ��ضریب غیرخطی  )44( در رابطه

ωهمچنین،  ؛تارخنثی در نانوتیر است فرکانس طبیعی  �

ضریب میرایی سیستم است که با در نظر گرفتن  ̂�و  نانوتیر

 سازي مدلترین شیوه براي  که مرسوم 2ضریب میرایی ریلی

به فرم  ،هاي غیرخطی است میرایی نیرو در سیستم

�̂= یا  در اینجا، فاکتور میرایی مودال شود.فرض می �/��

، یک مقدار ثابت است و بیانگر نرخ زوال �ضریب کیفیت، 

. ضریب کیفیت در استانرژي در هر پریود از ارتعاش سیستم 

 صورت آزمایشگاهیه هاي مختلفی بنانوتیرها، در پژوهش

توان مورد مطالعه قرار گرفته است. می ]30[ و تئوري ]11[

تجزیه ) 46(صورت رابطه ه زوال انرژي در نانوتیر را بنرخ کلی 

  .]30[ نمود

 	��� = �����
�� + ��������

�� + �������
� � + ������������

� � 

)46(  

����� ،)46(در رابطه 
ناشی از  و یک عامل ذاتی در نانوتیر ��

 ،است نانوتیر سازنده مواد غیرالاستیکهاي تغییرشکل

�������
 و شرایط مرزي هندسه مرتبط با طراحی ناکامل ��

��������، نانوتیر
غیرالاستیک در سطح  یندهايآمرتبط با فر ��

������������نانوتیر و 
. ]30[ ناشی از عوامل محیطی است ��

ون اکسید در با جنس سیلیک نانوتیرضریب کیفیت در ثابت 

نظر از عوامل مرتبط با شرایط مرزي  با صرف پژوهش حاضر

در شرایط  ]11[با توجه به نتایج آزمایشگاهی  نانوتیر،

� 30به صورت ) bar 1.01325محیطی (فشار  مقدار دهی  =

  .]11[ شودمی

و ثانویه نانوتیر  غیرموضعی تشدیدهاي اولیهبراي مطالعه 

 ]28[هاي زمانی چندگانه غیرکلاسیک، روش تحلیلی مقیاس

هاي ، زمانمنظوربه این  رود.براي حل معادله حاکم بکار می

 شود.معرفی می )47ا رابطه (ب ��مقیاس بندي شده 

)47(  �� = �
��‚				� = 1‚2‚3‚⋯  

هاي نسبت به زمان و دوم دیفرانسیل مرتبه اولهمچنین، 

��بندي شده  مقیاسو بعد بی = �
توان به صورت میرا  ��

 نوشت. )49(و  )48(روابط 

                                                        
2 Rayleigh 



  

 

  

  مطالعه تشدیدهاي غیرخطی اولیه و ثانویه نانوتیر برپایه تئوري گرادیان کرنش غیرموضعی  |170

  

 2/ شماره 10/ دوره 1399ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

)48(  
�

��
= �� + ��� + �

��� + ⋯  

��

���
= ��

� + 2����� + �
�(��

�+2����)+ ⋯ 				 

)49(   

 شود.بیان می) 50با رابطه ( �� ،روابطاین در 

)50(  �� =
�

�Τ�
‚					� = 1‚2‚3‚⋯  

 مطابق با�	نسبت به  �روش اغتشاشات، پاسخ سیستم  پایهبر

  .شودمی داده بسط )51( رابطه

�(�‚�)= ��(��‚��‚��‚… )+ ���(��‚��‚��‚… ) 

)51(  																+����(��‚��‚��‚… )+ ⋯  

و مساوي با صفر قرار دادن  )44(گذاري روابط فوق در  با جاي

  را خواهیم داشت. )53( و )52(، روابط εضرایب هم توان 

)52(  (��
� + ��

�)�� = 0 

(��
� + ��

�)�� = −2���� − 2������ 

)53(  																														−����
� + ��cos	(Ω���) 

     بدست )54(به صورت  ��پاسخ  ،)52( پس از حل رابطه

  آید.می

)54(  ��(��‚��)= �(��)�
� ��� + �(̅��)�

� ��� 

  .استمزدوج مختلط آن  ̅�یک تابع مختلط و  �در اینجا 

ید در تشد نانوتیربه منظور بدست آوردن پاسخ فرکانسی 

 در نزدیک فرکانس طبیعیاولیه، فرکانس تحرك خارجی را 

  گیریم.در نظر می )55(و به صورت رابطه نانوتیر 

)55(  � = ω � + �� 

، بیانگر اختلاف میان فرکانس �، 1در این رابطه، پارامتر تنظیم

  تحریک خارجی و فرکانس طبیعی نانوتیر است.

و حذف  )53( در رابطه )55(و  )54(ابط ورقرار دادن با 

یک معادله دیفرانسیل مختلط سکولار، غیر هايترمنمودن 

 آید.بدست می )56( رابطهمطابق با 

�2��ω̂ �� + 2�ω ���� + 3���
�� −̅

��

2
������ = 0 

)56(   

به فرم را  � تابع مختلط ،)56( معادلهنمودن  حلجهت 

(��)�  قطبی =
�

�
��(��)�

توابعی  �و  ��که نوشته  ����

�هستند، با در نظر گرفتن  ��حقیقی از  = � �� − و  �

                                                        
1 Detuning Parameter 

حقیقی و موهومی هاي و بخش )56( گذاري در رابطه جاي

 آید.بدست می )57( رابطه تفکیک شده و معادله

)57(  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧	
��

���
= − ��̂� +

��

2ω �
sin(�)														

��

���
= � −

3�����

8ω �
−
��

2��ω �
cos	(�)

 

	)ماندگار پاسخ در شرایط 
��

���
=
��

���
=  بکارگیري، با (0

�(�)sin رابطه + cos(�)� =  )57( از رابطه �متغیر  1

 آید.بدست می) 58(رابطه  از و پاسخ فرکانسی نانوتیرحذف 

)58(  ���̂ + �� −
3��

8ω �
����

�

���� = �
��

2ω �
�

�

 

 ،نانوتیر هارمونیک پاسخ سوپرمطالعه  جهت ،در ادامه

  گیریم.در نظر می )68(رابطه با فرکانس تحریک را مطابق 

)59(  3� = ω � + ��  

  است. مفروض )60( رابطهبصورت  همچنین، دامنه تحریک

)60(  Λ =
��

2(��
� − ��)

 

هاي زمانی چندگانه، پاسخ زمانی و بکار بردن روش مقیاسبا 

و  )61( به ترتیب از روابط نانوتیرسوپر هارمونیک فرکانسی 

  .]28[آیند می بدست )62(

)61(  � = �� cos(3�� − �)+ 2Λcos	(��) 

)62(  ��� + �� −
3

8
����� − 3��Λ��

�

���� =
���Λ�

��
�  

دامنه تحریک در  Λپاسخ و دامنه  ��این روابط پارامتر  در

  نانوتیر است.تشدیدهاي ثانویه 

 ،نانوتیر ساب هارمونیک هايپاسختحلیل منظور  به

 .مقروض است )63(رابطه به صورت  نانوتیر فرکانس تحریک

)63(  � = 3ω � + �� 

، )63( صورتبه  نانوتیربا در نظر گرفتن فرکانس تحریک 

) 65) و (64( مطابق با رابطه ساب هارمونیک نانوتیر پاسخ

 .]28[باشد می

)64(  � = �� cos�
1

3
�� − �� + 2Λcos	(��) 

9�� + �� −
9����

8ω �
−
9��Λ�

ω �
�

�

=
81���Λ����

16��
�  

)65(   

 رابطه ،)67(و  )66(روابط به فرم  �ℎو  �ℎتعریف نمودن با 

  . شودمیبازنویسی  )68( رابطه به صورت )65(
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)66(  ℎ� =
8ω ��

9��
− 6Λ� 

)67(  ℎ� =
64��

�

81��
� �9�

� + �� −
9��Λ�

ω �
�

�

� 

)68(  ��� = ℎ� ± �ℎ�
� − ℎ� 

�ℎ صورتیکه در تنها، )68(ه رابطتوجه به با 
� ≥ ℎ�  وℎ� > 0 

در پذیرش قابل  هايپاسخ مرزلذا،  ؛ها قابل پذیرش استپاسخ

  .آیدمیبدست  )69(از رابطه  نانوتیر ساب هارمونیک تشدید

)69(  
�

�
− �
��

��
− 63 ≤

63�Λ�

4�ω �
≤
�

�
+ �
��

��
− 63 

  

  بررسی نتایج -3

بر نانوتیر  سازي مدلدر این بخش به بررسی نتایج حاصل از 

ر پردازیم. نانوتی میتئوري گرادیان کرنش غیرموضعی پایه 

 به طولمورد نظر از جنس سیلیکون دي اکسید و 

� = ℎمقطع عرضی مستطیلی به ارتفاع و  ��10 = و  ��1

�  ضخامت = �چگالی جرم  و 	��1.5 = 2200kg/m�،  و

�مدول یانگ  = 63.2GPa شودهمچنین فرض می است؛، 

 باشد.  ��8و  ��0مقادیري بین  ��ثابت غیرموضعی 

، جهت شدهاي قبل نیز اشاره همانطور که در بخش

خطی در نانوتیر غیرکلاسیک، از تعاشات غیرتحلیل ار

لذا  ؛شودخطی در روش گالرکین استفاده می بردارهاي ویژه

پیش از ارائه نتایج ضروري است که مقادیر ویژه بدست آمده 

 دقت منظور بررسی اعتبار سنجی شوند. در این راستا، ابتدا به

این پژوهش براي فرکانس  مقادیر ویژه بدست آمده در نتایج،

مقایسه  ]25[ ژائوو نتایج مقاله لو  طبیعی اول نانوتیر را با

در مقاله نتایج بدست آمده از حل ناویر ، 1کنیم. در جدول می

در  ��و روش گالرکین در پژوهش حاضر ( ]25[ ژائوو لو 

نانوتیر به ازاي مقادیر فرکانس طبیعی اول  براي)) 45رابطه (

در این جدول است.  مختلف پارامتر غیرموضعی ارائه شده

مقادیر مختلف پارامتر فرکانس طبیعی خطی براي 

گردد. مشاهده می ℎ/�پارامتر مقیاس اندازه و  γغیرموضعی 

با توجه به این جدول با افزایش پارامتر مقیاس اندازه در 

   همچنین، یابد وش میگرادیان کرنش، فرکانس خطی افزای

    معکوس با افزایش پارامتر غیرموضعی فرکانس  به طور

مشاهده  1جدول همانطور که در  .کندخطی کاهش پیدا می

 ]25[ ژائوو نتایج مقاله حاضر با نتایج مقاله لو  ،شودمی

  گردد. مناسبی داشته و صحت این نتایج تایید می خوانی هم

 طبیعی اول، دوم و سوم نانوتیرسه فرکانس  2در جدول 

است.  ارائه شده γبه ازاي مقادیر مختلف پارامتر غیرموضعی 

ℎ/�در این جدول مقدار پارامتر مقیاس اندازه  = . است 1

افزایش مقادیر  شود، می طور که در جدول مشاهدههمان

   پارامتر غیرموضعی باعث کاهش مقادیر فرکانس نانوتیر 

   .شودمی

هاي زمانی از روش مقیاس آمده نتایج بدستدر ادامه، 

چندگانه براي تشدیدهاي اولیه و ثانویه سوپرهارمونیک و 

گیرد و ساب هارمونیک نانوتیر غیرموضعی مورد بحث قرار می

با افزایش پارامتر غیرموضعی، اثر اندازه در تئوري 

غیرکلاسیک برپایه تئوري گرادیان کرنش غیرموضعی مطالعه 

  . دشو می

منحنی پاسخ فرکانسی تشدید اولیه براي  3شکل  در

رسم شده است. 	مقادیر مختلفی از پارامتر غیرموضعی معادل

پارامتر تنظیم و این دامنه پاسخ برحسب  نموداردر این 

     رسم تنظیم  همچنین زاویه فاز پاسخ بر حسب پارامتر

 فرکانسی  پاسخ نمودار انحناي 3 شکل به توجه با است. شده

  

مقایسه نتایج بدست آمده در پژوهش حاضر و  - 1جدول 

  بهبراي فرکانس طبیعی اول نانوتیر  ]25[ ژائوو مقاله لو 

 (�)ازاي مقادیر مختلف پارامتر غیرموضعی 

��(nm) γ پژوهش  �/ℎ =  0      �/ℎ = 1 

0  

  

  

5/0  

  

  

0/1  

  

  

5/1  

  

  

0/2  

0  

  

  

05/0  

  

  

1/0  

  

  

15/0  

  

  

2/0  

 

  مطالعه حاضر

  ]25[ ژائولو  و 

  درصد خطا

  مطالعه حاضر

  ]25[ ژائولو  و 

  درصد خطا

  مطالعه حاضر

  ]25[ ژائولو و 

  درصد خطا

  مطالعه حاضر

  ]25[ ژائولو و 

  درصد خطا

  مطالعه حاضر

  ]25[ ژائولو و 

 درصد خطا

8297/9 

8293/9  

0041%/0  

7106/9  

7102/9  

0042%/0  

3780/9  

3774/9  

0064%/0  

8920/8  

8915/8  

0056/%0  

3231/8  

3228/8  

0084/%0  

3032/10 

3029/10 

0029%/0  

1785/10 

1781/10 

0039%/0  

8296/9  

8293/9  

0030/%0  

3203/9  

3199/9  

0043/%0  

7242/8  

7238/8  

0068/%0  
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سه فرکانس طبیعی  اول، دوم  و سوم معادله خطی  - 2 جدول

  (�)به ازاي مقادیر مختلف پارامتر غیرموضعی 

��(nm) γ ��   ��   ��   

0 0 303/10 871/45 869/117 

5/0  05/0 178/10 790/43 813/106 

0/1  1/0  829/9  845/38  792/85  

5/1  15/0 320/9 401/33 215/68 

2  2/0 724/8 595/28 270/55 

  

  
منحنی پاسخ فرکانسی تشدید اولیه نانوتیر به  - 3شکل 

نمودار  (a) :(�)ازاي مقادیر متفاوت از پارامتر غیرموضعی 

نمودار زاویه فاز   (b)دامنه پاسخ برحسب پارامتر تنظیم  

  پاسخ بر حسب پارامتر تنظیم

  

تشدید اولیه به سمت راست، با افزایش مقادیر پارامتر 

کرده و ارتفاع جهش ثابت غیرموضعی، شدیدا افزایش پیدا 

 ماند.باقی می

منحنی دامنه تحریک خارجی برحسب دامنه  4شکل در 

پاسخ نانوتیر غیرموضعی براي تشدید اولیه براي مقادیر 

�مختلف پارامتر غیرموضعی = 0 رسم شده   	0.6	و	0.4	و0.2	و

منحنی دامنه تحریک برحسب  4است. با توجه به شکل 

براي تشدید اولیه به ازاي مقادیر مختلف  نانوتیرپاسخ  دامنه

  پارامتر غیرموضعی تغییرات چشمگیري دارد.

منحنی دامنه پاسخ نانوتیر غیرموضعی  5شکل در 

برحسب دامنه تحریک خارجی نانوتیر براي تشدید ثانویه 

3Ωسوپرهارمونیک  ≈ ω براي مقادیر مختلف پارامتر  �

�غیرموضعی معادل با = 0  رسم شده است.  0.6	و0.4	و0.2	و

تغییرات قابل توجه منحنی دامنه تحریک در این نمودار، 

برحسب دامنه پاسخ سیستم براي تشدید ثانویه سوپر 

هارمونیک به ازاي مقادیر مختلف پارامتر غیرموضعی مشاهده 

شود، با افزایش شود. همانطور که در این شکل مشاهده میمی

یدا مقادیر پارامتر غیرموضعی دامنه جهش دینامیکی کاهش پ

  است.کرده و نقطه پیک پاسخ به سمت چپ منحرف شده 

  

  
منحنی دامنه تحریک برحسب دامنه پاسخ  -4شکل 

  به ازاي مقادیر سیستم براي تشدید اولیه نانوتیر

  (�) متفاوت پارامتر غیرموضعی

  

  
منحنی دامنه تحریک برحسب دامنه پاسخ نانوتیر  - 5شکل 

��غیرکلاسیک براي تشدید ثانویه سوپر هارمونیک  ≈ ��  

  (�) به ازاي مقادیر متفاوت پارامتر غیرموضعی
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شکل ، در )69(هاي بدست آمده در رابطه پاسخاساس  بر

ساب هارمونیک  هاي قابل قبول براي تشدیدپاسخ ناحیه 6

Ω ≈ 3ω   .است رسم شده نانوتیر �

هاي غیربدیهی در پس از بدست آوردن ناحیه جواب

تشدید ساب هارمونیک توان اثر اندازه را در ، می6شکل 

Ω ≈ 3ω ، دامنه پاسخ نانوتیر 7لذا در شکل مطالعه نمود؛  �

هارمونیک  برحسب دامنه تحریک براي تشدید ساب 

Ω ≈ 3ω به ازاي مقادیري از پارامتر غیرموضعی رسم شده  �

منحنی پاسخ فرکانسی نانوتیر براي  8است؛ همچنین، شکل 

Ω	تشدید ساب هارمونیک  ≈ 3ω به ازاي مقادیر مختلف از  �

�پارامتر غیرموضعی برابر با  = را نشان  	0.8‚0.6‚0.4‚0

 افزایش پارامتر 8و  7هاي دهد. با توجه به شکل می

Ωهارمونیک  سابپاسخ  اثر چشمگیري برغیرموضعی  ≈ 3ω �  

  

  
هاي قابل قبول براي تشدید ثانویه ناحیه پاسخ - 6شکل 

�ساب هارمونیک  ≈   نانوتیر غیرکلاسیک ���

  

  
منحنی دامنه تحریک برحسب دامنه پاسخ نانوتیر  -7شکل 

�غیرکلاسیک براي تشدید ثانویه ساب هارمونیک  ≈ ��� 

  (�)	 نانوتیر به ازاي مقادیر مختلف پارامتر غیرموضعی

  
منحنی پاسخ فرکانسی تشدید ثانویه ساب  - 8شکل 

�هارمونیک  ≈   نانوتیر غیرکلاسیک به ازاي ���

  (�)	 مقادیر مختلف پارامتر غیرموضعی

  

نانوتیر دارد و استفاده از تئوري غیرکلاسیک گرادیان کرنش 

Ωهارمونیک  ساب پاسخ غیرموضعی در تحلیل  ≈ 3ω نانوتیر  �

  یک ضرورت است.

  

 گیرينتیجه -4

در این پژوهش معادلات حاکم بر ارتعاشات غیرخطی نانوتیر 

کرنش غیرموضعی براساس تئوري گرادیان سیلیکونی 

استخراج شده و تشدیدهاي اولیه، سوپرهارمونیک و ساب 

هاي زمانی هارمونیک نانوتیر با استفاده از روش مقیاس

چندگانه مورد تحلیل و مطالعه قرار گرفت. نتایج این مقاله 

نشان داد که تشدیدهاي اولیه و ثانویه سوپرهارمونیک و ساب 

تحت تاثیر پارامتر هارمونیک نانوتیر به طور چشمگیري 

توان به باشند. مهمترین نتایج این مقاله را میغیرموضعی می

  صورت زیر بیان نمود:

  ،با افزایش پارامتر مقیاس اندازه در گرادیان کرنش

یابد و این پارامتر اثر فرکانس خطی افزایش می

به همچنین،  ؛سخت شوندگی خطی خواهد داشت

معکوس با افزایش پارامتر غیرموضعی فرکانس  طور

کند و این پارامتر اثر نرم خطی کاهش پیدا می

 شوندگی خطی دارد. 

  انحناي نمودار پاسخ فرکانسی نانوتیر در تشدید

اولیه به سمت راست، با افزایش مقادیر پارامتر 

یابد و افزایش غیرموضعی، شدیدا افزایش می
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وندگی غیرخطی پارامتر غیرموضعی اثر سخت ش

 خواهد داشت. 

  منحنی دامنه تحریک برحسب دامنه پاسخ نانوتیر

براي تشدید اولیه به ازاي مقادیر مختلف پارامتر 

غیرموضعی تغییرات چشمگیري دارد و با افزایش 

پارامتر غیرموضعی ارتفاع پرش دینامیکی در این 

 یابد. منحنی کاهش می

  ی یک در همسایگبراي تشدید سوپر هارمونیک

تغییرات قابل توجهی در سوم فرکانس طبیعی، 

منحنی دامنه پاسخ نانوتیر برحسب دامنه تحریک 

به ازاي مقادیر مختلف پارامتر غیرموضعی مشاهده 

شود. با افزایش مقادیر پارامتر غیرموضعی، می

دامنه پرش دینامیکی کاهش پیدا کرده و نقطه 

  است. پیک پاسخ به سمت چپ منحرف شده

 هارمونیک رسم هاي قابل پذیرش ساب پاسخ هناحی

و اثر چشمگیري پارامتر غیرموضعی بر گردیده 

هاي پاسخ ساب هارمونیک در منحنیپاسخ 

فرکانسی و دامنه پاسخ برحسب دامنه تحریک 

  شد. نمایش داده

براساس نتایج بدست آمده در این پژوهش، استفاده از 

تئوري  غیرکلاسیک گرادیان کرنش غیرموضعی براي تحلیل 

ارتعاشات غیرخطی تیر در مقیاس نانو یک ضرورت اساسی 

  . است

هاي تواند در فرایند تولید سیستمنتایج این پژوهش می
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