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  چکیده

کاملا  صورت به بار نیاول يبرا جهته ی دواز جنس مواد مدرج تابع مفصل دور یلیورق مستط یرخطیحاضر، ارتعاش آزاد غ قیدر تحق

دیفرانسیل معادلات  ،کارمن روابط کرنش جابجایی غیرخطی ونو  لتونیاصل هام به کمکمنظور  نیا ي. برااست شدهبررسی  تحلیلی

 معادلات دیفرانسیل جزئی غیرخطی ورق به معادلات دیفرانسیل ،نی. پس از آن با اعمال روش گالرکاند شدهاستخراج ورق  حرکتجزئی 

 صورت بهورق  یرخطیغ ادلهمع ،ورقهاي غیرخطی  به منظور محاسبه فرکانس . سپساند گشتهتبدیل  وابسته به زمان غیرخطی معمولی

راستاي طولی و  مدل توزیع توانی در دو خواص مواد ورق براساس. است  شده حل افتهیپوانکاره بهبود ندشتدیبا استفاده از روش ل یلیتحل

دامنه ارتعاش، اندیس ماده  ،همچون . درنهایت اثر برخی پارامترهاي کلیدي سیستماند شدهمتغیر فرض  پیوسته صورت به عرضی ورق

گذاري مساله، نتایج  . براي صحهاند گرفتهمورد تحلیل قرار به صورت جزئی روي فرکانس غیرخطی ورق  و نسبت هندسی ورقتابعی  مدرج

  .است  گشتهو تطابق بسیارخوبی مشاهده  است  شدهاین پژوهش با نتایج ادبیات گذشته و همچنین حل عددي مقایسه 

  ها؛ روش لیندشتدپوانکاره بهبود یافته. ارتعاش غیرخطی؛ ورق مستطیلی؛ مواد مدرج تابعی دوجهته؛ تئوري کلاسیک ورق :کلمات کلیدي
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Abstract 
In the present study, nonlinear free vibration analysis of bi-directional functionally graded simply supported 
rectangular plates is investigated analytically for the first time. For this purpose, with the aid of Hamilton’s 
principle and von Karman nonlinear strain-displacement relations, the partial differential equations of motion 
are developed. Afterward, the nonlinear partial differential equations are transformed into the time-
dependent nonlinear ordinary differential equations by applying the Galerkin method. The nonlinear 
equation of motion is then solved analytically by the Modified Lindstedt-Poincare method to determine the 
the plate nonlinear frequencies. The volume fraction distribution is assumed to be continuously graded in 
both the length and width directions of the plate. Finally, the effects of some system parameters such as the 
vibration amplitude, FG indexes and aspect ratio on the nonlinear frequency are discussed in detail. To 
validate the analysis, the results of this paper are compared with both the published data and numerical 
method, and good agreements are found. 

Keywords: Nonlinear Vibrations; Rectangular Plate; Bi-Directional Functionally Graded Materials; Classical 
Plates Theory; Modified Lindstedt-Poincare Method. 
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 مقدمه -1

 خواص  هستند که تیکامپوز ینوع (FGM) مدرج تابعیمواد 

 صورت به گریسطح تا سطح د کیآنها از  یحرارت ای یکیمکان

 ی.  استفاده از مواد مدرج تابعکند یم رییتغ وستهیو پ یتابع

مواد به  نیا داشته است. يریگ چشم شیافزا ریاخ يها در دهه

 ،که دارند یخواص گریبالا و د یمقاومت حرارت لیدل

 ،همچون یمختلف عیدر صنا يادیز یمهندس يهاکاربرد

مواد  نیاز ا نیهمچن ؛دارند ییهوافضا عیو صنا یدفاع عیصنا

 يها مخازن تحت فشار، پره ،همچون یزاتیدر ساخت تجه

 مپلنتیمثل ا یوپزشکیمواد ب ،یحرارت يمبدل ها ن،یتورب

 موادو کاربرد  تی. با توجه به اهمشود یدندان استفاده م

انجام  نهیزم نیدر ا یمحققان مطالعات یبرخ یمدرج تابع

  .دادند

 یساخته شده از مواد مدرج تابع جیرا يها از سازه یکی

 یمهندس يها در سازه يادیز يهاکه کاربرد باشند یها م ورق

از  ياری. بسدارد رهیو غ ییفضا هینقل لیهمچون وسا

 یساخته شده از مواد مختلف در مهندس يورق ها يکاربردها

 كناز اریبس يا رهیشود به عنوان مثال: صفحات دا یم افتی

شود. صفحات  یاستفاده م يا انهیرا يها سکیدر هارد د

، سطوح دم توان در پوست بال یرا م يا و ذوزنقه یلیمستط

صفحات . افتی مایهواپ يعمود يو باله ها1، فلپیافق

 ينانو برا يها دکنندهیدر تشد رداریکسرگی یلیمستط

 يها پانل نیهمچن ؛شوند یمواد مخدر استفاده م صیتشخ

 یعمران يها در ساختمان يادیتا حد ز سطحم لیمستط

مطالعات  ،که دارند ییبالا تیاهم لیلذا بدل؛ شود یاستفاده م

انجام شده است.  یمدرج تابع يها ورق کینامید يرو يادیز

ساخته شده از جنس  يها ارتعاش ورق يمحققان رو یبرخ

کار کردند. ژانگ و  کیکلاس يبراساس تئور مدرج تابعیمواد 

ورق نازك از مواد  زیآزاد، کمانش و خ اشارتع ،]1[ 2ژوو

 یورق و سطح خنث کیکلاس يرا براساس تئور مدرج تابعی

 یعیطب يها ] فرکانس2[ 3تیکردند. ابر لیتحل یکیزیف

را با استفاده از  رداریساده و گ گاه هینازك با تک يها ورق

  . ها استخراج کرد ورق کیکلاس يتئور

                                                        
1 Flap 
2 Zhang and Zhou 
3 Abrate 

 يها شکل رییاز تغ کیکلاس يدر تئور که  اینتوجه به  با

 يها فرکانس گردد، یدر ضخامت ورق صرف نظر م یبرش

 نی. به منظور حل اندیآ یم دست به بیتقر یبا کم یعیطب

 شکل رییتغ يپژوهشگران با استفاده از تئور یبرخ ،مشکل

 یمرتبه بالاتر به مطالعه ارتعاش خط ایمرتبه اول و  یبرش

با  ،]3نمونه نجفی زاده و عیالوار [ ي. براداختندورق ها پر

استفاده از تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی به بررسی 

ارتعاش آزاد ورق مستطیلی شکل ساخته شده از مواد تابعی 

ارتعاش  تحلیلبه  ،]4[نژاد  خورشیدي و عنصريپرداختند. 

پیزوالکتریک با  هاي قطاعی کوپل شده با لایه آزاد ورق

 پرداختند. بکارگیري تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول

بر  یحرارت طیمح تاثیر یبه بررس ،]5و همکاران [ يدیخورش

 يدو بعد یتابع مدرج وادماز  یلیارتعاش آزاد ورق مستط

 یبرش رشکلییتغ يمستقر بر بستر پسترناك براساس تئور

با ارائه  ،]6و همکاران [ یهاشم ینیمرتبه سوم پرداختند. حس

به تحلیل ارتعاش آزاد ورق  خطی یک حل دقیق پاسخ بسته

با لایه هاي هوشمند  مدرج تابعیمستطیلی نسبتاً ضخیم 

با  ،]7[ 5و همکارانپرداختند. ژائو 4براساس تئوري میندلین

به مطالعه ارتعاش  6تزیر-یپ یاستفاده از روش المان آزاد ک

 يبراساس تئور مدرج تابعیمواد  از یلیآزاد ورق مستط

 قیتحق نیمرتبه اول پرداختند. آنها در ا یبرشتغییرشکل 

فرزام و قرار دادند.  یرا مورد بررس مدرج تابعیچهار نوع ماده 

مدرج  يها ورقمیکرو  کمانش و خمش لیبه تحل ،]8[ حسنی

 طیدر مح و بارهاي مکانیکیکه تحت پرداختند  یتابع

 گرادیان کرنش بهبودیافته يقرار دارند. آنها از تئور یحرارت

 يبا استفاده از تئور ،]9[ 7و همکارانگوپتا . استفاده کردند

 يها مرتبه بالاتر به استخراج فرکانس یبرش رشکلییتغ

مختلف  يمرز طیبا شرا مدرج تابعیورق از مواد  یعیطب

ارتعاش آزاد  ،]10و همکاران [ يدیخورشپرداختند. 

 هیبا لا یتیکامپوز یلیورق مستط نانو یکیالکترومکان

مرتبه  یشکل برش رییتغ يرا با استفاده از تئور کیزوالکتریپ

و  يدیقرار دادند. خورش لیو تحل هیمورد تجز افتهی بهبود اول

 یمدرج تابع یلیمستط يها ورق نانو ارتعاش ،]11همکاران [

                                                        
4 Mindlin 
5 Zhao et al. 
6 Element kp-ritz Method 
7 Gupta et al. 
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مورد  یرمحلیغ یینما یبرش شکل رییتغ يرا براساس تئور

ارتعاش آزاد  ،]12[ یو بخشش يدیقرار دارند. خورش لیتحل

را مطالعه  الیدر تماس با س یمدرج تابع یلیورق مستط

  .کردند

و قابل  قیدق لیو تحل یطراح يبرا که اینتوجه به  با

است تا ارتعاش با دامنه بزرگ مورد  ازیسازه ن کی نانیاطم

 یرخطیها غ دهیهمه پد تیچراکه در واقع ؛واقع شود یبررس

 لیاز تحل کترینزد تیبه واقع یرخطیغ لیلذا تحل ؛هستند

ارتعاش  یاز محققان به بررس گرید یلذا برخ ؛باشد یم یخط

به مطالعه  ،]13[ يو قاهر ریها پرداختند. نث ورق یرخطیغ

از مواد  يروینازك دا يها ورق یرخطیغ يارتعاش اجبار

 نظر در رداریرا دورگ يمرز طیپرداختند. آنها شرا مدرج تابعی

 یرخطیحل معادلات غ يگرفته و از روش اغتشاشات برا

 ک،یکلاس يبر اساس تئور ،]14[ 1و زو وانگ استفاده کردند. 

مدرج از مواد  یلیورق مستط یرخطیارتعاش غ یبه بررس

 دالامبرنها با استفاده از اصل متخلخل پرداختند. آ تابعی

 تیبر ورق را استخراج و در نها اکمح یجزئ یرخطیمعادله غ

  نیبه روش گالرک یمعمول لیفرانسیبه معادله د لیپس از تبد

 يزدی نیام یبالانس حل نمودند. عل کیآن را با روش هارمون

 ییو روابط کرنش جابجا کیکلاس ي] با استفاده از تئور15[

 از یلیورق مستط یرخطیارتعاش آزاد غ یبه بررس 2کارمن ون

 یهوموتوپ یپرداخت. او از روش اغتشاش مدرج تابعیمواد 

 به خطی یخطریغ یعیاستخراج نسبت فرکانس طب يبرا

 يبا استفاده از تئور ،]16استفاده کرد. لطف آور و همکاران [

 یبه بررسکارمن  ون ییو روابط کرنش جابجا کیکلاس

پرداخت.  یتیکامپوز یلیورق مستط یرخطیارتعاش آزاد غ

استخراج نسبت فرکانس  يبرا یبیتقر یلیآنها از دو روش تحل

و . وو یج استفاده کردند. به خطی یخطریغ یعیطب

ورق ساخته  یرخطیارتعاش آزاد غ یبه بررس ،]17[ 3همکاران

 يپرداختند. آنها براساس تئور مدرج تابعیمواد  از شده

اثر خواص  ه،یبسط فور کیها و با استفاده از  ورق کیکلاس

 یکینامیرفتار د يرا رو یحرارت يهاو بار يمرز طیمواد، شرا

با  ،]18زاده [ و منجم دهزا ورق مورد مطالعه قرار دادند. ملک

پاسخ  لیها، به تحل ورق کیکلاس يتئور يریبه کارگ

                                                        
1 Wang and Zu 
2 Von Karman 
3 Woo et al. 

درحال حرکت  يرویتحت ن مدرج تابعیورق از مواد  یرخطیغ

 تغییر يبا استفاده از تئور ،]19[ 4و کونگ داكپرداختند. 

ارتعاش  یمرتبه اول و تابع تنش به بررس یرشبشکل 

پرداختند. آنها  مدرج تابعی دموا زا یلیورق مستط یرخطیغ

 يو تحت بار ها کیبستر الاست يورق رو ،فرض کردند

ورق  یکینامیباشد، سپس پاسخ دیی رایو م یحرارت ،یکیمکان

استخراج کردند. فانگ   کوتارانج  يرا با استفاده از روش عدد

مرتبه اول، شکل برشی  تغییر يبراساس تئور ،]20[ 5و چن

را مورد  مدرج تابعیاز مواد  یلیورق مستط یرخطیارتعاش غ

 هیوجود تنش اول نیورق و همچن نقصقرار دادند. آنها  یبررس

و و  نیرا لحاظ نموده و با استفاده از روش گالرک ورقدر 

  به حل معادلات پرداختند. کوتارانج  يروش عدد

 شران،یپ يها ستمیها همچون س سازه یبرخ یطراح يبرا

باشد و  رگذاریآنچنان تاث تواند ینم جهته کی یمواد مدرج تابع

که  کنندیم دایپ ازین يتر شرفتهیبه مواد پ ستمیاجزاء س

 ؛باشند ریمتغ وستهیپ صورت بهچندجهت  ایخواص آنها در دو 

خلاء  نیا اگشتند ت یدوجهته معرف یمواد مدرج تابع ن،یبنابرا

 يادیو مطالعات ز قاتیتحق جه،یدرنت ؛را پرکنند یمهندس

ساخته شده از  يها سازه کینامیو د کیاستات لیتحل يرو

است که در ادامه به   دوجهته انجام شده یمواد مدرج تابع

  است.   آنها پرداخته شده از یبرخ

 يارتعاش آزاد و اجبار لیتحل يمطالعات رو یبرخ

]. 21- 26است [  دوجهته انجام شده یمدرج تابع يرهایت

 یمدرج تابع يها ارتعاش پوسته لیمحققان تحل بعضی

  ]. 28،27دادند [ قرار یدوجهته را مورد بررس

ارتعاشات ورق  لیتحل نهیمقالات منتشرشده در زم تعداد

و  وی. لاستدوجهته همچنان محدود  یمدرج تابع يها

 لیو تحل يمدلساز يبرا ساز توابع نورب ،]29[ 6همکاران

دوجهته استفاده  یمدرج تابع يها کمانش ورق ارتعاش آزاد و

 لیبا استفاده از تحل ،]30و همکاران [ ویکردند. ل

خمش ورق  نیارتعاش آزاد و همچن لیتحل ،کیزوژئومتریا

را مورد مطالعه  ریدوجهته با ضخامت متغ یمدرج تابع

، کمانش و ارتعاش آزاد ،]31[فرزام و حسنی قراردادند. 

دوجهته را با استفاده از  یمدرج تابع يها ورقمیکرو  خمش

                                                        
4 Duc and Cong 
5 Fung and Chen 
6 Lieu et al. 
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 ،]32[ 2کردند. کومار و لال بررسی 1تحلیل ایزومتریک

دوجهته  یمدرج تابع يحلقو يها ورق یعیطب يها فرکانس

 تبدیل را با استفاده از روش کیبسترالاست يرو قرارگرفته

با  ،]33[ پوریو عل اتیمحاسبه نمودند. شرع لیفرانسید

 یلیتحل مهیحل ن راه کی، لیفرانسید لیاستفاده از روش تبد

 یتابعمدرج  يرویدا يها ارتعاش آزاد ورق یمنظور بررس به

 پوریارائه دادند. عل کیبسترالاست بر قرارگرفتهدوجهته 

به  ،تبدیل دیفرانسیلبا استفاده از روش  ،]34[ اتیوشرع

دوجهته  یمدرج تابع يرویدا يها ارتعاش آزاد ورق یبررس

 عراق پرداختند.  ریبا ضخامت متغ کیبسترالاست بر قرارگرفته

 دهیخم يها پانل  يبعد ارتعاش آزاد سه ،]35و همکاران [

 يمرز طیبا شرا بریشده  باف تیدوجهته تقو یتابع مدرج

] ارتعاش آزاد 36قراردادند. کومار [ یمختلف را مورد بررس

دوجهته را با استفاده از روش  یمدرج تابع يحلقو يها رقو

قرار داد. لال و  لیمورد تحل لیفرانسیدتبدیل و  شوویچب يها

 يو تئور کیکلاس يبا استفاده از دو تئور ،]37،38[ 3اهلوات

 يها مرتبه اول، کمانش و ارتعاش آزاد ورق یبرش رشکلییتغ

که قرار دادند  یرا مورد بررسدوجهته  یمدرج تابع يرویدا

و  اتی. شرعقرار دارند کیدرواستاتیه يا صفحه يرویتحت ن

ارتعاش آزاد و  ،روش تبدیل دیفرانسیلبا ارائه  ،]39[ پوریعل

بر  قرارگرفته وجهتهد یمدرج تابع يها ورق نگیدمپ

قرار دادند.  لیرا مورد تحل ریبا ضخامت متغ کیبسترالاست

 یلیمستط يها ورق يبعد سه کینامید ،]40[ یو نائ طاحونه

را براساس  کیبر بسترالاست قرارگرفتهدوجهته  یمدرج تابع

مرتبه سوم مورد مطالعه قرار دادند.  تهیسیالاست يتئور

ارتعاش  ،یلیتحل مهیحل ن کیبا ارائه  ،]41[ اسیو  طاحونه

چندجهته با  یمدرج تابع ياز ورق حلقو یبخش يبعد سه

قرار دادند.  لیو تحل قیمختلف را مورد تحق يمرز طیشرا

 تبدیل دیفرانسیلبا استفاده از روش  ،]42[ يو مولود اسی

چندجهته با  یمدرج تابع يورق حلقو يبعد ارتعاش سه

قرار  لیمورد تحل ار کیبربسترالاست دهیو خوب کیزوالکتریپ

  دادند.

گذشته انجام شد،  اتیکه برادب يبه مطالعه مرور توجه با

مدرج  یلیمستط يها تعداد مقالات مربوط به ارتعاش ورق

                                                        
1 Isogeometric Analysis (IGA) 
2 Kumar and Lal 
3 Lal and Ahlawat 

و  شود یآن م یخط لیدوجهته فقط مربوط به تحل یتابع

 یلیورق مستط یرخطیارتعاش آزاد غ يرو یقیتاکنون تحق

ارتعاش  ق،یتحق نیاست. در ا دوجهته انجام نشده یمدرج تابع

 نیاول يدوجهته برا یمدرج تابع یلیورق مستط یرخطیغ زادآ

منظور  نیا يو مطالعه قرار گرفته است. برا یبار مورد بررس

 ییابتدا معادلات حرکت ورق با استفاده از روابط کرنش جابجا

استخراج  لتونیاصل هام نیکارمن و همچن ون یرخطیغ

 یئبه معادلات جز نیاند. سپس با اعمال روش گالرک شده

 دست به یرخطیغ یمعمول لیفرانسیحرکت معادلات د

 5ارهپوانک4 ندشتدیل با استفاده از روش ت،ی. درنهاندیآ یم

 صورت بهورق  یحرکت عرض یرخطیمعادله غ افتهی بهبود

. خواص مواد ورق براساس مدل گردد یحل م یلیکاملا تحل

فرض  ریورق متغ یو عرض یطول يراستا در دو یتوان عیتوز

 ستمیس يدیکل يپارامترها یاثر برخ تی. درنهااند دهیگرد

قرار  لیو تحل یورق مورد بررس یرخطیفرکانس غ يرو

پژوهش  نیا جیمساله، نتا جینتا يگذار صحه ي. برارندیگ یم

 سهیمقا يحل عدد نیگذشته و همچن اتیادب جیبا نتا

  شود. می

  

  جنس و هندسه -2

یک ورق مستطیلی ساخته شده از آلومینا و آلومینیوم  1شکل

دهد که از  را نشان می ℎو ضخامت  �، عرض �با طول 

. مبدا دستگاه استگاه مفصلی  چهارطرف داراي تکیه

است.   مختصات کارتزین روي صفحه میانی ورق واقع شده

ورق مدرج تابعی دوجهته در دو راستاي  (�)خواص مواد 

به صورت پیوسته و براساس قانون توزیع  �و  � هايمحور

زیر بیان  صورت بهاین خواص  است.  توانی متغیر فرض گردیده

  :]29[ گردند می

)1(  �(�, �) = ����(�, �) + ����(�, �) 

باشد،  ��و بخش فلزي  ��اگر کسرحجمی بخش سرامیک 

  آنگاه جمع هردوي آنها بایستی برابر با یک باشد:

)2(  �� + �� = 1 

                                                        
4 Lindstedt 
5 Poincare 
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 یورق مدرج تابع یکسرحجم ،یتوان عیبراساس قانون توز

 ریز شکل  به yو  xجهت  در دو وستهیپ صورت بهدوجهته 

  ]:29[ کند یم رییتغ

)3(  ��(�, �) = �
�

�
�
��
�
�

�
�
��

, ��, �� ≥ 0 

به ترتیب اندیس توانی در راستاي  ��و  �� 3که در رابطه 

  دهد. را نشان می �و  �محور 

  زیر را دارند: شکلخواص مواد ورق 

)4(  �(�, �) = �� + (�� − ��) �
�

�
�
��
�
�

�
�
��

 

)5(  �(�, �) = �� + (�� − ��) �
�

�
�
��
�
�

�
�
��

 

به ترتیب مدول یانگ و چگالی جرمی ورق هستند.  �و  �که 

درج شده  1 در جدول ،در این ورقخواص مواد استفاده شده 

  است.

  

  معادلات حرکت -3

 در ورق از نقطه هر جابجایی ها، کلاسیک ورق تئوري براساس

 ]:43[شوند  می تعیین زیر روابط از � و �, � راستاي محورهاي

)6(  �(�, �, �, �) = ��(�, �, �) − �
���
��

 

)7(  �(�, �, �, �) = ��(�, �, �) − �
���
��

 

)8(  �(�, �, �, �) = ��(�, �, �) 

نقطه دلخواه  هاي جابجایی ��,�� و �� 6-8که در معادلات 

  .است  zو   �, �میانی ورق در راستاي محورهاي  صفحه روي

  

  
از مواد  ساخته شده هندسه یک ورق مستطیلی - 1شکل 

  مدرج تابعی

  

 موادساخته شده از ورق  برايخواص مواد  - 1 جدول

  مدرج تابعی

  خواص  (�����)سرامیک   (��)فلز 

70 ���  380 GPa مدول یانگ 

2702 
��

� �
 3800 

��

� �
  چگالی 

 
جابجایی  کرنش روابط بزرگ، نسبتا هاي شکل تغییر فرض با

  شوند: می بیان زیر صورت به کارمن ون غیرخطی
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+
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)11(   

معادلات حاکم بر ورق براساس تئوري کلاسیک با استفاده از 

  شوند: استخراج می )12( اصل هامیلتون از رابطه

)12(  � (�� + �� − ��) ��= 0
�

�

 

,� و � نیروهاي  ، کارمعرف انرژي کرنشی ترتیب  به �

زیر بیان  صورت بهباشند که  میخارجی و انرژي جنبشی 

  گردند: می

)13(  �� = � � �������� + �������

�
�

�

�
�

�

 

� �

+ �������������� 

)14(  �� = − � [����]����
 

� �

 

)15(  �� = � � �(�, �)(�̇��̇ + ��̇�̇
�
�

�

�
�

�

 

� �

+ �̇��̇ ) ������ 

Ω� نیروي تحریک  � دامنه کلی طولی و عرضی ورق و

 خارجی بوده که در بررسی ارتعاش آزاد ورق برابر با صفر در

درحالتی  13 ذکر است که رابطه  لازم به شود. نظرگرفته می

هم داشته  خطی با  صحیح است که تنش و کرنش رابطه

و  12 در رابطه 15تا  13 باجایگذاري روابط باشند.

� 

� 
� 

� 

� 

Bi-FG plate 
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استخراج ) 16(گیري در راستاي ضخامت ورق رابطه  انتگرال

  شود: می
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 الف) -16(

  الف:16 معادلهجزء از  گیري جزءبه پس از انتگرال
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,� و �که  داخل صفحه، ممان  منتجهبه ترتیب نیروهاي  �

باشند. این  هاي مربوط به اینرسی می جملهو  منتجههاي 

  هاي تنش در راستاي ضخامت ورق به برحسب مولفهروابط 

  شوند: شکل زیر نوشته می
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 صورت بهکرنش -براساس تئوري کلاسیک ورق، روابط تنش

  :]29[ شوند زیر نوشته می

�
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)20(   

  :]29[ گردند زیر تعریف می صورت به ���که ضرایب سفتی 

)21(  ���(�, �) = ���(�, �) =
�(�, �)
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)22(  ���(�, �) =
��(�, �)
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فرض  3/0ثابت و برابر با  21- 23در روابط  �ضریب پواسان 

  گردد. می

سپس با  و ب16 از معادله (���,���,���)با حذف 

 صورت بهبا صفر  (���,���,���)برابر قرار دادن ضرایب 

کلی  شکلجداگانه (با استفاده از قانون حساب تغییرات)، 

تئوري  شکلمعادلات حرکت ورق مدرج تابعی دوجهته در 

  شوند: زیر استخراج می صورت بهکلاسیک 
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هاي  اینرسی تاثیرتوان از  با توجه به نازك بودن ورق، می

   .]44[نظر نمود  داخل صفحه صرف



 

 

  

  37 | هاشمی و جعفري    

  

 1/ شماره 10/ دوره 1399ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

سازي روابط، پارامترهاي بدون بعد زیر تعریف  به منظور ساده

  گردند: می
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و جایگذاري نتایج  19 تا 17 در روابط 20 باجایگذاري رابطه

ت حرکت بدون بعد ورق ، معادلا26تا  24 در معادلات

  آیند: می دست بهزیر  صورت بههاي جابجایی  برحسب مولفه
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�
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_)�
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)30(  −

���
_

��
_
� �
_

12��(1 − ��)
= �

_ ���
_

���
 

 برقرار زیر روابط مفصل دور مرزي شرایط گرفتن نظر در با

  :]45[ هستند

��  � = 0, �     �� = �� = � �� = � ���

�
�

�

�
�

�

���= 0 

)31(   

��  � = 0, �     �� = �� = � �� = � ���

�
�

�

�
�

�

���= 0 

)32(   

با توابع مجاز زیر ارضاء  32و  31 شرایط مرزي در روابط

  :]45[ گردند می

�����(�,̅ ��,�) = � � ����(�) cos(���)̅ sin(����)

�

���

�

���

 

)33(   

�����(�,̅ ��, �) = � � ����(�) sin(���)̅ cos(����)

�

���

�

���

 

)34(   

������(�,̅ ��, �) = � � ����(�) sin(���)̅ sin(����)

�

�� �

�

���

 

)35(   

بعد و همچنین  ترتیب توابع زمانی مجهول بی به ��و  �� ،��که 

  .باشند می موج نیم شماره �و  �

 35 تا 33 معادلات در جمله یک فقط گرفتن نظر در با

 منظور این براي. گیرد می قرار بررسی مورد اول مود در ارتعاش

� دادن قرار با = � =  جایگذاري و 35تا  33 در معادلات  1

، گالرکین روش اعمال سپس و 30 تا 28 معادلات در آنها

 زیر صورت به حرکت غیرخطی و معمولی دیفرانسیل معادلات

  :گردند می استخراج

)36(  �����
� + ����� + �����= 0 

)37(  �����
� + ����� + �����= 0 

��� 
����

���
+ ����� + �������  

)38(                    +������� + �����
� = 0 

 خواص و هندسه به وابسته 36-38 معادلات در ��� ضرایب

 معادله از دو .اند شده (الف) آورده در پیوست که باشند می ورق

�� برحسب را ��و  ��مجهول  دو 37 و 36  با و آورده دست به 

مربوط به  غیرخطی معادله دیفرانسیل 38 درمعادله جایگذاري

  :شود می استخراج صورت زیر به حرکت عرضی ورق

)39(  ����

���
+ � �� + � �� � = 0 

  اند. در پیوست (ب) آورده شده γو  αضرایب 

  

  روش تحلیلی -4

 حل براي بهبودیافته پوانکاره لیندشتد روش از پژوهش، این در

 زیر اولیه شرایط تحت ورق وسط .شود می استفاده 39 معادله

  :است

)40(  �� (0) =
����

ℎ
= �               

��� (0)

��
= 0 

 شکلبه ترتیب بیشترین خیز وسط ورق و  ���� و �که 

 روش ملزومات به توجه باباشند.  بعد شرایط اولیه می  بدون

 معرفی بعد  بدون و مثبت کوچک، پارامتر یک بایستی حل،

  :شود می بازنویسی 41 صورت  به 39 معادله بنابراین، گردد؛

)41(  ����

���
+ � �� + ����� � = 0 

  د:شو تعریف می 42 صورت بهکه  استپارامتر مذکور  �

)42(  �=
1

�
=
ℎ

�
 

فرکانس خطی ورق مدرج تابعی دوجهته از رابطه زیر 

  گردد: استخراج می

)43(  � = � � = ��
� 

��، ]47[و  ]46[براساس  یک  صورت بهتواند  می �و  (�)

  نوشته شود: ϵسري توانی از 

)44(  �� = ��� + � ��� + ����� + ⋯  

)45(  � = ���
� + � �� + ���� + ⋯  

�که فرکانس غیرخطی  در ادامه  ��و ضرایب مجهول  ��

  گردند. محاسبه می
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صفر  و سپس با 41 درمعادله 45و  44 باجایگذاري معادله

معادلات زیر استخراج  ��,�� و��برابر قراردادن ضرایب 

  شوند: می

  �� ∶   ��̈� + � ���� = 0 

)46(  ���(0) = �        
����
��

(0) = 0 

  �� ∶   ��̈� + � ���� = −����� − �����
�     

)47(  ���(0) = 0        
����
��

(0) = 0 

�� ∶   ��̈� + � ���� = −����� − ����� − 3��������
� 

)48(  ���(0) = 0        
����
��

(0) = 0 

زیر  صورت بهبا شرایط اولیه مربوطه  46 معادلهنتیجه حل 

  :است

)49(  ��� = ����(��) 

  :47 در معادله 49 باجایگذاري معادله

��̈� + � ���� = �−��� −
3

4
��������(��) 

)50(                                                 −
���

4
cos(3��) 

 جملهبایستی  ���منظور داشتن پاسخ پریودیک براي  به

  حذف گردد. بنابراین: 50 سکولار در معادله

)51(  �� = −
3

4
���� 

  :است 52رابطه  صورت به 50حل معادله

)52(  ��� =
���

32� �
(���(3��) − ���(��)) 

و  48 معادله در 52و  49 بطور مشابه، باجایگذاري معادلات

 دست به ��سکولار، ضریب مجهول  جملهصرف نظر از 

  آید: می

)53(  �� =
3����

128� �
 

 و 51، 45 فرکانس طبیعی غیرخطی ورق با استفاده از روابط

  گردد: استخراج می 53

�′= �� +
3

4
������ ��� = �

�′+ �′

2
 

)54(  �′= � �� +
3

4
������

�

−
3(��)���

32
�� 

  آید: می دست بهزیر  صورت به ���، 48 بعد از حل معادله

  ��� = �
����

�

2� �
� + �

(��)���

1024� �
����(5��) 

           +�
�����

�

256� �
+
3(��)���

1024� �
����(3��) 

)55(           +�−
�����

�

256� �
−
(��)���

256� �
����(��) 

 39درنهایت، تقریب مرتبه دوم حل معادله غیرخطی 

  :استزیر  صورت به

)56(  ����� = ��� + � ��� + �� ��� 

  

  بحث نتایج و -5

  اعتبارسنجی نتایج -1- 5

هاي  جملهصرف نظر از  با اي، ابتدا به عنوان مطالعه مقایسه

غیرخطی معادلات حرکت، پارامتر فرکانس نرمالایز شده 

�� = � �
�

�
�
� ���

��
سیلیکون  هاي مربعی ساخته شده از ورق 

آیند.  می دست به (���304/�����) نیترید و فولاد ضدزنگ

ترتیب  مدول الاستیسیته فلز و سرامیک به نتایج عددي براي

گیگاپاسکال، چگالی فلز و سرامیک  43/348و  04/201

کیلوگرم برمترمکعب و ضریب  2370و  8166ترتیب  به

استخراج  24/0و  3262/0ترتیب  پواسان فلز و سرامیک به

با  گزارشی از مقایسه نتایج حاضر 2 جدول. ]29[اند  شده

ین جدول فقط دهد. در ا را ارائه می ]29[نتایج مقاله مرجع 

طور که  اند. همان یکدیگر مقایسه گشته هاي خطی با فرکانس

نتایج پژوهش حاضر با نتایج  ،گردد از این جدول مشاهده می

طور که در بخش  همانمرجع مذکور تطابق بسیارخوبی دارد. 

مدرج تابعی قبلی ملاحظه گردید، معادله غیرخطی ورق 

دوجهته با روش تحلیلی لیندشتدپوانکاره بهبود یافته حل 

گردید. به منظور اطمینان از صحت و همگرایی روش حل 

دو روش  پیشنهادي، پاسخ زمانی وسط ورق با استفاده از هر

  لیندشتدپوانکاره بهبود یافته و همچنین روش عددي رانج

          یگر یکد با 2 کوتا مرتبه چهارم حل و در نمودار

      ذکر است که روش عددي   لازم به .اند مقایسه شده

براي  01/0افزار متلب کدنویسی و گام زمانی  کوتا در نرم رانج

است. نتایج عددي براي   حل درنظر گرفته شده

�� = �� = �  و 1
�
= 10 ,� = است.   آمده دست  به 1
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روش تحلیلی  ،گردد طور که از این نمودار ملاحظه می همان

حل عددي  لیندشتدپوانکاره بهبود یافته و همچنین راه

کوتا مرتبه چهارم با یکدیگر تطابق بسیار خوبی دارد و  رانج

 این بدین معناست که راه حل تحلیلی پیشنهادي علاوه بر

، از استکه یک ابزار حل ساده براي معادلات غیر خطی   این

   دقت بسیار خوبی برخوردار است.

در مسأله ارتعاشات غیرخطی سایر  توجه به اینکه با

که  حاضردر مسأله  گذار باشند و برهم تأثیر توانند  میمودها 

راستاي طول و عرض صفحه  درتابعی  ماده مدرج تغییرات

نظر به نظر  تأثیر سایر مودها در پاسخ قابل صرف لذا است،

ج فقط اینکه درمساله حاضر نتای بنابراین باتوجه به؛ رسد نمی

که پاسخ  براي اطمینان ازاین ،اند در مود اول بررسی شده

زمانی چند مودي وسط ورق روي پاسخ زمانی تک مودي 

وسط ورق اثرگذار است یا خیر، پاسخ سه مود اول از روش 

عددي رانج کوتا مرتبه چهارم بدست آمده و با پاسخ تک 

که ذکر است   گردد. لازم به مقایسه می 3 نمودار مودي در

افزار متلب کدنویسی و گام زمانی  کوتا در نرم روش عددي رانج

است.  نتایج عددي براي   نظر گرفته شده براي حل در 01/0

�� = �� = � و1
�
= 10 , � = است.   دست آمده  به 0/5

هاي ، اثر مودگردد طور که از این نمودار ملاحظه می همان

سیستم تاثیر بالاتر (حداقل سه مود اول) بر پاسخ تک مودي 

هاي بالاتر نظر از اثر مود توان با صرف ا میلذ ؛زیادي ندارد

  مودي نتایج را در مود اول بررسی کرد.  روي پاسخ تک

  

  مطالعه پارامتري -1- 5

در بخش حاضر، تاثیر برخی از پارامترهاي کلیدي سیستم 

، (�/�)، نسبت ابعاد (�)بعد  همچون دامنه ارتعاش بدون

  

��مقایسه پارامتر فرکانس نرمالایز شده  - 2جدول  = � �
�

�
�
� ���

� �
����هاي مربعی ساخته شده از  ورق  براي  ������/�

,���هاي توانی مختلف  اندیس �/�زمانی که نسبت طول به ضخامت ورق برابر  ��� =   باشد. ��

 منابع ��
�� 

0 5/0 1 2 5 10 

0 
 8460/0 8860/0 0175/1 1912/1 4041/1 0000/2 نتایج حاضر

]29[ 9383/1 3326/1 1321/1 9787/0 8694/0 8369/0 

5/0 
 8366/0 8635/0 9491/0 0526/1 1647/1 4041/1 نتایج حاضر

]29[ 3328/1 1112/1 0108/1 9213/0 8503/0 8283/0 

1 

 8323/0 8519/0 9122/0 9816/0 0526/1 1912/1 نتایج حاضر

]29[ 1322/1 0108/1 9495/0 8907/0 8407/0 8245/0 

2 

 8281/0 8402/0 8747/0 9122/0 9491/0 0175/1 نتایج حاضر

]29[ 9786/0 9212/0 8906/0 8594/0 8307/0 8207/0 

5 
 8239/0 8287/0 8402/0 8519/0 8635/0 8860/0 نتایج حاضر

]29[ 8693/0 8502/0 8406/0 8307/0 8208/0 8167/0 

10 

 8216/0 8239/0 8281/0 8323/0 8366/0 8460/0 نتایج حاضر

]29[ 8368/0 8283/0 8244/0 8206/0 8167/0 8148/0 
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، اندیس عرضی ماده مدرج (��)اندیس طولی ماده مدرج 

روي  (ℎ/�)و نسبت طول به ضخامت ورق  ����

�)غیرخطی هاي  فرکانس �� در قالب جداول و نمودار مورد  (

گردد. نتایج این بخش براي ورق از جنس  بررسی واقع می

     که خواص آن در است  شدهانجام  آلومینا و آلومینیوم 

است. این نکته قابل ذکر است که در این   آورده شده 1 جدول

بخش منظور از نسبت فرکانسی، نسبت فرکانس طبیعی 

  .استغیرخطی به فرکانس طبیعی خطی 

نسبت طول به ضخامت ورق روي فرکانس  تاثیر 3 جدول

ورق مربعی  و همچنین فرکانس خطی طبیعی غیرخطی

توانی   هاي یسجهته را براي مقادیر مختلف اندتابعی دومدرج 

  دهد. نشان می 1بعد  دامنه ارتعاش بدون زمانی که ��و  ��

بعد را روي نسبت  تاثیر دامنه ارتعاش بدون  4 جدول

براي مقادیر فرکانسی ورق مربعی مدرج تابعی دوجهته 

دهد. نتایج  نشان می  ��و  ��مختلف اندیس هاي توانی 

= �/�عددي براي نسبت اندازه  و نسبت طول به ضخامت  1

�/ℎ = دهد که  است. این جدول نشان می استخراج شده  20

بعد منجربه افزایش نسبت   افزایش دامنه ارتعاش بدون

شود. به عبارت دیگر، تفاوت میان فرکانس خطی  فرکانس می

و غیرخطی به شدت وابسته به دامنه ارتعاش است. توجه شود 

ادن دامنه ارتعاش بدون که فرکانس خطی ورق با صفر قرار د

  شود. حاصل می 54بعد ورق در رابطه  

روي  ��و  ��هاي توانی  براي بررسی بیشتر تاثیر اندیس

غیرخطی ورق، تغییرات نسبت فرکانسی  هاي فرکانس

 4و  3هاي طولی و عرضی در نمودارهاي  برحسب اندیس

  است. شده  نمایش داده 

معروف  1پشتوارهکه به نمودارهاي  5و  4هاي نمودار

بعد روي نسبت فرکانس  هستند، تاثیر دامنه ارتعاش بدون

ورق مستطیلی مدرج تابعی دوجهته براي مقادیر مختلف 

نتایج عددي دهد.  را نشان می ��و  ��اندیس هاي توانی 

و نسبت طول به ضخامت  2براي نسبت طول به عرض برابر 

ازاین نمودارها  طور که همان است.  استخراج شده 10برابر 

هاي توانی تاثیر چشمگیري روي  واضح است، که اندیس

گردد با  طور که مشاهده می نسبت فرکانسی دارند. همان

و همچنین افزایش  (��)کاهش اندیس طولی ماده مدرج 

                                                        
1 Backbone Curve 

از محور عمودي  نمودارها ����اندیس عرضی ماده مدرج  

ها درجه رفتار  شوند. به عبارت دیگر، با تغییر اندیس دورتر می

  کند. غیرخطی ورق تغییر می

  

  
 از مربعی ) ورق56پاسخ ارتعاشی (رابطه مقایسه  -2شکل 

  عددي و تحلیلی مدرج تابعی با استفاده از دو روش مواد

 

  
مودي و  پاسخ زمانی ارتعاشی  چند مقایسه  - 3شکل 

  مدرج تابعی دوجهته مربعی مودي ورق تک

  

  
فرکانسی روي دامنه ارتعاش  نسبت تاثیرتغییرات  -4شکل 

  مختلف اندیس توانی عرضی براي مقادیر
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�)پارامتر فرکانس غیرخطی (فرکانس خطی) ورق مدرج تابعی دوجهته مربعی  -3جدول = �) 

�

�
 �� 

�� 

0 1 2 5 10 

5 

0 
7635/0  

4694/0  

6352/0  

3905/0  

5817/0  

3512/0  

5162/0  

2995/0  

4776/0  

2721/0  

1 
6352/0  

3905/0  

5375/0 

3305/0  

4996/0  

3033/0  

4565/0  

2714/0  

4342/0  

2561/0  

2 5817/0  4996/0  4664/0  4310/0  4155/0  

5 5162/0  4565/0  4310/0  4062/0  3978/0  

10 4776/0  4342/0  4155/0  3978/0  3925/0  

10 

0 
1909/0  

1174/0  

1588/0  

0976/0  

1454/0  

0878/0  

1291/0  

0749/0  

1194/0  

0680/0  

1 
1588/0  

0976/0  

1344/0  

0826/0  

1249/0  

0758/0  

1141/0  

0678/0  

1086/0  

0640/0  

2  1454/0  1249/0  1166/0  1077/0  10390/  

5 1291/0  1141/0  1077/0  1016/0  0994/0 

10 1194/0  1086/0  1039/0  0994/0  0981/0  

20 

0  0477/0  0397/0  0364/0  0323/0  0298/0  

1 0397/0  0336/0  0312/0  0285/0  0271/0  

2 0364/0  0312/0  0291/0  0269/0  0260/0  

5 0323/0  0285/0  0269/0  0254/0  0249/0  

10 0298/0  0271/0  0260/0  0249/0  0245/0  

50 

0 0076/0  0063/0  0058/0  0052/0  0048/0  

1 0063/0  0054/0  0050/0  0046/0  0043/0  

2 0058/0  0050/0  0047/0  0043/0  0041/0  

5 0052/0  0046/0  0043/0  0041/0  0040/0  

10 0048/0  0043/0  0041/0  0040/0  0039/0  

100 

0 0019/0  0016/0  0014/0  0013/0  0012/0  

1 0016/0  0013/0  0012/0  0011/0  0011/0  

2 0014/0  0012/0  0012/0  0011/0  0010/0  

5 0013/0  0011/0  0011/0  0010/0  0010/0  

10 0012/0  0011/0  0010/0  0010/0  0010/0  
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�)نسبت فرکانسی  - 4جدول ��/�   ورق مدرج تابعی دوجهته مربعی (�

� �� 

�� 

0 1 2 5 10 

25/0 

0 0513/1 0513/1  0543/1 0613/1 0645/1 

1 0513/1 0513/1 0534/1 0569/1 0583/1 

2 0543/1 0534/1 0529/1 0530/1 0537/1 

5 0613/1 0569/1 0530/1 0496/1 0498/1 

10 0645/1 0583/1 0537/1 0498/1 0496/1 

75/1  

0 3898/1 3898/1 4095/1 4547/1 4756/1 

1 3898/1 3898/1 4034/1 4267/1 4355/1 

2 4095/1 4034/1 4003/1 4009/1 4056/1 

5 4547/1 4267/1 4009/1 3787/1 3796/1 

10 4756/1 4355/1 4056/1 3796/1 3783/1 

25/1 

0 8868/1  8868/1 9267/1 0170/2 0585/1 

1 8868/1 8868/1 9143/1 9612/1 9789/1  

2 9267/1 9143/1 9081/1 9093/1 9188/1 

5 0170/2 9612/1 9093/1 8642/1 8661/1 

10 0585/2 9789/1 9188/1 8661/1  8636/1 

75/1 

0 4477/2  4477/2 5077/2 6430/2  7043/2 

1 4477/2 4477/2 4891/2 5595/2 5860/2 

2 5077/2 4891/2 4797/2 4816/2 4959/2 

5 6430/2 5595/2 4816/2 4136/2 4165/2 

10 7048/2 5860/2 4959/2 4165/2 4126/2 

25/2 

0 0377/3 0377/3 1177/3 2970/3 3788/3 

1 0377/3 0377/3 0929/3 1864/3 2215/3 

2 1177/3 0929/3 0804/3 0829/3 1019/3 

5 2970/3 1864/3 0829/3 9924/2 9963/2 

10  3788/3 2215/3 1019/3 9963/2 9911/2 
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فرکانسی روي دامنه ارتعاش  نسبت تاثیرتغییرات  - 5شکل 

  مختلف اندیس توانی طولی براي مقادیر

  

 غیرخطی رفتار منحنی بزرگ هاي دامنهاین، در  بر  علاوه

 نشان خود از را شوندگی) سختسخت (رفتار  فنر نوع از

  .دهد می

تغییرات فرکانس غیرخطی برحسب  8تا  6 نمودارهاي

و اندیس عرضی ماده مدرج  (��)اندیس طولی ماده مدرج 

بعد ورق  دامنه ارتعاش بدون مختلفرا براي مقادیر  ����

�زمانی که 

�
= دارها طورکه ازاین نمو دهد. همان نشان می 10

عرضی  هاي توانی طولی و افزایش اندیسمشخص است، با 

یابد. به عنوان مثال، براي  فرکانس غیرخطی کاهش می

��مقادیر =  0از  ��، زمانی که اندیس توانی طولی 10 و 0

�ترتیب براي  یابد، فرکانس غیرخطی به افزایش می 10تا =

�درصد براي 38/10درصد و  03/42، 0 = درصد  45/37، 1

�درصد و براي  83/17و  = درصد  41/20درصد و  7/35، 2

بطور مشابه، براي یابد.  نسبت به مقدار اولیه خود کاهش می

، زمانی که اندیس توانی 10و  0اندیس توانی طولی  مقادیر

یابد، فرکانس غیرخطی  افزایش می 10تا  0 از ��عرضی 

�ترتیب براي  به = درصد براي  38/10درصد و  03/42، 0

� = �درصد و براي  83/17درصد و  45/37، 1 = 2 ،7/35 

درحقیقت، مقادیر یابد.  درصد کاهش می 41/20درصد و 

فاز سرامیکی ورق  کاهشمعنی بالاي اندیس هاي توانی به 

بوده که باعث کاهش سختی ورق ودرنتیجه کاهش فرکانس 

این  توان میها ؛ همچنین از این نمودارشود غیرخطی آن می

تري در  که مقادیر کوچک اندیس نقش مهمنتیجه را گرفت 

داشته و براي مقادیر بزرگ  فرکانس غیرخطی ورق

هاي توانی، تغییرات فرکانس غیرخطی به سمت صفر  اندیس

  کند.  میل می

  

  
هاي  ییرات فرکانس غیرخطی برحسب اندیستغ - 6شکل 

  A=0توانی طولی و عرضی براي 

  

  
هاي  برحسب اندیسییرات فرکانس غیرخطی تغ -7شکل 

  A=1توانی طولی و عرضی براي 

  

  
هاي  ییرات فرکانس غیرخطی برحسب اندیستغ - 8شکل 

  A=2توانی طولی و عرضی براي 
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تغییرات فرکانس غیرخطی برحسب اندیس  9 نمودار

را براي ورق با  (�/�)و نسبت اندازه  (��)طولی ماده مدرج 

�شرایط 

�
= 10 ،� = ��و  1 = طور  دهد. همان نشان می 1

گردد، کاهش نسبت اندازه ورق  که ازاین نمودار مشاهده می

  شود.  هاي غیرخطی می منجربه کاهش فرکانس

�/�به عنوان مثال براي مقادیر نسبت اندازه  =  3 و 0/5

، یابد میافزایش  10تا 0از  ��زمانی که اندیس توانی طولی 

 11/38درصد و  83/21 فرکانس غیرخطی به ترتیب به اندازه

  .یابد میدرصد کاهش 

تغییرات فرکانس غیرخطی برحسب اندیس  10 نمودار

را براي ورق با  (�/�)و نسبت اندازه  (��)عرضی ماده مدرج 

�شرایط 

�
= 10 ،� = ��و  1 =   دهد.  نشان می 1

  

  
هاي  ییرات فرکانس غیرخطی برحسب اندیستغ -9شکل 

��و  A=1توانی طولی و نسبت اندازه براي  = �  

  

  
هاي  ییرات فرکانس غیرخطی برحسب اندیستغ -10شکل 

��و  A=1توانی عرضی و نسبت اندازه براي  = �  

  

گردد، کاهش  طور که ازاین نمودار مشاهده می همان

هاي غیرخطی  نسبت اندازه ورق منجربه کاهش فرکانس

شود. به عنوان مثال براي مقادیر نسبت اندازه  می

�/� =  10تا 0از  ��زمانی که اندیس توانی عرضی  3 و 0/5

 65/37یابد، فرکانس غیرخطی به ترتیب به اندازه  افزایش می

  یابد. درصد کاهش می 21/20درصد و 

تغییرات فرکانس غیرخطی برحسب دامنه  11 نمودار

را براي ورق با  (�/�)و نسبت اندازه  (�)بعد  ارتعاش بدون

�شرایط 

�
= ,���و  10 ��� = دهد.  نشان می (1,1)

گردد، افزایش نسبت  این نمودار مشاهده می که از طور همان

بعد منجربه  ش بدوناندازه ورق و همچنین افزایش دامنه ارتعا

شود. به عنوان مثال براي  هاي غیرخطی می افزایش فرکانس

�/�مقادیر نسبت اندازه  = زمانی که دامنه ارتعاش  3 و 0/5

، فرکانس غیرخطی به یابد میافزایش   5/2تا 0از  �بعد  بدون

درصد افزایش  72/342درصد و  96/302ترتیب به اندازه 

از  �بعد  مشابه، براي مقادیر دامنه ارتعاش بدون . بطوریابد می

، یابد میافزایش  3تا 5/0زمانی که نسبت اندازه از  5/2تا  0

 94/778درصد و  700ترتیب به اندازه  فرکانس غیرخطی به

  یابد. درصد افزایش می

   

  
تغییرات فرکانس غیرخطی برحسب دامنه ارتعاش  - 11شکل 

,���بعد و نسبت اندازه براي  بدون ���= (�, �)  

  

تغییرات نسبت فرکانس برحسب نسبت اندازه  12 شکل

را زمانی  (��)ورق براي مقادیر مختلف اندیس توانی طولی 

�که  = 1 ،�

�
= ��و  10 = طور که از  هماندهد.  ارائه می 0

براي مقادیر مختلف اندیس  ،گردد این نمودار ملاحظه می

توانی طولی ماده مدرج، کاهش سریع نسبت فرکانسی زمانی 

�که 

�
< که براي مقادیر  درحالی ؛افتد اتفاق می 1/5 

1/5 <
�

�
< افزایش نسبت اندازه باعث افزایش نسبت  5 

  شود. فرکانس می
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تغییرات نسبت فرکانس برحسب نسبت اندازه  13 شکل

را زمانی  (��)ورق براي مقادیر مختلف اندیس توانی عرضی 

�که  = 1 ،�

�
= ��و  10 = که از  طور همان دهد.  ارائه می 0

براي مقادیر مختلف اندیس  ،گردد ملاحظه می 12این نمودار 

توانی طولی ماده مدرج، افزایش نسبت اندازه ورق براي 

�محدوده 

�
<  ؛شود منجربه کاهش نسبت فرکانس می 1 

> 1که براي مقادیر  درحالی
�

�
افزایش نسبت اندازه باعث  

  شود. افزایش نسبت فرکانس می

  

  
نسبت اندازه ورق روي نسبت فرکانس براي  تاثیر - 12شکل

��مقادیر مختلف اندیس توانی طولی زمانی که  = �    

  

  
نسبت اندازه ورق برروي نسبت فرکانس براي  تاثیر -13شکل

��  مقادیر مختلف اندیس توانی عرضی زمانی که = �    

  گیري نتیجه - 6

 مستطیلی ورق غیرخطی آزاد ارتعاش تحلیل به تحقیق این در

 نظر در شد. با  مواد مدرج دوجهته پرداختهشده از   تشکیل

 ها، تئوري کلاسیک ورق براساس و کرنش غیرخطی اثر گرفتن

سپس با اعمال  .شدند استخراج حرکت غیرخطی معادلات

 دست به یرخطیغ یمعمول لیفرانسید گالرکین معادلات روش

 روش با ورق عرضی ارتعاش غیرخطی معادله درنهایت .آمدند

 فرکانس و گردید حل پوانکاره بهبودیافته لیندشتد تحلیلی

هاي کلیدي سیستم برخی پارامتر اثرمحاسبه شد و  غیرخطی

 تحقیق اعتبارسنجی روي فرکانس غیرخطی بررسی شد. براي

 و قبلی منتشر شده مقالات نتایج با پژوهش این نتایج حاضر،

از  نتایج که شد مشاهده و گردید مقایسه عددي حل همچنین

  باشند. می برخوردار بسیارخوبی دقت

 و مختصر صورت به تحقیق این از حاصل نتایج ترین مهم

  :از اند عبارت موردي

هاي غیرخطی ورق با افزایش نسبت طول به  ) فرکانس1

 . یابند میضخامت ورق کاهش 

به افزایش  بعد منجر  ) افزایش دامنه ارتعاش بدون2

شود. به عبارت دیگر، تفاوت  نسبت فرکانس می

میان فرکانس خطی و غیرخطی به شدت وابسته 

همچنین فرکانس خطی  است؛به دامنه ارتعاش 

و تاثیر آن فقط  استمستقل از دامنه ارتعاش ورق 

 .استروي فرکانس طبیعی غیرخطی 

) دربررسی نمودارهاي پشتواره مشاهده شد که 3

گیري روي نسبت  وانی تاثیر چشمهاي ت اندیس

فرکانسی دارند. با کاهش اندیس طولی ماده مدرج 

و افزایش اندیس عرضی ماده مدرج، نمودارها از 

شوند. به عبارت دیگر، با  محور عمودي دورتر می

ها درجه رفتار غیرخطی ورق تغییر  تغییر اندیس

 کند. می

 هاي پشتواره مشاهده شد که دربررسی نمودار ) در4

 فنر  نوع از غیرخطی رفتار منحنی بزرگ هاي دامنه

 .دهد می نشان خود از را سخت

فاز  کاهشهاي توانی به معنی  الاي اندیس) مقادیر ب5

 سرامیکی ورق بوده که باعث کاهش سختی ورق و

؛ شود نتیجه کاهش فرکانس غیرخطی آن می در

تري در  همچنین مقادیر کوچک اندیس نقش مهم
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داشته و براي مقادیر بزرگ  ورق فرکانس غیرخطی

هاي توانی، تغییرات فرکانس غیرخطی به  اندیس

 کند. سمت صفر میل می

 يآسان برا يابزار یافته لیندشتدپوانکاره بهبودروش ) 6

حاصل از  جیاست. نتا یرخطیغ تحل معادلا

 ي نشان داد که این روشو عدد یلیتحل يها روش

  است.طابق بسیار خوبی با حل عددي در ت
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