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 چکیذه
وشُ  ینً یاستقبؽ آصاد پَػتِ ّب یثشسػ یثشا یلیتحل یوِسٍؽ اخضاء هحذٍد ً یهاص  یتمبسى ػبصُ هَسد ثشسػ یلهمبلِ ثذل یيدس ا

 ٍثبؿذ  یسٍؽ وبّؾ لبثل هلاحؾِ حدن هحبػجبت ه یياػتفبدُ اص ا یظگیْبیاص ٍ یىیثشؽ دس ساع اػتفبدُ ؿذُ اػت.  یداسا یتیوبهپَص

. ٍخَد ثشؽ دس یبثذ یه یـتشیث یتاّو یظگیٍ یيتش ؿذى هحبػجبت ا ینحد یلثبؿذ ثِ دل یىتشوبهل ًضد ُثِ وش یّشچِ ولاّه وشٍ

 یِصاٍ یضاىه یشگزاسد. تبث یه یشتبث یقیعج یثش فشوبًؼْب یدِؿذُ ٍ دس ًت یپَػتِ وشٍ یٌشػیٍ ا یثبفث وبّؾ ػفت  یساع پَػتِ وشٍ

 یؿىل ثشؿ ییشتغ یثذػت آٍسدى سٍاثظ وشًؾ اص تئَس یهَسد هغبلقِ لشاس گشفتِ اػت. ثشا یضً یهشص یظٍ ؿشا یبفال یِثشؽ دس ساع، صاٍ

 .لشاس گشفتِ اػت ییآصهب یهشاخـ هَسد ساػت یشحبكل ثب ػب یحت ٍ ًتب( اػتفبدُ ؿذُ اػFSDTهشتجِ اٍل )

 .یبفال یِصاٍ یقی،ثشؽ دس ساع، فشوبًغ عج ی،پَػتِ وشٍ یلی،تحل یوِسٍؽ اخضاء هحذٍد ً: کلوات کلیذی

 
Free vibration analysis of composite hemispherical shells with cut-out 

 

A. Shaterzadeh1,* 
1 Assistant Prof., Mech. Eng., Shahrood Univ., Shahrood, Iran

 

Abstract 
The free vibration of composite spherical shell cap with a cutout is investigated. The analysis is carried out 

using the semi-analytical finite element method based on a first-order shear deformation theory. A three 

noded isoparametric element with five degrees of freedom at each node is considered. Results are presented 

for axisymmetric free vibration of composite spherical shell cap with a cutout. The effects of degree of 

fibers, radius to thickness ratio, boundary conditions and cutout size on the fundamental frequency of 

composite spherical shell cap are studied. 
 

Keywords: Semi-analytical finite element method; Spherical shells; Cut out at apex; Natural frequency; Fiber 
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 هقذهه -2
ای ٍ ٍساًی اص خولِ پَػتِ ّبی اػتَاًِّبی دتحلیل پَػتِ

وشٍی ثٌبثش وبسثشدؿبى دس صهیٌِ ّبی هختلف هٌْذػی ٍ 

دس  ثبؿذ.اص هَضَفبت هَسد فلالِ هحممبى هیكٌبیـ پیـشفتِ 

ّبی وشٍی ًبصن ثب داؿتي ّب، پَػتِثٌذی ػبصُعجمِ

 ّبی هٌْذػی، اص اّویتّبی ثؼیبس هْن دس صهیٌِوبسثشد

َاد وبهپَصیتی ثذلیل هضایبی ثؼضایی ثشخَسداسًذ. ّوچٌیي ه

ثبؿٌذ. ات خَد داسًذ ثؼیبس پش وبسثشد هیای وِ دس رػبصُ

 ّب هَضَفی هْن ٍػبصی سیبضی ایي لجیل ػبصُثٌبثشایي هذل

 ثبؿذ. پشاّویت هی

خلَكب ثِ ؿىل  هَاد وبهپَصیتی تمَیت ؿذُ ثب الیبف

ثغَس فضایٌذُ ای دس كٌبیـ َّایی ٍ دیگش كٌبیقی وِ  پَػتِ

ثبؿذ تی ثبلا ّوشاُ ثب چگبلی پبییي هیًیبص ثِ اػتحىبم ٍ ػف

ّب اص لجیل َػتِ ّبی وشٍی دس ثؼیبسی اص ػبصُسًٍذ. پثىبس هی

ّب وبسثشد فشاٍاًی ّبی ساداس ٍ صیش دسیبییّب، ولاّههَؿه

ػتِ ّبی وشٍی داسًذ. ثٌبثشایي ثشسػی استقبؽ آصاد پَ

 ی اػت وِ ثبیذ ثذاى پشداختِ ؿَد.وبهپَصیتی هؼبلِ هْو

ٍخَد ثشؽ دس ساع پَػتِ وشٍی  ثبفث وبّؾ ػفتی ٍ 

ایٌشػی پَػتِ وشٍی ؿذُ ٍ دس ًتیدِ ثش فشوبًؼْبی عجیقی 

تبثیش هی گزاسد. اػتفبدُ اص سٍؿْبی حل دلیك ثشای حل 

بی هذلْبی سیبضی ثؼیبس اسصؿوٌذ ّؼتٌذ اهب پیچیذگیْ

  هؼبیل هٌْذػی وبسثشد ایي سٍؿْب سا هحذٍد هی ًوبیذ. 

ّبی ثؼیبس لبثل لجَلی ّبی حل دلیك اگشچِ پبػخسٍؽ

اسائِ هی ًوبیٌذ اهب لبثل تقوین ثشای ّوِ هؼبیل ًجَدُ ٍ 

ّبی حل ّب هحذٍد اػت. دس همبثل سٍؽوبسثشد ایي ًَؿ سٍؽ

لجَل  فذدی، فوَهب خَاثْبیی ثب تمشیت هٌبػت ٍ خغبی لبثل

ّب گؼتشُ وبسثشد اسائِ هی ًوبیٌذ ٍ ضوي تٌَؿ، ایي سٍؽ

ّبی حل فذدی ثؼیبس فشاٍاًی داسًذ. اهشٍصُ اػتفبدُ اص سٍؽ

 ثبؿذ.سایح هی ّبی پیچیذُ هٌْذػیدس اوثش تحلیل

ّبی ّبی فذدی ثِ دلیل پیچیذگیدس اػتفبدُ اص سٍؽ

ػبصی پَػتِ ّب ٍ حدن ثبلای هحبػجبت هَخَد دس هذل

ثشد سٍؽ ّبیی وِ ثب اػتفبدُ اص تمبسى هؼبلِ ثذٍى اص وبس

-ػجبت هیدػت دادى دلت ثبفث وبّؾ چـوگیش حدن هحب

 ثبؿذ. ؿًَذ ثؼیبس هَسد تَخِ هی

دس ایي وبس ثذلیل تمبسى ػبصُ هَسد ثشسػی اص یه سٍؽ 

اػتفبدُ ؿذُ اػت ٍ ّوبًغَس وِ  1اخضاء هحذٍد ًیوِ تحلیلی

تفبدُ اص ایي سٍؽ وبّؾ لبثل اؿبسُ ؿذ یىی اص ٍیظگیْبی اػ

هلاحؾِ حدن هحبػجبت هی ثبؿذ وِ ّشچِ ولاّه وشٍی 

بػجبت ثِ وشُ وبهل ًضدیىتش ثبؿذ ثِ دلیل حدین تش ؿذى هح

 یبثذ.ایي ٍیظگی اّویت ثیـتشی هی

ثب تَخِ ثِ اّویت هَضَؿ هَسد ثحث ٍ دسن ایي ًىتِ 

ین وشُ وِ دس خلَف تحلیل استقبؽ آصاد ولاّه ّبی ً

ای ٍخَد ًذاسد، دس ایي همبلِ ثب ی ثشؽ هغبلقبت گؼتشدُداسا

اػتفبدُ اص تمبسى ٌّذػی، اص یه سٍؽ اخضاء هحذٍد ًیوِ 

تحلیلی ثشای ثشسػی استقبؽ آصاد پَػتِ ّبی ًین وشُ 

وبهپَصیتی داسای ثشؽ دس ساع اػتفبدُ ؿذُ اػت. ّوچٌیي 

ثِ ثشسػی تبثیش هیضاى صاٍیِ ثشؽ دس ساع، صاٍیِ الیبف ٍ 

 شایظ هشصی پشداختِ ؿذُ اػت.ؿ

فشاًؼیل تحلیل ثِ ووه یه هقبدلِ دی ]1[ 2ًیَسدػبى

ّبی وشٍی الاػتیه ًبصن سا اًدبم دادُ استقبؽ آصاد پَػتِ

استقبؽ آصاد پَػتِ ّبی  ]2[ٍ دیگشاى  3اػت. ساهبوشیـٌبى

وشٍی سا ثب هقبدلات الاػتیؼیتِ ػِ ثقذی ثشسػی ًوَدُ اًذ.  

گضاسؿبتی دس خلَف هغبلقبت تئَسی  ]3[ ٍ دیگشاى 4ّبپوي

ٍ تدشثی خَد دس صهیٌِ استقبؽ آصاد پَػتِ ّبی وشٍی هٌتـش 

ثِ ثشسػی فشوبًؼْبی عجیقی ٍ هذ  ]4[ 5ًوَدُ اًذ. ساع

ؿیپْبی استقبؽ هتمبسى پَػتِ ّبی وشٍی پشداختِ اػت. 

ًتبیدی سا دس خلَف فشوبًغ عجیقی پَػتِ  ]5[ 6ًبٍاساتٌب

ثِ هغبلقِ  ]6[ٍ ّوىبساى  7ُ اػت. لامّبی وشٍی هٌتـش ًوَد

ثش سٍی پَػتِ ّبی اػتَاًِ ای هشوت ضخین چٌذ لایِ ثب 

 8صٍایبی هتمبسى ثِ ووه یه سٍؽ تحلیلی پشداختِ اًذ. آسچش

تبثیش حبلات تٌؾ یىٌَاخت ثش فشوبًغ عجیقی پَػتِ  ]7[

 ]8[ 9ّبی وشٍی سا هَسد ثشسػی لشاس دادُ اػت. گًَؼبلَص

تبثیش ًَالق ٌّذػی اٍلیِ هتمبسى ٍ تٌـْبی فـبسی غیش 

خغی ثش فشوبًؼْبی عجیقی پَػتِ ّبی وشٍی گیشداس سا 

                                                        
1 Semi-Analytical Finite element Method 
2 Niordson 
3 Ramakrishnan 
4 Hoppmann 
5 Ross 
6 Navaratna 
7 Lam 
8 Archer 
9 Goncalves 
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تحلیل ووبًؾ  ]9[ٍ ّوىبساى  1هغبلقِ ًوَدُ اػت. گبًؼي

حشاستی ٍ استقبؽ آصاد پَػتِ ّبی ًین وشُ ایضٍتشٍپیه تحت 

 تغییشات دهبیی هحَس هتمبسى سا ثب سٍؽ اخضاء هحذٍد ًیوِ

ثِ ثشسػی اثش  ]10[ لام ٍ ّوىبساى تحلیلی اسائِ ًوَدُ اًذ.

ّبی  ؿشایظ هشصیَ صاٍیِ الیبف ثش سٍی فشوبًغ عجیقی پَػتِ

اًذ. تئَسی هَسد اػتفبدُ آًْب  ای استَتشٍپیه پشداختِ اػتَاًِ

ثشای ثذػت آٍسدى ًتبیح  3سیتض ثبؿذ ٍ اص سٍؽ هی2لاٍ تئَسی

ٍ دسیبفتٌذ وِ ّن ؿشایظ اًذ  حبكل اص تحلیل اػتفبدُ وشدُ

هشصی ٍ ّن صاٍیِ الیبف تأثیش ثؼضایی دس فشوبًغ عجیقی 

 .پَػتِ داسد

ثش اػبع تئَسی تغییش ؿىل ثشؿی ]11[ٍ ّوىبساى  4لی

هشتجِ ػَم ػٌذسص هذل اخضائ هحذٍدی سا ثشای ثشسػی 

داسای ثشؽ دس  5ّبی وشٍی وبهپَصیتی تَسلی پٌلاستقبؿبت 

ثِ ثشسػی  ]12[ٍ ّوىبساى  6هحوذ ساع اسائِ دادُ اًذ.

ًبصن ثب ثیؼت ٍ  7استقبؿبت پَػتِ ّبی دٍ اًحٌبء ون فوك

یه ؿشط هشصی دلخَاُ پشداختِ اًذ ٍ ثشای حل هقبدلات 

 ]13[ٍ ّوىبساى  8سائَ هشثَعِ اص سٍؽ سیتض اػتفبدُ وشدُ اًذ.

 9تحلیل اخضاء هحذٍد پَػتِ ّبی ػبختِ ؿذُ اص هَاد تبثقی

تحت ثبسگزاسی ّبی هختلف اص خولِ هىبًیىی ٍ حشاستی ٍ 

ٍ  10یگبئَ ّوچٌیي استقبؽ آصاد آًْب سا ثشسػی ًوَدُ اًذ.

فشهَلجٌذی هٌؼدوی سا ثش اػبع حؼبة  ]14[ّوىبساى 

تغییشات ثشای تحلیل استقبؿی پَػتِ ّبی دٍساًی وبهپَصیتی 

سائِ ثب دس ًؾش گشفتي اثش تغییش ؿىل ثشؿی ٍ ایٌشػی دٍساًی ا

سٍؽ حل دلیك  ]15[ٍ ّوىبساى  11حؼیٌی ًوَدُ اًذ.

خذیذی سا ثشای ثشسػی استقبؽ آصاد پٌلْبی وشٍی ًؼجتب 

خبثدبیی اص -ضخین اسائِ ًوَدُ اًذ. ثشای سٍاثظ وشًؾ

ٍ  13ػبی سام اػتفبدُ ًوَدُ اًذ. 12ٍ داًل ػٌذسص تئَسیْبی

استقبؿبت آصاد ولاّىْبی وشٍی وبهپَصیتی  ]16[ّوىبساى 

                                                        
1 Ganesan 
2 Love Theory 
3 Ritz Method 
4 Lee 
5 Delamination 
6 Mohamad 
7 Doubly Curved Shallow Shells 
8 Rao 
9 Functionally Graded Materials 
10 Yegao 
11 Hosseini 
12 Sanders and Donnell shell theories 
13 Sai Ram 

ؿبهل ٍ ثذٍى ثشؽ دس ساع سا ثشسػی ًوَدُ اًذ. الوبى 

اػتفبدُ ؿذُ تَػظ آًْب یه الوبى پَػتِ ّـت گشُ ای 

 ایضٍپبساهتشیه ثب ًِ دسخِ آصادی دس ّش گشُ هی ثبؿذ.

 

 بنذی هسالهفرهول -1

خبثدبیی ثشای پَػتِ  -دس ایي همبلِ ثب تَخِ ثِ سٍاثظ وشًؾ

ط ثِ پَػتِ ّبی ّبی دٍساًی فوَهی، سٍاثظ وشًؾ هشثَ

وشٍی ثش پبیِ تئَسی تغییش ؿىل ثشؿی هشتجِ اٍل اػتخشاج 

ؿذُ اػت. دس تحلیل پیـشٍ فشم ثش آًؼت وِ پَػتِ تحت 

هغبلقِ ًبصن ثَدُ ٍ هبدُ وبهپَصیت سفتبس الاػتیه خغی 

 داسد.  

 :]11[هیذاى خبثدبیی ثش هجٌبی تئَسی  ثشاثش اػت ثب

(1) 
 (     )    (   )      (   ) 
 (     )    (   )      (   ) 

 (   )    (   ) 
    ثتشتیت خبثدبیی ػغح هیبًی دس خْبت   ٍ       وِ 

ٍz   ٍ ُدٍساًْبی فوَد ثش ػغح هیبًی دس     ٍ     ثَد

 هی ثبؿٌذ.    اهتذاد هحَسّبی 

الاػتیؼیتِ وشًـْبی ًشهبل ٍ ثشؿی ثِ  تئَسیثش عجك 

 :]17[كَست صیش ثب خبثدبیی ّب هشتجظ ّؼتٌذ
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ثتشتیت هَلفِ ّبی اًحٌبء ػغح ٍ ثشداس خبثدبیی هی    ٍ    

پبساهتشّبی ضشیت ٌّذػی هی ثبؿذ.    ثبؿٌذ. ّوچٌیي 

 :ثشای پَػتِ ّبی دٍساًی داسین
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ثتشتیت هَلفِ ّبی ثشداس خبثدبیی، پبساهتشّبی     ,         

 ٍ ؿقبؿ ّبی اًحٌبء ّؼتٌذ. 1لین

 (    )ثشای هٌحٌی فضبیی دس هختلبت  1اص ؿىل 

 :هی تَاى ًَؿت ]18[هغبثك هشخـ 

(4) (  )    
 (   )

    
 (  )  

    )   دس ایي هختلبت، پبساهتشّبی لین 
 
)
 

  ٍ     

 ّؼتٌذ ٍ ؿقبؿ ّبی اًحٌبء ثشاثشًذ ثب 
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 ٍ      (    
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 ثٌبثشایي

(5) 
(  )  (
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(   )
    (  )  

 ( ثِ ؿىل صیش تجذیل هی ؿَد.5ساثغِ ) 1اص ٌّذػِ ؿىل 
 

(6) (  )  ( ) (  )    (  )  

 .      ٍ      پغ داسین 

 

 
 ]29[ هنذسه پوسته دورانی -2ضکل

 

خبثدبیی ثشای پَػتِ -سٍاثظ وشًؾ 1ٍ2ػشاًدبم اص سٍاثظ 

 :ّبی وشٍی ثِ كَست صیش لبثل ثیبى اػت
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   ٍ   
ثتشتیت وشًـْبی ًشهبل ٍ ثشؿی   

    ػغح هیبًی ثَدُ ٍ
    

   ٍ   
تغییشات اًحٌبء هی ثبؿٌذ   

 :]19[وِ ثشای پَػتِ ّبی وشٍی ًبصن ثِ ؿىل صیش هی ثبؿٌذ

(8)    
  

   

  
 

  

 
 

                                                        
1 Lame’s Parameter 

   
  

 

 

   

  
 

  

 
     

  

 
     

   
  

 

 

   

  
 

   

  
 

  

 
     

   
      

  

 
     

 

 

   

  
 

   
      

  

 
 

   

  
 

  
  

    

  
 

  
  

 

 

    

  
 

   

 
     

   
  

 

 

    

  
 

    

  
 

   

 
      

    

 

   

  
 

 

  

   

  
 

  

  
     

 

 روش اجساء هحذود نیوه تحلیلی -9
دس سٍؽ ًیوِ تحلیلی هیذاى خبخبیی ثِ خْت هحیغی 

ٍاثؼتِ اػت. اص آًدب وِ دس ایي تحلیل داهٌِ خبثدبیی ّب 

تَاى ایي وویت ّب سا دس خْت دٍساًی وَچه ّؼتٌذ، هی 

(θ.ثب ػشی ّبی فَسیِ هدضا ثیبى وشد ) 

(9) 

  (   )  ∑    ( )    (  )

 

   

 

  (   )  ∑    ( )    (  )

 

   

 

  (   )  ∑    ( )    (  )

 

   

 

   (   )  ∑     ( )    (  )

 

   

 

   (   )  ∑     ( )    (  )

 

   

 

m  ًُـبى دٌّذُ ؿوبسm .اهیي هذ هحیغی هی ثبؿذ 

ی ایضٍپبساهتشیه ًیض اص یه الوبى ػِ گشّ sدس خْت 

یه پَػتِ ًین وشُ ثب ایي الوبى  2اػتفبدُ ؿذُ اػت. ؿىل 

سا ًـبى هی دّذ. ّش گشُ داسای پٌح دسخِ آصادی هی ثبؿذ. 

 تَاثـ ؿىل هشتجظ ثب ایي الوبى ثلَست صیش هی ثبؿٌذ

(10) ,        -  *
     

   
 
     

  
 
     

   
+ 

خبثدبیی هشتجظ ثب ایي الوبى ثِ ؿىل ّوچٌیي پبساهتشّبی 

 صیش لبثل ثیبى اػت

(11) *  +
  *                     +     

          
 اًذیؼْبی یه تب ػِ ثِ ؿوبسُ گشُ اؿبسُ داسد.
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 ]9[الواى بنذی پوسته نین کره -1ضکل

 

 کرنص –روابط تنص  -2
اهیي لایِ اص kوشًؾ دس هختلبت پَػتِ ثشای  -سٍاثظ تٌؾ

 هبدُ وبهپَصیتی ثِ كَست صیش هی ثبؿذیه 

(12) 

{
 
 

 
 
   

   

   
   
   }
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 ̅  
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 ̅  

 ̅  

 
 

 ̅  

 ̅  

 ̅  

 
 

 
 
 

 ̅  

 ̅  

 
 
 

 ̅  

 ̅  ]
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   }
 
 

 
 

 

اهیي لایِ ثَدُ ٍ فجبستٌذ  kضشایت الاػتیه اًتمبل یبفتِ    ̅ 

 اص

 ̅      (    )
  

 (        )(    )
 (    )     (    )

   
 ̅   (            )(    )

 (    )  
   ((    )

  (    ) )  
 ̅        (    )         (    )     
        ((    )  (    ) )(        )  
 ̅   
   (    )

   (        )(    )
 (    )  

   (    )
   

 ̅        (    )         (    )     
        ((    )  (    ) )(        )  
 ̅   (            )(    )

 (    )  
   ((    )

  (    ) )   
 ̅      (    )

     (    )
  

 ̅   (       )          
 ̅      (    )

     (    )
   

(13) 

سا ًـبى هی دّذ.  sخْتگیشی صاٍیِ الیبف ًؼجت ثِ هحَس   

ثش اػبع هذٍل الاػتیه دس هختلبت اكلی ًَؿتِ هی     

 .]17[ؿًَذ
 

 بذست آوردى هاتریس سفتی -5
خؼن الاػتیه ثِ كَست صیش ثیبى هی  اًشطی وشًـی یه

 ؿَد

(14) 
  

 

 
∫ * + * +  

 

 

 
 

 
∫([ ̅  ]* +)

 
(* +)  

 

 

 

 خبثدبیی ثِ ؿىل صیش اػت -دس حبلت ولی ساثغِ وشًؾ

 

(15) * +  , -*  + 

خبثدبیی ًبم داسد ٍ ؿبهل تَاثـ -هبتشیغ وشًؾ - ,هبتشیغ 

ؿىل ٍ هـتمبت آى هی ثبؿذ. ثٌبثشایي هی تَاى ساثغِ اًشطی 

 وشًـی سا ثِ كَست صیش ثبصًَیؼی ًوَد

(16)   
 

 
∫(*  +

 , - , -
 

 

, -*  +)   

ثشای یه وبهپَصیت لایِ ای ؿبهل ضشایت  - ,هبتشیغ 

ػفتی هتفبٍتی هی ثبؿذ. ایي ضشایت ػفتی ثِ كَست صیش 

 هحبػجِ هی ؿًَذ. 

 
(             )   
∑ ∫ ( ̅  ) 

(        )  
  

    

 
                          

 

    ∑ ∫
 

 
( ̅  )

 
(   (

 

    (   )
*
 

)   
  

    

 
     

        
(17) 

 ( داسین16ثب ثبصًَیؼی ساثغِ )

(18)   
 

 
*  +

 , -*  + 

ثِ كَست صیش لبثل ثیبى  - ,وِ دس ساثغِ فَق هبتشیغ ػفتی 

 اػت

(19) , -  ∫ , - , -
 

 

, -   

 

 هاتریس جرم بذست آوردى -6
اًشطی خٌجـی یه پَػتِ پیَػتِ ثلَست صیش لبثل ثیبى 

 ثبؿذ هی

(20)    
 

 
∫( ̇   ̇   ̇ )  

 

 

 

( اًشطی خٌجـی ثشای 20( دس ساثغِ )1خبیگزاسی ساثغِ )ثب 

 صیش خَاّذ ؿذثِ كَست پَػتِ 

(21) 
   

 

 
∫ (.  ( ̇

   ̇   ̇ )  
 

 

   ( ̇  ̇   ̇  ̇ )    ( ̇ 
   ̇ 

 )/*     
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ثبؿٌذ وِ ثلَست  ّبی ایٌشػی هی هوبى  فَق  اثغِدس س

 :ؿًَذ صیش تقشیف هی

(22) 
(        )  ∑∫  (      )  

 

   

 

چگبلی هی   ٍ  چٌذ لایِ ثشای پَػتِ ، ؿوبسُ لایِ   وِ 

 .ثبؿذ

 داًین اص عشفی هی

(23) * +  , -{  
 } 

  }هبتشیغ تَاثـ ؿىل، - ,وِ 
 + *ای ٍ ثشداس خبثدبیی گشُ { 

 ثبؿذ. ثشداس خبثدبیی ول الوبى هی

تَاى  ( سا دس فشم هبتشیؼی ثلَست صیش هی21) ِساثغ

 ًَؿت:

(24)    
 

 
∫{ ̇ }

 
, -{ ̇ }  

 

 

 

 ثبؿذ. هی پَػتِّبی ایٌشػی ثشای ،هبتشیغ هوبى- ,هبتشیغ

 تَاى ًَؿت: ( هی24( دس ساثغِ )23ثب خبیگزاسی ساثغِ )

 

(25)    
 

 
{ ̇ }

 
, -{ ̇ } 

 وِ دس آى

(26) , -  ∫ , - , -, -  
 

 

 

 ثبؿذ. هبتشیغ خشم هی- ,

تی ول پَػتِ وِ فثب داؿتي هبتشیغ خشم ٍ هبتشیغ ػ

تَاى  ؿشایظ هشصی هؼبلِ ًیض دس آًْب لحبػ ؿذُ اػت، هی

 ًَؿتپَػتِ سا ثِ كَست صیش  آصاد هقبدلِ ولی استقبؽ

(27) ,   -* ̈+  ,   -* +  * + 

ثِ تشتیت هبتشیغ خشم ول -   , ٍ  -   ,دس ساثغِ فَق

ثِ تشتیت ثشداس  +̈ *ٍ + *ٍ هبتشیغ ػفتی ول ّؼتٌذ. 

خبثدبیی ٍ ؿتبة پَػتِ هی ثبؿٌذ. ثب اػتفبدُ اص هقبدلِ 

هـخلِ استقبؿی صیش هی تَاى فشوبًؼْبی عجیقی پَػتِ سا 

 ثذػت آٍسد.

(28) (,   -  ,   -  )* +  * + 

همبدیش ٍیظُ ساثغِ فَق هشثـ فشوبًغ عجیقی پَػتِ سا ثذػت 

 هیذّذ.
 

 نتایج و راستی آزهایی -7
دس ًخؼتیي گبم خْت ثشسػی ّوگشایی پبػخْب، هغبثك 

فشوبًغ عجیقی پَػتِ وبهپَصیتی ًین وشُ ثب ؿشایظ  3ؿىل 

هشصی ػبدُ ثب تقذاد الوبًْبی هتفبٍت ًوبیؾ دادُ ؿذُ اػت. 

Ω  فشوبًغ ثی ثقذ ؿذُ هی ثبؿذ ٍ ثِ كَست صیش تقشیف هی

 گشدد.

(29) Ω      (
 

   
*

 
 

 

ثشای پَػتِ وبهپَصیتی، گشافیت اپَوؼی ثب  اًتخبثیهبدُ 

 هی ثبؿذ. 1خلَكیبت هٌذسج دس خذٍل 
 

 خصوصیات گرافیت اپوکسی -2جذول 

 خواظ
HS-Graphite/Epoxy 

   (  ) 

   (  )                      
   (  ) 

                  

 (  

  )     

        

          

        
     

        

 

الوبى  15ؿَد ثب اًتخبة ثیؾ اص ّوبًغَس وِ هـبّذُ هی

تغییشی دس ًتبیح فشوبًغ عجیقی ثی ثقذ ؿذُ ثش حؼت هذ 

 ّبپبػخهحیغی هـبّذُ ًوی ؿَد ٍ ایي ًوبیبًگش ّوگشایی 

الوبى  20ثبؿذ. ثٌبثشایي ثشای ثذػت آٍسدى ػبیش ًتبیح اص هی

 اػتفبدُ ؿذُ اػت. 

 
طبیعی بی بعذ پوسته  فرکانسبررسی هوگرایی  -9ضکل

سانتیوتر و زاویه الیاف صفر درجه با  1نیوکره با ضخاهت 

 ضرایط هرزی ساده
 

ثشای ثشسػی كحت ًتبیح وبس حبضش همبیؼِ ای ثب ًتبیح 

هغبثك  4كَست گشفتِ اػت. دس ؿىل  ]20ٍ  16[هشاخـ 

فشوبًغ عجیقی ولاّه وشٍی وبهپَصیتی دٍلایِ  ]16[هشخـ 

كفش/ًَد ثب ؿشایظ هشصی ػبدُ ٍ خلَكیبت هىبًیىی ٍ 

 ٌّذػی ثشاثش ثب
           ⁄ ,           ⁄         ⁄   
          ⁄             ⁄      
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صاٍیِ    صاٍیِ ثشؽ ٍ    آٍسدُ ؿذُ اػت. دس ایي ؿىل 

ولاّه وشٍی ًؼجت ثِ خظ فوَد هی ثبؿذ. ًتبیح حبكل اص 

تغجیك داسد ٍ اختلاف خضئی هَخَد  ]16[وبس حبضش ثب هشخـ 

هی تَاًذ ثِ دلیل تفبٍت دس هشتجِ تئَسی تغییش ؿىل ثشؿی 

ثىبس سفتِ ثبؿذ ضوي آًىِ دس ایي وبس اص سٍؽ اخضء هحذٍد 

 ًیوِ تحلیلی اػتفبدُ ؿذُ اػت. 

فشوبًغ عجیقی پَػتِ ًین وشُ وبهل ٍ  ]20[دس هشخـ 

ثذٍى ثشؽ دس ساع ثشای هبدُ ایضٍتشٍح ثب ًتبیح وبس حبضش 

هـبّذُ هی ؿَد  5همبیؼِ ؿذُ اػت.. ّوبًغَس وِ دس ؿىل 

تغجیك داسد. ثشای  ]20[ًتبیح حبكل اص وبس حبضش ثب هشخـ 

پَػتِ ّبی ًبصن ثب تغییش ؿوبسُ هذ هحیغی فشوبًؼْبی 

چٌذاًی ًوی وٌٌذ اهب ثب افضایؾ ضخبهت عجیقی تفبٍت 

پَػتِ دس ؿوبسُ هذّبی هحیغی ثبلاتش فشوبًؼْبی عجیقی 

افضایؾ هی یبثٌذ ضوي آًىِ ثیي ًتبیح وبس حبضش ٍ هشخـ 

ووی اختلاف هـبّذُ هی ؿَد. دلیل ایي اختلاف  ]20[

ایٌؼت وِ دس ایي هشخـ هؼبلِ ثش هجٌبی تئَسی پَػتِ 

ًتبیح ًـبى هی دّذ وِ دس سًح ضخین تحلیل ؿذُ اػت. اهب 

ضخبهت هَسد ثشسػی ثب دلت هٌبػجی هی تَاى پَػتِ سا 

هَسد ثشسػی حذالل  h/Rًبصن فشم ًوَد. ّوچٌیي دس توبم 

فشوبًغ عجیقی هشثَط ثِ هذ هحَسی اٍل هی ثبؿذ. اص آًدب 

وِ حذالل فشوبًغ عجیقی دس هذّبی هحیغی اثتذایی اتفبق 

شای چْبس هذ هحیغی ًخؼت هی افتذ، دس اداهِ پبػخْب ث

 آٍسدُ ؿذُ اػت.

 

 
برای  ]26[ع جنتایج کار حاضر با هر هقایسه -2ضکل

و زاویه کلاهک  h=200 R/ کلاهک دو لایه صفر/نود با
      

 

 
برای  ]12[نتایج کار حاضر با هرجع هقایسه  -5ضکل

 ضرایط هرزی گیردار باپوسته نین کره ایسوتروپ 

 

اثش هیضاى ثشؽ دس ساع پَػتِ ًین وشُ، ثشای ثشسػی 

 6ؿشایظ هشصی ٍ صاٍیِ الیبف ثش فشوبًغ عجیقی دس ؿىلْبی 

ًوَداس فشوبًغ ثی ثقذ ؿذُ پَػتِ ًین وشُ ثش حؼت  10تب 

صاٍیِ ثشؽ دس ساع ثشای چْبس هذ هحیغی اٍل ٍ ؿشایظ 

ػبدُ ٍ صٍایبی الیبف هتفبٍت -گیشداس ٍ ػبدُ-هشصی گیشداس

 آٍسدُ ؿذُ اػت.

ًتبیح فشوبًغ عجیقی ثی ثقذ ؿذُ ثشای صاٍیِ  6دس ؿىل 

الیبف كفش دسخِ آٍسدُ ؿذُ اػت. ّوبًغَس وِ هـبّذُ هی 

ؿَد ثب افضایؾ هیضاى ثشؽ دس ساع پَػتِ ًین وشُ فشوبًغ 

عجیقی افضایؾ هی یبثذ ٍ همذاس فشوبًغ عجیقی دس هذّبی 

هحیغی هختلف ثْن ًضدیه هی ؿَد. ثب تغییش ؿشایظ هشصی 

اص گیشداس ثِ ػبدُ ضوي حفؼ سفتبس، فشوبًغ عجیقی وبّؾ 

 هی یبثذ.

 
فرکانس طبیعی بی بعذ پوسته نین کره با  -6ضکل

زاویه  باحسب زاویه برش در راس رسانتیوتر ب 1ضخاهت 

 الیاف صفر درجه
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آهذُ اػت.  7ثشای صاٍیِ الیبف ػی دسخِ ًتبیح دس ؿىل 

تبثیش صیبدی ثش  دس ایي حبلت تغییش صاٍیِ ثشؽ دس ساع

فشوبًغ عجیقی ًذاسد ٍ اثش تغییش ؿشایظ هشصی هـبثِ حبلت 

 لجل اػت.

 8ثب تغییش صاٍیِ الیبف ثِ چْل ٍ پٌح دسخِ هغبثك ؿىل 

ثدض هذ هحیغی ًخؼت، دس ػبیش هذّبی هحیغی ثشای پَػتِ 

ًین وشُ ثب ثشؽ دس ساع كفش تب ػی دسخِ فشوبًؼْبی 

ٍ اثش تغییش ؿشایظ هشصی  عجیقی ثؼیبس ثْن ًضدیه هی ثبؿٌذ

 هـبثِ حبلات لجل اػت.
 

 
فرکانس طبیعی بی بعذ پوسته نین کره با  -7ضکل

زاویه  باحسب زاویه برش در راس رسانتیوتر ب 1ضخاهت 

 درجه 92الیاف 

 
فرکانس طبیعی بی بعذ پوسته نین کره با  -8ضکل

زاویه  باحسب زاویه برش در راس رسانتیوتر ب 1ضخاهت 

 درجه 25الیاف 
 

ثب تغییش  9ثشای صاٍیِ الیبف ؿلت دسخِ ثش عجك ؿىل 

صاٍیِ ثشؽ دس ساع پَػتِ ًین وشُ ؿوبسُ هذ هحیغی هتٌبؽش 

ثب حذالل فشوبًغ عجیقی اص یه ثِ چْبس تغییش هی ًوبیذ ٍ 

 اثش تغییش ؿشایظ هشصی هـبثِ حبلات لجل اػت.

ًَد دسخِ ثدض اًتخبة صاٍیِ الیبف  10ثب تَخِ ثِ ؿىل 

هذ هحیغی ًخؼت، دس ػبیش هذّبی هحیغی ثشای پَػتِ ًین 

وشُ ثب تغییش هیضاى ثشؽ دس ساع فشوبًغ عجیقی تغییشات 

چـوگیشی ًذاسد ضوي آًىِ ثش خلاف هَاسد لجل ثشای صاٍیِ 

ثشؽ دس ساع دُ تب ًَد دسخِ هذ هحیغی ًخؼت ثیـتشیي 

شصی اثش فشوبًغ عجیقی سا داسد. ّوچٌیي تغییش ؿشایظ ه

 ثؼیبس ووی ثش فشوبًغ عجیقی داسد.

ثٌبثشایي دس ثیي صٍایبی الیبف هَسد ثشسػی صاٍیِ الیبف ًَد 

دسخِ سفتبس هتفبٍتی سا ًـبى هی دّذ. دس كَست یىؼبى ثَدى 

توبهی ؿشایظ، افضایؾ صاٍیِ ثشؽ دس ساع فشوبًغ عجیقی سا 

افضایؾ هی دّذ پغ هی تَاى گفت ثشای ؿشایظ هـبثِ صاٍیِ 

 شؽ ًَد دسخِ ثیـتشیي فشوبًغ عجیقی سا ثذػت هی ّذ.ث
 

 
فرکانس طبیعی بی بعذ پوسته نین کره با  -9ضکل

زاویه  باحسب زاویه برش در راس رسانتیوتر ب 1ضخاهت 

 درجه 62الیاف 

 
 1فرکانس طبیعی بی بعذ پوسته نین کره با ضخاهت  -22ضکل

 درجه 92زاویه الیاف  باحسب زاویه برش در راس رسانتیوتر ب
 

هی تَاى دسیبفت وِ پَػتِ ًین وشُ  2ثب تَخِ ثِ خذٍل 

 ثذٍى ثشؽ ثب صاٍیِ الیبف كفش دسخِ ٍ ؿشایظ هشصی ػبدُ 
 



 

 

 

 32          شاطرزاده 2/ شماره 9/ دوره 2931ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 

 تاثیر زوایای الیاف و زوایای برش در راس بر فرکانس بی بعذ ضذه پوسته نین کره کاهپوزیتی -1جذول
Fiber Angle 

90 60 45 30 0  

Angle of Cut-out at Apex 
90 60 30 0 90 60 30 0 90 60 30 0 90 60 30 0 90 60 30 0 B.C m 
.51 

.51 
.39 

.39 
.32 

.32 
.25 

.25 
.58 

.55 
.52 

.51 
.48 

.47 
.34 

.34 
.48 

.42 
.41 

.40 
.38 

.37 
.31 

.30 
.50 

.39 
.37 

.37 
.32 

.31 
.28 

.26 
.56 

.42 
.37 

.30 
.29 

.25 
.24 

.23 
CC 

SS 1 

.38 

.38 
.31 

.31 
.27 

.27 
.26 

.26 
.68 

.67 
.59 

.58 
.45 

.44 
.39 

.38 
.56 

.52 
.52 

.50 
.49 

.48 
.45 

.44 
.54 

.45 
.44 

.42 
.42 

.40 
.41 

.40 
.57 

.42 
.38 

.32 
.32 

.29 
.30 

.29 
CC 

SS 2 

.33 

.32 
.28 

.29 
.27 

.27 
.27 

.27 
.62 

.61 
.47 

.46 
.39 

.38 
.37 

.37 
.65 

.63 
.61 

.58 
.51 

.50 
.46 

.46 
.60 

.53 
.54 

.51 
.51 

.48 
.50 

.48 
.58 

.44 
.41 

.35 
.36 

.34 
.36 

.34 
CC 

SS 3 

.31 

.31 
.29 

.29 
.29 

.29 
.29 

.29 
.54 

.52 
.42 

.41 
.38 

.37 
.38 

.37 
.70 

.70 
.57 

.55 
.48 

.47 
.47 

.46 
.67 

.61 
.62 

.58 
.59 

.57 
.59 

.57 
.59 

.46 
.44 

.39 
.41 

.39 
.40 

.38 
CC 

SS 4 

                      

ووتشیي فشوبًغ عجیقی سا داسد ٍ پَػتِ ًین وشُ ثب صاٍیِ 

ثشؽ دس ساع ًَد دسخِ ٍ صاٍیِ الیبف چْل ٍ پٌح دسخِ 

حبلات هَسد ثشسػی ثیـتشیي فشوبًغ عجیقی سا دس ثیي توبم 

 داسد.
 

 نتیجه گیری -8
دس ایي همبلِ ثِ ووه یه سٍؽ اخضاء هحذٍد ًیوِ تحلیلی 

استقبؽ آصاد پَػتِ ّبی ًین وشُ وبهپَصیتی داسای ثشؽ دس 

ساع هغبلقِ ؿذُ اػت. اثش هیضاى صاٍیِ ثشؽ دس ساع، صاٍیِ 

الیبف ٍ ؿشایظ هشصی هَسد ثشسػی لشاس گشفتِ اػت. ًتبیح 

ثشای حبكل ثب هشاخـ ػبصگبسی هٌبػجی سا ًـبى هی دٌّذ. 

پَػتِ ّبی ًبصن ثب تغییش ؿوبسُ هذ هحیغی فشوبًؼْبی 

عجیقی تفبٍت چٌذاًی ًوی وٌٌذ اهب ثب افضایؾ ضخبهت 

پَػتِ دس ؿوبسُ هذّبی هحیغی ثبلاتش فشوبًؼْبی عجیقی 

 افضایؾ هی یبثٌذ. 

ثشای توبم صٍایبی الیبف پَػتِ ثذٍى ثشؽ دس ساع ثب 

ثب ؿوبسُ هذ ؿشایظ هشصی ػبدُ حذالل فشوبًغ عجیقی سا 

یه داسد. ثٌبثشایي هی تَاى گفت ایدبد ثشؽ دس ساع پَػتِ 

ثبفث افضایؾ فشوبًغ عجیقی هی گشدد. دلیل ثذػت آهذى 

ایي ًتیدِ آًؼت تغییش صاٍیِ ثشؽ دس ساع پَػتِ ثبفث تغییش 

 دس ایٌشػی ٍ ػفتی پَػتِ هی ؿَد. 

ثشای ولیِ صاٍایبی الیبف ثدض صاٍیِ الیبف ًَد دسخِ، ؿشط 

شصی گیشداس ًؼجت ثِ ؿشط هشصی ػبدُ فشوبًغ عجیقی ه

ثبلاتشی سا ثذػت هی دّذ اهب ثشای صاٍیِ الیبف ًَد دسخِ 

. تغییش ؿشایظ هشصی اثش هحؼَػی ثش فشوبًغ عجیقی ًذاسد

ایي ًتیدِ ًیض ثذلیل همیذ تش ؿذى خبثدبیی ّب دس حبلت 

َد ؿشط هشصی گیش داس هَسد اًتؾبس اػت اهب ثشای صاٍیِ الیبف ً

دسخِ ثٌؾش هیشػذ وِ اثش صاٍیِ الیبف ثش ػفتی پَػتِ ثش اثش 

 ؿشایظ هشصی غبلت اػت. 

پَػتِ ًین وشُ ثب صاٍیِ ثشؽ دس ساع ًَد دسخِ ٍ صاٍیِ 

الیبف چْل ٍ پٌح دسخِ ثیـتشیي فشوبًغ عجیقی ٍ پَػتِ 

ًین وشُ ثذٍى ثشؽ دس ساع ثب صاٍیِ الیبف كفش دسخِ ووتشیي 

 ثیي توبم حبلات هَسد ثشسػی داسد. فشوبًغ عجیقی سا دس 

دس پبیبى هی تَاى ًتیدِ گشفت وِ ثشای یه وبسثشد خبف 

اص پَػتِ ّبی وشٍی داسای ثشؽ یب ثذٍى ثشؽ وِ ثبیذ دس 

هحذٍدُ فشوبًغ عجیقی هـخلی ثبؿین، ثب اًتخبة 

تشویجْبی هٌبػجی اص صاٍیِ الیبف، صاٍیِ ثشؽ دس ساع ٍ 

فشوبًغ عجیقی هغلَة  ؿشایظ هشصی هی تَاى ثِ هحذٍدُ

 سػیذ.

 

 تطکر و قذردانی
ایي تحمیك ثب اػتفبدُ اص افتجبسات پظٍّـی داًـگبُ ؿبّشٍد 

 ثِ اًدبم سػیذُ اػت.
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