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 چکیذُ
هطبلؼبتی وِ تبوٌَى اوثط . زض قسُ اؾتاضائِ  گیطزاض ٍ ؾبزُ ضربهت هتغیط تحت قطایط هطظی ثبای ایي هطبلؼِ تحلیل تٌف ٍضق زایطُزض 

اهب زض ایي  ؛وٌس وِ ٍضق ًؿجت ثِ لایِ هیبًی هتمبضى ثبقسًحَی تغییط هیِ ضربهت ٍضق ث ،ضربهت هتغیط اًدبم قسُ اؾت ثبّبی ٍضق ضٍی

زض حبلت ػسم تمبضى ػطضی ًیع ّبی ضربهت هتغیط همبلِ ثطای اٍلیي ثبض ثب زض ًظط گطفتي زٍ تبثغ هؿتمل ثطای ؾطَح ضٍییي ٍ ظیطیي، ٍضق

ّبی ثطقی ٍ تٌف ّبیهَلفِ الاؾتیؿیتِ ؾِ ثؼسی توبهیضٍـ ثبقٌس. ثب اؾتفبزُ اظ تطویت تئَضی ثطقی هطتجِ اٍل ٍ لبثل تحلیل هی

ُ ثب تحلیل حبضط، ًتبیح ثسؾت آهساًس. خْت ثطضؾی زلت ًتبیح حبنل اظ ّبی لبئن ٍ ثطقی ػطضی اؾترطاج قسُتٌف ،ػوَزی اظ خولِ

اًس. همبیؿِ ثؼسی ٍ ضٍـ اخعای هحسٍز اؾترطاج قسُوِ ثط اؾبؼ الاؾتیؿیتِ ؾِ اؾت یسُگطز یؿِهمبافعاض آثبوَؼ ًتبیح حبنل اظ ًطم

ضٍقی  ،ایّبی زایطُزّس وِ حل اضائِ قسُ اظ زلت ثؿیبض ثبلایی ثطذَضزاض ثَزُ ٍ ضًٍس اضائِ قسُ خْت تحلیل تٌف ٍضقًتبیح ًكبى هی

لبثل اؾترطاج ّب ثط حؿت قؼبع ٍ ضربهت ثطاحتی ثؼسی تٌفایي هطبلؼِ، ًوَزاضّبی ؾِ قسُ زض ضًٍس اضائِ ثط اؾبؼ. اؾتثط ثؿیبض هَ

 قًَس.ثطضؾی نَضت هَثطتطی ِ ث تٌف ّبیهَلفِ ،قَزوِ ایي اهط هَخت هی اؾت

  حل تحلیلی. ؛ضربهت هتغیط ؛ایٍضق زایطُ ؛تحلیل تٌف :كلوات كلیذی
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Abstract 
In this study, stress analysis of circular plate with variable thickness with clamped and simply-supported 

edge are presented. In the most previous research on the variable thickness plates, midplane symmetric plates 

were analyzed but as a first time in this study, by using two independent functions for top and bottom 

surfaces, transverse asymmetric plates can be analyzed. By using the combination of first order shear 

deformation plate theory and 3D elasticity method the shear and normal stress components such as 

transverse shear and normal stresses are extracted. For examination of the accuracy of the obtained results 

based on the presented analysis, the obtained results are compared with those obtained by 3D elasticity of 

ABAQUS software based on the finite element method. The comparisons show that the presented solution 

has very good accuracy and presented procedure for stress analysis of circular plates are very effective. 

Based on the presented procedure in this is study, 3D figures of stresses in the radial and thickness directions 

can be easily extracted and the stress components can be investigated more effectively. 
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 هقذهِ -9
   ّبی پطوبضثطز زض نٌبیغ ای یىی اظ ؾبظُّبی زایطٍُضق

       آًْب  تَاى ثِ وبضثطزػٌَاى هثبل هیِ ثبقٌس. ثهرتلف هی

ّبی ّبی زٍاض ٍ ؾبظُزیؿهّبی قٌبٍض، زض هربظى، ؾبظُ

ّب ثطَض ّوچٌیي ایي ٍضق ؛هیىطٍالىتطٍهىبًیىی اقبضُ وطز

نٌبیغ َّایی ٍ زضیبیی  ،گؿتطزُ زض نٌبیغ هرتلف اظ خولِ

گیطز. ثب تَخِ ثِ وبضثطزّبی هرتلف هَضز اؾتفبزُ لطاض هی

ّبی هرتلفی ضٍی آًْب ای، ًیبظ اؾت تب تحلیلّبی زایطٍُضق

ّبی هتٌَع ّبی هرتلف تحلیل ثب لبثلیتنَضت گیطز ٍ ضٍـ

ّب ٍ ٍؾیغ تَؾؼِ زازُ قًَس تب ثتَاًٌس ثِ ثطضؾی وبهل ٍضق

تحت قطایط هرتلف ثپطزاظًس. زض ازاهِ ثِ ثطذی اظ هطبلؼبت 

ای اقبضُ قسُ اًدبم قسُ زض ظهیٌِ تحلیل اؾتبتیىی ٍضق زایطُ

 اؾت.

ثؼسی ٍ حل هؼبزلات ثب اؾتفبزُ اظ تئَضی الاؾتیؿیتِ ؾِ

DQMآى ثب ضٍـ 
ای ّبی زایطُ[ ذوف ٍضق1غاًگ ]، ًبی ٍ 1

ثب تغییطات ًوبیی ذَال زض زٍ ضاؾتبی ضربهت ٍ قؼبع ضا 

-ذوف هتمبضى ٍضق ،[2ثطضؾی وطزًس. نحطایی ٍ ؾؼیسی ]

ای ضا ثطاؾبؼ تئَضی هطتجِ چْبضم ٍضق ٍ ثب ووه ّبی زایطُ

 ،[3ثطضؾی وطزًس. ؾؼیسی ٍ ّوىبضاى ] 2تئَضی ولاؾیه ٍضق

ای هتمبضى ضا هَضز ثطضؾی لطاض ذوف ٍ ووبًف ٍضق زایطُ

هكبت ٍ  نَضت تحلیلی اؾترطاج وطزًس.ِ ضا ث ّبزازًس ٍ پبؾد

ای ًبظن ضا ثب اؾتفبزُ ذوف لطبػی اظ ٍضق زایطُ ،[4ظًىَض ]

ى هتؼسزی اظ بهحمم اظ تئَضی ولاؾیه ٍضق تحلیل وطزًس.

ای ّبی زایطُثطای تحلیل ٍضق 3تئَضی ثطقی هطتجِ اٍل

ّبی حل هرتلفی ثطای حل هؼبزلات ٍ ضٍـاؾتفبزُ وطزًس 

ٍ  ضزیزیفطاًؿیل حبون اضائِ ٍ پیكٌْبز گطزیس. زض ایي ضاؾتب، 

ای هتمبضى ضا ثب اؾتفبزُ اظ ذوف ٍضق زایطُ ،[5ّوىبضاى ]

ثط اؾبؼ تئَضی ثطقی  تئَضی ثطقی هطتجِ اٍل ثطضؾی وطزًس.

 ،قطػیبتٍ  پَضػلی4ثب اؾتفبزُ اظ ضٍـ ؾطی تَاًی ،هطتجِ اٍل

ثب ضربهت ثبثت  ایزایطُ ٍضق[ 6] ثِ تحلیل اؾتبتیىی

[ ثب اؾتفبزُ اظ یه حل زلیك فطم 7هلاػلی پَض ] پطزاذتٌس.

گبُ الاؾتیه ضا ای ٍ حلمَی ثب تىیِّبی زایطُثؿتِ، ٍضق

حل زلیك فطم ثؿتِ پَض ثب اؾتفبزُ اظ یه هلاػلیز. وطتحلیل 

                                                        
1 Differential Quadrature Method 
2 Classical Plate Theory 
3 First Order Shear Deformation Theory 
4 Power Series Method 

   [ ٍ ثط اؾبؼ یه حل ؾطی ثِ 8ثِ تحلیل اؾتبتیىی ]

ای ای ثب تغییطات پلِّبی زایطُ[ ٍضق9تحلیل زیٌبهیىی ]

      ثب اؾتفبزُ ،[10گلوىبًی ٍ یَؾفیبى ] ضربهت پطزاذت.

  حلیل غیط ذطی ذوف اظ تئَضی ثطقی هطتجِ اٍل ثِ ت

ای تحت ثبض بًسٍیچی زایطُؾهتمبضى هحَضی نفحبت 

   ذَضقیسی ٍ ػٌهطی ًػاز . پطزاذتٌسحطاضتی  -هىبًیىی

اضتؼبـ آظاز لطبع  ،ثط اؾبؼ تئَضی ثطقی هطتجِ اٍل ،[11]

وَپل قسُ ثب لایِ پیعٍالىتطیه ضا هَضز ثطضؾی لطاض زازًس. 

ثِ تحلیل ذوف ٍ تٌف ٍضق حلمَی  ،[12ٍیٍَ ٍ ٍلَ ]

هتمبضى ثب تغییطات ذطی ضربهت زض ضاؾتبی قؼبػی 

حلیلی خسیسی ثطای [ ضًٍس ت14ٍ  13پَض ]ػلی پطزاذتٌس.

ای ٍ حلمَی اضائِ ّبی ؾبًسٍیچی زایطُّبی ٍضقثطضؾی تٌف

 وطز.

ای هتمبضى ثب ّبی زایطٍُضق تٌف تحلیلزض ایي همبلِ  

ٍ ثط اؾبؼ تئَضی ثطقی هطتجِ اٍل  تغییطات قؼبػی ضربهت

هَضز ثطضؾی لطاض  ،ثؼسیاؾتفبزُ اظ تئَضی الاؾتیؿیتِ ؾِ

-تئَضی ثطقی هطتجِ اٍل هَخت هی. اؾتفبزُ اظ گطفتِ اؾت

قَز تب ًتبیدی ثب زلت هٌبؾت ٍ ّعیٌِ هحبؾجبتی ًؿجتب 

اهب اظ ؾَی زیگط، ایي تئَضی ًتبیح  ؛پبییي اؾترطاج گطزز

 ،زّس وِ لاظم اؾتّبی ػطضی ثسؾت ًویهٌبؾجی ثطای تٌف

ّب تَؾط تئَضی الاؾتیؿیتِ انلاح گطزًس. زض ٍالغ ایي تٌف

ضی، ًتبیدی ثب زلت هٌبؾت ٍ ّعیٌِ ثب تطویت ایي زٍ تئَ

ضربهت . زض ایي تحلیل، اؾتیبثی هحبؾجبتی ون لبثل زؾت

وِ ّط یه اظ ؾطَح ضٍئیي ٍ  اؾتٍضق ثٌحَی لبثل تغییط 

نَضت هؿتمل تَؾط تَاثغ خساگبًِ لبثل تؼطیف ِ ظیطیي ث

ّبی ٌّسؾی هتٌَع لبثل ّب ثب قىلثٌبثطایي ٍضق؛ ثبقٌس

اظ  ،هؼبزلات زیفطاًؿیل حبون خْت حلثبقٌس. تحلیل هی

ّبی تَاًی اؾتفبزُ قسُ یه حل تحلیلی هجتٌی ثط ؾطی

ّبی تٌف ػطضی ثسؾت آهسُ ثب اؾتفبزُ اظ انلاح هَلفِاؾت. 

ّبی ثطقی ٍ ّوِ هَلفِتَؾط تئَضی الاؾتیؿیتِ ؾِ ثؼسی، 

ثب ّبی ثطقی ٍ ػوَزی ػطضی تٌف ،اظ خولِػوَزی تٌف 

 -في-ّوچٌیي تٌف ؛اؾت هحبؾجِ قسُ زلت ثؿیبض هٌبؾت

ثب اؾت. ئِ گطزیسُ ااضهیؿع ٍضق ثطای حبلات هرتلف ٌّسؾی 

ای ثب ّبی زایطُتَخِ ثِ ایٌىِ تبوٌَى ًتبیدی ثطای تحلیل ٍضق

ًتبیح  ،تغییطات ضربهت غیطهتمبضى ػطضی اضائِ ًكسُ اؾت

اضائِ قسُ تَؾط ضًٍس تحلیل پیكٌْبزی ثب ًتبیح حبنل اظ 

وِ ثطاؾبؼ تئَضی اؾت  یسُگطز یؿِهمبافعاض آثبوَؼ ًطم
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اًس وِ ایي همبیؿِ ًكبى ثؼسی اؾترطاج قسُالاؾتیؿیتِ ؾِ

ثط اؾبؼ ضًٍس اظ زلت ثؿیبض ثبلای تحلیل اضائِ قسُ زاضز. 

-نَضت ؾِِ تَاًس ثّبی هرتلف هیتحلیل اضائِ قسُ، تٌف

تَاى ثِ ؾبزگی هیِ ثؼسی زض توبم ًمبط ٍضق ضؾن گطزز وِ ث

 ؛ٍهت تٌكی ٍضق زض همبثل ًیطٍّبی ٍاضزُ پطزاذتتحلیل همب

وِ زض ٍضق ثب قطایط هطظی گیطزاض ثب ّوچٌیي ًتبیح ًكبى زاز 

گبُ ٍ ًَاحی هطوع ٍضق، تٌف ثیكیٌِ افعایف ضربهت زض تىیِ

ّوچٌیي زض ٍضق ثب قطایط  ؛یبثسهیؿع زض ٍضق وبّف هی-في

تَاى همساض هی ،هطظی ؾبزُ ثب افعایف ضربهت هطوع ٍضق

 هیؿع ضا وبّف زاز. -ثیكیٌِ تٌف في

 

 استخراج هعادلات حاكن  -2
        ای ثب زایطُتحلیل اؾتبتیىی ٍضق  زض ایي هطبلؼِ،

 ؛هَضز ثطضؾی لطاض گطفتِ اؾت ،تغییطات ذطی ضربهت

         ّط یه اظ ؾطَح ضٍییي ٍ ظیطیي ٍضق ًحَی وِِ ث

     لبثلیت تغییط قىل زاضًس. هؿتملنَضت ِ ث 1هطبثك قىل 

   ّبی زٍ ثب تَخِ ثِ ایٌىِ زٍ ضاثطِ هؿتمل ثطای هٌحٌی

ّب ًؿجت ثِ ّط ایي هٌحٌی ،ؾطح زض ًظط گطفتِ قسُ اؾت

    گیطی قًَس تب ٍضق هَضز تَاًٌس اًساظُؾطح زلرَاّی هی

ضربهت ٍضق ثیي ایي زٍ هٌحٌی زض ٍالغ ًظط حبنل قَز. 

 ذَاّس ثَز.
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ای تا تغییرات خطی ًوای جاًثی از ٍرق دایرُ -9شکل 

 دلخَاُ سطَح رٍییي ٍ زیریي

 

نَضت ِ ثط اؾبؼ تئَضی ثطقی هطتجِ اٍل تَاثغ خبثدبیی ث

 قًَس: ظیط زض ًظط گطفتِ هی
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u  ٍ w ای ٍ ػطضی ٍضقنفحِّبی زضٍى خبثدبیی     
ّبی لایِ هیبًی ٍ خبثدبیی  u0ثبقٌس.هی

r  چطذف هحَض

ّبی ثؿیبض وَچه، زض تغییط قىل ثبقٌس.ػوَز ثط نفحِ هی

 ذَاٌّس ثَز.( 3ضاثطِ )نَضت ِ ّبی وطًف ثهَلفِ
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          ِ ث ،ایّبی تٌف زض حبلت تٌف نفحِهَلفِ

      تَؾط وطًف ٍ خبثدبیی لبثل ثیبى(، 4)نَضت ضٍاثط  

 ثبقٌس.هی
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هؼبزلات حطوت ثب اؾتفبزُ اظ انل وویٌِ ؾبظی اًطغی 

 لبثل اؾترطاج ذَاٌّس ثَز.

(5)  
t

dtUK 0)(   

   وبض   Vٍ  زاذلی )وطًكی( اًطغی U (5) زض ضاثطِ

لبثل ( 7-6)نَضت ضٍاثط ِ ثبقٌس وِ ثًیطٍّبی ذبضخی هی

 ثیبى ّؿتٌس. 

(6)  r r rz rz

V

U dV         

 (7)   dAhuTwqV
A

rt   0
 

q  ٍ ًیطٍی ػطضیT ثبقٌس ًیطٍی افمی ثط ٍاحس ؾطح هی

 قًَس. وِ ثط ؾطح ضٍییي ٍضق اػوبل هی

هدوَػِ  ،(7( ٍ )6، )(4)، (3ضٍاثط )اؾتفبزُ اظ ثب 

 هؼبزلات زیفطاًؿیل حبون ثط اؾبؼ پبضاهتطّبی خبثدبیی

 اؾترطاج ذَاٌّس قس:( 5تَؾط ضاثطِ )
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 قًَس.ثطاؾبؼ هحبؾجِ اًتگطال ظیط تؼییي هی
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قطایط هطظی زض قؼبع ذبضخی ثِ زٍ حبلت ؾبزُ ٍ 

 :اؾتگیطزاض لبثل ثطضؾی 

 ُقطایط هطظی ؾبز 
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 قطایط هطظی گیطزاض 
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 حل هعادلات دیفراًسیل حاكن -3
زض ایي لؿوت ثب حل هؼبزلات زیفطاًؿیل حبون ثب اؾتفبزُ اظ 

ّبی تَاًی، تَاثغ خبثدبیی ثسؾت ذَاٌّس آهس. زض ایي ؾطی

نَضت یه ؾطی تَاًی زض ِ ضٍـ، ّط یه اظ تَاثغ هدَْل ث

ّب زض هدوَػِ قًَس. ؾپؽ ثب خبیگصاضی ؾطیًظط گطفتِ هی

بون ٍ قطایط هطظی، ضطایت هدَْل هؼبزلات زیفطاًؿیل ح

ّب ٍ زض ًتیدِ تَاثغ خبثدبیی ثسؾت ذَاٌّس آهس. ایي ؾطی

 (14ضاثطِ ) نَضتِ ث ،ؾطی تَاًی هَضز اؾتفبزُ زض ایي تحلیل

 ذَاّس ثَز. 
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قوبضًسُ هطثَط ثِ ضطایت ؾطی ٌّسؾی  kزض ضٍاثط فَق، 

-هَضز اؾتفبزُ اظ ّوگطایی پبؾد. تؼساز خولات اؾت ؾطی 

ّبی ثسؾت آهسُ تؼییي ذَاّس قس. ثب خبیگصاضی تَاثغ 

( تب 8زض هدوَػِ هؼبزلات حبون ) خبثدبیی ثط اؾبؼ ؾطی

نَضت ِ تَاى ثؾبظی، هؼبزلات حبون ضا هی( ٍ اػوبل ؾبز10ُ)

 ثیبى وطز. rّبی هرتلف ضطایجی اظ تَاىثب ظیط 
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     ،Ui (i≥2) (، ثَاثت17( تب )15ثب اؾتفبزُ اظ ضٍاثط )

(i≥2) iΨ ٍ (i≥2) Wi ثط اؾبؼ U1 ،W0  ٍ1Ψ  ثسؾت ذَاٌّس

خْت هطظی، ؾِ هؼبزلِ  آهس. ؾپؽ ثب خبیگصاضی زض قطایط

 حل هؿئلِ همساض ٍیػُ اؾترطاج ذَاّس قس.

 ُقطایط هطظی ؾبز 
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 قطایط هطظی گیطزاض 
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ro ثبقس.قؼبع ٍضق هی 

ثط  (20اثطِ )نَضت ضِ ( ث19( ٍ یب )18قطایط هطظی )

 ثبقٌس.لبثل ثیبى هی U1 ،W0  ٍ1Ψ اؾبؼ
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ًیع ثسؾت  U1 ،W0  ٍ1Ψ  ثب حل ایي ؾِ هؼبزلِ، ثَاثت

ذَاّس آهس ٍ زض ٍالغ ؾطی ّط یه اظ تَاثغ خبثدبیی هحبؾجِ 

 قسُ اؾت.

 

 ّای عوَدی ٍ ترشی عرضیاستخراج تٌش -4
تٌف لبئن ػطضی تَؾط تئَضی ثطقی هطتجِ  ثب تَخِ ثِ ایٌىِ

نَضت ِ تٌف ثطقی ػطضی ثاٍل لبثل هحبؾجِ ًجَزُ ٍ 

زض ایي  ،زقَ اؾترطاج هی همساضی ثبثت زض ضاؾتبی ضربهت

ثطای انلاح تٌف ثطقی ػطضی ٍ  تئَضی الاؾتیؿیتِهمبلِ اظ 

   اؾترطاج تٌف لبئن ػطضی اؾتفبزُ قسُ اؾت.

ّبی ثطقی ٍ لبئن تٌفزض ایي لؿوت تَاثغ هطثَط ثِ 

ػطضی ثب اؾتفبزُ اظ ضٍاثط الاؾتیؿیتِ اؾترطاج ذَاٌّس قس. 

زض هرتهبت لطجی، ضٍاثط تؼبزل الاؾتیؿیتِ زض خْبت 

 قؼبػی ٍ ػطضی ثهَضت ظیط ًَقتِ ذَاٌّس قس.
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ِ  ثب خبیگصاضی تٌف ( زض 4ضاثطاِ ) ای اظ ّابی زضٍى نافح

 ( ذَاّین زاقت:21ضاثطِ )
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گیطی اظ ضاثطِ فَق زض ضاؾتبی ضربهت ٍ اػوبل  ثب اًتگطال

ثطقی ضٍی ؾطح ضٍییي ٍضق، تبثغ تٌف ثطقی همساض تٌف

 ػطضی ثسؾت ذَاّس آهس.
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Tt  اؾتهمساض تٌف ثطقی ضٍی ؾطح ضٍییي.  

ثب خبیگصاضی تٌف ثطقی ػطضی ثسؾت آهسُ اظ ضاثطِ 

گیطی اظ ضاثطِ حبنلِ ٍ  (، اًتگطال22( زض ضاثطِ تؼبزل )24)

اػوبل قطط تٌف ػوَزی ػطضی، تَظیغ تٌف ػوَزی ػطضی 

 ثسؾت ذَاّس آهس. 
2

02 2

2

2 2

1 1 1
( )

1 1
( )

th

z

z

r t t

rF z u
r r r r r r

rL z rT dz q
r r r r





    
     

   

  
    

   


 

(25)  

qt  اؾتتٌف لبئن ػطضی ضٍی ؾطح ضٍییي. 
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 گیریتحث ٍ ًتیجِ -5
زض ایي لؿوت ًتبیح حبنل اظ حل تحلیلی اضائِ گطزیسُ ٍ زض 

ًتبیح حبنل اظ حل  ،حبلتی وِ ضربهت ٍضق تغییط وٌس

 (ABAQUS)افعاض آثبوَؼ تحلیلی ثب ًتبیح حبنل اظ ًطم

، ثطای اؾترطاج ًتبیح اظ 2هطبثك قىل همبیؿِ قسُ اؾت. 

ثؼسی زض حبلت هتمبضى هحَضی تئَضی الاؾتیؿیتِ ؾِ

تط، ّوِ ّبی زلیكیبثی ثِ پبؾداؾتفبزُ گطزیسُ تب ضوي زؾت

ّبی تٌف هَخَز زض ٍضق لبثل هحبؾجِ ثبقس. زض هَلفِ

هسلؿبظی اًدبم قسُ، پؽ اظ ثطضؾی ّوگطایی پبؾد ٍ 

 گطّی 8الوبى  1000ّب، اظ اؾتملال ًتبیح اظ تؼساز الوبى

(CAX8R) .اؾتفبزُ گطزیسُ اؾت 

ّبی اًدبم قسُ هكرم قس وِ ثب ثط اؾبؼ ثطضؾی

ّب ّوگطا ذَاٌّس پبؾد ،ّبتؼساز خولِ اظ ؾطی 40اًتربة 

ٍلی ثِ ػلت ظهبى ثؿیبض وَتبُ هحبؾجبت ٍ اطویٌبى اظ  ؛گطزیس

خولِ  200ّبی گًَبگَى، تؼساز ّب زض تحلیلّوگطایی پبؾد

اؾت. زض ایي همبلِ قؼبع ثطای ّط ؾطی زض ًظط گطفتِ قسُ 

زض ًظط گطفتِ قسُ ٍ ضربهت ٍضق ًؿجت آى  1 ،ٍضق

 قَز.ؾٌدیسُ هی

ثب تَخِ ثِ ایٌىِ زض ؾطَح آظاز هَضة، تٌف ثطقی 

ػطضی نفط ًرَاّس ثَز، تٌف ثطقی ػطضی ثبیس ثب اؾتفبزُ اظ 

، 3حبلت ثط اؾبؼ قىل  ضٍاثط تؼبزل اؾترطاج قَز. زض ایي

-ُ اظ تؼبزل ًیطٍیی اؾترطاج هیتٌف ثطقی ػطضی ثب اؾتفبز

 قَز.

وِ ثط ؾطح ػوَز  ثطای اػوبل فكبض هَضز ًظط ثطَضی

ٍ  Tّبی افمی ّبی هٌبؾت هَلفِتَاى اظ ًؿجتهی ،ثبقس

ثب ًَقتي ضٍاثط تؼبزل زض خْت  اؾتفبزُ وطز. qػوَزی 

قؼبػی، تٌف ثطقی ػطضی زض ؾطح آظاز اؾترطاج ذَاّس 

 قس.

(26) ( ) ( ) tan( )
cos( )

top top

rz r

T
  


   

، ثاب  (26)پؽ اظ هحبؾجِ تٌف ثطقی ػطضی تَؾط ضاثطِ 

ًَقتي ضٍاثط تؼبزل زض خْت ػوَزی، تٌف لابئن ػطضای زض   

 ؾطح آظاز اؾترطاج ذَاّس قس.

(27) ( ) ( ) tan( )
cos( )

top top

z rz

q
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
   

 tan(θ) ِاظ ططیك یبفتي قیت ؾطح ضٍییي لبثل هحبؾج

 آیس.ثسؾت هی ht(r) وِ ثب هكتك گیطی اظ اؾت

(28) )(

1

)(
)tan( tt h

dr

rdh
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 ترشی از ٍرق در ًسدیکی سطح آزاد رٍییي -3شکل 

 

ّبی تٌف ػوَزی ٍ ثب اؾترطاج توبهی هَلفِ ّوچٌیي

لبثل هحبؾجِ  (29اثطِ )هیؿع ثهَضت ض-ثطقی، تٌف في
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ثطای ثطضؾی تغییطات قؼبػی ضربهت ٍضق، زٍ حبلت زض 

ًظط گطفتِ قسُ اؾت. اثتسا حبلتی وِ یىی اظ ؾطَح هؿطح 

ّبی هرتلف ثبقس. قیتثَزُ ٍ ؾطح زیگط هَضة ٍ زاضای 

ؾپؽ حبلتی وِ ّط زٍ ؾطح هَضة ثَزُ ٍ ٍضق ًؿجت ثِ 

ّبی ػوَزی قؼبػی، زض ازاهِ تٌفلایِ هیبًی هتمبضى ثبقس. 

هیؿع ثطای ٍضق ثب -ػوَزی ػطضی، ثطقی ػطضی ٍ تٌف في

-تغییطات ضربهت هرتلف تَؾط ًوَزاضّبی زٍ ثؼسی ٍ ؾِ

ّب تَؾط ٌفّبی ضؾن قسُ، تزض قىل اًس.ثؼسی ضؾن قسُ

 .اًسثؼسؾبظی قسُتمؿین آًْب ثط ضطیت یبًگ ثی
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(30) 

نَضت فكبض یىٌَاذت ِ لبثل شوط اؾت وِ ثبضگصاضی ث

/P P E

 
زض ًظط  ،قَزوِ ثط ؾطح ضٍییي ٍضق اػوبل هی

ّبی ؾبزُ ٍ گبًُوَزاضّبی تٌف ٍضق ثب تىیِ گطفتِ قسُ اؾت.

ثَزُ ٍ ؾطح زیگط  نبفگیطزاض زض حبلتی وِ یىی اظ ؾطَح 

ضؾن  9تب  4ّبی زض قىل ،ثبقسّبی هرتلفی زاضای قیت

ّب ًتبیح حبنل اظ حل اضائِ قسُ ثب زض ایي قىلاؾت. گطزیسُ 

وِ اظ  قسُ اؾت یؿِهمبثؼسی ًتبیح حبنل اظ الاؾتیؿیتِ ؾِ

تٌف  5ٍ  4 ّبیقىل اًس. زضافعاض آثبوَؼ ثسؾت آهسًُطم

گبّی ؾبزُ ٍ گیطزاض ثطای ثطقی ػطضی ٍضق ثب قطایط تىیِ

ٍ  2/0ثؼس ّبی قؼبػی ثیتغییطات ضربهت هرتلف زض ًؿجت

ًوَزاضّبی  ،ًیع 7ٍ  6ّبی زض قىلضؾن گطزیسُ اؾت.  8/0

 تٌف ،9 ٍ 8ّبی تٌف لبئن ػطضی ضؾن قسُ اؾت. زض قىل

قؼبػی زض ؾطَح ضٍییي ٍ ظیطیي، زض اهتساز قؼبػی ًكبى 

 زازُ قسُ اؾت. 

ّوبًگًَِ وِ هكرم اؾت، ثب اؾتفبزُ اظ ضًٍس تحلیل 

ّبی تٌكی زض توبهی ًمبط تَاى ثِ ولیِ هَلفِثیبى قسُ، هی

ٍضق ثب زلت ثؿیبض هٌبؾت زؾت یبفت؛ ّوچٌیي حل تحلیلی 

ثطذَضزاض اؾت. ًىتِ اًدبم قسُ ًیع، اظ وبضآیی ثؿیبض هٌبؾجی 

ّبی ایدبز قسُ زض لبثل تَخِ زض ًتبیح ثسؾت آهسُ، تٌف

زٌّس ًكبى هی 7تب  4ّبی ًعزیىی ؾطَح هَضة اؾت. قىل

ّبی ثطقی ٍ لبئن ػطضی زض وِ زض ثطذی حبلات، تٌف

 قًَس. ثبًعزیىی ؾطح آظاز هَضة زچبض تغییط ػلاهت هی

ة ثط ٍضق اػوبل تَخِ ثِ ایٌىِ ّیچ ًیطٍیی زض ؾطح آظاز هَض

قَز، ثب اًتربة خعء ثؿیبض وَچىی اظ ٍضق زض ًعزیىی ًوی

 ؾطح آظاز ظیطیي ٍ زض ضاؾتبی هَاظی ٍ ػوَز ثط ایي ؾطح،

ثبقٌس. زض ٍالغ ثب الف هی 10ّبی تٌكی ثهَضت قىل هَلفِ

 اًتربة خعء ٍضق ثِ ایي نَضت، تٌْب یه هَلفِ ػوَزی زضٍى
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 تٌش شعاعی  در سطح آزاد زیریي -9شکل 

 

ای زض ضاؾتبی ؾطح آظاز ٍخَز ذَاّس زاقت. اظ ؾَی نفحِ

زیگط ثب زض ًظط گطفتي خعء وَچىی اظ ٍضق زض ضاؾتبی 

ة  10نَضت قىل ِ ّبی تٌف ثهَلفِ ،r  ٍzهحَضّبی 

ثب اًتربة ایي خعء  ،ج 10ذَاّس ثَز. حبل هطبثك قىل 

تَاى ثِ خْت تٌف ثطقی ػطضی زؾت هیوَچه هثلثی 

 یبفت.

        ل، چٌبًچِ تٌف قؼبػیثب تَخِ ثِ ایي قى

 zتٌف ثطقی ػطضی زض ذلاف خْت  ،نَضت وككی ثبقسِ ث

      قؼبػی ثهَضت تٌف)ػلاهت هٌفی( ثَزُ ٍ چٌبًچِ 

    )ػلاهت  zتٌف ثطقی ػطضی زض خْت  ،فكبضی ثبقس

     هثجت( ذَاّس ثَز. ثِ ػجبضت زیگط زض ؾطح ػوَزی، 

یؼٌی  ؛ثَز ّب زض اهتساز ؾطح آظاز ذَاّسثطآیٌس تٌف

rrzdrrdh  //)()tan( . 

قؼبػی  تٌف ،ًیع هكرم اؾت 8 ّوبًگًَِ وِ اظ قىل

زض ؾطح ضٍییي ٍ زض ًعزیىی هطوع ٍضق فكبضی  ٍضق گیطزاض

ّوچٌیي زض ؾطح ؛ ثبقٌسثَزُ ٍ زض ًعزیىی هطظّب وككی هی

قؼبػی وككی ثَزُ وِ  ظیطیي ٍ زض ًعزیىی هطوع ٍضق تٌف

ثٌبثطایي ثب  ؛قَزّبی فكبضی تجسیل هیًعزیىی هطظّب ثِ تٌف

تَخِ ثِ هطبلت ثیبى قسُ ثطای قىل ٌّسؾی هَضز ثطضؾی، 

چگًَگی تَظیغ تٌف ثطقی ػطضی زض اهتساز ضربهت زض 

اهب  اؾت؛گبُ ؾبزُ ًمبط هطوعی ٍضق وبهلا هكبثِ ٍضق ثب تىیِ

 اؾت،گبُ وِ تٌف قؼبػی فكبضی زض ًَاحی ًعزیه ثِ تىیِ

ض نفط زض ؾطح آظاز ضٍییي ثِ یه همساض تٌف ثطقی اظ همسا

ٍلی ّطگع تغییط  ،یبثسثیكیٌِ ضؾیسُ ٍ ؾپؽ وبّف هی

 ضؾس. ػلاهت ًسازُ ٍ ثِ نفط ًیع ًوی
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از ٍرق در ًسدیکی ّای تٌش تررٍی الواًی هَلفِ -99شکل 

عوَد تر سطح  ٍ سطح آزاد زیریي الف(در راستای هَازی

 ج( در راستای ،r ٍ zب( در راستای هحَرّای  ،آزاد

 ٍ  zهَازی ٍ عوَد تر سطح آزاد ٍ راستای هحَر 

 تر سطح آزاد ٍ د( در راستای هَازی ٍ عوَد

 rراستای هحَر 
 

 

  ّبی لبئن زٌّس وِ تٌفهیًكبى  7ٍ  6ّبی قىل

    زض ضاؾتبی ضربهت ٍضق زچبض تغییط ػلاهت ،ػطضی ًیع

چٌبًچِ تٌف  ،تَاى زضیبفتز هی 10قَز. ثب ثطضؾی قىل هی

           تٌف ،وككی ثبقس ػوَزی هَخَز ثط ؾطح هَضة

تٌف  ،لبئن ػطضی ًیع وككی ثَزُ ٍ چٌبًچِ فكبضی ثبقس

ّب فكبضی ذَاّس ثَز. زض ٍالغ ثطآیٌس تٌف ،لبئن ػطضی ًیع

یؼٌی  ؛ضٍی ؾطح افمی زض ضاؾتبی ؾطح آظاز ذَاّس ثَز

rzzdrrdh  //)()tan( . 

زض ًتیدِ ثِ ػلت وككی ثَزى تٌف ػوَزی قؼبػی زض 

ًعزیىی ؾطح آظاز ظیطیي، تٌف لبئن ػطضی ًیع ّوَاضُ 

. اظ ططفی ثب تَخِ ثِ ضٍاثط ثیبى قسُ ثطای اؾتوككی 
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ثِ تٌف قؼبػی ٍ تٌف لبئن  ،ثطقی ػطضی ّبی تٌفجتًؿ

ثِ تٌف ثطقی ػطضی زض ًعزیىی ؾطح آظاز ظیطیي  ،ػطضی

ٍضق وِ زض حبلت هَضز ثطضؾی ّوَاضُ زاضای همساضی ثبثت زض 

همساض تٌف  ،ضاؾتبی قؼبع ّؿتٌس، ثب افعایف تٌف قؼبػی

یبثس. زض ٍضق ثطقی ػطضی ٍ تٌف لبئن ػطضی ًیع افعایف هی

گبُ ؾبزُ وِ تٌف قؼبػی زض ؾطح ظیطییي اظ همساضی ىیِثب ت

ضؾس. همبزیط ثیكیٌِ زض هطوع ٍضق ثِ همساض نفط زض هطظّب هی

زض ضاؾتبی  ،تٌف ثطقی ٍ لبئن ػطضی زض ؾطح آظاز ظیطیي ًیع

ّبی ًكبى زازُ قسُ ًیع یبثٌس وِ زض قىلقؼبع وبّف هی

ییطات تٌف لبثل هكبّسُ اؾت. ًىتِ لبثل تَخِ زیگط، ضًٍس تغ

ّبی ووتط، قسیستط ثَزُ ٍ زض وِ زض ضربهت اؾتلبئن ػطضی 

ّبی ػوَزی قؼبػی . اظ تٌفاؾتّبی ظیبزتط، وٌستط ضربهت

ضؾن قسُ زض ؾطَح آظاز ٍ زض اهتساز قؼبع هكرم اؾت وِ 

ّب زض ؾطح ضٍییي گبُ ؾبزُ، همبزیط ایي تٌفزض ٍضق ثب تىیِ

 اؾت؛ّوَاضُ فكبضی ٍ زض ؾطح ظیطیي ّوَاضُ وككی 

ّب زض هطوع ٍضق ثیكتطیي همساض ضا ّوچٌیي همبزیط ایي تٌف

    یبثٌس.گبُ وبّف هیزاضا ثَزُ ٍ ثب ًعزیه قسى ثِ تىیِ

ّبی ػوَزی قؼبػی زض ؾطح ضٍییي ٍضق گیطزاض، زض تٌف

گبُ، ِ تىیِهطوع ثهَضت وككی ثَزُ وِ ثب ًعزیه قسى ث

 ؛ضؾسگبُ هیهمساض آى ثِ نفط ٍ ؾپؽ همبزیط فكبضی زض تىیِ

ّبی ػوَزی قؼبػی زض ؾطح ظیطیي ٍضق ّوچٌیي تٌف

گیطزاض، زض هطوع ثهَضت فكبضی ثَزُ وِ ثب ًعزیه قسى ثِ 

گبُ گبُ، همساض آى ثِ نفط ٍ ؾپؽ همبزیط وككی زض تىیِتىیِ

 ضؾس.هی

زاض ٍ ضربهت هتغیط وِ ّط گبُ گیطزض ازاهِ ٍضلی ثب تىیِ

زٍ ؾطح آى هَضة ثَزُ ٍ ٍضق ًؿجت ثِ لایِ هیبًی هتمبضى 

هَضز ثطضؾی لطاض گطفتِ اؾت. ًوَزاضّبی تٌف ثطقی ٍ  ،ثبقس

هٌظَض ِ اًس. ثضؾن قسُ 12ٍ  11ّبی لبئن ػطضی زض قىل

    اػوبل فكبضی ثط ؾطح ضٍییي ٍضق، اظ اػوبل ّوعهبى 

ثٌحَی وِ  ؛تفبزُ قسُ اؾتّبی ػوَزی ٍ افمی اؾهَلفِ

 11ثط اؾبؼ قىل  ًیطٍی ثطآیٌس ثط ؾطح ػوَز گطزز.

هكرم اؾت وِ همساض تٌف ثطقی ػطضی زض ًعزیىی هطوع 

ٍضق، اظ همساضی هٌفی زض ؾطح آظاز ضٍییي ثِ همساضی ثیكیٌِ 

ٍ هثجت زض هطوع ٍضق ضؾیسُ ٍ هدسزا زض ؾطح آظاز ظیطیي ثِ 

ٌظَض ثطلطاضی تؼبزل ثب ًیطٍی هِ ضؾس. الجتِ ثهمساضی هٌفی هی

ػطضی اػوبل قسُ، ثطآیٌس ًیطٍی ثطقی ػطضی ثبیس هثجت 

 ثبقس.

 

 
 2/9ّای عرضی در شعاع تٌش -99شکل 

 

همساض تٌف ثطقی ػطضی زض  12ّوچٌیي ثط اؾبؼ قىل 

. تٌف ثطقی اؾتگبُ ّوَاضُ همساضی هثجت ًعزیىی تىیِ

اظ ضاثطِ تؼبزل ثیبى قسُ تَؾط ضاثطِ  ،ػطضی زض ؾطح ضٍییي

. زض ایي حبلت اظ تغییطات ضربهت اؾتیبثی ( لبثل زؾت24)

هَضز ثطضؾی، تٌف قؼبػی پبضاهتط تبثیطگصاضتطی ًؿجت ثِ 

ٍ ثب تَخِ ثِ فكبضی ثَزى آى زض ًعزیىی  اؾت Tًیطٍی افمی 

گبُ، همساض تٌف هطوع ٍضق ٍ وككی ثَزى آى زض ًعزیىی تىیِ

  ثطقی ػطضی زض ًعزیىی هطوع ٍضق هٌفی ٍ زض ًعزیىی 

 .اؾتگبُ هثجت تىیِ

ّوچٌیي همساض تٌف لبئن ػطضی زض ؾطح آظاز ضٍییي 

( لبثل هحبؾجِ اؾت. ثب تَخِ ثِ ایٌىِ تٌف 25ًیع، اظ ضاثطِ )

ثطقی ػطضی زض ًعزیىی هطوع هٌفی اؾت، همساض تٌف لبئن 

ػلت هثجت  ثَزُ ٍ ثِ -1ط ووتط اظ ثؼس زض ایي ًمبػطضی ثی

گبُ، همساض تٌف لبئن ثَزى تٌف ثطقی ػطضی زض ًعزیىی تىیِ

ّبی لبئن ٍ اؾت. زلایل تغییطات تٌف -1ػطضی ثیكتط اظ 

ثطقی ػطضی زض ؾطح ظیطیي، هكبثِ هَاضز ثیبى قسُ لجلی 

 اؾت.
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 8/9ّای عرضی در شعاع تٌش -92شکل 

 

تحلیل حبضط ثب ًتبیح الاؾتیؿیتِ همبیؿِ ًتبیح حبنل اظ 

زٌّسُ زلت ًكبى ،افعاض آثبوَؼثؼسی اؾترطاج قسُ اظ ًطمؾِ

ٍ وبضآیی ضًٍس تحلیل اضائِ  اؾتثؿیبض ثبلای ضٍـ اضائِ قسُ 

-ّبی ثطقی ٍ ػوَزی ضا اثجبت هیقسُ خْت هحبؾجِ تٌف

  وٌس.

هٌظَض ثطضؾی اثط تغییطات ضربهت ثط تٌف ِ زض پبیبى ث

مساض ایي تٌف زض ول ؾطح خؿن ٍ ثهَضت هیؿع، ه-في

اقىبل ؾِ ثؼسی ثط اؾبؼ قؼبع ٍ ضربهت ًكبى زازُ قسُ 

     هیؿع ٍضق گیطزاض ثب ضربهت ثبثت زض -اؾت. تٌف في

هیؿع -ّوچٌیي تٌف في ؛ًكبى زازُ قسُ اؾت 13 قىل

 14ّبی زض قىل ،گیطزاض ثب تغییطات ضربهت هرتلف ٍضق

حبلات هرتلف تغییطات ًكبى زازُ قسُ اؾت وِ قبهل 

 ثبقٌس:نَضت ظیط هیِ ضربهت ث

 ؾطح ضٍییي ٍضق ثبثت ثَزُ ٍ  ،الف 14 زض قىل

وِ ثب ًعزیه  اؾتنَضت هَضة ِ ؾطح ظیطیي ث

یبثس. گبُ ضربهت ٍضق افعایف هیقسى ثِ تىیِ

ٍ 15/0ثِ تطتیت  ،گبُضربهت زض هطوع ٍ تىیِ

 .اؾت 25/0

  ٍضق ًؿجت ثِ لایِ هیبًی هتمبضى  ة، 14 قىلزض

ثبقٌس ٍ ؾطَح ضٍییي ٍ ظیطیي ثهَضت هَضة هی

ضربهت ٍضق  ،گبُوِ ثب ًعزیه قسى ثِ تىیِ

ثِ  ،گبُیبثس. ضربهت زض هطوع ٍ تىیِافعایف هی

 .اؾت 26/0ٍ 14/0تطتیت 

  ثبثت ثَزُ ٍ  ٍضق ؾطح ضٍییيج،  14زض قىل

وِ ثب ًعزیه  اؾتنَضت هَضة ِ ؾطح ظیطیي ث

یبثس. ضربهت ٍضق وبّف هی ،گبُقسى ثِ تىیِ

  ،گبُ ثِ تطتیتضربهت ٍضق زض هطوع ٍ تىیِ

 .اؾت 15/0ٍ 25/0

 ٍضق ًؿجت ثِ لایِ هیبًی هتمبضى ٍ ز  14 قىل زض

 ثبقٌس وِهیؾطَح ضٍییي ٍ ظیطیي ثهَضت هَضة 

ضربهت ٍضق وبّف  ،گبُثب ًعزیه قسى ثِ تىیِ

بُ ثِ تطتیت گیبثس. ضربهت زض هطوع ٍ تىیِهی

 .اؾت 1/0ٍ 3/0

لبثل هكبّسُ اؾت، زض ٍضق  13ّوبًگًَِ وِ زض قىل 

گبُ ٍ زض ّبی حساوثط زض تىیِگیطزاض ثب ضربهت ثبثت، تٌف

زّس ٍ پؽ اظ آى، تٌف زض هطوع ٍ هدبٍضت ؾطَح آظاز ضخ هی

زض هدبٍضت ؾطَح آظاز ثیكیٌِ اؾت؛ ثٌبثطایي ثب افعایف 

تَاى تٌف حساوثط ضا وبّف گبُ، هیضربهت زض لؿوت تىیِ

ٍ الف ٍ ة لبثل هكبّسُ 14ّبی زاز وِ ایي اهط زض قىل

ة ثِ ػلت وبّف ظیبز ضربهت زض هطوع  14اؾت. زض قىل 

افتس. ثب تَخِ ثِ ٍضق، همساض ثیكیٌِ تٌف زض هطوع اتفبق هی

ضربهت ٍضق  ج ٍ ز هكرم اؾت وِ ثب وبّف 14ّبی قىل

 یبثس.هیؿع افعایف هی-فيّبی ثیكیٌِ گبُ، تٌفزض تىیِ
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تَاى ًتیدِ گطفت وِ زض ضاثطِ ثب همساض ثطَض ولی هی

هیؿع زض ٍضق گیطزاض ثب تَخِ ثِ ثحطاًی ثَزى  -ّبی فيتٌف

ضربهت ٍضق زض هدبٍضت گبُ، افعایف همساض تٌف زض تىیِ

هطظّب هَخت وبّف تٌف ثیكیٌِ ذَاّس قس. اظ ططفی ثب 

تَخِ ثِ ایٌىِ پؽ اظ هطظّب، هطوع ٍضق زاضای قطایط ثحطاًی 

اؾت، وبّف ثیف اظ اًساظُ ضربهت زض هطوع ٍضق هَخت 

ّبی حساوثط زض هطوع ضخ زّس؛ ثٌبثطایي زض قَز تٌفهی

غییطات ثبیس تطیي حبلت تغییطات ذطی ضربهت، تثْیٌِ

ّبی حساوثط زض هطوع ٍ هطظّب یىؿبى ثٌحَی ثبقس تب تٌف

ثبقس ٍ یب ایٌىِ ضربهت ثٌحَی تغییط وٌس تب ضربهت زض 

 ًعزیىی هطوع ٍ هطظّب ثطَض ّوعهبى افعایف یبثس.

 

 گیریًتیجِ -6
هَضز  ،ای ضربهت هتغیطزض ایي همبلِ تحلیل تٌف ٍضق زایطُ

تدعیِ ٍ تحلیل لطاض گطفتِ اؾت. ثب اؾتفبزُ اظ تطویت تئَضی 

ّبی ثؼسی، ّوِ هَلفِثطقی هطتجِ اٍل ٍ الاؾتیؿیتِ ؾِ

ّبی ثطقی ٍ لبئن ّبی تٌف اظ خولِ هَلفِخبثدبیی ٍ هَلفِ

ّبی تٌف هَلفِ ػطضی ثب زلت ثؿیبض هٌبؾت اؾترطاج گطزیس.

سُ ٍ ثب یىسیگط ّبی هرتلف ثسؾت آهّب ثب قىلثطای ٍضق

همبیؿِ قسُ اؾت. ًكبى زازُ قس وِ ثب تغییط ضربهت ٍضق 

تَاى ًحَُ تَظیغ تٌف ضا تغییط زازُ ٍ  همبزیط تٌف هی

زّس وِ ضًٍس تحلیل ثیكیٌِ ضا وبّف زاز. ًتبیح ًكبى هی

ّبی تٌف، اظ زلت ثؿیبض اضائِ قسُ خْت هحبؾجِ هَلفِ

ّبی ضربهت هتغیط قثبلایی ثطذَضزاض ثَزُ ٍ لبثلیت ثطضؾی ٍض

 ؛زض حبلت تمبضى ٍ یب ػسم تمبضى ًؿجت ثِ لایِ هیبًی ضا زاضز
  ّوچٌیي ضًٍس تحلیل اضائِ قسُ ایي لبثلیت ضا زاضز وِ 

ّبی خبثدبیی ٍ تٌف تَؾط تَاثغ پیَؾتِ ثطای ول هَلفِ

زّس تب خؿن هحبؾجِ گطزز ٍ ثِ ططاحبى ایي اهىبى ضا هی

تط ثطضؾی طای ططاحی هٌبؾتثؿبزگی ًَاحی ثحطاًی تٌف ضا ث

 وٌٌس.
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