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  چکیده

بعد دست آوردن بار بحرانی کمانش بیهاي مستطیلی تابعی مدرج توانی است. جهت به صفحه میکروکمانش هدف این مقاله مطالعه

تغییر  از تئوري تنش کوپل اصلاح شده بر اساس تئوري تغییر شکل برشی نمایی استفاده شده است. در تئوري ،تابعی مدرج صفحه میکرو

ضی استفاده شده از توابع نمایی در راستاي ضخامت، جهت در نظر گرفتن تأثیر اینرسی دورانی و تغییرشکل برشی عر ،شکل برشی نمایی

کارگیري روش ریلی ریتز بر اساس تئوري  براي به دست آوردن بار بحرانی کمانش تمام شرایط مرزي، معادلات  حرکت سیستم با به .است

 . دما در صفحه ورق ثابت فرض شده استاستیک پارامتر مقیاس طول  ،تئوري شامل این کهتنش کوپل اصلاح شده به دست آمده است

کند. خواص مواد وابسته به دما فرض شده است و به طور پیوسته در راستاي ضخامت بر اساس قانون  و فقط در راستاي ضخامت تغییر می

هاي گوناگون از قبیل: اندیس توانی، کند. در نهایت، تأثیر پارامتر عناصر تشکیل دهنده تغییر می پراکندگی قدرت در عبارات حجم شکست

ورق تابعی مدرج  بعد میکروطول بر بار بحرانی کمانش بی) و پارامتر مقیاس a/h)، نسبت طول به ضخامت (a/bض (نسبت طول به عر

  مستطیلی ارائه شده است.

.هاي تغییر شکل برشی نماییتئوري ؛اندیس توانی ؛تابعی مدرج صفحه میکرو ؛کمانش ؛ریلی ریتز :کلمات کلیدي
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Abstract 
The aim of this paper is to study the buckling analysis of power law functionally graded rectangular microplates. The 
modified  couple  stress  theory  based  on  the  exponential  shear  deformation  theory  has  been  used  to  obtain  the 
dimensionless critical buckling load of the functionally graded microplate. In exponential shear deformation theory, 
exponential functions are used in term of thickness coordinate to include the effect of  transverse shear deformation 
and  rotary  inertia.  To  obtain  the  critical  buckling  loads  for  all  boundary  conditions,  the  equations  of  motion  are 
obtained using Rayleigh–Ritz method based on the modified couple stress theory  that the this theory contains only 
one material length scale parameter. The temperature is assumed to be constant in the plane of the plate and to vary in 
the thickness direction. Material properties are assumed to be temperature dependent and vary continuously through 
the  thickness according to a power law distribution  in term of the volume fraction of the constituents.  Finally, the 
effect of various parameters such as n Power Law indexes, aspect ratio (a/b), length to thickness ratio and the length 
scale parameter on the non-dimensional critical buckling load of rectangular FG micro nano-plates are presented. 

Keywords: Rayleigh–Ritz, Buckling; Functionally Graded Microplate; Power Law Indexes; Exponential Shear 
Deformation Plate Theory. 
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   مقدمه - 1

هـاي  هاي ضخیم در طـول سـال   حل مسائل مقدار ویژه ورق

. هاي مختلف عددي انجـام پـذیرفت   روش ي وسیله بهگذشته 

هـاي مسـتطیلی    ، به حل عددي ارتعاش ورق]1[ چانگ و زو

تئوري تیر تیموشینکو و میندلین، با در نظر گرفتن  اي ذوزنقه

ریتز پرداختند که تابع حدس مورد  -با استفاده از روش ریلی

پیچش ناشی از خمش در ورق را برآورد  و جابجاییاستفاده، 

نماید. این توابع حدس نسبت به توابـع دیگـر بـا جمـلات     می

هـا را حاصـل    کمتري دقّت مورد نیاز جهت محاسبه فرکانس

هاي مستطیلی بـا   ارتعاش ورق ،]2[ نمودند. پارك و همکاران

هاي ویسکوالاستیک را مورد بررسـی   گاه تحریک سیال و تکیه

هـاي  ها در این مقاله خواص دینـامیکی المـان  قرار دادند. آن

ریتز  -اند و براي حل از روش ریلی گاهی را بررسی کرده تکیه

 ،کـوس  از روش کـور  با بکارگیري توابع تیر اسـتفاده نمودنـد،  

مال تحریک سیال استفاده نمودند. جهت اع

، حل دقیقی را براي ارتعاش و کمانش ]3[ زیانگ و وي

  اي با شرایط مرزي دو لبه هاي میندلین مستطیلی پله ورق

دیگر آزاد بدست آوردند. در این مقاله   موازي ساده و دو لبه

ریتز انجام  -قسمتی از حل دقیق با بکارگیري روش ریلی

هاي طبیعی و شکل  ، فرکانس]4[ همکارانپذیرفت. نیوس و 

مودهاي ارتعاش متقارن پیچشی یک ورق با خصوصیت 

مورد بررسی قرار دادند.  ،خطی را به روش ریتز الاستیک

هاي مستطیلی و مثلثی  ، ارتعاش آزاد ورق]5[ یونشان

مورد بررسی قرار  ،ریتز –دي اس سی میندلین را به روش 

 هاي مستطیلی نسبتاً کمانش ورق، ]6[ داد. زیانگ و همکاران

مورد مطالعه  ،ریتز -ضخیم را با بکارگیري روش انرژي ریلی

 ،هاي توانی با استفاده از سري ]7[ قرار دادند. ماتسوناگا

هاي ضخیم روي بستر الاستیک را مورد مطالعه  پایداري ورق

]، با استفاده از تئوري 8حسینی هاشمی و همکاران [ قرار داد.

هاي مستطیلی با بارهاي  ول به بررسی کمانش ورقمرتبه ا

]، با 9اند. صیاد و همکاران [اي مختلف پرداختهدرون صفحه

نمایی ارتعاش خارج از صفحه  استفاده از تئوري اصلاح شده

 ورق مستطیلی را با استفاده از حل ناویر بررسی کرده است.

به بررسی ارتعاش آزاد ورق  ،]10خورشیدي و فرهادي [

اند. در  امپوزیت مستطیلی در تماس با سیال محدود پرداختهک

هاي کلاسیک مرتبه اول تغییر شکل  این تحقیق از تئوري

برشی و مرتبه سوم تغییر شکل برشی استفاده شده است. 

] بر اساس تئوري مثلثاتی به تحلیل ارتعاش 11دوزیو [

ریتز -هاي مستطیلی کیرشهف با استفاده از روش ریلی  ورق

به تحلیل کمانش ترمو  ،]12پرداخت. تونسی و همکاران [

الاستیک ورق با استفاده از تئوري تغیر شکل مثلثاتی 

را ها  تأثیر بار حرارتی در خمش ورق همچنین؛ پرداختند

هاي جابجایی با استفاده از  در این تئوري مؤلفه. بررسی کردند

 ت.هاي مثلثاتی در راستاي ضخامت ورق ارائه شده اس سري

به تحلیل خمش میکرو ورق  ،]13[همکارانعلی نقی زاده و 

بر اساس تئوري تنش کوپل اصلاح حلقوي  هاي تابعی مدرج 

هاي  ارتعاشات ورق ،]14خاردو همکاران [شده پرداختند. 

مورد  ،ایزوتروپیک را با استفاده از تئوري تغییر شکل نمایی

نسیل و بررسی قرار دادند. در این تحقیق معادلات دیفرا

شرایط مرزي با استفاده از اصل کار مجازي بدست آورده شده 

هاي تغییر شکل برشی و  و نتایج حاصله با نتایج سایر تئوري

 ؛حل دقیق موجود در سایر مقالات مقایسه شده است

، تحلیل خمش ]15[ شریعتیهمچنین علی نقی زاده و 

راستاي تن تغییرات در هاي تابعی مدرج با در نظر گرف ورق

حسینی هاشمی و  رد بررسی قرار دادند.شعاعی را مو

، به بررسی و تحلیل ارتعاش آزاد یک ورق ]16[همکاران

بر اساس تئوري تغییر شکل برشی  تابعی مدرجمستطیلی 

مرتبه اول پرداختند. در این مقاله اثرات وجود بستر الاستیک 

مورد بحث قرار  تابعی مدرجروي فرکانس ورق مستطیلی 

به برسی کمانش نانو  ،]17[خورشیدي و فلاح  .رفته استگ

ورق تابعی مدرج با بکارگیري تئوري تغیر شکل برشی نمایی 

همچنین  ؛بر اساس تئوري الاستیسیته غیر محلی پرداختند

تحلیل ارتعاش آزاد نانو ورق  ،]18[خورشیدي و همکاران 

ایی تابعی مدرج را با استفاده از تئوري تغییر شکل برشی نم

تحلیل خمش  ،]19[ کدخدایانو  علی نقی زاده اند.انجام داده

هاي تابعی مدرج را تحت بار ترمومکانیکی  غیر خطی ورق

، تأثیرات محیط حرارتی روي ارتعاش ]20[ یانگانجام دادند. 

. در همین راستا لی درا مورد بررسی قرار دا تابعی مدرجورق 

در  تابعی مدرج، به تحلیل ارتعاش ورق ] 21[و همکاران 

به تحلیل ، ]22[آدینه و کدخدایانمحیط حرارتی پرداختند. 

هاي تابعی  رمو الاستیک و پاسخ دینامیکی ورقسه بعدي ت

تاکنون در مدرج مسطح روي بستر الاستیک پرداختند. 

 مدرج تحقیقات زیادي به بررسی ارتعاش نانو تیرهاي تابعی

 ،تابعی مدرجهاي  زمینه ارتعاش نانو ورق اما در ؛پرداختند
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توان به  تحقیقات محدودي وجود دارد که از جمله می

اشاره نمود که با استفاده  ]23[تحقیقات نتاراجن و همکاران 

 تابعی مدرجاز تئوري غیر محلی به تحلیل ارتعاشی نانو ورق 

مطالعاتی که تاکنون در راستاي  ارتعاش آزاد و  پرداختند.

هاي هاي تابعی مدرج در سال صفحه ها و میکروورق کمانش

در این  .باشندداراي نواقصی می ،اخیر انجام پذیرفته است

 میکروبراي اولین بار مطالعاتی در راستاي کمانش تحقیق 

تابعی هدفمند در  محیط حرارتی بر اساس تئوري  صفحه

اصلاح شده تغییر شکل برشی نمایی با در نظر گرفتن تاثیر 

هاي برشی عرضی در راستاي ضخامت اینرسی دورانی و تنش

 انجام پذیرفته است.

هـاي مـذکور و روابـط    در این مقاله با استفاده از تئوري      

-معادله ه خواهند شد، الاستیسیته که به طور کامل شرح داد

با  تابعی مدرجمستطیلی  صفحه میکروهاي حاکم بر کمانش 

ریتز بر اساس تئوري تنش کوپـل  -بکارگیري روش حل ریلی

نتایج حاصل با ، اصلاح شده بدست آورده شده است. در ادامه

مراجع معتبر اعتبار سـنجی شـده و سـپس    نتایج موجود در 

تابعی مستطیلی  صفحه میکروها بر کمانش تأثیر انواع پارامتر

  به طور کامل مورد بررسی قرار گرفته است.  مدرج

روابط حاکم بر مواد نانو با بکارگیري تئوري  - 2

 تنش کوپل اصلاح شده

هاي براي اعمال روابط حاکم بر مواد نانو ساختار، تئوري

تئوري تنش  ،ها ز این تئوريمختلفی ارائه شده است که یکی ا

  شده است.اصلاح  کوپل

تئوري بهینه تـنش کوپـل را    ،]20[ براي اولین بار یانگ

پیشنهاد کرد که بر اساس آن تانسور تنش کوپل متقارن بوده 

در ایـن تئـوري    .یک پارامتر مقیاس طول است ،و تنها شامل

انرژي کرنش، تابعی از هر دو تانسور کرنش مربوط به تانسـور  

بنـابر ایـن     ،اسـت  تنش و انحنا مربوط به تانسور تنش کوپل

 ∀براي یک نانو ورق الاستیک خطی با حجم 	�انرژي کرنش 

  شود:نوشته می) 1(طبق رابطه 

)1(   
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پارامتر مقیاس  � نسبت پواسون، �مدول یانگ،  � همچنین

که  استنماد جایگشت  ����دلتاي کرونکر و  ���طول ماده، 
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  روابط حاکم بر مواد تابعی مدرج - 3

نکته حائز اهمیت براي ما در ساخت این دسته از مواد مرکب 

الی و چگونگی تغییرات مدول یانگ، چگتواند  پیشرفته می

و  1، اردوغان1983باشد. در سال نسبت پواسون در یک المان 

نشان دادند که تاثیر تغییر نسبت پواسون در  ] 24[2دلیت

ها نسبت به تاثیر مدول یانگ و چگالی از اهمیت تغییر شکل

     توان در برخی یعنی می ؛بسیار ناچیزي برخوردار است

نسبت پواسون را تقریبا ثابت فرض کرد و فقط مدول موارد 

یانگ را تابعی از ضخامت در نظر گرفت، یعنی به صورت 

  ):11رابطه (

                                                   
1 Erdogan 
2 Delate 
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)11(     E E z , z , cte      

براي بیان خواص مواد هدفمند با استفاده از تابع توانی فرض 

کسر حجمی یکی از مواد پایه ماده هدفمند از تابع  ،کنیممی

 :کند) پیروي می12صورت رابطه (توانی به
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h 2
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. در صورتی که استضخامت ورق  	ℎاندیس توانی و  	�که 

     تعریف شود،  (�)�صورت کسر حجمی ماده هدفمند به

زیر قابل بیان خواهد هاي ماده هدفمند به صورت آنگاه ویژگی

 بود:

)13(       c m mE z E E V z E    

)14(       c m mz V z       
چگالی فلز در سطح زیرین ورق  �ρمدول یانگ فلز و  �Eکه 

(� = −ℎ/2)  و  مدول یانگ سرامیک ��وρ�  چگالی

z)سرامیک در سطح بالایی ورق  = h/2)  است. همچنین در

براي هر دو ماده فلز و سرامیک  �این مقاله ضریب پواسون 

 نظر گرفته شده است. در 0.38برابر ثابت و 

  

  تئوري تغییر شکل برشی نمایی - 4

 سازي شبیه با مناسب اي سازه تئوري یک که صورتی در

 خطاي با سازه دینامیکی رفتار گردد، استفاده کامل ریاضی

  .دشو می توصیف کم بسیار

اي که هندسه آن  جهت تهیه مدل فیزیکی از یک سازه

لازم است تا فرضیاتی را در نظر گرفت و بر  استورق مسطح 

مبناي آن فرضیات از مدل فیزیکی سازه یک مدل ریاضی 

 مناسب جهت تحلیل بدست آورد.

در این هاي مختلفی وجود دارند که  براي این منظور تئوري

مقاله به معرفی کامل تئوري تغییر شکل برشی نمایی 

  است.پرداخته شده 

 و b عرض ، aطول به هدفمندي مستطیلی ورق نانو

 دستگاه که است شده گرفته نظر در 1 شکل مانند ℎ ضخامت

 میانی  لایه بر �� و �� و 	�� هاي مؤلفه با کارتزین مختصات

 و �� محوري نیروهاي تحت ورق و است شده مستقر ورق

 و بالا سطح دو بین سرامیک و فلز ترکیب از و گرفته قرار ��	

 خواص توزیع. است شده ساخته ضخامت راستاي در پایین

 در. کنند می پیروي توانی قانون  از ضخامت راستاي در مواد

�) بالا سطح حقیقت = ℎ/2) سطح و خالص سرامیک از 

�) پایین = −ℎ/2	) است خالص فلز از.  

تغییر   تئوري براي جابجایی  پروفیل در حالت کلی 

است.   )17) تا  (15روابط ( صورت به شکل  برشی نمایی 

]9.[  

  

)15(  

   

 
   

1 2 3 0 1 2 3

1 2

3 3 1 1 2

1

u x ,x ,x ,t u x ,x ,x ,t

w x ,x ,t
x f x x ,x ,t

x





 



  

  

)16(  

   

 
   

1 2 3 0 1 2 3

1 2
3 3 2 1 2

2

v x ,x ,x ,t v x ,x ,x ,t

w x ,x ,t
x f x x ,x ,t

x





 



  

)17(     1 2 3 1 2W x ,x ,x ,t w x ,x ,t  

  

  
 میانی لایه در شده  گرفته نظر در مختصات دستگاه با ضخیم نسبتا هدفمند مستطیلی ورق  نانو یک نمایش  - 1 شکل
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تغییر شکل برشی  هايبا توجه به تئوري (��)�که تابع 

شود. در نظر گرفته می) 18به شکل رابطه ( نمایی

)18(   
2

3
3 3

x
f x x exp 2

h

  
      

  

شیب ورق ناشی  �φ و �φبیانگر زمان،  tدر روابط مذکور 

هاي ورق به ترتیب در امتداد  جابجایی vو  u ،از خمش

w، و �xو  �xمحورهاي  جابجایی عرضی ورق در راستاي   

هاي میان  جابجایی �vو  �uهمچنین  است؛ ��محور 

 ��و  ��هاي اي ورق به ترتیب در امتداد محور صفحه

جابجایی خطی، چنانچه -با فرض روابط کرنش. باشند می

 ،���هاي برشی ( ) و کرنش���و  ���هاي عمودي ( کرنش

میدان کرنش در دستگاه  ،) در نظر گرفته شوند	���و ���

  مختصات کارتزین به صورت زیر خواهد بود.

)19(   
2

0 1
11 3 32

1 1 11

uu w
x f x

x x xx




  
   
  

  

)20(   
2

0 2
22 3 32

2 2 22

vv w
x f x

x x xx




  
   
  

  

  
)21(   

0 0
12

2 1 2 1

2
1 2

3 3

1 2 2 1

u vu v

x x x x

w
2x f x

x x x x



 

  
   
   

  
   

    

  

)22(  
 3

13 1

3 1 3

df xu w

x x dx
 

 
  
 

  

)23(  
 3

23 2

3 2 3

df xv w

x x dx
 

 
  
 

  

نسبت به تنش  ��σعمودي با چشم پوشی از تاًثیر تنش 

هاي  بین تنش هوك و با توجه به روابط خطی ��σو ��σهاي 

و روابط  ���و  ��εهاي عمودي  با کرنش 	��σو ��σ عموي

 ��� ،���هاي برشی  با کرنش 	���و ��� ،���هاي برشی  تنش

  :دهیم توسعه میرا بصورت زیر  	��� و

 

 

)24(  

 

 
   

 

 
       3

11 22

3

11 32

3

2 2
3 0 01 2

3 3 3 32 2 2
1 2 1 2 1 23

E x ,T
x ,T

1 x ,T

E x ,T u v w w
f x x ,T  x ,T x   x ,T

x x x x x x1 x ,T

   


 
  



 


        
          

           

 

 

)25(  

 

 
  

 

 
       

3

22 22 3 112

3

2 2
3 0 02 1

3 3 3 3 32 2 2
2 1 2 1 2 13

E x ,T
x ,T

1 x ,T

E x ,T v u w w
f x v x ,T  x ,T x   x ,T

x x x x x x1 x ,T

   


 
 



 


       
        

          

  

)26(  
 
  

 
2

3 0 0 1 2
12 12 3 3

2 1 1 2 2 13

E x ,T u v w
G  2x f x  

x x x x x x2 1 x ,T

 
 



     
                

  

)27(  
 
  

 E T df
τ Gγ

dT

3 3

13 13 1

33

x , x
  

x2 1 x ,




 
   

  
  

)28(  
 
  

 3 3

23 23 2

33

E x ,T df x
G

dx2 1 x ,T
  



 
   

  
  

در رابطه بالا 
 
  
3

3

E x ,t
G

2 1 x ,t



، مدول برشی نامیده 

  شود. می

ورق بدون تنش ابتدایی در  ،شود همچنین فرض می

به ورق در ابتدا با افزایش دما تنش داده است.  ��دماي 

رت به صو (�)�∆هاي اولیه با افزایش دماي  شود. تنش می

 :شود ) تعریف می29رابطه (

)92(  
 
 

 

T
xx 11 12

T
yy 12 22

T
xy 22

Q Q 0 1 0
z,T

Q Q 0 0 1 T z
z,T

0 0 Q 0 0




 




     
               
          
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  توزیع دمایی در راستاي ضخامت - 5

مطالعه کمانش ورق در  ،همچنین یکی از اهداف این مقاله

محیط حرارتی است. فرض شده است که تغییرات دما تنها در 

 راستاي ضخامت وجود دارد و دما در یک راستا در صفحه

 شود. ورق ثابت فرض می

  

  دماي غیر خطی - 5-1

رابطه  یی را به صورتبار دمایی براي سطوح پایینی و بالا

  :در نظر گرفته شده است ) 30(

)30(      
0 b

0 t

h
    T T T         x

2

h
     T T T       x

2


  


    


  

هاي حرارتی براي حل حالت شار حرارتی ثابت قابل این بار

  استفاده است:

)31(  
3

d dT
k z 0

dx dx

 
  

 
  

ضخامت به این صورت به دست  پراکندگی دما در امتداد

  :می آید

)32(   
 

 

   

z

h

2

0 t t b h

2
h

2

1
dz

k z
T T T T T

1
dz

k z





   



  

) به صورت 32( حل معادله ����در مورد قانون قدرت 

 :]20[هاي سري قابل بیان است  اي چند جمله

)33(       0 t t bT T T T T T z     

  

)43(  

 
     

   

g 1 2 g 1 3 g 12 3
tb tb tb

2 3
b b b

4 g 1 5 g 14 5
tb tb

4 5
b b

k k k1 2z h 2z h 2z h 2z h
T z

C 2h p 1 k 2h 2h 2h2 p 1 k 3 p 1 k

k k2z h 2z h

2h 2h4 p 1 k 5 p 1 k


  

  



           
                    

    
    

    

  

���که  = �� − ورقی  ایزوتروپیک مثل   براي  یک  ماده ��

خالص یا ورق هاي سرامیکی افزایش دما در راستاي  فلز

  :ضخامت برابر است با

)35(  t b t b
0

T T T T
T T z 

2 h

 
    

. یک  وابسته به دما هستند �خواص ماده تاثیر گذار

نسبت   ،�ماده معمول مثل مدول الاستیسیتهخاصیت 

و  �انبساط حرارتیضریب ، �چگالی جرمی ،  �پواسون 

به  ]20[با تابعی از دما طبق مرجع  �ضریب هدایت حرارتی 

: قابل بیان است )36رابطه ( صورت

 )36(   1 2 3
0 1 1 2 3p p 1 P PP T T T P T

      

هستند و براي  T(k)ضرایب دمایی  ��و  �� ،�� ،��� ،��

  مواد تشکیل دهنده منحصر به فرد هستند.

  

تئوري تنش کوپل  ریتز بر اساس- روش ریلی -6

  اصلاح شده

هنگامی که امکان بدست آوردن بار بحرانی کمانشی یک 

هاي عددي  طور دقیق وجود نداشته باشد، از روش سیستم به

و تقریبی جهت بدست آوردن پاسخ دینامیکی سیستم 

هاي تحلیلی، روش انرژي  د، یکی از این روششواستفاده می

که براي تخمین سریع بار بحرانی کمانشی  استریتز -ریلی

شود. موفقیت این در یک سیستم پیوسته بکار گرفته می

ه شرایط ک دارد یبستگروش به انتخاب توابع شکل پذیرفتنی 

نماید. توابع شکل بکار مرزي هندسی مسئله را ارضا، می

گیري باشند، یا  گرفته شده در این روش باید قابل دیفرانسیل

هایی از مشتق که در معادلات انرژي ظاهر ي مرتبهحداقل برا

شوند مشتق پذیر باشند، ولی ناپیوستگی براي این توابع می

اهمیت ندارد. در این روش براي تخمین رفتار دینامیکی 

گردد. با افزایش جملات سري ها استفاده میسیستم از سري

-به یک تخمین مناسب از رفتار کمانشی سیستم دست می

در هر مسئله مقدار ویژه تقریبی، پروسه زمانی متوقف  یابیم.

شود که مقادیر ویژه به دقت مورد نظر رسیده باشند که می

این پروسه با محدود کردن تعداد جملات به جاي تعداد 

نامتناهی درجات آزادي، سیستم به درجات آزادي محدود 

هاي د، این محدود کردن بدین معناست که ترمشو تبدیل می

ه بالاتر سري نادیده گرفته شود یا به عبارتی قیدي در درج

جواب ریتز -سیستم ایجاد گردیده است. مطابق روش ریلی

تواند بشکل سیستم پیوسته میتقریبی مسئله مقدار ویژه یک 

(��)�		ترکیب خطی  = ∑ ����
�
در نظر گرفته شود، که ���

ها توابع  ��یبی هستند که باید تعیین گردند و ها ضرا ��
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بعنوان توابع تقریب  ��باشند مجموعه توابع مجاز حدس می

شوند که ها نیز چنان تعیین می ��ضرایب شوند. شناخته می

و توابع شکل مود واقعی  (��)�نزدیکترین تشابه را بین تابع 

به این هدف تابع انرژي     یدنسیستم ایجاد نمایند، براي رس

�لاگرانژین  (تابع = ���� +���� − را تشکیل  )����

    دهیم (در حالتی که شکل مودها مقادیر دقیق باشندمی

	� = 0.(  

  

  انرژي جنبشی  -7

مستطیلی نسبتا ضخیم  صفحهمیکرو جهت بررسی کمانش و 

 �و  u  ،vچنانچه  hو ضخامت یکنواخت  b، عرض aبه طول 

فرض  ��و  ��،  ��هاي ورق در راستاي به ترتیب جابجایی

) 37رابطه (توان انرژي جنبشی ورق را به شکل شوند، می

  ]17[نوشت 

)37(   2 2 21
T v w d

2
u



       

=∀�	 انرژي جنبشی ورق، �بالا  در رابطه ��������� 

بیانگر حجم جزیی ورق و نماد (.) به معناي مشتق 

انرژي ) در رابطه 17) تا (15. با جایگذاري روابط (است زمانی

گیري بر حسب جنبشی با فرض حرکت هارمونیک و انتگرال

  داریم: ℎ/2تا  ℎ/2−در فاصله  ��
2 2a b

2 2
max 0 1 1

1 10 0

1 w w
T I w I I

2 x x


    
          

  

  2 2
2 1 2 3 1 2 0 0 0

1 2

w w
2I I I u v

x x
   

  
          

  

 4 1 0 2 0 5 0 0 1 2

1 2

w w
2I u v 2I u v dx dx

x x
 

     
        

      

 

)38(    

  داریم: )38(که در رابطه 

 0 1 2 3 4 5I ,I , I , I , I , I  

      

h

2
2 2

3 3 3 3 3 3

h

2

1,x ,x f x , f x , f x ,x



 

 )39(   

انرژي جنبشی ماکزیمم با فرض حرکت نوسانی آزاد  ���Tو 

  . است

 

انرژي پتانسیل سیستم بر اساس تئوري تنش  - 8

  کوپل اصلاح شده

صورت در تئوري تنش کوپل اصلاح شده انرژي پتانسیل به

  .]25 [دشو تعریف می) 40رابطه (


 

max 11 11 22 22 12 12 13 13

1
U

2
       



     

23 23 11 11 22 22 33 33m m m         

12 12 13 13 23 232m 2m 2m d       

)40(    

 ���تانسور تنش،  ���تانسور کرنش،  ��ε ،)40(که در رابطه 

بخش عرضی تانسور تنش کوپل  ��mتانسور متقارن انحنا و 

توابع تئوري تغییر شکل برشی نمایی و مثلثاتی  براساس. بوده

  گردند:تعریف می) 41رابطه (بصورت  ���و  ���

)41(  ji
ij

j i

1
,  i, j 1,2,3

2 x x




 
      

  

 )42رابطه ( و بصورت استبردار چرخش  ��که در رابطه بالا 

  گردد:تعریف می

  

  

  
)42(  

1

2 3

1 w v

2 x x


  
  

  
  

2

3 1

1 u w

2 x x


  
  

  
  

3

2 1

1 u v

2 x x


  
  

  
  

  خواهیم داشت: )41(در رابطه  )42(با جایگذاري رابطه 

 

)43(  

 2
3

11 2

2 1 3 2

f x1 w w

2 x x x x
 

  
   

    
 

)44(  
 2

3 1
22

2 1 3 2

f x1 w
2

2 x x x x




 
   

    
  

)45(  
 3 2 1

33

3 1 2

f x1

2 x x x

 


   
  

   
  

 2 2
3 1 2

12 2 2
3 1 22 1

f x1 w w 1

2 4 x x xx x

 


     
      

      

)46(    

 
 22 2

32 1
13 3 22 2

1 22 3

2 2 2
0 0

32 2 2
1 2 1 2

f x1
f x   

4 x xx x

v u w
  2x

x x x x

 
 

   
    

    

    
    

     
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)47(   

 
 22 2

32 1
23 3 12 2

1 2 2 3

2 2
0 0

2
1 2 2

f x1
f x

4 x x x x

v u

x x x

 
 

   
    

     

  
   
    

 

)48(   

)49(    2
ij ij

E z
m l

1







با  است. پارامتر مقیاس طول ماده �)، 49که در رابطه (

) در 49) تا (43) و روابط (28) تا (19جایگذاري روابط (

�−در فاصله  ��گیري بر حسب ) و انتگرال50رابطه ( تا  ⁄�

�   .نرژي پتانسیل سیستم  بدست می آیدبیشینه ا ⁄�

 )50(       mnK λ M   2 0   

  

تنش انجام شده توسط نیروي معادل  کار - 9

 هاي ورق اي اولیه اعمالی بر لبهصفحه

-کار انجام شده به وسیله برآیند نیروهاي ناشی از وجود تنش

 �در امتداد  محور  ��و  � در امتداد محور ��اي هاي صفحه

  :]17 [عبارت است از
2 2a b

max 1 2

1 20 0

1 w w
W N N dydx

2 x x

     
     

      
  

)51(    

)، 52()  در رابطه 51) و (40، ()38با  جایگذاري روابط (

 تابع لاگرانژین بدست خواهد آمد .

)52(  
max max maxL U W T    

را مینیمم نماییم   (لاگرانژین)  ماندهباقی حال باید تابع 

بصورت   توانمینیمم کردن تابع لاگرانژین را می  نحوه که 

  :ارائه نمود )53رابطه (

1 2 3 n

1 2 3 n

L L L L
L a a a a

a a a a

   
        

   
  

)53(    

. باشندها ضرایب مجهول و مستقل می	��	،) 53در رابطه (

�� آن است که )52( بنابراین شرط برقراري رابطه

���
∂�� = 0  

ها ��	که با اعمال این شرط به تعداد ضرایب مجهول  باشد

و با حل معادلات مذکور  دشومستقل حاصل می معادله

. معادلات مستقل آیندها بدست می��	مقادیر فرکانسی و 

شکل توان به لاگرانژین را می کردن تابع حاصل از مینیمم

  تشکیل داد: )54(ماتریس 

 )54(       2
mnK M 0    

است که  از  ماتریس سختی  بیانگر [�] در رابط بالا 

� ���	رابطه =
��

���
است که از   ماتریس جرم  بیانگر  [�]و  

�رابطه  =
��

���
بیانگر ماتریس ضرایب ثابت   [�]بردار و ���

  :دشوتعریف می) 55رابطه (صورت که بهاست 

)55(     1 2 3 na a ,a ,a , a   

 از برابر صفر قرار دادن طبیعی سیستمدر نهایت فرکانس 

−[�])دترمینان ماتریس ���
� -بدست آوردن ریشهو 	([�]

  بدست خواهد آمد. مشخصههاي معادله 

  گاهی  شرایط تکیه - 10

نسبتاً   ضخیم هدفمند  صفحهمیکرو براي  تحلیل کمانش  

ریتز از توابع -با بکارگیري روش انرژي ریلیمستطیلی 

,��اي کامل جهت تقریب توابع  کثیرالجمله ��,�, ��, �� 

  کنیم:صورت زیر استفاده میبه

)56(    
1N i

i ji I t
0 n 1 2

i 1 j 1

u u f x x e 

 

    

)57(    
1N i

i ji I t
0 n 1 2

i 1 j 1

v v f x x e 

 

  

)58(    
1N i

i ji I t

n 1 2
i 1 j 1

w w f x x e 

 

  

)59(    
1N i

i ji I t

1 1n 1 2
i 1 j 1

f x x e   

 

  

)60(    
1N i

i ji I t

2 2 n 1 2
i 1 j 1

f x x e   

 

  

I ،)60) تا (56روابط  (در 1  وn  تعداد جملات سري

  د:شوتعریف می) 61رابطه (صورت که به است

)61(     i 1 i 2
n j

2

 
   

و n n n 1n 2nu , v ,W , ,    ضرایب خطی غیر معین وf  تابع

کند اساسی است که شرایط سینماتیکی در مرزها را ارضا می

د.شوتعریف می) 62رابطه (صورت و به

 )62(     3 41 2
G GG G

1 2 1 1f x x x a x a    

-به wبراي  4Gو 1G ،2G،3G هايدر رابطه بالا مولفه

1Gگردند:صورت مقابل تعریف می 0,1,2گاه وقتی تکیه
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1xورق در مختصات 0 ترتیب آزاد، ساده و گیردار باشد. به

 2G ،3Gهاي دست آوردن مولفهمشابه همین روش براي به

2xگاه ورق در مختصات وقتی تکیه4Gو 0،1x a ،

2x bشود. براي آزاد، ساده و گیردار باشد بکار گرفته می

1Gمولفه 2و  0u،0v ،1توابع  0گاه ورق وقتی تکیه

1x در مختصات 0 1آزاد وG 1ورق در گاه وقتی تکیه

1xمختصات 0 .مشابه همین روش ساده یا گیردار باشد

گاه وقتی تکیه4Gو 2G ،3Gهاي دست آوردن مولفهبراي به

2xورق در مختصات  0 ،1x a،2x b آزاد، ساده و

  شود.بکار گرفته می ،گیردار باشد

نظر  پس از انتخاب توابع اساسی براي شرایط مرزي مورد

0اکنون توابع تقریبی که براي 0 1 2u , v , w, ,  انتخاب   

     لاگرانژین دهیم و تابعدر تابع لاگرانژین قرار می ،ایمکرده

     جهت مینیمم .کنیمرا بر اساس این توابع محاسبه می

نسبت به ضرایب نامعین  Lکردن لاگرانژین باید از 

n nn n n 1 2u , v , w , ,  .مشتق گرفته و برابر صفر قرار دهیم  

فرکانس براي تعیین نیروي کمانش، در این مرحله

طبیعی سیستم را برابر صفر قرار داده و ماتریس مورد نظر 

(بار بحرانی کمانش) خواهد بود که با مساوي  Nفقط تابعی از 

نیروي کمانش  ،صفر قرار دادن دترمینان ماتریس مورد نظر

  پیدا خواهد شد.

نتایج حاصله با نتایج ارائه شده در  مقایسه - 11

 مراجع و ارائه نتایج جدید

در این قسمت ابتدا جهت اعتبار سنجی اساس این مقاله و 

تأیید صحت پاسخ بدست آمده از حل ریلی ریتز، نتایج عددي 

حاصل با نتایج ارائه شده در مراجع معتبر مقایسه گردیده 

 صفحهمیکرو است و سپس به تحلیل نتایج جدید کمانش 

 هايپارامتر قسمتتابعی مدرج پرداخته شده است. در این 

قبیل شرایط مرزي، ابعاد هندسی و اندیس توانی از مختلف 

  مورد بررسی قرار خواهد گرفت.  ،روي کمانش

تابعی مدرج هدفمند  صفحهمیکرو در این بخش 

��مستطیلی که تحت نیروهاي محوري  = و  �����

�� =  ،واقع شده است ��و  ��در راستاي محورهاي  �����

��گیرد. براي نیروي تک محوره مورد تحلیل قرار می = و  0

�� = �� و براي نیروي دو محوره 1− = ��و  1− = در  1−

  نظر گرفته شده است.

����بعد (، بار بحرانی کمانش بی2در جدول  =
����

�

�� ��
 (

این مقاله با نتایج حاصل از در  روش ریلی ریتزحاصل از 

تحت تابعی مدرج مربعی  صفحهمیکرو براي  ]25[ مرجع

��نیروهاي دو محوره ( = ��و  1− = ) و تک محوره 1−

)�� = ��و  0 = گاه  چهارطرف تکیه با شرایط مرزي) 1−

 طول به ضخامتنسبت  مقادیر مختلف ه ازايب )SSSS( ساده

(� ℎ⁄ �)، و مقادیر مختلف نسبت طول به عرض ( �⁄ )         

هاي تغییر شکل برشی نمایی نمایش داده بر اساس تئوري

تحلیل  براي تابعی مدرج صفحه میکرو خواص شده است.

 زیرجدول  صورتبه  مقالهکمانش به روش ریلی ریتز در این 

است:

  تابعی مدرج صفحهمیکرو خواص  - 1 جدول

�	(�� ��⁄ ) � E(Gpa)  Material

1.22× 10�  0.38  1.44  Metal  

12.2× 10�  0.38  14.4  Ceramic  

�نیز برابر  صفحهمیکرو طول  = 17.6 ×   است.  ��10

      میکرو با مقایسه نتایج حاصل از تحلیل کمانش 

   تابعی مدرج به روش ریلی ریتز بر اساس تئوري صفحه 

    تغییر شکل برشی نمایی در این مقاله با نتایج حاصل از 

      ]25[ع حل ناویر بر اساس تئوري میدلین در مرج

     روش ریلی ریتز مقادیر بار بحرانی  ،شودمشاهده می

      کمانش را بیشتر از مقدار بدست آمده از حل دقیق

نماید، زیرا توابع تقریب سبب (تئوري میدلین) برآورد می

ایجاد قید سیستم گردیده است که باعث افزایش سختی 

        در روش ریلی ریتز ،شود. به عبارت دیگرسیستم می

ود هاي نامحدبراي تخمین رفتار دینامیکی سیستم از سري

گردد، با محدود کردن تعداد جملات به جاي استفاده می

ات آزادي سیستم به درجات آزادي جملات نامتناهی، درج

       د، این محدود کردن بدین معناستشومحدود تبدیل می

   هاي درجه بالاتر سري نادیده گرفته شود یا به که ترم

ش عبارتی قیدي در سیستم ایجاد شده است که باعث افزای

  د.شوسختی سیستم می

  



  

 

  

  …کارگیري تئوري تنش مستطیلی تابعی مدرج در محیط حرارتی بر اساس تئوري تغییر شکل برشی نمایی با ب صفحه میکروتحلیل کمانش   |188

  

 4/ شماره 8/ دوره 1397ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

����بعد (بار بحرانی کمانش بی - 2جدول  =
����

�

���
و میکرو صفحه تابعی مدرج مربعی تحت نیروهاي   مربعی  تابعی مدرجورق ) �

  )SSSS( گاه ساده با شرایط مرزي چهارطرف تکیهدو محوره و تک محوره 

� ℎ⁄  � ℎ⁄  
� = 	0 � = 1 � = 10 

  نمایی  ]25[ یدلین  نمایی  ]25[ میدلین  نمایی ]25[ میدلین

)�� = �� و 1− = −1(  

5  

0  15.3228  15.8045  6.8576  7.1698  2.9979  2.3761  

1  63.8913  64.1362  34.4981  34.5366  11.7042  12.1361  

10 

0  18.0746  18.4333  7.8273  8.5694  3.5853  3.6684  

1  81.8269  82.2337  43.3274  43.9125  15.1152  15.8326  

20  

0  18.9243  19.4612  8.1142  8.2485  3.7700  3.9115  

1  0.0574 0.0553  0.1092  0.1060  0.3095  0.3011  

)�� = �� و  0 = −1(  

5  

0  30.6456  30.9980  13.7153  14.1402  5.9959  6.3120  

1  127.782  128.121  68.9962  69.5163  23.4084  23.7219  

10 

0  36.1492  36.5115  15.6547  16.2118  7.1707  7.9912  

1  163.653  163.809  86.6547  87.3100  30.2304  30.4460  

20  

0  37.8485  37.4201  16.2284  16.6301  7.5400  7.9367  

1  176.313  177.052  92.8210  93.1622  32.7354  33.3317  

  

����(بعد بحرانی کمانش بی بار -3 جدول =
����

�

���
 تحت) �����/��() براي ورق تابعی مدرج و میکرو صفحه تابعی مدرج �

��( محوره دو نیروهاي = �� و �− = ��) و تک محوره (�− = �� و � =   تغییر شکل برشی ) با بکارگیري تئوري�−

�)نمایی   ℎ = 10⁄   )CCCCتحت شرایط مرزي مختلف ( (

�  شرایط مرزي �⁄�

)�� = ��و1− = −1(  )�� = ��و0 = −1(  

� = 0� = 1� = 10� = 0� = 1� = 10

����

0.2  

0  17.6018  14.4404  6.1827  34.8991  14.8141  6.6037  

17.6 × 10��167.345  81.6984  29.6313  200.416  92.1844  33.0535  

0.5  

0  20.1393  14.6061  6.1959  40.6385  17.9884  7.6952  

17.6 × 10��170.2711  83.7615  30.1509  198.542  104.395  37.5357  

1  

0  38.3915  19.0662  7.9323  41.5015  35.6312  14.6808  

17.6 × 10��232.516  122.512  43.7867  426.781  226.302  81.2734  
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بار بحرانی  4تا  2هاي و در شکل 7تا  4در جداول 

����(بعد کمانش بی =
����

�

�� ��
تابعی مدرج  میکرو صفحه) براي 

با بکارگیري ) و SCSC) تحت شرایط مرزي (�����/��(

تغییر شکل برشی نمایی براي پارامترهاي مختلف از  تئوري

) و نسبت طول به �/�نسبت طول به عرض( ،قبیل

�)ضخامت ℎ)⁄ ) به ازاي پارامتر مقیاس �و اندیس توانی (

�طول ( = 17.6 × و شرایط دمایی مختلف نمایش  )��10

بر  6تا  4همچنین نتایج موجود در جداول  ؛داده شده است

  است. 1در جدول  اساس خواص ارائه شده

تابعی  صفحه میکرو بیانگر شرایطی است که 1حالت

مدرج تحت نیروي تک محوره قرار گرفته است و بار بحرانی 

؛ بدست آمده استکمانش با استفاده از تئوري کلاسیک 

 صفحهمیکرو بیانگر وضعیتی است که  ،2همچنین حالت 

مورد مطالعه تحت نیروي دو محوره قرار گرفته است و بار 

بحرانی کمانش با استفاده از تئوري کلاسیک محاسبه شده 

  است.

 صفحهمیکرو بیانگر شرایطی هستند که  ،نیز 4و  3حالت 

ره و دو محوره تابعی مدرج به ترتیب تحت نیروي تک محو

قرار گرفته است و بار بحرانی کمانش با استفاده از تئوري 

  تنش کوپل اصلاح شده بدست آمده است.

  

����(بعد بار بحرانی کمانش بی -4 جدول =
����

�

���
�

تغییر شکل برشی نمایی  با بکارگیري تئوري  ) براي میکرو صفحه تابعی مدرج

�� دماي ) درSCSCتحت شرایط مرزي (  = ���℃ 

l a b⁄a h⁄  			T� = 300℃

g = 0g = 10

1
7
.6
∗
1
0�

�
 

  
1  

5  

4.328613.66541  1حالت 

3.855722.08308  2حالت 

11.5038.23197  3حالت 

6.537164.69152  4حالت 

10  

7.049774.99277  1حالت 

4.075842.82509  2حالت 

32.607223.2445  3حالت 

18.642213.2612  4حالت 

  
0.5  

5  

3.593352.55012  1حالت 

2.836942.0767  2حالت 

8.119335.73917  3حالت 

6.63084.68796  4حالت 

10  

4.460443.46352  1حالت 

4.518942.78977  2حالت 

23.54816.9523  3حالت 

18.780413.2859  4حالت 

  
0.2  

5  

3.141322.31127  1حالت 

2.939952.13905  2حالت 

7.358955.31277  3حالت 

6.600524.75681  4حالت 

10  

4.018483.08206  1حالت 

3.799572.79807  2حالت 

22.37716.0507  3حالت 

19.413813.8576  4حالت 
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����(بعد بار بحرانی کمانش بی - 5جدول  =
����

�

���
کلاسیک و کوپل و تحت نیروهاي دو محوره  ) براي میکرو صفحه تابعی مدرج�

�� ) در دمايSCSCتغییر شکل برشی نمایی تحت شرایط مرزي (  کوپل  با بکارگیري تئوريتک محوره  کلاسیک و  = ���℃ 

l a b⁄a h⁄  			T� = 400℃

g = 0g = 10

1
7
.6
∗
1
0�

�
 

  
1  

5  

4.943553.53982  1حالت 

2.790452.00308  2حالت 

11.09858.02373  3حالت 

6.32194.55913  4حالت 

10  

6.480494.75737  1حالت 

3.682712.72506  2حالت 

31.509722.5895  3حالت 

18.069412.8971  4حالت 

  
0.5  

5  

3.396022.44731  1حالت 

2.780162.02058  2حالت 

7.76065.57926  3حالت 

6.321634.55887  4حالت 

10  

4.475753.2686  1حالت 

3.694672.71553  2حالت 

23.064916.4716  3حالت 

18.060712.9153  4حالت 

  
0.2  

5  

3.104072.25074  1حالت 

2.870152.08015  2حالت 

7.202735.16953  3حالت 

6.415764.62345  4حالت 

10  

3.944723.01184  1حالت 

3.722312.72674  2حالت 

21.793615.6426  3حالت 

18.84913.476  4حالت 

  

 6تا  4و جداول  3با توجه به نتایج ارئه شده در جدول 

بعد بار بحرانی کمانش با افزایش پارامتر بیگردد، ملاحظه می

�) پارامتر نسبت طول به عرض �⁄ ورق (نسبت طول به  (

�)ضخامت  ℎ⁄ . این نتیجه دلالت بر یابدثابت)، افزایش می (

و شرایط  	h، ضخامت �آن دارد که بین دو ورق با طول 

کمتري باشد، بار  	bمرزي یکسان، ورقی که داراي عرض 

 زیرا با کاهش عرض در بعد بیشتري دارد؛بحرانی کمانش بی

یابد که این امر سبب طول ثابت درجه آزادي ورق کاهش می

شود.  افزایش سفتی ورق و در نتیجه افزایش فرکانس ورق می

، مقادیر بار بحرانی شودملاحظه می 6تا  4همچنین از جداول 

بعد کمانش براي بارگذاري دو محوره کمتر از مقادیر بار بی

بعد کمانش براي بارگذاري تک محوره است؛ بحرانی بی

بعد بار بحرانی کمانش پارامتر بیشود،  همچنین ملاحظه می

�)با افزایش پارامتر نسبت طول به ضخامت  ℎ⁄ ورق (نسبت  (

a)طول به عرض  ⁄ b) نیز  . این نتیجهیابدثابت)، افزایش می

و  �، عرض �دلالت بر آن دارد که بین دو ورق با طول 

کمتري  ℎشرایط مرزي یکسان، ورقی که داراي ضخامت 

  بار بحرانی  بعد بیشتري دارد.بیباشد، بار بحرانی کمانش 

 بعد کمانش در شرایطی که نسبت طول به ضخامتبی

(� ⁄ ℎ) و طول به عرض(a ⁄ b)  ثابت باشد، با افزایش اندیس

شود، در شرایطی  توانی کاهش میابد. همچنین ملاحظه می

�) که نسبت طول به ضخامت ⁄ ℎ) و طول به عرض (a ⁄ b) 

بعد ثابت در نظر گرفته شود، بار بحرانی بی واندیس توانی

  کمانش تحت نیروهاي کلاسیک تک محوره و دو محوره کمتر 
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����(بعد بار بحرانی کمانش بی -6جدول  =
����

�

���
تغییر شکل برشی نمایی  با بکارگیري تئوري ) براي میکرو صفحه تابعی مدرج�

�� ) در دمايSCSCتحت شرایط مرزي (  =���℃ 

l a b⁄a h⁄  			T� = 600℃

g = 0g = 10

1
7
.6
∗
1
0�

�
 

  
1  

5  

4.762933.35431  1حالت 

2.711341.89237  2حالت 

10.70767.62401  3حالت 

6.108354.32491  4حالت 

10  

6.259084.77959  1حالت 

3.517792.78143  2حالت 

30.466621.3782  3حالت 

17.395412.2269  4حالت 

  
0.5  

5  

3.277562.34231  1حالت 

2.692291.92081  2حالت 

7.493715.30062  3حالت 

6.104174.32905  4حالت 

10  

4.286943.07218  1حالت 

3.575532.58958  2حالت 

22.246215.6397  3حالت 

17.420712.2464  4حالت 

  
0.2  

5  

2.98992.12638  1حالت 

2.768421.98056  2حالت 

6.940314.9123  3حالت 

6.194454.38818  4حالت 

10  

3.863752.7763  1حالت 

3.592422.601  2حالت 

21.004714.7972  3حالت 

18.17412.7725  4حالت 

  

از حالتی است که تحت نیروهاي کوپل تک محوره و دو 

پردازیم. همانطور که در  محوره است. حال به تاُثیر دما می

شود، در شرایطی که نسبت طول به  ملاحظه می 2شکل 

a) ضخامت ⁄ h) و طول به عرض (a ⁄ b	) واندیس توانی 

بعد ثابت در نظر گرفته شود  با افزایش دما بار بحرانی بی

  .کمانش کاهش خواهد یافت

 بار بحرانی شود، ملاحظه می 4و  3 که در شکل همانطور

 g توانی ضریب نسبت حجمیبا افزایش سیستم کمانش 

ضریب، خواص ورق به این زیرا با افزایش یابد؛ کاهش می

این  که یابد کاهش می شود و سختی تر می خواص فلز نزدیک

  .شود سیستم میبار بحرانی امر سبب کاهش 

  

 
���� تغییر بار بحرانی کمانش بی بعد -2 شکل =

����
�

���
�

  

  دما با بکارگیري تئوري تغییر شکل نسبت به

  ����برشی نمایی تحت شرط مرزي 

4

5

6

7

8

1 2 3

عد
ی ب

ش ب
مان

 ک
ی

ران
ح

ر ب
با

T=300                T=400              T=600
g=0 g=1 g=10
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���� بار بحرانی کمانش بی بعدتغییر  - 3شکل  =

����
�

���
با بکارگیري تئوري تغییر شکل برشی   (g)نسبت به اندیس توانی   �

  ����نمایی تحت شرط مرزي 

  

  
���� بحرانی کمانش بی بعدتغییر بار  - 4شکل  =

����
�

���
�

  

  با بکارگیري تئوري تغییر  (g)نسبت به اندیس توانی 

  cccc شکل برشی نمایی تحت شرط مرزي

  

گردد که کمترین مقدار ملاحظه می ،7توجه به جدول  با

بار بحرانی کمانش مربوط به ورقی است که داراي کمترین 

افزایش قید هندسی (قیود هندسی روي قید هندسی باشد. با 

اي، هاي درون صفحهمرزها شامل، مقید نمودن جابجایی

باشد. با هاي انحنا میهاي لبه و شعاعجابجایی عرضی، شیب

این توصیف شرط مرزي گیردار داراي بشیترین قید هندسی 

سپس شرط مرزي ساده و در نهایت شرط مرزي آزاد داراي 

ها مقدار بار بحرانی در لبهباشد) کمترین قید هندسی می

ها، یابد؛ بنابراین با افزایش قید روي لبهکمانش افزایش می

یابد که سبب افزایش بار صلبیت خمشی ورق افزایش می

  شود.بحرانی کمانش می

  

  جمع بندي و نتیجه گیري - 12

بر اساس تحلیل کمانش آزاد وابسته به دما و وابسته به ابعاد 

مدرج ساخته شده از فلز و سرامیک بر اساس  هاي تابعی ورق

تئوري جا به جایی تغییر شکل برشی نمایی با بکارگیري 

        تئوري تنش کوپل اصلاح شده در این مقاله و با توجه 

به جداول ارائه شده در این فصل نتایج زیر قابل استنتاج 

  :است

  

0
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10
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30

35

1 2 3
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ی ب

ش ب
مان
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ی

ران
ح
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1حالت  2حالت  3حالت 4حالت 
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  193 | و همکاران یديخورش 

  

 4/ شماره 8/ دوره 1397ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

طول به ، نسبت )a/h(ط مرزي مختلف و اندیس توانی متفاوت در شرایطی که نسبت طول به ضخامتایتأثیر شر -7جدول 

�)عرض ⁄  ]26[ با توجه به مرجع و دما ثابت است (	�

�T  شرایط مرزي = 300, � ℎ� = 10	, � ⁄� = 1		 
� = 0 	� = 5 � = 10 

 ���� 

4.253473.260243.14497  1حالت 

2.126771.630151.57251  2حالت 

18.361713.628913.1672  3حالت 

9.181056.814616.58373  4حالت 

 ���� 

5.025873.837423.70709  1حالت 

2.7572.104772.03338  2حالت 

22.437116.64816.088  3حالت 

12.43169.222888.91274  4حالت 

 ���� 

7.049775.049994.99277  1حالت 

4.075842.866362.82509  2حالت 

32.607224.04123.2445  3حالت 

18.642213.725813.2612  4حالت 

 ���� 

2.438521.859271.79753  1حالت 

1.133380.8694150.838601  2حالت 

16.830112.465512.049  3حالت 

7.103335.268255.09067  4حالت 

 ���� 

2.16081.650591.59507  1حالت 

1.015230.7803340.752107  2حالت 

16.725412.385911.9732  3حالت 

6.466214.794744.63347  4حالت 

 ���� 

2.460581.876141.81367  1حالت 

1.216520.9313370.899105  2حالت 

19.818814.711614.2213  3حالت 

8.375416.207525.99953  4حالت 

 ���� 

9.343257.163696.96184  1حالت 

5.214213.871573.7591  2حالت 

54.923740.584939.1928  3حالت 

29.937322.045821.3158  4حالت 

 

 ���� 

6.167714.766884.6092  1حالت 

3.252532.517642.43412  2حالت 

31.359723.244122.4655  3حالت 

16.716912.385511.9711  4حالت 

 ���� 

3.073112.356412.28027  1حالت 

1.89161.468041.41973  2حالت 

23.793917.596717.0104  3حالت 

14.736910.907610.5445  4حالت 

 ���� 

0.92320.7833050.757767  1حالت 

0.6946720.4691370.453803  2حالت 

6.800935.031434.8644  3حالت 

3.998242.957562.85933  4حالت 
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 ���� 

3.907972.759652.67199  1حالت 

2.770992.0972.03013  2حالت 

28.721621.231620.5239  3حالت 

21.056315.570915.0526  4حالت 

 ���� 

3.590522.723352.63433  1حالت 

0.334476-2.684992.03575  2حالت 

26.203619.37218.7244  3حالت 

20.707715.467215.7526  4حالت 

 ���� 

0.4263770.3272570.315653  1حالت 

0.2205210.1693320.163294  2حالت 

3.688282.721942.63075  3حالت 

1.858391.372021.326  4حالت 

 ���� 

3.108242.361812.28516  1حالت 

0.3914680.4104711.35027-  2حالت 

21.017115.546415.0288  3حالت 

13.616910.07779.74246  4حالت 

���� 

0.6430760.4899930.474056  1حالت 

0.267490.2045730.197824  2حالت 

5.526784.076693.94144  3حالت 

1.754221.299011.25599  4حالت 

 ���� 

7.872715.987225.85194  1حالت 

4.224293.214963.13353  2حالت 

41.398230.418729.512  3حالت 

22.194216.407215.857  4حالت 

 ���� 

0.1301692.794052.70535  1حالت 

0.1217032.051722.05172  2حالت 

28.805920.587420.5874  3حالت 

22.652216.19316.193  4حالت 

 ���� 

3.04112.235572.23557  1حالت 

1.911791.408771.40877  2حالت 

22.205115.877615.8776  3حالت 

13.66829.780219.78021  4حالت 

 ���� 

0.9795840.7225970.722597  1حالت 

0.4387280.3240390.324039  2 حالت

6.732924.816014.81601  3حالت 

  2.43486  3.410142.43486  4حالت 

 

بعد کمانش با افزایش پارامتر پارامتر بار بحرانی بی - 1

a)نسبت طول به عرض ⁄ b)	  ورق (نسبت طول به ضخامت

(� ⁄ ℎ)  (این نتیجه دلالت بر آن یابندافزایش می ،ثابت .

و شرایط مرزي  	ℎ، ضخامت �دارد که بین دو ورق با طول 

-کمتري باشد، بار بحرانی بی �یکسان، ورقی که داراي عرض 

زیرا با کاهش عرض در طول ثابت درجه  بعد بیشتري دارد؛

یابد، کاهش درجه آزادي سبب افزایش آزادي ورق کاهش می

 گردد.صلبیت خمشی ورق می

روش ریلی ریتز مقادیر بار بحرانی کمانش را بیشتر از  - 2

-می (تئوري میدلین) برآورد مقدار بدست آمده از حل دقیق

نماید، زیرا توابع تقریب سبب ایجاد قید سیستم گردیده است 

شود. به عبارت دیگر در که باعث افزایش سختی سیستم می
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سیستم از  روش ریلی ریتز براي تخمین رفتار دینامیکی

شود، با محدود کردن تعداد  هاي نامحدود استفاده میسري

جملات به جاي جملات نامتناهی، درجات آزادي سیستم به 

شود، این محدود کردن درجات آزادي نامحدود تبدیل می

هاي درجه بالاتر سري نادیده گرفته بدین معناست که ترم

ست که شود یا به عبارتی، قیدي در سیستم ایجاد شده ا

  شود.می باعث افزایش سختی سیستم

بعد دو محوره کلاسیک و کوپل بار بحرانی کمانش بی - 3

بعد تک محوره کلاسیک و کمتر از بار بحرانی کمانش بی

شود؛ زیرا انرژي لازم جهت ایجاد کمانش در کوپل برآورد می

ورق تحت نیروي محوري از دو راستا کمتر از انرژي لازم 

ایجاد کمانش در ورق تحت نیروي محوري از  مورد نیاز جهت

  یک راستا است.

با توجه به جنس فلز و سرامیک تشکیل دهنده ورق  - 4

ضریب نسبت حجمی تابعی مدرج مورد تحلیل، با افزایش 

بار بحرانی کمانش سیستم ممکن است افزایش یا ) gتوانی (

) و چگالی Eاین امر به مقادیر مدول یانگ ( که کاهش یابد

)ρ(  فلز و سرامیک تشکیل دهنده ورق تابعی مدرج بستگی

بار بحرانی دارد. در این مقاله با توجه به جنس ماده انتخابی، 

 g ضریب نسبت حجمی توانیبا افزایش سیستم کمانش 

ضریب، خواص ورق به  اینزیرا با افزایش یابد؛ کاهش می

این  که یابد شود و سختی کاهش می تر می خواص فلز نزدیک

  .شودسیستم میبار بحرانی امر سبب کاهش 
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