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  چکیده

هاي مستطیلی هدفمند توسعه داده جهت تحلیل ورقو تئوري برشی مرتبه اول در این مطالعه حل تحلیلی مبتنی بر روش سري توانی 

اکثر  اي در حالت کلی توسط روش سري توانی حل گردیده است.دیفرانسیل پاره پنج معادله ،شاملشده است. براي اولین بار یک دستگاه 

توانند بکار گرفته می ها تحت شرایط مرزي و بارگذاري مشخصبراي ورق هاي مستطیلی،هاي تحلیلی ارائه شده براي تحلیل ورقروش

هاي عرضی و مماسی متنوع تحت شرایط مرزي مختلف، بارگذاري هامقاله، ورق با استفاده از روش تحلیلی توسعه داده شده در این شوند.

در گام اول یک آنالیز حساسیت در رابطه با تعداد  توانند تحلیل شوند.می هاي مستقر بر بستر الاستیک دو پارامتري غیریکنواختو ورق

ن اایج بدست آمده با نتایج ارائه شده توسط دیگر محققها انجام شده است. سپس نتبعنوان معیار همگرایی پاسخ ،جملات حل سري

دهد که روش توسعه اند. این مطالعه نشان میبعدي بررسی شدههاي سهمقایسه شده است. در پایان اثر پارامترهاي مختلف بصورت شکل

که شود همچنین مشاهده می ؛ته شودهاي متنوعی بکار گرفتواند براي تحلیل ورقمی ،داده شده از دقت بسیار مناسبی برخوردار بوده

تواند به سادگی براي تحلیل اثرات بنابراین حل تحلیلی ارائه شده می؛ تواند بصورت تابعی از پارامترهاي مختلف بدست آیدنتایج می

  پارامترهاي مختلف بکار گرفته شود.

  .گاه الاستیکتکیه؛ حل تحلیلی ؛نیروي مماسی ؛نیروهاي غیریکنواخت؛ ورق هدفمند :کلمات کلیدي
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Abstract 
An analytical solution procedure based on the power series method and the first order shear deformation 
plate theory is developed for analysis of FG rectangular plates. For the first time, a system of five second 
order coupled partial differential equations is solved as general form by using power-series solution. Most of 
presented analytical solutions for analysis of the rectangular plates can be applied for plates with specific 
load and edge conditions. Based on the developed analytical method in the present paper, plates under 
various boundary conditions, various transverse and shear loads and plates rested on non-uniform two-
parameter elastic foundation can be analyzed. Firstly, a sensitivity analysis regarding the number of terms of 
the series solution is performed as convergence criterion. Then, the obtained results are compared with the 
presented results by other researchers. Finally, effects of various parameters are examined as 3D figures. 
This study shows that the developed method has very good accuracy and can be applied for analysis of 
various plates. Also, it can be seen that results can be obtained as a function of various parameters, so the 
presented analytical solution can be easilyapplied for analysis of the various parameters. 

Keywords: FGM Plate; Non-Uniform Loads; Shear Traction; Analytical Solution; Elastic Foundation. 
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  مقدمه - 1

مستطیلی بعنوان یکی اجزاي اصلی تشکیل دهنده هاي ورق

اي در صنایع مختلف دارند. به کاربردهاي گسترده ،هاسازه

ها در حالات مختلف و یافتن همین علت، تحلیل این ورق

از اهمیت  ،ها هاي دقیق و کاربردي براي تحلیل آنروش

بسیار زیادي برخوردار است. در این راستا، مطالعات بسیار 

ن مختلف روي آنها صورت گرفته ااي توسط محققگسترده

هاي بالاي مکانیکی و حرارتی  به دلیل قابلیتامروزه  است.

 ،شود با تغییرات تدریجی خواص حاصل می که1مواد هدفمند 

- اي از آنها در کاربردهاي مختف صورت میاستفاده گسترده

یی از اهمیت بالا ،هاگیرد. لذا تحلیل و شناخت رفتار این سازه

  .استبرخوردار 

هاي اخیر نیز بطور گسترده ادامه این مطالعات در سال

هاي  تلفی در این راستا بر اساس تئوريداشته و تحقیقات مخ

] و تئوري برشی 6] تا [1مختلف بویژه تئوري کلاسیک ورق [

] منتشر شده است. افتخاري و جعفري 10تا [ ]7مرتبه اول [

به بررسی  ،2محدود و ریتزهاي اجزاي ] با ترکیب روش1[

هاي خمش ورق، ]2ارتعاش آزاد پرداختند. پان و همکاران [

گاهی گیردار را بررسی کردند. حل نازك با شرایط تکیه

است تحلیلی ارائه شده توسط ایشان بر مبناي اصل جمع آثار 

که شرایط ورق بصورت مجموع سه حالت مجزا در نظر گرفته 

] براي ارتعاش آزاد ورق 3ران [شده است. سنجانویچ و همکا

یک حل تحلیلی تقریبی ساده ارائه  ،مستطیلی با مرزهاي آزاد

] خمش ورق نازك را با استفاده از روش 4کردند. ژانگ و ژو [

] به 5تبدیل انتگرالی تحلیل کردند. امیرپور و همکاران [

- هاي نازك با تغییرات عرضی یا درونتحلیل خمشی ورق

. با استفاده از یک روش نیمه تحلیلی اي پرداختندصفحه

] خمش ورق را بررسی کردند. 6بازگشتی، لیسبا و مارکزاك [

 3] با استفاده از روش تبدیل انتگرالی7تیان و همکاران [

خمش ورق مستقر بر بستر الاستیک با مرزهاي آزاد را 

براساس تئوري برشی مرتبه اول مورد بررسی قرار دادند. 

] با استفاده از حل جدید سري به 8[عابدي و همکاران 

] با 9تحلیل ارتعاش آزاد ورق پرداختند. قاشوچی و رضوي [

                                                   
1 NavierMethod 
2 Ritz method 
3 Integral transform solution 

هاي ارائه یک حل تحلیلی به تحلیل ارتعاش آزاد ورق

هاي مستطیلی پرداختند. در تحلیل صورت گرفته از جابجایی

 ،شوداي ورق صرفنظر شده که موجب میصفحهدرون

 ؛ه دیفرانسیل بیان گرددمعادل 3معادلات حاکم توسط 

گیردار، هاي گاههمچنین شرایط مرزي براي سه حالات تکیه

ارائه شده  ،گاه مقابل گیردار و ساده باشندساده و دو تکیه

است. با استفاده از روش تبدیل فوریه دوگانه و تبدیل 

] ورق مستقر بر بستر چند لایه را 10لاپلاس، آي و ژانگ [

   بررسی کردند.

روش و تئوري تغییر شکل برشی مرتبه سوم  استفاده ازبا 

محیط حرارتی ] اثرات 11، خورشیدي و همکاران [ریلی ریتز

بر ارتعاشات آزاد ورق مستطیلی مستقر بر بستر دو پارامتري 

یک حل ] 12[ حسینی و صالحی پور .دادندمورد بررسی قرار 

ــرم بســ ــق ف ــراي ارتعاشــات آزاد ورقدقی ــخیم ته ب ــاي ض ه

مستطیلی همگن و ایزوتروپیک چندلایه با شرایط مرزي ساده 

 .کردنـد بعـدي خطـی ارائـه    بر مبناي تئوري الاستیسیته سـه 

بـا اسـتفاده از روش بـدون المـان     ] 13میکاییلی و بهجـت [ 

ضـخیم   بعـدي خمـش ورق هدفمنـد    تحلیل سـه به  گلرکین

از تئــوري ] بــا اســتفاده 14ن [رجبــی و همکــارا پرداختنــد.

هاي کامپوزیتی و  ورق و روش اجزاي محدود 4محلی-عمومی

  را تحلیل کردند. هاي پیزوالکتریکساندویچی حاوي لایه

ن اتوسط محقق ،هاي مستقر روي بستر الاستیکورق

] بررسی گردید. عاصمی و همکاران 18] تا [15مختلف [

] با استفاده از تئوري الاستیسیته به تحلیل کمانش 15[

قطاعی از دایره هدفمند پرداختند. بر اساس تئوري برشی 

هاي حلقوي و کمانش ورق] 16[مرتبه اول، باقري و همکاران 

خیز قطاعی از دایره را بررسی ] 17[زاده و کدخدایان نقیعلی

مانش ارتعاش آزاد و ک] 18[ پور و همکارانکردند. جمال

را مورد تحلیل و ارزیابی محوري ورق نازك الکترومغناطیس 

  قرار دادند.

هاي مستطیلی بسیاري از مطالعات انجام شده روي ورق

] صورت 20[6و لوي ]19[5هاي تحلیلی ناویربر مبناي روش

هاي فوریه بیان ها که بر اساس سريگرفته است. این روش

باشند. داراي محدویت در اعمال شرایط مرزي می ،شوندمی

                                                   
4 Functionally graded materials 
5 NavierMethod 
6 Levy Method 
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هایی با شرایط مرزي ساده با استفاده از روش ناویر تنها ورق

هایی که دو مرز باشند و روش لوي براي ورققابل تحلیل می

قابل استفاده  ،گاهی ساده باشندمقابل داراي شرایط تکیه

ها حل تحلیلی بر مبناي سري توانی جهت تحلیل سازه .است

توسط محققین مختلف مورد استفاده قرار گرفته و توسعه 

] به تحلیل ارتعاش آزاد 21داده شده است. آریکوگلو و ازکل [

- ] ارتعاش آزاد ورق22تیرها پرداختند. یالسین و همکاران [

اي را با استفاده از تئوري کلاسیک تحلیل کردند. هاي دایره

پور و شرعیات به لیع با استفاده از توسعه روش سري توانی،

] و 25]، ارتعاش آزاد [24]، تنش [23تحلیل کمانش [

همچنین با ؛ اي پرداختند] ورق دایره26ارتعاش اجباري [

 اياي پلهاستفاده از این روش، تحلیل دینامیکی ورق دایره

قابل ذکر است که  ] به انجام رسید.27توسط علی پور [

بکار اي در حالتی دایرههاي هاي انجام شده براي ورقتحلیل

که توابع تنها بر اساس یک متغیر (شعاع)  گرفته شده است

با استفاده از تئوري   ]28بیان شوند. بحسکارا و داهویا [

هاي مستطیلی نازك پرداختند. کلاسیک ورق به بررسی ورق

هاي مستطیلی و ] این روش را براي تحلیل ورق29پور [علی

ه اول در حالتی که ورق در حالت برمبناي تئوري برشی مرتب

اي صفر هاي درون صفحهعرضی متقارن بوده و جابجایی

هاي درون توسعه داد که با صرف نظر از جابجایی ،باشند

معادلات دیفرانسیل حاکم بر ورق به سه معادله   اي،صفحه

  یابد.کاهش می

مروري بر تعدادي از جدیدترین مقالات ارائه شده نشان 

- هاي مستطیلی و یافتن روشبحث تحلیل ورقدهد که می

هایی جدید که ضمن دارا بودن دقت و هزینه محاسباتی 

 تري از ورق را نیز داشتهپایین، قابلیت تحلیل شرایط جامع

. با این استباشند همواره از مباحث مهم مهندسی مکانیک 

هایی بوده و مربوط به ها داراي محدودیتوجود اکثر تحلیل

روش سري  . در این مطالعهاستها اصی از ورقحالات خ

هاي مستطیلی هدفمند توسعه داده توانی براي تحلیل ورق

- شده است. با توجه به تغییرات عرضی خواص ورق، جابجایی

باشند که باید در اي لایه میانی غیر صفر میهاي درون صفحه

ها مد نظر قرار گیرند. در این حالت روابط حاکم بر تحلیل

اي بیان خواهد گردید. توسط پنج معادله دیفرانسیل پاره ورق

ین، تحلیل ارائه شده علاوه بر هزینه محاسباتی نسبتا پای

توان به موارد زیر که می اي استهاي گستردهداراي قابلیت

  اشاره نمود:

  قابلیت تحلیل ورق تحت شرایط مرزي مختلف

هاي تحلیلی که براي (برخلاف بسیاري از روش

  اند.)ط مرزي خاصی ارائه شدهشرای

  در نظر گرفتن بستر الاستیک غیریکنواخت دو

 پارامتري

 هاي عرضی تحلیل ورق تحت بارگذاري

 غیریکنواخت

 هاي مماسی تحلیل ورق تحت بارگذاري

 غیریکنواخت در هر دو راستا

 هاي مختلف جابجایی و تنشیابی به  مولفهدست 

که علاوه بر  )z و x ،yبصورت توابعی از مختصات (

بعدي بر اساس مختصات ورق، قابلیت ترسیم سه

ها و محل آنها بسادگی مقادیر اکسترمم این مولفه

 قابل محاسبه است.   

 رامتري بر اساس یابی به پاسخ ورق بصورت پادست

هاي اثرات بصورت توابع و شکلمتغیرها و بررسی 

 بعديمختلف سه

از تئوري برشی  ،هقابل ذکر است که در مطالعه انجام شد

هاي نسبتا مرتبه اول استفاده است که بر این اساس ورق

همچنین با ترکیب نتایج حاصله  است؛ضخیم نیز قابل تحلیل 

هاي عرضی تنش نیز با بعدي، مولفهبا تئوري الاستیسیته سه

براي بررسی صحت و دقت  دقت مناسب محاسبه شده است.

هاي حالات براي مولفهحل پیشنهادي، نتایج حاصله در برخی 

مختلف تنش و جابجایی ورق مستقر بر بستر الاستیک تحت 

هاي یکنواخت و غیر یکنواخت عرضی با نتایج ارائه بارگذاري

دهنده ن مقایسه شده است که نشاناشده توسط دیگر محقق

هاي گسترده آن دقت مناسب حل ارائه شده با وجود قابلیت

  .است

  

 مستقر بر بستر الاستیک معادلات حاکم بر ورق - 2

از تئوري برشی  ،هاي مستطیلی هدفمندبراي تحلیل ورق

، ورق روي بستر 1 مرتبه اول استفاده شده است. مطابق شکل

پاسترناك قرار گرفته و مبدا دستگاه - الاستیک وینکلر

  مختصات در وسط ورق در نظر گرفته شده است.
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غیریکنواخت هاي ورق هدفمند تحت بارگذاري - 1شکل 

  عرضی و برشی مستقر بر بستر الاستیک

  

به ترتیب  yو  xدر راستاي  و طول آن hضخامت ورق 

نیروهاي و  q(x,y)نیروي عرضی ورق تحت  است. bو  aبرابر با 

 xقرار دارد که به ترتیب در جهات  Ty(x,y)و  Tx(x,y)مماسی 

. قابل ذکر است که نیروهاي عرضی و انداعمال شده yو 

تواند بصورت غیریکنواخت و بر اساس مماسی اعمال شده می

  اعمال گردد. yو  xتوابع دلخواهی از 

بر اساس تئوري برشی مرتبه اول، روابط جابجایی ورق 

  شود.در نظر گرفته می) 1رابطه (بصورت 
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u0  وv0 و  ��اي لایه میانی، هاي درون صفحهجابجایی�� 

  .استخیز ورق  wچرخش محور عمود بر صفحه و 

با نوشتن روابط کرنش و تنش براساس تئوري برشی 

سازي انرژي، معادلات و استفاده از روش کمینه مرتبه اول

  گردند.حاکم استخراج می
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 �� = ��,� + ���,�, 

 ��� = ��,� + ��,� + ����,� + ���,��, 

 ��� = �� +�,�, 

)2(	��� = �� + �,�  

  �� =
�(�)

1− ��
��� + ���� 

  �� =
�(�)

1− ��
(�� + ���) 

  ��� = �(�)��� 

  ��� = �(�)���  

)3(  ��� = �(�)��� 

 ��,� + ���,� = −��(�, �) 

  ��,� + ���,� = −��(�, �) 

  
��,� +���,� − �� = −

ℎ

2
��(�, �) 

  
��,� +���,� − �� = −

ℎ

2
��(�, �) 

��,� + ��,� + �(�, �) = ��(�, �)� 

)4(  																						−��(�, �)(�,�� + �,��) 

E(z)  که بصورت پیوسته در  استمدول یانگ ورق هدفمند

  کند.راستاي ضخامت تغییر می

  �(�) = �� + (�� − ��)�� 

)5(  �� = �
�

ℎ
+
1

2
�
�

 

 )Em( ) خواص ورق در سطح رویین فلز4بر اساس رابطه (

نیز  Vf  حاصل خواهد گردید.) Ec( و در سطح زیرین سرامیک

  .است نسبت حجمی سرامیک

به ترتیب ضرایب عمودي و برشی  ksو  kw)، 4( در رابطه

تواند قابل ذکر است که ورق می .باشندگاه الاستیک میتکیه

گاه الاستیک غیریکنواخت قرار گرفته باشد. روي یک تکیه

باشند که با هاي تنش میمنتجه Qو  M ،Nهمچنین 

  آیند.انتگرالگیري در راستاي ضخامت بدست می

 
�
��
��
�= � �� �

1
�
�

�

�

�
�

�

�� 

 
�
��
��

�= � �� �
1
�
�

�

�

�
�

�

�� 

 
�
���
���

�= � ��� �
1
�
�

�

�

�
�

�

�� 

 
�� = �� ���

�

�

�
�

�

�� 

)6( �� = �� ���

�

�

�
�

�

�� 

�
��
��
�= �

�
�
����,� + ���,�� + �

�
�
����,� + ���,�� 

�
��
��

�= �
�
�
����,� + ���,�� + �

�
�
����,� + ���,�� 

�
���
���

�= ��̅
��
����,� + ��,�� + ��

�

��
����,� + ��,�� 

�� = ��̅(�� + �,� ) 

)7(  �� = ��̅��� +�,�� 
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�
�
�
�
� = �

�(�)

1− ��

�

�

��

�

�
1
�
��
� �� 

)8(  �
�̅
��

��
� = �

�(�)

2(1+ �)

�

�

��

�

�
1
�
��
� �� 

که  استضریب تصحیح برش در تئوري برشی مرتبه اول  �

  در نظر گرفته شده است. 5/6مقدار آن 

) در معادلات 7تنش از رابطه (هاي با جایگذاري منتجه

معادلات حاکم بصورت دستگاه معادلات )، 5حاکم (

دیفرانسیل بر اساس توابع جابجایی قابل بیان بوده که شامل 

.استمعادله دیفرانسیل مرتبه دو  5

    ���,�� + ���,�� + ����,�� + ����,��  

													+�̅(��,�� + ��,��) + �(������,�� + ��,��) 

  													= −��(�, �) 

  ���,�� + ����,�� + ���,�������,�� 

													+�̅(��,�� + ��,��) + �(������,�� + ��,��) 

  													= −��(�, �) 

  ���,�� + ����,�� + ���,�� + ����,�� 

													+��(��,�� + ��,��) + �(������,�� + ��,��) 

  													−�	����� + �,�� = −
ℎ

2
��(�, �) 

  ���,�� + ����,�� + ���,�������,�� 

													+���(��,�� + ��,��) + �(������,�� + ��,��) 

  													−�	����� +�,�� = −
ℎ

2
��(�, �) 

  �	�����,� + �,��� + �	�����,� + �,��� + � 

)9(  													= ��� − ��(�,�� + �,��) 

هاي ها یا منتجهشرایط مرزي ورق نیز بر اساس جابجایی

  .استتنش قابل بیان 

  � = ±
�

2
: 

�� = 0									��				�� = 0, 
�� = 0									��				��� = 0, 

�� = 0								��				�� = 0, 
�� = 0								��				��� = 0, 

� = 0										��				�� = 0, 
 

  

  

  
)10(  

� = ±
�

2
: 

�� = 0									��					�� = 0, 

�� = 0									��				��� = 0, 

�� = 0								��				�� = 0, 

�� = 0								��				��� = 0, 

� = 0									��				�� = 0. 

 ؛باشدشرایط مرزي کلی می ،)10در رابطه ( روابط بیان شده

یعنی روي مرزها، توابع جابجایی یا منتجه تنش متناظر با آن 

هاي مختلف براي باید صفر باشد. با توجه به انتخاب حالت

شرایط مرزي  هاي تنش،صفر شدن توابع جابجایی و منتجه

مورد نظر (گیردار، ساده، غلطکی و آزاد) حاصل خواهند 

  گردید.

  

 حل تحلیلی معادلات حاکم - 3

جهت حل دستگاه معادلات دیفرانسیل حاکم، ابتدا توابع 

هاي توانی دوگانه بر جابجایی و نیروهاي اعمالی بصورت سري

  اند.لحاظ شده yو  x اساس

  

  

  

  

  

  

  

  

  
)11(  

  

��(�, �) =� � ��,�

�

���

�

���

���� 

��(�, �) = �� ��,�

�

���

�

���

���� 

��(�, �) = � � Ψ�,�
(�)

�

���

�

���

���� 

��(�, �) = � �Ψ�,�
(�)

�

���

�

���

���� 

�(�, �) = ����,�

�

���

�

���

���� 

��,�، ��,�، Ψ�,�
(�)، Ψ�,�

(�)
     ها ضرایب مجهول سري �,�� و 

باشند که باید بر اساس معادلات حاکم و شرایط مرزي می

  هباشند و بها میهاي سريتعداد جمله N و M تعیین گردند.

ها با دقت مورد نظر همگرا گردند تا پاسخنحوي تعیین می

  گردد.

هاي توانی دوگانه بر نیروهاي اعمالی نیز بصورت سري

  باشند.قابل بیان می  yو  xاساس 
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)12(  

� =�� ��,�

�

���

�

���

����  

�� =� � ��,�

�

���

�

���

���� 

�� =� � ��,�

�

���

�

���

���� 

) در مجموعه معادلات حاکم 12) و (11با جاگذاري روابط (

توان این معادلات را بصورت سازي می) و اعمال ساده9(

بنابر این معادلات  ؛نوشت yو  x هاي یکسان ضرایبی از توان

که باید به ازاي همه د باشنحاکم بصورت زیر قابل بیان می

  باشند.صفر  nو  mمقادیر دلخواه 

(� + 2)(� + 1)������,� + �����,�
(�) � 

					+�(� + 1)(� + 1) ������,��� + �����,���
(�)

� 

					+(� + 2)(� + 1)��̅��,��� + ����,���
(�) � 

					+(�+ 1)(� + 1)��̅����,��� + ������,���
(�)

� 

)13(  					+��,� = 0 

(� + 2)(� +1) ����,��� + ���,���
(�) � 

					+�(� + 1)(� + 1)������,��� + �����,���
(�) � 

					+(�+ 2)(� + 1) ��̅����,� + ������,�
(�)

� 

					+(�+ 1)(� + 1)(�̅����,��� + ������,���
(�)

) 

)14(  					+��,� = 0 

(� + 2)(� + 1)������,� + �����,�
(�) � 

					+�(� + 1)(� + 1) ������,��� + �����,���
(�)

� 

					+(� + 2)(� + 1)�����,��� + ����,���
(�) � 

					+(�+ 1)(� + 1)�������,��� +������,���
(�) � 

					−��̅��,�
(�)

− ��̅����,�(�+ 1) 

)15(  					+
ℎ

2
��,� = 0 

  (� + 2)(� +1) ����,��� + ���,���
(�)

� 

					+�(� + 1)(� + 1)������,��� + �����,���
(�) � 

					+(�+ 2)(� + 1) �������,� + ������,�
(�)

� 

					+(�+ 1)(� + 1)�������,��� +������,���
(�) � 

  
					−��̅��,�

(�)
− ��̅��,���(� + 1) 

)16(  					+
ℎ

2
��,� = 0 

��̅(� + 1)����,�
(�) + ��̅(� + 1)��,���

(�)
 

					+��̅(� + 2)(� +1)����,� + ��,� 

					−����,� + ��̅(� + 2)(� + 1)��,��� 

)17(  						+��[(�+ 2)(� + 1)] = 0

	
که  yو  xجهت برقراري معادلات حاکم به ازاي هر 

 باید ،) بیان شده است17تا () 13(بصورت مجموعه روابط 

از سوي دیگر با صفر گردد.  yو  xهاي مختلف ضرایب توان

هاي تنش بصورت ) منتجه7در رابطه ( )11جاگذاري رابطه (

  .باشندقابل بیان می yو  xهاي ضرایبی از توان

�� =�������,� + ���,�
(�) ��������

�

�

�

�
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���� +��,���

������

�

�

�

�

 

 )18(   

فرم سري شرایط مرزي مورد نظر با استفاده از روابط 

) حاصل خواهند گردید. در نهایت با حل روابط 18) و (11(

ها سري معادلات حاکم و شرایط مرزي ضرایب مجهول سري

  آید.تعیین گردیده و توابع جابجایی بدست می

  

 اصلاح شده هاي برشی عرضیتنش محاسبه - 4

هاي اساس تئوري برشی مرتبه اول، تنشبا توجه به اینکه بر 

برشی عرضی بصورت مقادیر ثابت در راستاي ضخامت 

 ،هاهاي بدست آمده براي این تنشگردند. پاسخمحاسبه می

اند. بدین منظور ابتدا توسط تئوري الاستیسیته اصلاح شده

  .شوندنوشته می  yو  xروابط تعادل الاستیسیته در راستاي 

)19(  ��,� + ���,� + ���,� = 0 

)20(  ��,� + ���,� + ���,� = 0

 ايهاي عمودي و برشی درون صفحهبا جایگذاري تنش 

)��, ��, حاصله از تئوري برشی مرتبه اول در این روابط  )���

هاي برشی عرضی اصلاح تنش ،zگیري نسبت به و انتگرال

   آیند.شده بدست می

توان در راستاي ضخامت می انتگرالدر نهایت با محاسبه 

 هاي برشی عرضی اصلاح شده دست یافت. به تنش

��� = � �
�(�)

1− ��

�

�

�

���,�� + ���,�� + ���,��  

							+����,��� +
�(�)

2(1+ �)
���,��  

)21(  							+��,�� + �(��,�� + ��,��)��� + ��

 

��� = � �
�(�)

1− ��

�

�

�

���,�� + ���,�� 

							+���,�� + ����,��� +
�(�)

2(1+ �)
���,�� 

)22(  						+��,�� + �(��,�� + ��,��)��� + ��  

 
 ارائه نتایج - 5

- هاي ورقها و تنشدر این قسمت نتایج مربوط به جابجایی

هاي مستطیلی هدفمند مستقر بر بستر الاستیک تحت 

ارائه شده است. نتایج براي هاي عرضی و مماسی بارگذاري

که خواص سطح رویین از اند 	ارائه شدههاي مدرج تابعی ورق

) بوده و بتدریج به فلز E=380 GPaجنس سرامیک آلومینا (

. ضریب رسد) در سطح زیرین میE=70 GPaآلومینیوم (

منظور بررسی  هابتدا بدر نظر گرفته شده است.  3/0پواسون 

نتایج ارائه  اي بینمقایسهصحت و دقت روند تحلیل ارائه شده، 

صورت گرفته است. سپس نتایج شده در این مقاله و مقالات دیگر 

 مربوط به حالات مختلف ورق ارائه شده است.

  

  گذاري حل ارائه شدهصحه - 1- 5

در این بخش ابتدا یک آنالیز حساسیت در رابطه با تعداد 

 1ها در جدول سري بعنوان معیار همگرایی پاسخ جملات حل

دهد که روند حل کاملا همگرا ارائه شده است. نتایج نشان می

هاي جمله براي سري، پاسخ 15بوده و با انتخاب تعداد 

نتایج حاصل از  4تا  2در جداول  مناسبی بدست خواهد آمد.

مقایسه  ن دیگراتحلیل حاضر با نتایج ارائه شده توسط محقق

هاي مختلف عمودي ها و تنشنتایج براي جابجاییشده است. 

)            q=q0( هاي یکنواختو برشی مختلف براي بارگذاري

�� و غیریکنواخت = �� cos(
��

�
) cos	(

��

�
در به ترتیب  �(

ارائه شده است. نتایج در این جداول بصورت  3و  2جداول 

هاي براي نسبت a/h=10بعد براي یک ورق مربعی با نسبت بی

  اند.ارائه شده )gحجمی مختلف خواص (

�� =
10ℎ���
���

�(0,0), �� =
100ℎ���
���

� �0,0, −
ℎ

4
�, 

�̅ =
100ℎ���
���

� �0,0, −
ℎ

6
� , ��� =

ℎ

��
�� �0,0,

ℎ

2
�, 

��� =
ℎ

��
�� �0,0,

ℎ

3
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ℎ

��
��� �0,0, −

ℎ

3
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�̅�� =
ℎ

��
��� �−
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2
, 0,0� , �̅�� =
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,
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با افزایش خواص فلزي  ،همانطور که مشخص است

کاهش  )E( (تبدیل شدن ورق سرامیکی به فلزي) سفتی ورق

همچنین ؛ یابدهاي ورق افزایش میجابجایی یافته و در نتیجه

هاي فلزي و سرامیکی کاملا یکسان مقادیر تنش براي ورق

همگن بودن ورق در این دو حالت  ،نکته که دلیل این است

ها مستقل زیرا در حالتی که ورق همگن باشد، تنش ؛باشدمی

نتایج حاصل از این تحقیق و نتایج مرجع  خواهند بود. Eاز 

] مطابقت خوبی با یکدیگر داشته و متوسط اختلاف 16[

 .استدرصد  14/1و  73/2به ترتیب  3و  2نسبی در جداول 

هاي هاي الاستیک روي خیز و تنشگاهتکیه اثر 4در جدول 

) براي اثرات a/h=10بعد ورق هدفمند مربعی (بی

��� =
��

��
�� ،��� =

��

��
ارائه و با نتایج دیگر محققین  ��

مربوط به  3نتایج ارائه شده در جدول  مقایسه شده است.

بارگذاري غیریکنواخت تحت بارگذاري غیریکنواخت 

�� = �� cos(
��

�
)cos	(

��

�
��و  بوده �( =

���
�

��(����)
سفتی  

بعدسازي پارامترهاي که براي بی استخمشی ورق سرامیکی 

گاه الاستیک مورد استفاده قرار گرفته است. همانگونه که تکیه

گاه الاستیک موجب کاهش خیز و وجود تکیه ،رودانتظار می

 ،این تحقیقهمچنین نتایج حاصل از  ؛دشو هاي ورق میتنش

] داشته و 13مطابقت خوبی با نتایج ارائه شده در مرجع [

���متوسط اختلاف نسبی در حالات  = 100, ��� = 0،  

��� = 0, ��� = ���و  10 = 100,��� = ، 22/1به ترتیب  10

  .استدرصد  19/1و  20/1

  

هاي گیردار تحت گاهبررسی ورق با تکیه - 2- 5

  غیریکنواختهاي عرضی و مماسی بارگذاري

��بعد ورق مستطیلی (خیز بی 2در شکل  =
������

���
) با �

هاي عمودي تحت بارگذاري =3b/aنسبت طول به عرض 

�غیریکنواخت  = �و  � = با توجه  نشان داده شده است. ��

به اینکه مبدا دستگاه مختصات در وسط ورق در نظر گرفته 

�شده است. خیز ناشی از بارگذاري  = مشابه با بارگذاري  �

همچنین  ؛دهدتغییر علامت می yبصورت پادمتقارن بوده و با 

�خیز ناشی از بارگذاري  = متناسب با بارگذاري  ،نیز ��

. با بررسی این استمتقارن  y=0اعمالی نسبت به محور 

- توان از صحت روند تحلیل حاضر براي بارگذاريها میشکل

  خیز  3در شکل  کرد.هاي غیر یکنواخت اطمینان حاصل 

��بعد ورق (بی =
�������

����
) تحت بارگذاري مماسی �

�� = خیز ورق  الف-3نشان داده شده است. در شکل  1

ب -3بعدي و در شکل گاه الاستیک در حالت سهبدون تکیه

ها روي خیز ورق نشان داده شده است. باتوجه به گاهاثر تکیه

 است؛شکل مشخص است که منحنی خیز ورق پادمتقارن 

، اندازه خیز بدون تغییر ولی جهت yیعنی با تغییر علامت 

کند. در واقع نیروي برشی سبب بوجود آمدن خیز تغییر می

گشتاور  گردد.گشتاور خمشی شده و خیز در ورق ایجاد می

ز ورق صفر بوده و جهت آن در دو نیمه ورق خمشی در مرک

به همین علت خیز در مرکز صفر بوده و جهت  است؛متفاوت 

  .استخیز ایجاد شده در دو طرف ورق متفاوت 

  

  
 (الف) 

 

 (ب) 

بعد ورق هدفمند مستطیلی گیردار تحت خیز بی -2شکل 

  q=y2و ب)  q=yنیروي غیریکنواخت عرضی الف) 

  

ستیک در گاه الاخیز ورق بدون تکیه الف-3در شکل 

ها روي خیز ورق گاهاثر تکیه ب-3بعدي و در شکل حالت سه

        نشان داده شده است. باتوجه به شکل مشخص است 

  ، yیعنی با تغییر علامت  است؛که منحنی خیز ورق پادمتقارن 
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  اثرات انتخاب مقادیر مختلف جملات سري بر روي خیز مرکز ورق مربعی - 1جدول 

M=N=15 M=N=12 M=N=10 M=N=8 M=N=6 M=N=4 بارگذاري جنس ورق 

 سرامیک 0.45055 0.46450 0.46571 0.46598 0.46620 0.46659
� = �� 

1.19094 1.18993 1.18943 1.18877 1.18571 1.14989 g=2 

 سرامیک 0.29323 0.29620 0.29606 0.29607 0.29607 0.29607
(� = �� cos(��/�) cos	(��/�)) 

0.75522 0.75522 0.75522 0.75521 0.75556 0.74789 g=2 

  

  یکنواخت گاه ساده تحت بارگذاريبعد ورق مربعی هدفمند با تکیههاي بیها و تنشجابجایی - 2جدول 

��̅� ��̅� ��̅� ��� ��� �̅ �� ��  جنس ورق  

 ]19[ مرجع 0.4665 0.3904 0.2603 2.8932 1.9103 1.285 0.5114 0.4429

 سرامیک
  حل ارائه شده 0.4666 0.3675 0.245 2.8704 1.9136 1.2603 0.5059 0.4497

 ]19[ مرجع 1.1940 1.5618 1.229 5.2296 2.0338 0.9907 0.47 0.5734
g=2 

  حل ارائه شده 1.1909 1.5082 1.1932 5.1804 2.0422 0.9729 0.4793 0.5283

 ]19[ مرجع 1.4356 1.882 1.4809 6.1504 1.6104 1.0451 0.4177 0.5031
g=5 

  حل ارائه شده 1.4186 1.795 1.4226 6.0797 1.6236 1.027 0.461 0.4928

 ]19[ مرجع 1.5876 1.9217 1.4778 7.3689 1.282 1.0694 0.4552 0.4227
g=10 

  حل ارائه شده 1.5676 1.8134 1.4045 7.2890 1.294 1.0498 0.4599 0.475

 ]19[ مرجع 2.5327 2.1194 1.4129 2.8932 1.9103 1.285 0.5114 0.4429
 فلز

  حل ارائه شده 2.5296 1.9949 1.33 2.8704 1.9136 1.2603 0.5059 0.4497

  

  گاه ساده تحت بارگذاري غیریکنواختبعد ورق مربعی هدفمندبا تکیههاي بیها و تنشجابجایی -3جدول 

��̅� ��̅� ��̅� ��� ��� �̅ �� ��  جنس ورق  

 ]19[ مرجع 0.296 0.2309 0.1539 1.9955 1.3121 0.7065 0.2462 0.2132

 سرامیک
  حل ارائه شده 0.2961 0.2201 0.1467 1.9757 1.3172 0.7092 0.2387 0.2122

 ]19[ مرجع 0.7573 0.9281 0.7311 3.6094 1.3954 0.5441 0.2265 0.2763
g=2 

  حل ارائه شده 0.7552 0.9033 0.7147 3.5656 1.4057 0.5459 0.2262 0.2493

 ]19[ مرجع 0.9118 1.1158 0.8792 4.2488 1.1029 0.5755 0.2017 0.2429
g=5 

  حل ارائه شده 0.9014 1.0752 0.8521 4.1848 1.1176 0.5783 0.2176 0.2326

 ]19[ مرجع 1.0089 1.1372 0.8756 5.089 0.8775 0.5894 0.2198 0.2041
g=10 

  حل ارائه شده 0.9966 1.0862 0.8413 5.0172 0.8907 0.5926 0.217 0.2242

 ]19[ مرجع 1.607 1.2534 0.8356 1.9955 1.3121 0.7065 0.2462 0.2132
 فلز

  حل ارائه شده 1.6072 1.1949 0.7966 1.9757 1.3172 0.7092 0.2387 0.2122
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   بعد ورق مربعی هدفمند تحت بارگذاري غیریکنواختهاي بیها و تنشجابجایی -4جدول 

  مستقر بر بستر الاستیک دو پارامتري

��� = 100, ���=10 ��� = 0, ���=10 ��� = 100, ���=0 

 

جنس 

 ورق
��̅� ��̅� ��� ��  ��̅� ��̅� ��� ��  �̅�� ��̅� ���  ��  

 ]13[ مرجع 0.2329 1.5699 0.5558 0.1937 0.1928 1.2999 0.4602 0.1604 0.1639 1.1048 0.3912 0.1363
 سرامیک

  حل ارائه شده 0.2329 1.5543 0.558 0.1878 0.1929 1.287 0.462 0.1555 0.1639 1.0938 0.3927 0.1322

 ]13مرجع [ 0.3826 2.0055 0.397 0.1599 0.2853 1.4953 0.296 0.1192 0.2262 1.1856 0.2347 0.0945
g=1 

  حل ارائه شده 0.3826 1.9837 0.3979 0.1551 0.2853 1.479 0.2967 0.1156 0.2262 1.1727 0.2352 0.0917

 ]13مرجع [ 0.4472 2.1313 0.3213 0.1337 0.3197 1.5236 0.2297 0.0956 0.2473 1.1786 0.1777 0.074
g=2 

  حل ارائه شده 0.4465 2.1079 0.3227 0.1337 0.3193 1.5076 0.2308 0.0956 0.2471 1.1665 0.1786 0.074

 ]13مرجع [ 0.4969 2.3154 0.3136 0.1099 0.3443 1.6044 0.2173 0.0762 0.2618 1.2198 0.1652 0.0579
g=5 

  حل ارائه شده 0.4938 2.2924 0.3168 0.1192 0.3428 1.5915 0.2199 0.0827 0.2609 1.2113 0.1674 0.063

 ]13مرجع [ 0.5244 2.6451 0.3063 0.1143 0.3573 1.8022 0.2087 0.0778 0.2692 1.3579 0.1573 0.0587
g=10 

  حل ارائه شده 0.5211 2.6232 0.3098 0.1135 0.3557 1.7909 0.2115 0.0775 0.2683 1.3508 0.1595 0.0584

 ]13مرجع [ 0.6502 0.8074 0.2859 0.0996 0.4115 0.511 0.1809 0.063 0.2989 0.3712 0.1314 0.0458
 فلز

 حل ارائه شده 0.6502 0.7993 0.2869 0.0966 0.4116 0.5059 0.1816 0.0611 0.2989 0.3674 0.1319 0.0444

  

    
  (ب) (الف) 

  گاه الاستیکب)  اثرات تکیهبعدي و یروي برشی الف) نماي سهبعد ورق هدفمند مستطیلی گیردار تحت نخیز بی - 3شکل 
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کند. در واقع اندازه خیز بدون تغییر ولی جهت خیز تغییر می

خیز  نیروي برشی سبب بوجود آمدن گشتاور خمشی شده و

گردد.گشتاور خمشی در مرکز ورق صفر در ورق ایجاد می

بوده و جهت آن در دو نیمه ورق متفاوت است؛ به همین 

علت خیز در مرکز صفر بوده و جهت خیز ایجاد شده در دو 

  طرف ورق متفاوت است. 

گاه الاستیک غیریکنواخت بر خیز ورق مستطیلی اثر تکیه

انگونه که قابل انتظار نشان داده شده است. هم 4در شکل 

گاه کمتر است، هایی که ثابت الاستیک تکیهباشد، قسمتمی

  آید. خیز بیشتري در آن نقاط بوجود می

گاه ) تکیه���و برشی ( )���( اثر همزمان ضرایب عمودي

الاستیک بر خیز وسط ورقی که تحت بارگذاري یکنواخت 

نشان داده شده است. مشخص  5در شکل  ،عرضی قرار دارد

است که با افزایش این ضرایب خیز ورق به سمت صفر میل 

همچنین روند کاهشی خیز ورق با افزایش قدرت ؛ کندمی

  یابد. گاه کاهش میتکیه

      روند تحلیل بیان ،دهندنشان می 5و  4هاي شکل

ترهاي ن اثر پاراماآورد تا محققشده این امکان را فراهم می

مختلف مورد نظر را بسادگی و بصورت توابعی پیوسته بررسی 

  کنند. 

امکان بررسی اثر پارامترهاي مختلف بصورت توابعی 

یابی شود تا اطلاعات مناسبی براي دستموجب میپیوسته 

  به حالات بهینه استخراج گردد.

  

 ورق مستطیلی گیردار تحت بارگذاري -3- 5

  مماسی

) ��( yدر راستاي  هاي مماسیگذاريدر این قسمت اثر بار

هاي ساده غلطکی (شرایط مرزي با تکیهروي ورق مستطیلی 

مورد بررسی قرار گرفته است.  ))23( ارائه شده توسط رابطه

��(اثر بارگذاري مماسی یکنواخت  =  7و  6هاي در شکل )1

  نشان داده شده است.

� = ±
�

2
: 

�� = 0, �� = 0,�� = 0, �� = 0, � = 0 

� = ±
�

2
: 

)23(  �� = 0, �� = 0,�� = 0, �� = 0,� = 0 

    ) در �( yاي ورق در راستاي صفحهجابجایی درون

    نشان داده شده است.  نتایج بدست آمده نشان 6 شکل

دهد که در اثر بارهاي مماسی یکنواخت روي ورق تحت می

شود و شرایط مرزي ساده غلطکی، خیزي در ورق ایجاد نمی

   ��� ،� هايمولفه تنش، و جابجایی صفر غیر هايمولفه تنها

  

  
  

  (ب) (الف) 

  گاه الاستیکمختلف تکیه هايهدفمند مستطیلی گیردار الف) توزیع گاه الاستیک روي خیز ورقاثرات تکیه -4شکل 

���بعدي براي سه ب)  نمايو  = ����
�

�
+ � + ���  
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کنند. تغییر می zو  xباشند که تنها در راستاي می ���و

مولفه  این بودن مقید به توجه با رود،می انتظار که همانگونه

بیشترین جابجایی در  ،x=a/2و  x=-a/2جابجایی در مرزهاي 

x=0 برشی روي سطح دهد و با توجه به اینکه نیروي رخ می

، جابجایی افقی سطح zشود با افزایش رویین اعمال می

  یابد.اندکی افزایش می

  

 
گاه الاستیک برشی و اثرات همزمان تکیه - 5شکل 

  عرضی روي خیز مرکز ورق مستطیلی هدفمند

  

 

اي ورق مستطیلی هدفمند جابجایی درون صفحه - 6شکل 

  مرزي غلطکیتحت بارگذاري برشی یکنواخت با شرایط 

) در ���اي (صفحه) و درون���هاي برشی عرضی (تنش

اند. مشخص است که شرایط مرزي تنش ارائه شده 7شکل 

صفر در سطح رویین به  1برشی عرضی کاملا برقرار شده و از 

همچنین با توجه به اعمال نیروي  ؛رسددر سطح زیرین می

اي با همماسی در سطح رویین، تنش برشی درون صفح

   مقادیر بزرگتري خواهد داشت. zافزایش 

با توجه به اینکه در این حالت هیچگونه گشتاور خمشی 

  گشتاوري تعادل شد. ایجاد نخواهد ورق در وجود ندارد، خیز

  

  
 (الف) 

 
 (ب) 
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هاي برشی ورق مستطیلی هدفمند تحت تنش -7شکل 

تنش نیروي برشی یکنواخت با شرایط مرزي غلطکی الف) 

  ايبرشی عرضی و ب) تنش برشی درون صفحه

هاي نیز توسط گشتاورهاي حاصل از نیروي مماسی و تنش

گردد. با در نظر گرفتن بخش دلخواهی از برشی برقرار می

 .است) قابل بیان 24ورق، تعادل گشتاوري بصورت رابطه (

∆��������� − ��������� 

																													−
ℎ

2
������� +�� = 0 

)24(  

بعنوان مثال چنانچه بخشی از ورق در محدوده 

0 ≤ � ≤ 0و  4/� ≤ � ≤ نیروي  ،در نظر گرفته شود 4/�

�	ناشی از تنش برشی عرضی در  =  N00877/0برابر با 4/�

        ، گشتاور ناشی از تنش برشی b/4و بازوي گشتاور 

                 x=a/2و در برابر با صفر  x=0اي در صفحهدرون

                ، همچنین گشتاور ناشی -N.m00279/0برابر با 

            از نیروي خارجی نسبت به لایه میانی برابر با

h.a.b/32 بصورت24باشد. بر این اساس رابطه (می (          

0.00658 + 0.00279 − 0.00937 +�� = خواهد بود.  0

برابر با صفر شده و  ��لذا مشخص است که گشتاور خمشی 

، خیز در ورق ایجاد باتوجه به عدم وجود گشتاورهاي خمشی

  نخواهد شد.

اثر بارگذاري مماسی غیریکنواخت  11تا  8هاي در شکل

که نیروي مماسی بصورت خطی در بنحوي  yدر راستاي 

��کند (تغییر می yراستاي  = هاي ساده روي ورق با تکیه )�

اي و خیز صفحهنشان داده شده است. جابجایی درونغلطکی 

نشان  9و  8 هايورق تحت بارگذاري غیریکنواخت در شکل

  داده شده است.

شود که بارگذاري غیریکنواخت مماسی سبب مشاهده می

     بوجود آمدن گشتاورهاي خمشی و درنتیجه خیز ورق 

شود و قابل انتظار نگونه که مشاهده میشود. همچنین همامی

اي متناسب با بارگذاري صفحهنیز است، جابجایی درون

   اعمالی در راستاي اعمال بار است.   

  

  
  (ب)  (الف)

  اي  ورق مستطیلی هدفمند تحت نیروي برشی غیریکنواخت با شرایط مرزي غلطکی صفحهجابجایی درون - 8شکل 

  ب) نماي دوبعديو بعدي الف) نماي سه
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  (ب)  (الف)

  خیز ورق مستطیلی هدفمند تحت نیروي برشی غیریکنواخت با شرایط مرزي غلطکی -9شکل 

  ب) نماي دوبعديبعدي و الف) نماي سه

  

 
اي ورق مستطیلی هدفمند برشی درونصفحه تنش -10شکل 

  تحت نیروي برشی غیریکنواخت با شرایط مرزي غلطکی

  

- هاي و تنش 10اي در شکل صفحهتنش برشی درون

    اند. مشاهده نشان داده شده 11برشی عرضی در شکل 

 است؛در سطوح آزاد صفر ���گردد که تنش برشی می

در سطح آزاد زیرین صفر بوده و در  ���همچنین تنش برشی 

که در  استسطح آزاد رویین برابر با نیروي مماسی اعمالی 

شرایط مرزي کند. لذا مشخص است که تغییر می yراستاي 

هاي برشی عرضی در سطوح ازاد حتی در حالت غیر تنش

مقادیر لا برقرار گردیده است. صفر و غیر یکنواخت نیز کام

 استهاي رویین بزرگتر در لایه ���و  ���هاي برشی تنش

که  استکه دلیل اصلی این نکته نیز تغییرات جنس ورق 

      سفتی ورق از لایه زیرین تا لایه رویین بتدریج افزایش 

  یابد.می

  

  بنديگیري و جمعنتیجه - 4

هاي براي تحلیل ورقدر این مقاله روش سري توانی 

مستطیلی هدفمند توسعه داده شده است. براي اولین بار پنج 

اي توسط روش تحلیلی جدید حل معادله دیفرانسیل پاره

شده است. بر اساس روش تحلیلی بیان شده ورق تحت 

هاي جابجایی شرایط مختلف قابل تحلیل بوده و تمامی مولفه

نشان داد که حل باشد. نتایج یابی میو تنش قابل دست

تحلیلی ارائه شده از دقت بسیار مناسبی برخوردار است. 

مشاهده گردید که نتایج بصورت تابعی از پارامترهاي مختلف 

بدست آمده است و روند تحلیل بیان شده این امکان را فراهم 

آورد تا محققین اثر پارامترهاي مختلف مورد نظر را می

ررسی کنند. از سوي دیگر بسادگی و بصورت توابعی پیوسته ب

یابی به شود، اطلاعات مناسبی براي دستاین نکته موجب می

  حالات بهینه استخراج گردد.
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 (الف) 

 
 (ب) 

هاي برشی عرضی ورق مستطیلی هدفمند تنش - 11شکل 

  تحت نیروي برشی غیریکنواخت با شرایط مرزي غلطکی 

  ���ب) و  ���الف) 

  

  ها نشانه و علایم - 5

a  طول ورق در جهتx ،m 

b   طول ورق در جهتy ،m 

h   ،ضخامت ورقm 

u  اي در جهت جابجایی درون صفحهx ،m  

v اي در جهت جابجایی درون صفحهy ،m  

  x ،mاي لایه میانی در جهت جابجایی درون صفحه ��

  y ،mاي لایه میانی در جهت جابجایی درون صفحه ��

   xچرخش مقطع در جهت  ��

   yچرخش مقطع در جهت  ��

  m، جابجایی عرضی �

  xکرنش عمودي در جهت  ��

��   yکرنش عمودي در جهت  

  xyکرنش برشی در صفحه  ���

  xzکرنش برشی در صفحه  ���

  yzکرنش برشی در صفحه  ���

��  x ،N/m2کرنش عمودي در جهت  

��   y ،N/m2کرنش عمودي در جهت  

  xy ،N/m2کرنش برشی در صفحه  ���

   xz ،N/m2کرنش برشی در صفحه  ���

  yz ،N/m2کرنش برشی در صفحه  ���

  N/m2مدول یانگ،  �

  N/m2مدول یانگ فلز خالص،  ��

  N/m2مدول یانگ سرامیک خالص،  ��

  نسبت حجمی سرامیک ��

  ضریب پواسون �

  x ،N/m2نیروي برشی اعمالی در جهت  ��

��   y ،N/m2نیروي برشی اعمالی در جهت  

� 
  z ،N/m2نیروي عرضی در جهت 
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 N/m3گاه الاستیک عمودي، ضریب سفتی تکیه ��

��  N/mگاه برشی، ضریب سفتی تکیه 
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