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  چکیده

ایزوتروپیک چند لایه تقویت شده با سه رینگ تحت فشار خارجی  اي استوانه  پوستههاي طبیعی یک  فرکانسبه بررسی  مقالهدر این 

هاي داخلی و خارجی از فولاد  ، از سه لایه ایزوتروپیک که لایهاستاي تقویتی تشکیل شده  شده است. پیکربندي پوسته استوانهپرداخته 

تئوري مرتبه بر اساس اي ایزوتروپیک چند لایه تقویت شده  است. معادلات پوسته استوانهمتشکل از ماده آلومینیوم  ،و لایه میانی زنگ نزن

رژي و بکار بردن تکنیک ریتز استخراج شده اند. تحلیل تحاکم بر حرکت به روش انمعادلاآمده است. سپس، بدست اول تغییر شکل برشی 

هاي طبیعی با شرایط مرزي مختلف به وسیله تابع تیر محوري صورت پذیرفت. شرایط مرزي در لبه هاي دو  روي خصوصیات فرکانس

اثیر فشارهاي نظر گرفته شده است. ت آزاد در -گیردار و  آزاد -ساده، گیردار -اي ایزوتروپیک چند لایه به صورت ساده توانهانتهاي پوسته اس

هاي  شده است. نتایج نشان داد که رینگهاي طبیعی بررسی  هاي تقویتی و شرایط مرزي مختلف روي فرکانس خارجی، موقعیت رینگ

می گردد. نتایج یعی هاي طب گذارند و منجر به افزایش فرکانس ایزوتروپیک چند لایه اثر می اي استوانه  پوسته تقویتی و فشار خارجی روي

 هاي تحلیلی استفاده شوند. تواند به عنوان یک معیار مهم براي محققان جهت اعتبار سنجی روش ارائه شده می

  .تئوري مرتبه اول برشی ؛فشار ؛رینگ ؛ایزوتروپیک ؛پوسته استوانه اي ؛فرکانس طبیعی کلمات کلیدي:
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Abstract 
This paper presents the study on natural frequency of reinforced multi-layered isotropic cylindrical shells 
with three rings under external pressures. The multi-layered cylindrical shell is formed by three layers of 
isotropic where the inner and outer layers are stainless steel and the middle layer is aluminum. The 
reinforced multi-layered shell equations with three rings and external pressures are established based on first 
order shear deformation theory (FSDT). The governing equations of motion were employed, using energy 
functional and by applying the Ritz method. The boundary conditions represented by end conditions of the 
multi-layered cylindrical shell are simply supported-simply supported (SS-SS), clamped-clamped (C-C) and 
free-free (F-F). This research was solved with computer programming using MAPLE package. The influence 
of external pressure, rings position and different boundary conditions on natural frequencies characteristics is 
studied. The results shows that reinforced rings and external pressures have effect on the natural frequency 
of multi-layered isotropic cylindrical shell and cause the natural frequency to increase. The results presented 
can be used as an important benchmark for researchers to validate their analytical methods. 
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  و تعریف تحقیق مقدمه - 1

اي کاربردهاي زیادي در علم  استوانه هاي پوسته سازه

هاي منحصر به مهندسی دارند و به علت دارا بودن ویژگی

هوا  ،هاي مختلف مانندفرد در رفتار مکانیکی، در زمینه

 هاي دریایی و غیره کاربرد دارندا، عمران، مکانیک، سازهفض

ها، کشتی ها، ها به طور گسترده در هواپیما . این سازه]1[

تحت فشار، مخازن  ها، مخازن هاي فضایی، موشکشاتل

  شوند. ها به کار گرفته می نفت، زیردریایی

طویل زمانی که در معرض تغییر اي  هاي استوانه پوسته

ها  ، به وسیله تقویت کنندهگیرند قرار می گهاي بزر شکل

، ]2[یابد. نجفی و واربارتون  استحکام آنها افزایش می

را ها تقویت کنندهاي با  ارتعاشات آزاد یک پوسته استوانه

، ارتعاشات آزاد یک پوسته ]3[بررسی کردند. شارما و جونز 

بر اساس شرایط مرزي ها تقویت کنندهاي با  اي دایره استوانه

، رفتار ]4[آزاد را بررسی نمودند. اشنایدریا و زالتب -گیردار

ها تحت بار استاتیکی  اي با سخت کننده یک پوسته استوانه

صوصیات ارتعاشی خ ]5[را مطالعه کردند. یان و همکاران 

را بررسی ها تقویت کنندهاي غوطه ور با  یک پوسته استوانه

تقویت روي با اي ک پوسته استوانه ]6[کردند. وانگ و لین 

هاي با توجه به کاربرد را مورد مطالعه قرار دادند.ها کننده

هاي  ها، مطالعه و بررسی فرکانس ویژه و مهم این سازه

  . استطبیعی آنها بسیار حائز اهمیت 

ت حرکت را براي یک معادلا ]7[آرنولد و واربورتون 

 شکل ]8[اي نازك ارائه کردند. بلوینس  پوسته استوانه

اي شکل را مطالعه  فرکانسی یک پوسته استوانه مدهاي

هاي  یک فرمول فرکانسی براي پوسته ]9[کرد، سودل 

هاي مختلف تغییر  اي ارائه کرد و براي حالت اي دایره استوانه

تحلیل  ]10[هاي پوسته نتایج را استخراج کرد. چانگ  شکل

اي  هاي طبیعی و شکل مدهاي یک پوسته استوانه فرکانس

ر ارتباط با تغییرات ررسی کرد. تحقیقات دشکل را ب

و  ]11[ توان به ردي را میاي  هاي استوانه ضخامت پوسته

هاي طبیعی مختلف را  نسبت داد. آنها فرکانس ]12[سودل 

با تغییر دادن نسبت ضخامت پوسته استخراج کردند و 

معادلات حاکم را بر اساس تئوري کلاسیک به دست 

 آوردند. 

هاي  تحلیل ارتعاشی پوسته ]13[لیو و همکاران 

تحت شرایط مرزي ها تقویت کنندهاستوانه اي چرخشی با 

دلخواه را مورد مطالعه قرار دادند. پوسته داراي یک لایه و 

شرایط تکیه گاهی دلخواه در طول پوسته در نظر گرفته 

سته شده بود. آنها اثرات سرعت چرخشی روي یک پو

مورد ،ا تحت ارتعاشات آزادرها تقویت کنندهاي با  استوانه

  بررسی قرار دادند.

، ]15[و شن و همکاران  ]14[رامامورتی و پاتابیرامان 

هاي اي ایزوتروپیک تحت بار هاي استوانه ارتعاشات پوسته

یک  ،]16[دینامیکی را بررسی نمودند. ساراوانان و همکاران 

اي چند لایه  هاي استوانه اي پوستهتحلیل اجزاي محدود بر

د مطالعه و بررسی قرار دادند. آنها از یک پوسته چند مور

لایه پر شده از سیال استفاده کردند. استفاده از روش 

دلات حرکت براي یک گالرکین براي بدست آوردن معا

 ]17[اي چند لایه چرخشی توسط هوآ  پوسته استوانه

 سازي روي شبیه ]18[مطالعه شد. ملک زاده و همکاران 

اي چند لایه را مورد  پوسته استوانه پاسخ دینامیکی یک

مطالعه قرار دادند. شرایط مرزي انتخاب شده از نوع 

آزاد و تئوري استفاده شده در تحقیق از نوع مرتبه -گیردار

  سوم تغییر شکل برشی بود.

اي و  ارتعاشات یک پوسته استوانه ]19[کیو و همکاران 

قرار را مورد بررسی ها  تقویت کنندهمخروطی همراه با 

مورد  ،دادند. در این تحقیق دو نوع ارتعاشات آزاد و اجباري

اي ضخیم  هاي استوانه بررسی پوستهمطالعه قرار گرفت. 

تقویت شده از جنس مواد مدرج تابعی توسط عیسوند 

ھول . ]20[مورد مطالعه قرار گرفت  ،زیبایی و همکاران

ینگی رها  تقویت کنندهاي با  هاي استوانه پاسخ پوسته ]21[

از نوع  ،تئوري استفاده شده در این تحقیقرا بررسی نمود. 

هاي  ،کمانش پوسته]22[یوسف زاده و همکاراندانل بود.

ها را مورد بررسی قرار  اي همراه با تقویت کننده استوانه

اي تحت  ن تحقیق به مطالعه پوسته استوانهدادند. در ای

  بارهاي محوري و جانبی پرداخته شده است.

 اي استوانههاي  هاي طبیعی پوسته ه فرکانسمطالع

هاي  ه با تقویت کننده و فشار، از جنبهایزوتروپیک چند لای

است. اي در صنعت  هاي استوانه مهم کاربرد موفق پوسته

شوند  اي طویل استفاده می هاي استوانه آنها به عنوان پوسته

هاي  ها و غیره. این پوسته ها، زیردریایی مانند هواپیما

ها به علت کاهش استحکام  اي بدون تقویت کننده توانهاس

      شکست دستخوش تغییر شکل و در نهایت منجر به 
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ه اغلب موثرتر و اي چند لای هاي استوانه پوسته شوند.می

باشند. علت این  اي تک لایه می هاي استوانه مفیدتر از پوسته

ند هاي چ است. سازهها  اص مکانیکی لایهبهبود در خو ،امر

لایه به علت سختی بالاتر، مقاومت فشاري، حد خستگی، 

، اثرات میرایی بهتر و خصوصیات جذب شوك قادر هستند

  ها توزیع کنند.  انرژي را در میان لایه

تا کنون در هیچکدام از کارهاي انجام شده در زمینه 

 ا، اثر همزمان پارامترهاي سه رینگه ارتعاشات پوسته

هاي سه لایه  ی روي پوستهخارج تقویتی و فشارهاي

ایزوتروپیک آن هم با در نظر گرفتن تئوري مرتبه اول تغییر 

گ شکل برشی بررسی نشده است. در این تحقیق، محل رین

تغییرات  اثر ،نتایج ارائه شده ها ثابت در نظر گرفته نشده و

هاي طبیعی نیز با جزئیات تفسیر  این پارامتر روي فرکانس

شرایط مرزي مختلف روي  همچنین اثر؛ شده است

فرضیات این کمتر مورد توجه قرار گرفته است. ،ارتعاشات

ته نازك، پوس ،تحقیق بر اساس تئوري مرتبه اول شامل

هاي عمودي جانبی قابل  خیزهاي پوسته کوچک، تنش

ه صرفه نظر کردن و عمودهاي واقع بر صفحه میانی پوست

  مانند. بعد از تغییر شکل عمود باقی می

ز این تحقیق که مراحل آن بسیار دقیق انجام هدف ا

مطالعه یک روش تحلیلی براي ارتعاشات آزاد  ،شده است

ایزوتروپیک چند لایه تقویت شده با  اي استوانه  پوستهیک 

است. معادلات پوسته سه رینگ تحت فشار خارجی 

اي ایزوتروپیک چند لایه با سه رینگ تقویتی و فشار  استوانه

تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی بر اساس خارجی 

حاکم حرکت به روش  تمعادلاآمده است. سپس، بدست 

اند. پیکربندي  کار بردن تکنیک ریتز استخراج شدهانرژي و ب

از  ،اي چند لایه تقویتی تشکیل شده است استوانهپوسته 

فولاد هاي داخلی و خارجی از  هسه لایه ایزوتروپیک که لای

. استمتشکل از ماده آلومینیوم  ،و لایه میانیزنگ نزن

هاي دو انتهاي  یط مرزي مختلف انتخاب شده در لبهشرا

 -پوسته استوانه اي ایزوتروپیک چند لایه به صورت ساده

آزاد در نظر گرفته شده است.  -گیردار و آزاد -ساده، گیردار

هاي تقویتی و  جی، موقعیت رینگتاثیر فشارهاي خار

 ،هاي طبیعی صیات فرکانسشرایط مرزي مختلف روي خصو

  مورد ارزیابی و بررسی قرار گرفته شده است. 

 

  تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی - 2

     نشان را بحث مورد مسئله کلی هندسه طرح 1 شکل

اي ایزوتروپیک چند  در آن یک پوسته استوانه که دهدیم

لایه تقویت شده با سه رینگ تحت فشارهاي خارجی با 

 bهاي تقویتی  ، موقعیت رینگL، طول Rاع ، شعhضخامت 

قرار دارد. یک سیستم مختصات متعامد  Pو فشار خارجی 

,xدر سطح میانی پوسته چند لایه در امتداد  θ, z  انتخاب

اي چند لایه  هاي پوسته استوانه شده است. تغییر مکان

u, v,w شود.  پوسته در نظر گرفته می در سطح میانی

بین سه لایه اي چند لایه  هضخامت پوسته استوان

  هاي داخلی و خارجی  شود که لایه ایزوتروپیک تقسیم می

، متشکل از ماده آلومینیوم و لایه میانیفولاد زنگ نزناز 

 .است

میدان جابجایی بر اساس تئوري مرتبه اول تغییر شکل 

استوانه  برشی براي یک نقطه اختیاري در سیستم مختصات

  شود: بیان می) 1اي به صورت رابطه (

  �(�, �, �) = ��(�, �)+ ���(�, �) 

  �(�, �, �)= ��(�, �)+ �� � (�, �) 

(1)  � (�, �, �)= � �(�, �) 

,�)�در آن  �, �) ،�(�, �, ,�)�و  (� �, اجزاي جابه  (�

,�)��، �و  �، �جایی در جهات  � و (�,�)��، (� �(�, �) 

اجزاي جابجایی در سطح میانی پوسته چند لایه و 

��(�, �) ،� � هاي چرخشی سطح میانی  نرمال (�,�)

  باشند. می پوسته چند لایه

  

  جابجایی - روابط کرنش - 2-1

اي  جابجایی براي یک پوسته استوانه- روابط کرنش

ده با سه رینگ            ایزوتروپیک چند لایه تقویت ش

) در نظر گرفته 7-2تحت فشارهاي خارجی با روابط (

  شود: می
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  ایزوتروپیک چند لایه تقویت شده با سه رینگ تحت فشارهاي خارجی اي استوانه  پوستهیک هندسه  - 1شکل 
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باشند و به  ، پارامترهاي لامه می�Aو  �A در این روابط 
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)12(  																															+
�� � (�, �)

��
) 

)13(  ��̅� = ��(�, �)+
�� �(�, �)

��
 

)14(  ��̅� = � � (�, �)+
�� �(�, �)

���
 

از تئوري  جابجایی به فرم ماتریسی با استفاده- روابط کرنش

در نظر  )16-15ا روابط (مرتبه اول تغییر شکل برشی ب

  شوند: گرفته می

(15)  �
��̅�
��̅�
��̅�

�= �

���
�

���
�

���
�

� + z �
���
���
���

� 

(16)  �
ε���
ε���

�= �
γ��
γ��

� 

-17روابط (صورت  هبجابجایی -ین روابط مقادیر کرنشدر ا

 شوند: در نظر گرفته می) 19

(17)  �

���
�

���
�

���
�

� =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

∂��(�, θ)

∂�
∂��(�, �)

� ∂�
+
� �(�, �)

�
∂��(�, �)

∂�
+
∂��(�, �)

��� ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

 

(18)  �
���
���
���

� =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

∂��(�, �)

∂�
∂�� (�, �)

� ∂�
∂��(�, �)

� ∂�
+
∂� � (�, �)

∂� ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫
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(19)  �
���
���

�= �
��(�, �)+

∂� �(�, �)

∂�

� � (�, �)+
∂� �(�, �)

� ∂�

� 

��εدر این روابط 
� ،ε��

هاي کرنش در سطح میانی  نرمال �

��εچند لایه، پوسته 
� ،γ�� ،γ�� هاي برشی در سطح  کرنش

تغییرات سطح میانی در  ��L�� ،Lمیانی پوسته چند لایه، 

پیچش سطح پوسته چند لایه ایزوتروپیک  ��Lمنحنی و 

  .است

  

  کرنش-روابط تنش - 3

اي ایزوتروپیک  پوسته استوانه کرنش براي یک-روابط تنش

فشارهاي خارجی ه با سه رینگ تحت چند لایه تقویت شد

در نظر گرفته ) 20با رابطه (اي  با شرایط تنش صفحه

  شود: می

(20)  {��}= [��]{�}̅ 

 [�Q]بردار کرنش و  {�ε}بردار تنش،  {�σ}در این رابطه 

در نظر ) 23-21(ا روابط باشند و ب ماتریس سختی می

  شوند: ته میگرف

(21)  {��}� = {��������������������} 

(22)  {�}̅� = {��̅���̅���̅���̅���̅�} 

(23)  [��]=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
����
����
0
0
0

����
����
0
0
0

0
0
����
0
0

0
0
0
����
0

0
0
0
0
����⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

 

  شود: تعریف می) 24رابطه (به فرم  (20)سپس معادله 

(24)  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
����
����
����
����
����⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
����
����
0
0
0

����
����
0
0
0

0
0
����
0
0

0
0
0
����
0

0
0
0
0
����⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
��̅�
��̅�
��̅�
��̅�
��̅�⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

 

ایزوتروپیک چند لایه  اي استوانه  پوستهیک  براي

) 31-25ا رابطه (ب ����تقویت شده اجزاي ماتریس سختی 

 گردند: تعریف می

(25)  ���� =
�

1− ��
 

(26)  ���� =
��

(1− ��)
 

(27)  ���� =
��

(1− ��)
 

(28)  ���� =
�

�(1 − ��)
 

(29)  ���� =
�

2(1− �)
 

(30)  ���� =
�

2(1− �)
 

(31)  ���� =
�

2(1− �)
 

  گردند: تعریف می) 33-32روابط (ها به صورت  منتجه

{�����������}= � {��������������������}

�
��

��
��

�� 

(32)    

(33)  {�������}= � {������������}

�
��

��
��

��� 

و  )24(در معادله  )14(تا  )10(پس از جایگزینی معادلات 

فرم ،)33(و  )32(سپس جایگزین کردن در معادلات 

  شود: در نظر گرفته می) 34(ها به صورت  ترکیبی منتجه

(34)  {�}= [�]{�}̅ 

   تعریف ) 37- 35( با رابطه {��}و  [�]، {�}در این رابطه 

 شوند:می

(35)  {�}� = {�������������������} 

 
 

(36) 

 
 
  

[�]=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
���
���
���
���
���
���
0
0

���
���
���
���
���
���
0
0

���
���
���
���
���
���
0
0

���
���
���
���
���
���
0
0

���
���
���
���
���
���
0
0

���
���
���
���
���
���
0
0

0
0
0
0
0
0
���
���

0
0
0
0
0
0
���
���⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

(37)  {�}̅� = {��̅���̅���̅���̅���̅���̅���̅���̅�} 

) تعریف 39-38ا روابط (ب ��Vو  ��X�� ،Y��Z	) 36( هدر معادل

  شوند: می

(38)  (��� ��� ���)= � ���(1 � ��)��

�
��

�� ��

 

(39)  ��� = � �����

�
��

�� ��

 

پیک تقویت شده تشکیل ایزوترو اي استوانه  پوستهبراي یک 

به صورت زیر در  ��Vو  ��X�� ،Y��Zهاي مختلف  شده از لایه

  شوند: نظر گرفته می

(40)  ��� = ����
�

�

���

(ℎ� − ℎ���) 

(41)  ��� =
1

2
����

�

�

���

(ℎ� − ℎ���
� ) 
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(42)  Z�� =
1

3
�Q��

�

�

���

(h�
� − h���

� ) 

(43)  V�� = �Q��
�

�

���

(h� − h���) 

اصله از سطح میانی پوسته ف ���hو  �ℎدر این معادلات 

 kاي چند لایه ایزوتروپیک به سطح بیرونی و داخلی  استوانه

��Q شند.با امین لایه می
شماره  Hامین لایه و  kسختی  �

اي چند لایه ایزوتروپیک  پوسته استوانه ها در یکلایه

  باشند. می

در معادله  )37(و  )36(، )35(با جایگزینی معادلات 

  :خواهیم داشت )34(

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧
��

��

���

��

��

���

��

��� ⎭
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎫

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
���
���
���
���
���
���
0
0

���
���
���
���
���
���
0
0

���
���
���
���
���
���
0
0

���
���
���
���
���
���
0
0

���
���
���
���
���
���
0
0

���
���
���
���
���
���
0
0

0
0
0
0
0
0
���
���

0
0
0
0
0
0
���
���⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

×

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

���(�, �)

��
+ �

���(�, �)

��
���(�, �)

���
+ �

�� �(�, �)

���
+
��(�, �)

�
���(�, �)

��
+
���(�, �)

���
+ �(

��� (�, �)

���
+
��� (�, �)

��
)

���(�, �)

��
+ �

���(�, �)

��
���(�, �)

���
+ �

�� �(�, �)

���
+
��(�, �)

�
���(�, �)

��
+
���(�, �)

���
+ �(

��� (�, �)

���
+
��� (�, �)

��
)

��(�, �)+
���(�, �)

��

� � (�, �)+
���(�, �)

��� ⎭
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎫

 

(44)   

  معادلات انرژي -4

ایزوتروپیک چند  اي استوانه  پوستهحال به بررسی انرژي 

 1همانند شکل لایه تقویت شده تحت فشار خارجی 

  شود. پرداخته  می

  

  انرژي کرنشی - 4-1

ایزوتروپیک چند لایه  اي استوانه  پوستهانرژي کرنشی یک 

تقویت شده تحت فشار خارجی بر اساس تئوري مرتبه اول 

  است:) 45(ه رابطتغییر شکل برشی به شرح 

(45)  � =
1

2
� � {�}̅�[�]{�}̅�����

��

�

�

�

 

در معادله انرژي  �{��}و  [�]، {�}زاري روابط با جایگ

  ) خواهیم داشت:45کرنشی (

� =
1

2
� � {��̅�

� ��� + ��̅���̅���� + ��̅���̅����

��

�

�

�

 

																									+ ��̅�
� ��� + ��̅���̅���� + ��̅���̅���� 

																									+ ��̅���̅���� + ��̅�
� ��� + ��̅���̅���� 

																									+ ��̅���̅���� + ��̅�
� ��� + ��̅���̅���� 

																									+ ��̅���̅���� + ��̅���̅���� + ��̅�
� ��� 

																									+ ��̅���̅���� + ��̅���̅���� + ��̅�
� ��� 

																									+ ��̅�
� ��� + ��̅���̅���� + ��̅���̅���� 

																									+ ��̅�
� ��� + ��̅���̅���� + ��̅���̅���� 

																									+ ��̅���̅���� + ��̅�
� ��� + ��̅���̅���� 

																									+ ��̅���̅���� + ��̅�
� ��� + ��̅���̅���� 

																									+ ��̅���̅���� + ��̅���̅���� + ��̅�
� ��� 

																									+ ��̅���̅���� + ��̅���̅���� + ��̅�
� ��� 

																									+ ��̅�
� ��� + ��̅���̅���� + ��̅���̅���� 

(46)  																									+ ��̅�
� ���}����� 
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  انرژي جنبشی - 4-2

ایزوتروپیک چند لایه  اي استوانه  پوستهانرژي جنبشی یک 

تقویت شده تحت فشار خارجی بر اساس تئوري مرتبه اول 

  شود: تعریف می) 47رابطه (شکل برشی به فرم  تغییر

� =
1

2
� � �� ��

���(�, �)

��
�

���

�

�

�

 

				+ �
���(�, �)

��
�

�

+ �
�� �(�, �)

��
�

�

 

				+ �
���(�, �)

��
�

�

+ �
�� � (�, �)

��
�

�

������  

(47)    

  :شود تعریف می) 48با رابطه ( ��  چگالی) 47( در معادله

(48)  �� = ���

�

���

(ℎ� − ℎ���) 

  

  انرژي پتانسیل فشار خارجی - 4-3

 اي استوانه  پوستهانرژي پتانسیل فشار خارجی یک 

ایزوتروپیک چند لایه تقویت شده بر اساس تئوري مرتبه 

  آید: ) بدست می49رابطه (اول تغییر شکل برشی به صورت 

���������  

								= 	
���������

4
� � �

�� �(�, �)

��
�

�

������
��

�

�

�

 

(49)   

  پوستهدر نهایت تابع انرژي براي پاسخ فرکانس طبیعی یک 

ایزوتروپیک چند لایه تقویت شده با سه رینگ  اي استوانه

ت فشار خارجی بر اساس تئوري مرتبه اول تغییر شکل تح

  :) است50رابطه (برشی به صورت 

(50)  � = � − � + ���������  

  میدان جابجایی - 5

 اي استوانه  پوستهمیدان جابجایی براي فرکانس طبیعی یک 

فشار بر  وایزوتروپیک چند لایه تقویت شده با سه رینگ 

رابطه غییر شکل برشی به صورت اساس تئوري مرتبه اول ت

  شود: ) تعریف می51(

��(�, �) = E��
∂Ω(�)

∂�
cos(��)cos(�� ) 

��(�, �) = E��Ω(�)sin(��)cos(�� ) 

� �(�, �) = E��Ω(�)�(� − ��)
��

�

���

cos(��)cos(�� ) 

��(�, �)= E��
∂Ω(�)

∂�
cos(��)cos(�� ) 

(51)  � �(�, �) = E��Ω(�)sin(��)cos(�� ) 

هاي دامنه ارتعاشی  ثابت ���و  ���، ���، ���، ���در آن 

ا ارضا که شرایط مرزي ر استتابع محوري  (�)Ωباشند.  می

 ��تعداد رینگ،  Hموقعیت تقویت کننده،  ��کند.  می

پارامتري است که با توجه به وجود سه رینگ مقدارش سه 

  .است

به عنوان یک تابع تیر و به صورت  (�)Ωتابع محوري 

  :]23[شود ) انتخاب می52رابطه (

Ω(�) = ��cosh�
���

�
� + ��cos�

���

�
� 

											−�� ���sinh �
���

�
� + ��sin �

���

�
�� 

(52)    

  

�)�مقادیر  -1 جدول = �, �, �,   آزاد -گیردار و آزاد -ساده، گیردار-ساده براي شرایط مرزي ��و  ��، (�

��  شرایط مرزي  ��(� = 1, 2,3,4) �� 

 ��  ساده
�� = 0,�� = 0 
�� = 0, �� = −1 

1  

  گیردار
(2� + 1)�

2
 

�� = 1, �� = −1 
�� = 1, �� = −1 

coshΦ� − cosΦ�

sinhΦ� − sinΦ�

 

  آزاد
(2� + 1)�

2
 

�� = 1,�� = 1 
�� = 1,�� = 1 

coshΦ� − cosΦ�

sinhΦ� − sinΦ�
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�)��مقادیر ) 52( در معادله = 1,  �� و ��، (2,3,4

آزاد  -گیردار و آزاد -، گیردارساده-شرایط مرزي سادهبراي 

  داده شده است. 1مطابق جدول شماره 

  

  روش ریتز - 6

ریتز براي پاسخ فرکانس  تحلیلی روش از تحقیق، این در

ایزوتروپیک چند لایه تقویت  اي استوانه  پوستهطبیعی یک 

شده با سه رینگ تحت فشار خارجی بر اساس تئوري مرتبه 

ل تغییر شکل برشی استفاده شده است و تابع انرژي به او

  شود: ) تعریف می53رابطه (صورت 

(53)  � = ���� − ���� + ���������  

) و 47)، (46) در معادلات (51جایگزینی معادله (با 

) و به کاربردن روش ریتز با به حداقل رساندن تابع 49(

  :خواهیم داشت Fانرژي 

 
 
 
  

  
  

 

(54)  

∂(���� − ���� + ���������)

∂���
= 0 

∂(���� − ���� + � ��������)

∂���
= 0  

∂(���� − ���� + � ��������)

∂���
= 0  

∂(���� − ���� + � ��������)

∂���
= 0  

∂(���� − ���� + ���������)

∂���
= 0 

پنج معادله حرکت وجود دارد، بنابراین ) 54( در رابطه

رابطه  صورت شکل ماتریسی به به C مقدارمشخصه معادله

  :آید می بدست) 55(

(55)  �����

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
E��
E��
E��
E��
E��⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
0
0
0
0
0⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

 

براي داشتن جواب غیر صفر باید دترمینان ضرایب به 

  صفر شود:) 56رابطه (صورت 

(56)  ����� = 0																									(�, � = 1, 2, 3,4, 5) 

  ) خواهیم داشت:56معادله ( معادله حل با نهایت در

δ�ω
�� + δ�ω

�+ δ�ω
� + δ�ω

� + δ�ω
� + δ� = 0

(57)   

بالا داراي پنج جواب مثبت و  10معادله مشخصه درجه 

هاي  هاي مثبت فرکانس است. جوابپنج جواب منفی 

ایزوتروپیک چند لایه تقویت شده  اي استوانه  پوستهطبیعی 

با سه رینگ تحت فشار خارجی هستند که کوچکترین آنها 

علت انتخاب  .استق جواب مورد قبول این تحقی

هاي طبیعی  ن فرکانس، برجسته بودن اثر فرکانسکوچکتری

  .استروي اعداد موج محیطی پایین 

اي  یه استفاده شده در پوسته استوانهخواص مواد سه لا

 .]24[ نشان داده شده است 2در جدول 

 
   خواص مواد سه لایه -  2جدول

)	� �  E (N/m2)  نوع مواد  موقعیت
kg

m�
) 

  103×7.8  0.28  1011×2.1  فولاد زنگ نزن  لایه خارجی

  103×2.7  0.35  1010×7.0  آلومینیوم  لایه میانی

  103×7.8  0.28  1011×2.1  فولاد زنگ نزن  لایه داخلی

  

  همگرایی و مقایسه پژوهش -7

  پوستههاي طبیعی یک  فرکانس بهتر درك منظور به

ه با سه رینگ ایزوتروپیک چند لایه تقویت شد اي استوانه

تحت فشار خارجی بر اساس تئوري مرتبه اول تغییر شکل 

شده، نتایج  ارائه تحلیلی روابط بررسی صحت برشی و

مقایسه شده است. در  مقدمهحاصل با نتایج منتشر شده در

اي بدون  طبیعی پوسته استوانهمقایسه فرکانس  3جدول 

ارامتر تقویت کننده و فشار خارجی در نظر گرفته و نتایج پ

Γفرکانسی  = ω� �(1 − ��)�
�
با نتایج بدست آمده از  �

  مقایسه گردیده است. [10]تئوري کلاسیک مرجع 

براي پوسته  (Hz)، فرکانس طبیعی مقایسهدر دومین 

بدون تقویت کننده و فشار خارجی با استفاده از اي  استوانه

 تئوري کلاسیک تحت شرایط تکیه گاهی ساده حاصل شده

نشان داده  4در جدول  ،[25]از تحقیق حاضر و مرجع 

  شده است.

در تمامی  4و  3تطابق بین نتایج ارائه شده در جداول 

هاي صورت گرفته شده نشان از دقت و صحت روش  مقایسه

ارائه شده دارد. با این حال تفاوت بسیار جزئی نتایج به علت 

تحقیق  استفاده از تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی در

حاضر در مقایسه با تئوري کلاسیک استفاده شده در مراجع 

  است.
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�مقایسه پارامتر فرکانسی  -  3جدول = �� �(� − ��)�
�
  براي یک پوسته استوانه اي بدون رینگ و فشار خارجی �

  شرایط مرزي h/R L/R m n  ]10[ چانگ تحقیق حاضر

دهسا-ساده 4 1 10 0.002 0.0150 0.0234  

گیردار-گیردار 3 1 2 0.05 0.3118 0.3889  

آزاد-آزاد 2 5 8.6 0.002 0.4472 0.4036  

  

براي یک پوسته  (Hz)مقایسه فرکانس طبیعی  -  4جدول

استوانه اي بدون تقویت کننده و فشار خارجی تحت 

  (L/R = 20, h/R = 0.002) شرایط تکیه گاهی ساده

 m n ]25[ ارشد و همکاران تحقیق حاضر

13.497 13.645 1 1 

4.367 4.625 1 2 

4.277 4.331 1 3 

7.598 7.366 1 4 

11.821 11.775 1 5 

  

 ABAQUSنرم افزار  با نتایج  مقایسه -7-1

 بررسی نتایج بدست آمده از روابط تحلیلی در این قسمت به

ایزوتروپیک  اي استوانه  پوستههاي طبیعی یک  فرکانس و

با  سه رینگ تحت فشار خارجی چند لایه تقویت شده با

مدل  شود. پرداخته می ABAQUSاستفاده از نرم افزار 

در  لایه سهکردن این پوسته تابعی در نرم افزار به صورت 

در نظر گرفته می هر لایه  براي شود و خواص نظر گرفته می

 .می باشداي مربعی  المان استفاده شده از نوع پوسته شود.

 ج نرم افزار و نتایج بدست آمده ازمقایسه نتای 5در جدول 

همانگونه که مشاهده  روابط تحلیلی مقایسه گردیده است.

هاي صورت گرفته  تطابق خوبی در تمامی مقایسه ،شود می

  شده وجود دارد.

 

  بحث بر روي نتایج -8

چند لایه بدون تقویت کننده  اي استوانه  پوسته -8-1

  و فشار 

 اي استوانه  وستهپدر این بخش، پاسخ فرکانسی یک 

ایزوتروپیک چند لایه بدون تقویت کننده و فشار خارجی 

   ،مختلف مرزي شرایط و ختلفم محیطی موج اعداد براي

مقایسه فرکانس طبیعی براي یک پوسته  - 5 جدول

  ABAQUSاي تقویتی با نرم افزار استوانه

 (L/R = 20, h/R = 0.002, m=1)  

هاي حاصل از تحلیل پاسخ پاسخ هاي حاصل از نرم افزار  n 

13.11 13.49 1 

4.25 4.36 2 

4.32 4.27 3 

7.40 7.59 4 

11.69 11.82 5 

  

تاثیر فرکانس  2گیرد. شکل  و تحلیل قرار می یهمورد تجز

ایزوتروپیک چند  اي استوانه  پوستههاي طبیعی روي یک 

دهد. با  قویت کننده و فشار خارجی نشان میبدون ترا  لایه

شود که براي هر سه شرایط  شکل مشخص میتوجه به 

ی در ابتدا کاهش و سپس هاي طبیع ختلف فرکانسمرزي م

دهد که فرکانس  ؛ همچنین، نتایج نشان مییابند افزایش می

بالاتر از دو نوع دیگر  ،آزاد-هاي طبیعی با شرایط مرزي آزاد

، از دو ساده - است و به همین ترتیب شرایط مرزي ساده

 اي استوانه  پوسته. در حالت است تر یننوع دیگر پای

، ایزوتروپیک چند لایه بدون تقویت کننده و فشار خارجی

 3و  2هاي طبیعی در اعداد موج محیطی  کمترین فرکانس

  افتد.اتفاق می

  

چند لایه بدون تقویت کننده  اي استوانه  پوسته - 8-2

  با فشار 

 يا استوانه  پوستهدر این قسمت، پاسخ فرکانسی یک 

ایزوتروپیک چند لایه بدون تقویت کننده با فشار خارجی 

 ،ختلف و شرایط مرزي مختلفبراي اعداد موج محیطی م

  پاسخ  8 تا 6 جداول گیرد. می قرار تحلیل و یهتجز مورد
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 اي استوانهتغییرات پاسخ فرکانس طبیعی پوسته  -2شکل 

ایزوتروپیک چند لایه بدون فشار خارجی و تقویت کننده 

  (h/R = 0.002, L/R = 20, R = 1) سه شرط مرزي مختلف با

  

ایزوتروپیک چند  اي استوانه  پوستههاي طبیعی یک  فرکانس

دهند.  کننده با فشار خارجی را نشان می لایه بدون تقویت

کیلو  600و  400تحلیل با فرض فشارهاي خارجی برابر با 

انی پاسکال انجام شده است. براي تمام سه شرایط مرزي زم

است، فرکانس طبیعی ابتدا کاهش و که فشار خارجی صفر 

 اي استوانه  پوستهیابند. وقتی که  سپس افزایش می

ننده در معرض فشار ایزوتروپیک چند لایه بدون تقویت ک

ي همه سه شرایط مرزي پاسخ گیرد، برا خارجی قرار می

دهد  یابد. نتایج نشان می هاي طبیعی افزایش می فرکانس

نه هاي خارجی روي فرکانس طبیعی پوسته استواکه فشار

وجب افزایش گذارد و م ایزوتروپیک چند لایه تاثیر می

شارهاي شود. وقتی مقدار ف فرکانس طبیعی سازه می

هاي طبیعی نیز بالاتر  خارجی بزرگتر است، فرکانس

دهد که پاسخ  ؛همچنین، نتایج بدست آمده نشان میاست

ایزوتروپیک چند  اي استوانه  پوستههاي طبیعی یک  فرکانس

لایه بدون تقویت کننده با فشار خارجی براي شرایط مرزي 

  مختلف متفاوت است.

  

چند لایه با فشار و یک  اي استوانه  پوسته - 3- 8

  تقویت کننده 

 اي استوانه  پوستههاي طبیعی یک  تغییرات فرکانس 3شکل 

 ی راایزوتروپیک چند لایه با یک تقویت کننده و فشار خارج

دهد که روند  سازي نشان می نتایج شبیه دهد. نشان می

هاي تقویت کننده در طول  مشابهی براي همه موقعیت

موقعیت رینگ در حالت  3پوسته وجود دارد. براي شکل 

b=0.3L  ارائه گردید. در این حالت تاثیر وجود تقویت کننده

توان در شکل مشاهده کرد. وجود همزمان تقویت  را می

  پوستههاي طبیعی  و فشار، سبب افزایش فرکانس کننده

شود. نتایج نشان  ایزوتروپیک چند لایه می اي استوانه

هاي طبیعی مهم است،  دهد که افزایش در فرکانس می

یابد. براي  افزایش می 2به  1وقتی که عدد موج محیطی از 

هاي طبیعی به  فرکانس 2عدد موج محیطی بزرگتر از 

همچنین، نتایج بدست آمده نشان  ابند؛ی تدریج افزایش می

 اي استوانه  پوستههاي طبیعی یک  دهد که پاسخ فرکانس می

ایزوتروپیک چند لایه با یک تقویت کننده و فشار خارجی 

 براي شرایط مرزي مختلف متفاوت است.

  

-پاسخ فرکانس هاي طبیعی یک پوسته استوانه -6 جدول

دون فشار خارجی اي چند لایه بدون تقویت کننده با و ب

  ساده-تحت شرایط تکیه گاهی ساده

(m=1, h/R = 0.002, L/R = 20, R = 1) 

n 
  بدون فشار

P=0 

  با فشار

P=400 kPa 

  با فشار

P= 600 kPa 

1  13.209  21.075  21.075  

2  4.476  38.311  46.658  

3  4.156  65.528  80.179  

4  7.044  91.816  112.335  

5  11.254  117.583  143.786  

6  16.475  143.135  174.914  

7  22.664  168.641  205.917  

8  29.811  194.203  236.911  

9  37.912  219.892  267.972  

10  46.967  245.761  299.155  
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-پاسخ فرکانس هاي طبیعی یک پوسته استوانه -7 جدول

اي چند لایه بدون تقویت کننده با و بدون فشار خارجی 

 یردارگ- تحت شرایط تکیه گاهی گیردار

(m=1, h/R = 0.002, L/R = 20, R = 1) 

n  
  بدون فشار

P=0 

  با فشار

P=400 kPa 

  با فشار

P= 600 kPa 

1  29.22 29.22  29.22  

2  9.88  38.94  47.185  

3  5.91  65.61  80.25  

4  7.46  91.83  112.35  

5  11.37  117.587  143.79  

6  16.52  143.137  174.915  

7  22.69  168.642  205.918  

8  29.846  194.205  236.912  

9  37.945  219.894  267.974  

10  46.999  245.764  299.157  

-پاسخ فرکانس هاي طبیعی یک پوسته استوانه - 8 جدول

اي چند لایه بدون تقویت کننده با و بدون فشار خارجی 

 آزاد-تحت شرایط تکیه گاهی آزاد

(m=1, h/R = 0.002, L/R = 20, R = 1) 

n  
  بدون فشار

P=0 

  ا فشارب

P=400 kPa 

  با فشار

P= 600kPa 

1  30.09  30.09  30.09  

2  10.045  38.939  47.157  

3  5.97  65.6  80.231  

4  7.485  91.83  112.343  

5  11.393  117.587  143.788  

6  16.541  143.137  174.915  

7  22.708  168.642  205.918  

8  29.846  194.205  236.912  

9  37.945  219.894  267.974  

10  46.999  245.764  299.157  
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ایزوتروپیک چند لایه تقویت شده با یک رینگ تحت فشار خارجی با  اي استوانهتغییرات پاسخ فرکانس طبیعی پوسته  - 3 شکل

 (P = 1400 KPa, h/R = 0.002, L/R = 20, b= 0.3L, R = 1) سه شرایط مرزي مختلف

  

چند لایه با فشار و سه  اي نهاستوا  پوسته -8-4

  تقویت کننده 

 در این بخش، تاثیر تعداد تقویت کننده روي فرکانس

ایزوتروپیک چند لایه با فشار  اي استوانه  پوستهطبیعی یک 

 خارجی براي سه شرایط مرزي مختلف، مورد بررسی قرار

هاي طبیعی یک  پاسخ فرکانس 11تا  9گرفت. جداول 

زوتروپیک چند لایه با سه تقویت کننده ای اي استوانه  پوسته

و فشار خارجی تحت سه شرایط مرزي مختلف را نشان 

   پوسته طول در ها با فواصل مساوي دهند. تقویت کنندهمی
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اي هاي طبیعی یک پوسته استوانه پاسخ فرکانس -  9جدول

چند لایه با سه تقویت کننده و فشار خارجی تحت شرایط 

 ساده - تکیه گاهی ساده

(h/R = 0.002, L/R = 20, R = 1) 

   سه رینگ تقویت کننده

b1/L=1/4,b2/L=2/4, b3/L=3/4,P=600kPa m n 

487.197 1 1 

817.421 1 2 

821.110 1 3 

827.903 1 4 

833.721 1 5 

  

-هاي طبیعی یک پوسته استوانه خ فرکانسپاس - 10ل جدو

اي چند لایه با سه تقویت کننده و فشار خارجی تحت 

 گیردار -شرایط تکیه گاهی گیردار

(h/R = 0.002, L/R = 20, R = 1) 

   سه رینگ تقویت کننده

b1/L=1/4,b2/L=2/4, b3/L=3/4,P=600kPa m n 

786.231 1 1 

824.663 1 2 

826.111 1 3 

833.230 1 4 

838.567 1 5 

  

-هاي طبیعی یک پوسته استوانه پاسخ فرکانس -11 جدول

سه تقویت کننده و فشار خارجی تحت اي چند لایه با 

 آزاد -شرایط تکیه گاهی آزاد

(h/R = 0.002, L/R = 20, R = 1) 

   سه رینگ تقویت کننده

b1/L=1/4,b2/L=2/4, b3/L=3/4,P=600kPa m n 

751.212 1 1 

974.678 1 2 

992.450 1 3 

1008.34 1 4 

1019.07 1 5 

گیرند. تحلیل با  میایزوتروپیک چند لایه قرار  اي استوانه

کیلو پاسکال انجام شده است.  600فرض فشار خارجی 

- دهد که تعداد تقویت کننده روي فرکانس نتایج نشان می

هاي  فرکانس افزایش سبب و گذارد می تاثیر طبیعی هاي

شود؛همچنین، نتایج بدست آمده نشان  طبیعی سازه می

 اي وانهاست  پوستههاي طبیعی یک  دهد که پاسخ فرکانس می

ایزوتروپیک چند لایه با سه تقویت کننده و فشار خارجی 

  براي شرایط مرزي مختلف متفاوت است.

  

  نتیجه گیري - 9

        هاي طبیعی یک  فرکانستحلیل  مطالعه، در این

     ایزوتروپیک چند لایه تقویت شده با  اي استوانه  پوسته

  ار مورد بررسی قر ،سه رینگ تحت فشارهاي خارجی

اي تقویتی تشکیل شده  گرفت. پیکربندي پوسته استوانه

   هاي داخلی و  ، از سه لایه ایزوتروپیک که لایهاست

       متشکل از  ،و لایه میانی نزن خارجی از فولاد زنگ

بر اساس اي  است. معادلات پوسته استوانهماده آلومینیوم 

آمده است. بدست تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی 

     کار حاکم حرکت به روش انرژي و ب تمعادلا، سپس

اند. شرایط مرزي در  بردن تکنیک ریتز استخراج شده

    اي ایزوتروپیک چند  هاي دو انتهاي پوسته استوانه لبه

آزاد در  - آزاد گیردار و -ساده، گیردار -رت سادهلایه به صو

رهاي خارجی، موقعیت و نظر گرفته شده است. تاثیر فشا

هاي تقویتی و شرایط مرزي مختلف روي  رینگ تعداد

مورد بحث قرار گرفت.  ،هاي طبیعی نسخصوصیات فرکا

 اي استوانه  پوسته در حالت ،می شود ملاحظه همانطورکه

ي هر سه شرایط چند لایه بدون تقویت کننده و فشار برا

            هاي طبیعی در ابتدا کاهش مرزي مختلف فرکانس

      . لازم به ذکر است که در یابند و سپس افزایش می

  ه که چند لایه بدون تقویت کنند اي استوانه  پوسته حالت

  سه گیرد، براي همه  در معرض فشار خارجی قرار می

هاي طبیعی افزایش  شرایط مرزي مختلف پاسخ فرکانس

  یابد. می

هاي تقویتی و فشارهاي  نتایج نشان داد که رینگ

ایزوتروپیک چند لایه اثر  اي انهاستو  پوسته خارجی روي

و  شود هاي طبیعی می افزایش فرکانسگذارند و منجر به  می

، سبب افزایش وجود همزمان تقویت کننده و فشار
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ایزوتروپیک چند لایه  اي استوانه  پوستههاي طبیعی  فرکانس

هاي طبیعی مهم  شود. این افزایش در فرکانس می

قتی فشارهاي خارجی که وهمچنین، نتایج نشان داد ؛است

روند.  هاي طبیعی نیز بالاتر می ، فرکانسیابد افزایش می

ها تاثیر  ه نشان داد که تعداد تقویت کنندهنتایج بدست آمد

 اي استوانههاي طبیعی پوسته  مستقیم بر فرکانس

گذارد و سبب افزایش  ایزوتروپیک چند لایه می

تقویت هاي طبیعی سازه می گردد و هر چه تعداد  فرکانس

هاي طبیعی نیز  ه در طول پوسته بیشتر شود فرکانسکنند

باور است که  یابند. در پایان، نویسنده بر این افزایش می

تواند در کاربردهاي مهندسی مفید  نتایج این تحقیق می

  باشد.
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