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 چکیذُ
هٌظَس تجذیل استؼبؿبت هکبًیکی ثِ اًشطی الکتشیکی هفیذ اػتفبدُ هیی اًشطی اص اخضای پیضٍالکتشیک ثِ کٌٌذُثؼیبسی اص تدْیضات ثشداؿت

ّبی ػولی، تحشیک هکبًیکیِ ػیؼتن، ؿَد، دس حبلیکِ دس هَقؼیتثلَست هَج ّبسهًَیک دس ًظش گشفتِ هی کٌٌذ. تحشیک ٍسٍدی هؼوَلا

الکتشیک ثب اػتفبدُ اص تئَسی استؼبؿبت اتفبقی اػت. ی ثشداؿت اًشطی دس تدْیضات پیضٍ ػیگٌبل اتفبقی اػت. ّذف ایي پظٍّؾ، هغبلؼِیک 

دس هشحلِ اٍل یک هذل پبساهتشی هتوشکض اص ػیؼتن اسائِ ؿذُ اػت. پغ اص آى هؼبدلات دیفشاًؼیل ثذٍى ثؼذِ حبکن ثش ٍلتبط القب ؿذُ دس 

ی پیضٍالکتشیک ثذػت آهذُ اػت. فشم ؿذُ اػت کِ تحشیک ٍسٍدی ثلَست یک  اًشطی ٍ ّوچٌیي حبکن ثش عَل هبدُهذاس ثشداؿت 

ؿتبة ثب عیف فشکبًؼیِ ًَیض ػفیذ، ثب ثبًذ هحذٍد ثبؿذ. ػپغ اص تئَسی استؼبؿبت اتفبقی ثشای ثذػت آٍسدى خَاف آهبسی ٍلتبط، تَاى ٍ 

بسی تحشیک، ثلَست تحلیلی اػتفبدُ ؿذُ اػت. ًتبیح ثذػت آهذُ حبکی اص آى اػت کِ ثب ی پیضٍالکتشیک ثش حؼت خَاف آه عَل هبدُ

سٍد ًتبیح ثذػت آهذُ تَاًذ ثغَس هَثشی افضایؾ یبثذ. اًتظبس هیؿذُ هیاًتخبة هٌبػت پبساهتشّبی ػیؼتن، هقذاس هَسد ًظش تَاى ثشداؿت

ی اًشطی هَسد اػتفبدُ قشاس  کٌٌذُػبصی ٍ ػبخت تدْیضات پیضٍالکتشیک ثشداؿتاص ایي پظٍّؾ ثتَاًٌذ ثغَس کوی ٍ کیفی دس تحلیل، ثْیٌِ

 گیشًذ.

 کٌٌذُ اًشطی؛ هبدُ پیضٍالکتشیک؛ استؼبؿبت اتفبقی؛ تَاى الکتشیکی.ثشداؿت :کلوبت کلیذي
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Abstract 
Many energy-harvesting devices use the piezoelectric elements in order to convert mechanical vibrations 

into usable electrical energy. The input excitation is usually assumed to be a deterministic harmonic wave, 

while, in practical situations, the mechanical excitation of the media is a random signal. The objective of this 

work is to study energy harvesting in the piezoelectric devices using the random vibration theory. In the first 

step, a lumped parameter physical model of the device is presented. A mathematical model is then developed 

by acquiring the normalized differential equations governing the voltage induced in the energy-harvesting 

circuit as well as the length of the piezoelectric materials. The random vibration theory is then utilized to 

derive the analytical expressions for the statistical properties voltage, power, and length of the piezoelectric 

materials in terms of the statistical properties of the excitation, which is assumed to be a band limited white 

noise. It is shown that with a proper selection of the system parameters, the expected value for the harvested 

power can be effectively maximized. The qualitative and quantitative knowledge resulting from this effort is 

expected to enable the analysis, optimization, and synthesis of the energy-harvesting piezoelectric devices. 
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 هقذهِ  -9
 تجذیل ٍ ػیؼتن اعشاف هحیظ اص اًشطی آٍسدى ثذػت فشایٌذ

دس  .ؿَدهی ًبهیذُ تَاى ثشداؿت هفیذ، الکتشیکی اًشطی ثِ آى

 ّبیؿجکِ تدْیضات تَاى تبهیي ثِ توبیل ّبی اخیش،ػبل

ثبػث  ثبتشی اص اػتفبدُ ثذٍى ٍ ٍػبیل هتحشک، ػٌؼَسی

 ی کٌٌذُتدْیضات ثشداؿت ی تحقیق دس صهیٌِ ی ایدبد اًگیضُ

 ّبیکٌٌذُثشداؿت فٌبٍسی اص اػتفبدُ ثب .ؿذُ اػت اًشطی

 ثب تدْیضات ایي تَاى کَچک، الکتشًٍیکی تدْیضات دس اًشطی

 تبهیي قبثل عجیؼت دس هَخَد استؼبؿی اًشطی اص اػتفبدُ

 یب خبسخی ٍ تَاى هٌجغ یک ثِ ًیبص ثٌبثشایي خَاّذ ثَد.

 .ؿَدهی حذاقل یب سفتِ ثیي اص ثبتشی ایدٍسُ خبیگضیٌی

 ػیؼتنیک  اص اًشطی ثشداؿت ثشای هؼوَل سٍؽ یک

 هَاد ایي. اػت پیضٍالکتشیک هَاد اص اػتفبدُ کٌٌذُ،استؼبؽ

 اًشطی تجذیل تَاًبیی کِ ّؼتٌذ ثلَسی ػبختبس یک داسای

 ثبلؼکغ سا داسا ٍ الکتشیکی ؿبسط ثِ هکبًیکی کشًـی

 ثب هقبیؼِ دس پیضٍالکتشیک تدْیضات اكلی هضیت. ثبؿٌذهی

 یک ثشای ّبآى ثبلای خشٍخی تَاى الکتشٍهغٌبعیغ، تدْیضات

هَاد پیضٍالکتشیک،  تِالج .[1] اػت هـخق ی اًذاصُ ثب ٍػیلِ

 ثشای اهب ایي سٍؽ ًیؼتٌذ، هٌبػت ثبلا تَاى ػغح تَلیذ ثشای

هٌبػت  ثؼیبس کَچک الکتشًٍیکی تدْیضات دس کبسثشد

هحققبى ثؼیبسی ثِ ثشسػی اػتفبدُ اص هَاد  .[4] ثبؿذ هی

ّبی هکبًیکی پشداختٌذ. ثِ ػٌَاى هثبل، پیضٍالکتشیک دس ػبصُ

کوبًؾ ػشضی یک ًبًَ تیش  [2] آساًی ٍ ّوکبساًؾ

دس هحیظ الاػتیک ثب اػتفبدُ اص تئَسی تیش پیضٍالکتشیک ٍاقغ 

ثِ تحلیل غیشخغی  [3]سدی سا ثشسػی ًوَدًذ. پظًذ ٍ اػشاثی 

ی پیضٍالکتشیک  ثب لایِ ،ّبی ثب تقبسى هحَسی چٌذ لایِ پَػتِ

  گؼتشدُ پشداختٌذ.

ای  گؼتشدُ کبسثشدّبیهَاد پیضٍالکتشیک اًجبؿتِ تب کٌَى 

هکبًیکی ًبؿی اص  یبّ . ثذى اًؼبى هٌجغ اًشطیاًذ پیذا کشدُ

اًشطی ّیذسٍلیک خَى اػت. هحققبى ثب اػتفبدُ اص  ٍ حشکت

ایي هٌبثغ، اًشطی هَسد ًیبص ثشای قغؼبت کَچک الکتشًٍیکی 

هَخَد دس ثذى ؿبهل ػٌؼَسّبی پبیؾ ػلاهتی سا ثذٍى ًیبص 

ّب  ثؼیبسی اص ػبصُ .[5] اًذکشدُثِ هٌبثغ اًشطی خبسخی تبهیي 

ّبی هؼلق، ًیبص ثِ پبیؾ دائوی  ی َّاپیوب ٍ پل هبًٌذ ثذًِ

یشی ػٌؼَسّبی ثب تَخِ ثِ هحل قشاسگ داسًذ. اص ػَی دیگش،

خبیگضیٌی دس ثؼیبسی اص هَاسد اهکبى  پبیؾ ػلاهت ػبصُ،

اػتفبدُ اص یک هٌجغ تَاى  سٍاص ایي . ّب ٍخَد ًذاسد ثبتشی

 پیضٍالکتشیکی اًشطی ّبی کٌٌذُ دائوی هبًٌذ ثشداؿت

ی  اًجبؿتِ ّبی پیضٍالکتشیک .[6] ًبپزیش اػت اختٌبة

ّب ثِ  پـتی ّوچٌیي دس ثشخی کَلِی اًشطی  کٌٌذُ ثشداؿت

 . [7]ؿًَذ  ظَس ؿبسط هَثبیل اػتفبدُ هیهٌ

 ثب سا هَاد پیضٍالکتشیک ایگؼتشدُ ثغَس هحققبى کٌَى تب

دس  خلاكِ هشٍسی. اًذکشدُ ػبصیهذل اًشطی ثشداؿت ّذف

 هٌجغ دس تَاىهی سا هَاد پیضٍالکتشیک اص اًشطی ثشداؿت هَسد

ی. ًوَد هـبّذُ [8]  یک ّوکبساًؾ ٍ 1ػجذالکبف

ثب دسخبت  كلت ایشفَیل یک ؿبهل اًشطی ی کٌٌذُ ثشداؿت

 ػبصیهذل ،[9] عشاحی سا 3ثشگـتی ٍ سفت ٍ 2پیچـیآصادی 

 ٍ یچـیپ یفٌشّب داسای ّبىآ دػتگبُ. شدًذک [10] تحلیل ٍ

 ی دٌّذُاتلبل ثِ ی ثَد؛ ایي فٌشّبشخغیغ ٍ یخغ یِخوـ

 ؿذُ هتلل ثشگـتی ٍ سفت یآصاد دسخِ ثب کیضٍالکتشیپ

 عشاحی پبساهتشّبی تحلیلی تبثیش ثلَست [11] آًْب. ًذثَد

 ػیؼتن اص ؿذُ ثشداؿت تَاى ثشدى ثبلا دس هختلف

 [12] ّوکبساًؾ ٍ 4یل. کشدًذ ثشسػی سا پیضٍالکتشیک

 خوـی تیشّبی داسای کَچک الکتشیکی طًشاتَسّبی

 ٍ 5َسیخًَ. کشدًذ ثشسػی سا الاػتیک پبیِ ٍ پیضٍالکتشیک

 الکتشٍهکبًیکی کَپل ایكفحِ یک هذل [13] ّوکبساًؾ

 كفحبت خشٍخی الکتشیکی تَاى تخویي ثشای سا هحذٍد اخضا

ٍ .دادًذ اسائِ اًشطی ی کٌٌذُثشداؿت پیضٍالکتشیکِ ٍ  6ط

ؿذُ اص پیضٍالکتشیک اًجبؿتِ سا  تَاى ثشداؿت [14]ّوکبساًؾ 

پشیب ٍ ّوکبساًؾ  كَست تئَسی ٍ ػولی ثشسػی کشدًذ. ثِ

 طی اص هَاداًش ّبی کٌٌذُ ػبصی اًَاع ثشداؿت هذل [15]

ذ. ّب سا اسائِ کشدً پیضٍالکتشیک سا ثشسػی ٍ کبسثشدّبی آى

 یکؼشگیشداس تیش یک اص اػتفبدُ [16] ّوکبساًؾ ٍ یػجذالکبف

 ٍ پیچـی استؼبؿبت تحت کِ پیضٍالکتشیک لایِ یک داسای

 پیضٍالکتشیک عشح یک ػٌَاى سا ثِ اػت خوـی

ٍ. کشدًذ پیـٌْبد خذیذ اًشطی ی کٌٌذُثشداؿت  ٍ 7آًذ

 ثبًذ هذل تَػؼِ ثشای خذیذ اػتشاتظی یک [1] ّوکبساًؾ

                                                        
1 Abdelkefi 
2 Pitch 
3 Plunge 
4 Li 
5 Junior 
6 Zhu 
7 Ando 
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 اسائِ استؼبؿی اًشطی ی کٌٌذُثشداؿت ی گؼتشدُ ٍ دٍ خْتِ

 .ًوَدًذ

  ػبصیثْیٌِ ٍ ػبصیهذل عشاحی، گفتِ ؿذ، کِ عَسّوبى

 دس ایگؼتشدُ ثغَس اًشطی ی کٌٌذُثشداؿت پیضٍالکتشیک

 ثیـتش چٌذ ّش. اػت ؿذُ اسائِ ّبی هحققبىپظٍّؾ

ياستؼبؿبتِ  تئَسی اص هشثَعِ ّبیپظٍّؾ ثشای  1هؼی

 تحشیک اکثش اهب اًذ،کشدُ اػتفبدُ ػیؼتن ػبصی هذل

 .اػت فشکبًؼی یگؼتشدُ ثبًذ ثلَست یک دس ػول ّبػیؼتن

غ ک 2ثشٍی ثشداؿت اًشطی اص یک تیش  [17] 3ٍ لیتب

ی پیضٍالکتشیک سا تحت  یکؼشگیشداس داسای خشم تقَیتی ٍ لایِ

ٍ ّوکبساًؾ  4کَتَى .تحشیک استؼبؿبت اتفبقی ثشسػی کشدًذ

 کوبًؾ یک تیش یکؼشگیشداس تحت تحشیک اتفبقی سا  [18]

یک ػیؼتن داسای  [19]ٍ ّوکبساًؾ  5پیٌگ اسائِ دادًذ.

پیضٍالکتشیک ٍ الکتشٍهغٌبعیغ کِ تحت تحشیک اتفبقی قشاس 

داسد سا اسائِ کشدًذ ٍ ًتبیح تئَسی سا ثب ًتبیح ػولی هغبثقت 

 تَاى آصهبیـگبّی ثلَست [20] ّوکبساًؾ ٍ 6خکؼَى دادًذ.

 اًَاع ثشای سا پیضٍالکتشیک استؼبؿی هَلذ یک اص ؿذُثشداؿت

 یٌَػیػ ٍ اتفبقی ػیٌَػی، ٍسٍدی استؼبؿبت ػٌبسیَّبی

کِ ثلَست هختلش  عَساهب ّوبى. کشدًذ هقبیؼِ 7یاتفبق یسٍ

 یػبصهذل هٌظَسثِ سیبضی سٍؽ یک ٌَّص ؿذ، هشٍس

 ّبی   پیضٍالکتشیک اًشطی ی کٌٌذُثشداؿت اتفبقی استؼبؿبت

 ػیؼتن یک هقبلِ ایي دس ثٌبثشیي. اػت ًـذُ اسائِ اًجبؿتِ

 یک اص اًشطی ثشداؿت ثشای 8هتوشکض ثؼذی یک پیضٍالکتشیک

 کَپل هذل .اػت ؿذُ اسائِ گؼتشدُ ثبًذ اتفبقی تحشیک

صهبًی  دیفشاًؼیل ی هؼبدلِ دٍ ثلَست ػیؼتن الکتشٍهکبًیکی

 خَاف حؼت ثش خشٍخی تَاى آهبسی خَاف. اػت اسائِ ؿذُ

 استؼبؿبت تئَسی اص اػتفبدُ ثب اتفبقی ٍسٍسدی تحشیک آهبسی

ثِ پبساهتشی ثشسػی یک ػپغ. هحبػجِ ؿذُ اػت اتفبقی

 ثؼذ ثذٍى عشاحی پبساهتشّبی تبثیش کشدى هـخق هٌظَس

كَست گشفتِ  ؿذُ ثشداؿت تَاى هیبًگیي هقذاس سٍی هختلف

 اًذ.دس ًْبیت ًیض ًتبیح اسائِ ٍ تفؼیش ؿذُ .اػت

                                                        
1 Deterministic Vibration 
2 Borowiec 
3 Litak 
4 Cottone 
5 Ping 
6 Jackson 
7 Sine On Random (SOR) 
8 Lumped 

 فرهَلاسیَى هسئلِ -2

 هذل کَپل الکترٍهکبًیکي  -2-9

اًشطی پیضٍالکتشیک دس ؿکل  ی کٌٌذُهذل یک ثؼذی ثشداؿت

ضخبهت الکتشٍدّب  et اسائِ ؿذُ اػت. دس ایي ؿکل 1

Pt،  اػت. کشدى کِ قبثل كشف ًظش ثبؿذ هی ˆẑ t ،PR ٍ 

Bw ِتشتیت ضخبهت اٍلیِ، عَل دس صهبى ثt هقبٍهت ،

 ی هبدُ ی ٍ خبثدبیی پبیِ الکتشیکالکتشیکی داخلیِ پیضٍ

ٍلتبط  پتبًؼیل اختلاف پیضٍالکتشیک ّؼتٌذ. ّوچٌیي 

  کٌٌذُ اػت.هقبٍهت الکتشیکی هلشف lRتَلیذی ٍ 

دس یک هحیظ  1ًـبى دادُ ؿذُ دس ؿکل  ؼتنیػ

ی ػیؼتن ثِ ػلت ًیشٍیی کِ ثِ گیشد ٍ پبیِ هشتؼؾ قشاس هی

کٌذ. ثِ ػلت حشکت هی Bwؿَد، ثب ؿتبة آى ٍاسد هی

پیضٍالکتشیک ٍ حضَس ثبس تقَیتی  ی خبكیت الاػتیک هبدُ

کٌذ. ایي کشًؾ ثبػث سٍی آى، پیضٍالکتشیک کشًؾ پیذا هی

ثیي دٍ الکتشٍد ًـبى دادُ ؿذُ دس  پتبًؼیلالقبی اختلاف 

ؿَد ٍ ثِ ایي یٍ تَلیذ خشیبى الکتشیکی دسٍى هذاس ه 1ؿکل 

 ثؼذی یک ؿکل اص اػتفبدُ ؿَد. ثبتشتیت اًشطی هْبس هی

 ثؼذی ػِ خغی الاػتیک سٍاثظ تَاىهی ؿذُ، دادُ ًـبى

 ثلَست سا ( اسائِ ؿذ1ُ) ی ساثغِ پیضٍالکتشیک کِ دس ی هبدُ

 .[22, 21]کشد  ( ػبد3ُ) ( 2ٍ) هؼبدلات

 

 
هذل يک بعذي شوبتیک پیسٍالکتريک  -9 شکل

 ي اًرشيکٌٌذُ برداشت

 
E t

S

T Sc e

D Ee 

    
    

    
 (1) 

3 33 3 33 3

ET c S e E  (2)  

3 33 3 33 3

SD e S E  (3)  

  کٌٌذُ ثِ تشتیت ثیبى T ،S ،E  ٍD(، 1) ی دس هؼبدلِ

تبًؼَس تٌؾ، تبًؼَس کشًؾ، هبتشیغ هیذاى الکتشیکی ایدبد 
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ٍ  c ،eؿذُ ٍ هبتشیغ خبثدبیی الکتشیکی ّؼتٌذ. ثِ ػلاٍُ 

  ثلَست هبتشیغ ػفتی، ثبثت پیضٍالکتشیک )کِ ثب چگبلی

 ی دّی هبدُاػت( ٍ ثبثت گزس ؿبسط ٍ کشًؾ هشتجظ

یک پبساهتش  E ٍ S ّبیؿًَذ. ثبلاًٍذپیضٍالکتشیک تؼشیف هی

تشتیت دس هیذاى الکتشیکی ٍ کشًؾ ثبثت )هؼوَلا كفش(  سا ثِ

هبتشیغ سا  ی تشاًْبدُ tکٌٌذ، دس حبلیکِ ثبلاًٍذ ثیبى هی

 3(، صیشًٍذّبی 3( ٍ )2ّوچٌیي دس هؼبدلات ). دّذ ًـبى هی

ّبی هشثَط ثِ  تشتیت اؿبسُ ثِ ثشداسّب ٍ تبًؼَس ثِ 33ٍ 

)ػوَدی(  3ی  هـخلبت ػیؼتن دس ساػتبی هحَس ؿوبسُ

 داسًذ.

 ًیَتي، دٍم قبًَى ٍ ثؼذی یک تٌؾ تؼشیف اص اػتفبدُ ثب

 ثذػت صیش ثلَست پیضٍالکتشیک ی هبدُ دس ؿذُ القب تٌؾ

 آیذ.هی

3

( ( ) ( ))T B

P

M z t w t
T

A


  (4)  

خشم هَثش ػیؼتن  TMػغح هقغغ پیضٍالکتشیک ٍ  PAکِ 

 صیش قبثل هحبػجِ اػت. ی اػت ٍ ثب اػتفبدُ اص ساثغِ
1

3
T PM M M  (5)  

ی  دٌّذُ تشتیت ًـبى ثِ M ٍ PM (،5) ی ؿوبسُ ی دس ساثغِ

. ّؼتٌذخشم پیضٍالکتشیک خشم تقَیتی ًَک پیضٍالکتشیک ٍ 

ّوچٌیي، خشم هؼبدل پیضٍالکتشیک، یک ػَم خشم آى دس ًظش 

ثبیذ تَخِ داؿت کِ ایي ساثغِ، . [23, 15]گشفتِ ؿذُ اػت 

یک ساثغِ تقشیجی اػت، ٍلی دس ػیي حبل دقت آى قبثل قجَل 

 اػت.

 ٍ الکتشیکی هیذاى هٌْذػی، کشًؾ تؼشیف، ایي ثب

(، 6سٍاثظ ) ثلَست تشتیت ثِ پیضٍالکتشیک الکتشیکی خبثدبیی

 ؿًَذ. هی ( تؼشیف8( ٍ )7)

3

(t)

P

z

t
S  (6) 

3

( )

P

v t
E

t
  (7) 

3

P

q
D

A
 (8)  

هؼبدلات  ( دس8ٍ ) (7(، )6) (،4) هؼبدلات خبیگزاسی ثب

( 3( ٍ )2هؼبدلات ) سیبضی، ػولیبت چٌذ اًدبم ( 3ٍ( ٍ )2)

 ( 10ٍهؼبدلات ) دس تشتیت ثِ کِ تشیکبسثشدی فشم ثلَست

 اػت. ؿذى ػبدُ قبثل اػت، ؿذُ ( اسائ11ِ)

( ) ( ) ( ) ( )wBT TM t Kz t Mz v t t    (9)  

1
( ) ( ) ( ) 0Pz t C v t v t

R
    (10)  

ثلَست صیش  K ،PC ٍ دس ایي هؼبدلات، پبساهتشّبی 

 تؼشیف هی ؿًَذ.

33

E

P

P

c A
K

t
 (11)  

33

s

P
P

P

A
C

t


 (12)  

33 P

P

e A

t
   (13)  

یک پبساهتش سا  E ٍ S(، ثبلاًٍذّبی 12( ٍ )11دس سٍاثظ )

تشتیت دس هیذاى الکتشیکی ٍ کشًؾ ثبثت )هؼوَلا كفش(  ثِ

 کٌٌذ.ثیبى هی

 ی ّوچٌیي ثب تَخِ ثِ ایٌکِ هقبٍهت داخلی هبدُ

کٌٌذُ ثؼیبس پیضٍالکتشیک هؼوَلا دس هقبیؼِ ثب هقبٍهت هلشف

Pثبلاتش ثَدُ ٍ ثِ ػجبست دیگش  lR R هقبٍهت کلی  ؛اػت

ؿَد. ثِ ثیبى تخویي صدُ هی lR، ثب دقت خَثی ثب Rهذاس یب 

lRدیگش R. 

 ثؼذّبی ثیهتغیش ًتیدِ، ثِ دػتشػی دس ػَْلت ثشای

 ؿًَذ.هی تؼشیف ریل ثلَست ػیؼتن

P

z
z

t
 (14)  

B
B

P

w
w

t
 (15)  

0

v
v

v
 (16)  

0.t t (17)  

 ؿًَذ.ثلَست صیش تؼشیف هی 0v  ٍ0کِ 

0

. P

P

t
v

C


 (18)  

0

T

K

M
  (19)  

 (،14سٍاثظ ) دس ؿذُ اسائِ ثؼذیث هتغیشّبی اص اػتفبدُ ثب

 ؿذُ ثؼذثی ( ثلَست10) ( 9ٍ) هؼبدلات (،17) ( 16ٍ) (،15)

 ؿًَذ.هی ( ثیبى21) ٍ (20) هؼبدلات دس تشتیت ثِ

1( ) ( )   ( ) ( )Bz t z t A v t w t     (20)  

2( ) ( ) ( ) 0z t v t A v t    (21)  

1A  ٍ2A ٍثَدُ  tحؼتپبساهتش صهبى ثش ایي هؼبدلات،کِ دس 

 ؿًَذ.ثؼذ ّؼتٌذ کِ ثلَست صیش تؼشیف هی یهتغیشّبی ث
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2

1

P

A
KC


 

 (22)  

2

T

l P

M
A

R C K


  

 
(23) 

 1A  ٍ2A، هقذاسی هٌفی داسد، کِ پبساهتش ثب تَخِ ثِ ایي

 پبساهتشّبیی هثجت ّؼتٌذ.

 

 ياتفبق ارتعبشبت يسبزهذل -2-2

 ثب سا پیضٍالکتشیک ای هَادگؼتشدُ ثغَس هحققبى کٌَى تب

 توبم تقشیجب. اًذکشدُ ػبصیهذل ،اًشطی آٍسدى ثذػت ّذف

 ػبصیهذل هٌظَس ثِ قغؼی استؼبؿبت تئَسی اص ّبایي پظٍّؾ

 تحشیک ٍاقؼی، حبلت دس اهب اًذ.کشدُ اػتفبدُ ػیؼتن

ای اص اتفبقی ثب ثبًذ گؼتشدُ ثلَست هؼوَلاّب ػیؼتن

 استؼبؿبت پظٍّؾ اص تئَسیایي  دس ثٌبثشیيّب اػت. فشکبًغ

 اػتفبدُ تَاى الکتشیکی آهبسی خَاف ػبصیهذل ثشای اتفبقی

 (21) ٍ (20) هؼبدلات اٍل، قذم دس کبس ایي ثشای. ؿَدهی

 اًذ.ؿذُ اسائِ هبتشیؼی ثلَست

(24) (1) '' (2) ' (3)( ) ( ) ( ) ( )B t B t B t Y t                

 کِ

( )
( )

( )

z t
t

t

 
   

 
 (25)  

( )
( )

0

Bw t
Y t

 
  

 
 (26)  

 1 1 0

0 0
B

 
     

 
 (27)  

 2 0 0

1 1
B

 
     

 
 (28)  

 3 1

2

1

0

A
B

A

 
       

 (29)  

 ثیبى (24) ی هؼبدلِ دس دیفشاًؼیل کِ هؼبدلات ػیؼتن

 دس اٍل ی هشحلِ. اػت خشٍخی دٍ ٍ ٍسٍدی یک داسای ؿذ،

 پبػخ کشدى پیذا ػیؼتن، اتفبقی استؼبؿبت ػبصیهذل

 دس صیش ثلَست ٍسٍدی هٌظَس، ایي ثشای. اػت آى فشکبًؼی

 ؿَد.هی گشفتِ ًظش

0
( ) ( )B Bw t w exp i t  (30)  

)اکٌَى  )Y t .ثلَست صیش قبثل هحبػجِ اػت 

0( ) ( )Y t Y exp i t (31)  

1iکِ      ٍ0Y ؿَد.تؼشیف هی صیش ثِ كَست 

0

0
0

Bw
Y

  
  

  
 (32)  

)دس كَستی کِ  )H   ،پبػخ فشکبًؼی ػیؼتن ثبؿذ

 ثَد. خَاّذ صیش ثلَست ػیؼتن خشٍخی

0
( ) ( ) ( )Bt H w exp i t   (33)  

(، 24) ی ( دس هؼبدل33ِ( ٍ )30ثب خبیگزاسی هؼبدلات )

( )H  آیذ.ثلَست صیش ثذػت هی 

1

2

( )
( )

( )

H
H

H






 
  
 

 (34)  

 آى دس کِ

)) )هیبًگیي( خشٍخی 1اکٌَى اهیذ سیبضی )t)  ثلَست

 .[24]آیذ هی صیش ثذػت

 ( دس پیَػت الف اسائِ ؿذُ اػت.37)ی  اثجبت ساثغِ

)ثِ ػجبست دیگش، اهیذ سیبضی  )z t  هؼبٍی هٌفی اهیذ

دس ((، 37ی )ؿَد )ػغش اٍل هؼبدلِسیبضی ؿتبة پبیِ هی

)ػغش دٍم  ؿَد ثؼذ كفش هی حبلیکِ هقذاس هیبًگیي ٍلتبط ثی

 ((.37ی )هؼبدلِ

 ی ّبی خشٍخی ثب اػتفبدُ اص هؼبدلِچگبلی عیفی هتغیش

 .[24] آیذ( ثذػت هی38)

 آى دس کِ

 2ٍسٍدی ػوتی یک عیفی چگبلی ،ّبی ػولیهَقؼیت دس

 ثبًذ داسای ػفیذ ًَیض یک( ػیؼتن پبیِ ؿتبة) 2ٍسٍدی

 اػت ؿذُ دادُ ًـبى 2 ؿکل دس ی آىکِ ًوًَِ اػت هحذٍد

[25]. 

                                                        
1 Mathematical Expectation 
2 One Sided Spectral Density 

2
1 2 3

2 1

( . )
( )

.( 1) .( . )

A i
H

A i A
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 (37)  
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S
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 (38)  

2

1( ) ( ) . ( )
Bz wS H S   (39)  

2

2( ) ( ) . ( )
Bv wS H S   (40)  
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هشثَط ثِ چگبلی عیفی ٍسٍدی کِ دس  ی ثٌبثشیي ساثغِ 

 ؿَد.ثیبى هی صیش ثلَست اؿبسُ گشدیذ، 2ؿکل 

0 0
( )

0Bw

S a
S

a







 
 

  
 (41)  

a 

0S

( )''
Bw

S ω

ي شتبة چگبلي طیفي يک سوتي بذٍى بعذِ پبيِ -2 شکل

 شَدببًذ هحذٍد در ًظر گرفتِ هي سیستن کِ ًَيس سفیذ
 

 (،40) ( 39ٍ) هؼبدلات دس (41) ی هؼبدلِ خبیگضیٌی ثب

 آیٌذ. هی ( ثذػت43) ٍ (42) هؼبدلات تشتیت ثِ

ؿَد کِ هقذاس اهیذ دس تئَسی استؼبؿبت اتفبقی اثجبت هی

گیشی اص چگبلی عیفی آى سیبضی هشثغ هتغیش اتفبقی ثب اًتگشال

. ثب اػتفبدُ اص ایي [24] آیذدس ثبصُ فشکبًؼی آى ثذػت هی

2E ی هحبػجِتئَسی، هؼبدلات صیش ثشای  z   ٍ 2E v    ِاسائ

 اًذ.ؿذُ
2

2

1

0 00 0

( )
( )

a

z
E z S

d H d
S S


  

      (44)  

2

2

2

0 00 0

( )
( )

a

v
E v S

d H d
S S


  

      (45)  

 ی اص هؼبدلِ (P)تَاى الکتشیکی ثذػت آهذُ اص هذاس 

 آیذ.هـَْس صیش ثذػت هی
2

( )ˆ

l

v
P t

R
 (46)  

  ؿَد.هی ثیبى صیش ثلَست ثؼذ ثذٍى تَاى الکتشیکی

0

( )
( )

P̂ t
P t

P
 (47)  

 کِ
2

0 0
0

l

S v
P

R
 (48)  

 ؿَدهی اثجبت ػبدگی ( ث48ِ) ( 47ٍ) (،46) هؼبدلات اص

 قبثل ریل ثلَست ثؼذ ثذٍى تَاى الکتشیکی اهیذ هقذاس کِ

 اػت. ثیبى

 
2

0

E v
E P

S

   (49)  

اهیذ  هقذاس هحبػجِ ثشای (45) ی هؼبدلِ دیگش، ثیبى ثِ

 .اػت اػتفبدُ قبثل ثؼذ ثذٍى تَاى الکتشیکی سیبضی

 

 ًتبيج ٍ بحث -3

 دادُ ًـبى 1 خذٍل دس ؼتنیػ یٌّذػ ٍ یکیضیف یپبساهتشّب

 .اًذؿذُ

 ّبی اٍل ٍ دٍم پبػخ فشکبًؼی ، هَلف4ٍِ  3ّبی  دس ؿکل

ثِ اصای  ،     ٍ       ، (36( ٍ )35دس هؼبدلات )هَخَد 

دس  اسائِ ؿذُ اػت.   ٍ    هقبدیش هؼوَل ثشای پبساهتشّبی 

)0، چگبلی عیفی یک ػوتی 6ٍ  5ّبی ؿکل ) /vS S 

 ثش حؼت فشکبًغ ثذٍى ثؼذ ( 43ی ) هَخَد دس هؼبدلِ

 ٍ 1A)ّبی عشاحی هختلف ًـبى دادُ ؿذُ ٍ تبثیش پبساهتش

2A) اًذ. ّبی عیفی ثشسػی ؿذُ دس ایي چگبلی 
 

پبراهترّبي فیسيکي ٍ ٌّذسي سیستن ًشبى دادُ  -9 جذٍل

 [22] 9شذُ در شکل 
 ٍاحذ هتغیش هقذاس هتغیش ًبم

M 01/0 kg 

Pt 01/0 m 

PA 001/0 m2 

N 196570 / secrad 

Pm 0075/0 kg 

33e 28/64 2/C m 

2

eK 286/1 - 

33

S 8-10 317/1 /f m 

33

EC 109 3/48 2/N m 

PR 109 5 Ω 

 

)ثب ثبثت ًگِ  1A هقذاس ؾیافضا، ثب 5ثب تَخِ ثِ ؿکل 

چگبلی عیفی ٍلتبط ثِ ٍیظُ دس (، حذاکثش 2Aداؿتي هقذاس 

1ثؼذِ فشکبًغ ثی ِیبثذ. ای کبّؾ هی ، ثغَس قبثل هلاحظ

اهب فشکبًؼی کِ ثِ اصای آى، چگبلی عیفی ٍلتبط ثیـیٌِ اػت، 

تبثیش تغییش  6دس ؿکل کٌذ. ای تغییش ًویثغَس قبثل هلاحظِ

( سٍی چگبلی عیفی 1A)دس هقذاس ثبثت  2Aهقذاس پبساهتش 

2

1

0

( ) ( ) 0

0

zS H a

S a

  



  
 

  
 (42)  

2

2

0

( ) ( ) 0

0

vS H a

S a

  



  
 

  
 (43)  
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، 2Aٍلتبط ثشسػی ؿذُ اػت. ٍاضح اػت کِ ثب افضایؾ هقذاس 

 ؿَد،فشکبًؼی کِ دس آى چگبلی عیفی ٍلتبط ثیـیٌِ هی

 یبثذ. کبّؾ هی

سٍی  1A  ٍ2Aتبثیش تغییش هقبدیش  8ٍ  7ّبی دس ؿکل

( هغبلؼِ 42ی ) هَخَد دس هؼبدلِ zچگبلی عیفی پبساهتش 

 ؿذُ اػت.

(، 2A)دس هقذاس ثبثت  1Aٍاضح اػت کِ ثب افضایؾ هقذاس 

0( ) /zS S  2کبّؾ یبفتِ اػت، دس حبلیکِ افضایؾ هقذاسA 

)0( ثبػث افضایؾ 1A)دس هقذاس ثبثت  ) /zS S ؿَد. هی

، تبثیش هحؼَػی سٍی 1A  ٍ2Aّوچٌیي افضایؾ هقبدیش 

)0فشکبًغ ثیـیٌِ  ) /zS S  .ًذاسد 

(، 49) ی ثب اػتفبدُ اص هؼبدلِ E p  ثش حؼت پبساهتشّبی

1A  ٍ2A 10ٍ  9ّبی ثذػت آهذُ ٍ ًتبیح هشثَعِ دس ؿکل 

 دٌّذ کِ هقذاس اهیذي دٍ ؿکل ًـبى هیاًذ. ایسػن ؿذُ

ثؼذ ثشداؿت ؿذُ، ثب کبّؾ ّش دٍ  سیبضی تَاى الکتشیکی ثی

 ؿَد.( ثیـیٌِ هی1A  ٍ2Aپبساهتش عشاحی )
 

، در      ي اٍل پبسخ فرکبًسي سیستن،  هَلفِ -3شکل 

9228 1 A ٍ7 2A 
 

 
، در      ي دٍم پبسخ فرکبًسي سیستن،  هَلفِ -4شکل 

9228 1 A ٍ7 2A 

 

رٍي چگبلي طیفي ٍلتبش بذٍى  1Aتبثیر پبراهتر  -5 شکل

 2A 7بعذ در 

 

 
رٍي چگبلي طیفي ٍلتبش بذٍى بعذ  2Aتبثیر پبراهتر  -6 شکل

 1A 28/9در 
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)0 رٍي 1A بعذ بذٍى تبثیر پبراهتر -7 شکل ) /zS S در   

7 2A 

 
)0 رٍي 2A بعذ بذٍى تبثیر پبراهتر -8 شکل ) /zS S در       

28/9 1A 

 

سیبضی هشثغ ّش هتغیش اتفبقی ػغح صیش  هقذاس اهیذ

هٌحٌی چگبلی عیفی آى هتغیش اتفبقی اػت. ثٌبثشیي ایي 

ثبػث ثیـیٌِ ؿذى هقذاس  1A  ٍ2Aٍاقؼیت کِ کبّؾ هقبدیش 

 6ٍ  5ّبی ؿَد، ثب اػتفبدُ اص ؿکلاهیذ سیبضی هشثغ ٍلتبط هی

 ثیٌی ثَد.ًیض قبثل پیؾ
2E(، 44) ی ثب اػتفبدُ اص هؼبدلِ z    ثش حؼت

ثذػت آهذُ ٍ ًتبیح هشثَعِ دس ؿکل  1A  ٍ2Aپبساهتشّبی 

 ؾیٍ افضا 1Aٍاضح اػت کِ کبّؾ هقذاس اًذ. سػن ؿذُ 11

2E ؾیافضا ثبػث 2Aهقذاس  z  ؿَدیه.  

2Eتَخِ داؿت کِ  ذیثب z    ُثِ اًذاص E p ًضمیدس هکب 

ًذاسد ٍ سفتبسؽ تٌْب  تیاّو ی،تحت ثشسػ یِثشداؿت اًشط

 .اػت ؿذُ اسائِ پظٍّؾهٌظَس کبهل ؿذى  ثِ
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ػبصی ثش پبیِ تئَسی استؼبؿبت اتفبقیِ ػیؼتن اّویت هذل

ی اًشطی، ثشای اعلاع ثْتش اص  کٌٌذُپیضٍالکتشیکِ ثشداؿت

ّب، ثِ خَثی هـخق ٍ ػبصی ایي ػیؼتنثْیٌِعشاحی ٍ 

 پزیشفتِ ؿذُ اػت. 

ؿذگیِ الکتشٍهکبًیکی ٍخَد ثشخی ػَاهل اص خولِ خفت

تش تَاًذ ایي ثشسػی سا پیچیذُدس هؼبدلات ثشداؿت اًشطی، هی

کٌذ. دس ایي هقبلِ دیٌبهیک اتفبقی یک ػیؼتن پیضٍالکتشیک 

ی اًشطی ثشسػی ؿذ. یک هذل فیضیکی  کٌٌذُثشداؿت

پبساهتشی هتوشکض ثشای هؼشفی ػیؼتن اسائِ ؿذ ٍ ػپغ یک 

ػبصی ػیؼتن، تَػؼِ دادُ هٌظَس ؿجیِ ثؼذ ثِ هذل سیبضی ثی

هٌظَس هـخق کشدى تَاى  ؿذ. تئَسی استؼبؿبت اتفبقی ثِ

خشٍخی ػیؼتن دس حبلت تحشیک اص پبیِ اػوبل ؿذ. 

سیبضی  هٌظَس افضایؾ هقذاس اهیذِ ی ثِّبی هٌْذػپیـٌْبد

ثذػت آهذُ، اسائِ گشدیذ. ثب اػتفبدُ  تَاى الکتشیکی ثذٍى ثؼذ

گیشیِ آگبّبًِ  تَاى تلویناص داًؾ اسائِ ؿذُ دس ایي هقبلِ، هی

دسثبسُ اًتخبة پبساهتشّبی فیضیکی ٍ ٌّذػی ػیؼتن 

اًشطی داؿت کِ یک خٌجِ ضشٍسی دس  ی کٌٌذُثشداؿت

ّبی هَخَد دس کِ ّوِ تحشیکثب تَخِ ثِ ایي عشاحی اػت.

عجیؼت ثِ ًحَی تحشیک اتفبقی ّؼتٌذ، ًتبیح ٍ سٍیکشد اسائِ 

ثیٌبًِتش ٍ ٍاقغتَاًذ دس عشاحی ثْیٌِؿذُ دس ایي پظٍّؾ هی

ّبی اًشطی، هَسد اػتفبدُ قشاس ثگیشد. دس ٍاقغ کٌٌذُتش ثشداؿت

تحشیک ثب دس ًظش گشفتي تحشیک ػیؼتن ثِ كَست یک 

تشی ثشای هْبس کٌٌذُ اًشطی تَاى عشاحی دقیقاتفبقی، هی

اسائِ داد ٍ ثب ثشسػی خَاف آهبسی ایي اًشطی هْبس ؿذُ، ثْشُ

ٍسی ثیـتشی دس هْبس اًشطی استؼبؿبتی ثِ كَست اًشطی 

 الکتشیکی داؿت.

 

 پیَست -5

خغی دیٌبهیکی  خشٍخی یک ػیؼتن، عجق تئَسی استؼبؿبت

کِ      ⃗⃗ ی  دس هقبلِ حبضش(  ثب تبثغ پبػخ ضشثِ    𝚽)هثلا 

  ٍسٍدیِ خبف )هثل  تحت
قشاس دس هقبلِ حبضش(       

ثب اػتفبدُ اص اًتگشال کبًَلَؿي ٍسٍدی ٍ تبثغ پبػخ  گیشد، هی

 :ضشثِ، ثِ كَست ریل قبثل هحبػجِ اػت

ٍ تَخِ ثِ ایي ًکتِ کِ كشفب ثب اػوبل ػولگش هیبًگیي 

  هتغیش ٍسٍدی )یؼٌی 
( یک هتغیش تلبدفی اػت،      

 خَاّین داؿت

عجق قضبیبی هَخَد دس استؼبؿبت، تبثغ  اص ػَی دیگش،

پبػخ ضشثِ ٍ تبثغ پبػخ فشکبًؼی ثِ كَست ریل ثب یکذیگش دس 

 استجبط ّؼتٌذ.

ی  اص ساثغِ    پبػخ فشکبًؼی دس هقذاس دس ًتیدِ 

  ؿَد: صیش هحبػجِ هی

( قبثل اسائِ 54ی ) ( ثلَست ساثغ51ِی ) دس ًتیدِ، ساثغِ

 اػت:

( كفش قشاس 36( ٍ )35دس سٍاثظ )  دس كَستیکِ هقذاس 

ٍ كفش  -1ثِ تشتیت       ٍ       دادُ ؿَد، هقبدیش 

ؿًَذ. ثِ ػجبست دیگش، ًؼجت اهیذ سیبضی خشٍخی ثِ اهیذ  هی

 ؿَد. ی صیش هحبػجِ هی سیبضی ٍسٍدی اص ساثغِ
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