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Abstract 
In this work, two types of flow are modeled by the isogeometric analysis (IA) method. The first problem 

involved is to find the velocity distribution of the uniform flow in a sloped channel, and the second one is the 

irrotational flow around the circular and rectangular obstacles. The formulation is derived, and its differences 

with the finite element (FE) method are explained. In the IA method, the unknown function of the governing 

differential equation and the domain boundaries are approximated by NURBS (non-uniform rational B-

splines). Due to the ability of NURBS in constructing curves and surfaces with high precision, channels with 

complicated boundaries can easily be considered. The IA results are compared with the standard finite 

element, and their accuracy is demonstrated by means of several examples. Furthermore, the effects of some 

of the IA parameters such as the irregularity of the control point grid, different knot vectors, and number of 

control points are also discussed. 

Keywords: IA (Isogeometric Analysis); NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines); Channels Flow; 

Irrotational Flow.  
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  هقذهِ -4
رٍػ اجشای  ،ّبی گًَبگًَی هبًٌذچٌذ دِّ اخیز رٍػدر 

هؼبدلات حبکن ثز حل  ثزای 2ٍ رٍػ ثذٍى ؽجکِ 1هحذٍد

. اس جولِ اعتهغبئل هٌْذعی در حبل تَعؼِ ٍ پیؾزفت 

تَاى ثِ تقزیت ٌّذعِ ٍ اقٌبع کزدى هی ،ّبهؼبیت ایي رٍػ

هغبئل  ثز ایي، در ثزخی اس. ػلاٍُکزد ؽزایط هزسی اؽبرُ

ؽَد ّبی هختلف دچبر تغییز هیهٌْذعی کِ ٌّذعِ در سهبى

ؽًَذ( هی عبسی ضی هذل)هبًٌذ هغبئلی کِ ثب دیذگبُ لاگزاً

 .اعتاعتفبدُ اس رٍػ اجشای هحذٍد کبر ثغیبر عخت 

عبسی الْبم گزفتي اس هذل ثب هؾکلات ٍثزای غلجِ ثز ایي 

ٌّذعی ٍ طزاحی ثِ کوک کبهپیَتز رٍػ تحلیل 

 . در ایي]1 [هؼزفی ؽذ 3ایشصئَهتزیک تَعط ّیَس ٍ ّوکبراى

ثِ ػٌَاى تَاثغ ؽکل  4عبسی اس تَاثغ ًزثشثزای هذل رٍػ

رٍػ تحلیل  ،. در چٌذ عبل اخیزؽَدهیاعتفبدُ 

ّوچٌیي هکبًیک  ]6-2 [ّب در هکبًیک عبسُ 5ایشٍصئَهتزیک

. ثب تَجِ ثِ اعت ثِ عزػت در حبل تَعؼِ  ]11-7[عیبلات 

ػٌَاى خصَصیبت ایي رٍػ، تحلیل ایشٍصئَهتزیک ثِ

ًظز  تَاى درهیّبی ػذدی جبیگشیٌی هٌبعت ثزای رٍػ

 گزفت.

ثز داؽتي خصَصیبت  ػلاٍُایشٍصئَهتزیک رٍػ تحلیل 

دارای  ،ّبی هبًٌذ اجشای هحذٍد ٍ رٍػ ثذٍى ؽجکِرٍػ

در ایي رٍػ ٌّذعِ ثب . اعت دیگزیخصَصیبت هتوبیش 

در  .ؽًَذعبسی هیگغغتِاعتفبدُ اس ًقبط کٌتزلی اعپلایي 

ّب در هبًٌذ گزُ ،دّذٍاقغ ًقؾی کِ ًقبط کٌتزلی اًجبم هی

ثبؽذ. هی رٍػ اجشای هحذٍد یب ًقبط رٍػ ثذٍى ؽجکِ

لایي ّن ثِ ػٌَاى تقزیت تَاثغ ّوچٌیي تَاثغ پبیِ اعپ

رًٍذ. در ایي هجَْل ٍ ّن ثزای ایجبد ٌّذعِ ثِ کبر هی

عبسی دٍ ًَع ثزای هذلتحقیق اس رٍػ تحلیل ایشٍصئَهتزیک 

جزیبى  عبسیجزیبى کبًبل اعتفبدُ ؽذُ اعت. در اثتذا ثِ هذل

یکٌَاخت ٍ عپظ جزیبى غیزچزخؾی اطزاف هبًغ دایزٍی ٍ 

پزداسین. ًتبیج ثذعت آهذُ اس رٍػ تحلیل هی هغتطیلی

ایشٍصئَهتزیک ثب حل دقیق ٍ رٍػ اجشای هحذٍد هقبیغِ 

                                                        
1 Finite Element Method 
2 Meshless Method 
3 Hughes et al 
4 NURBS (Non-uniform Rational B-Splines) 
5 IA (Isogeometric analysis) 

ؽذُ اعت. ّوچٌیي ثزخی اس پبراهتزّبی ایشٍصئَهتزیک هَرد 

 گیزد.ثزرعی قزار هی

َرد عطَح ًزثش طَر هختصز در هدر ثخؼ ثؼذی ثِ

هؼبدلات حبکن ثز  ،ؽَد. در ثخؼ عَمتَضیحبتی ارائِ هی

ٍ جزیبى غیزچزخؾی جزیبى یکٌَاخت در کبًبل ؽیجذار 

اطزاف هبًغ دایزٍی ٍ هغتطیلی ثب تَجِ ثِ ؽزایط هزسی 

عبسی ایي هؼبدلات ثب رٍػ ؽَد. گغغتِثیبى هیهؼبدلات 

در ثخؼ  ؽَد.پزداختِ هی 4تحلیل ایشٍصئَهتزیک در ثخؼ 

دٍ هثبل  ،ثزای ثزرعی کبرایی رٍػ تحلیل ایشٍصئَهتزیک 5

گیزد ٍ ًتبیج ثب رٍػ اجشای هحذٍد هَرد ثزرعی قزار هی

ًتبیج ثذعت آهذُ هَرد  ،ؽَد. ٍ در ثخؼ آخزهقبیغِ هی

 گیزد.ثحث قزار هی

 

 سطَح ًربس -6
ثب تَجِ ثِ رؽذ ٍ تَعؼِ تَلیذ ٌّذعِ ثِ کوک کبهپیَتز، 

پذیز ٍ عبخت عطَح ٌّذعِ پیچیذُ اهکبى تؼزیف ٌّذعِ

-ّب، تَاثغ ًزثش ٍ تاعپلایي . ثذیي هٌظَر اس]12[ ؽذُ اعت

. ایذُ اصلی رٍػ تحلیل ؽَدّب اعتفبدُ هیلایياعپ

حل هؼبدلِ دیفزاًغیل ثِ ػٌَاى یک عطحی  ،ایشٍصئَهتزیک

ّب ثِ خَثی لایيّبی اعپهذلثب تَاًذ کِ هی ُ اعتذؽ یزتصَ

ّبی ثؼذی تَضیح . در پبراگزاف]7ٍ  6[َد عبختِ ؽ

 ؽَد.َرد عطَح ًزثش دادُ هیههختصزی در 

ّب ٍ ًزثش اعپلایي-تز در هَرد ةثزای تَضیحبت کبهل

هزاجؼِ کزد.  ]18-15 ،12[ تَاى ثِ هزاجغ هختلفی هبًٌذهی

     تَضیحبت هختصزی در ایي هَرد آٍردُ  ،در ایي قغوت

ؽَد. در حبلت کلی ثزای تؼزیف عطَح ًزثش ثِ هَارد سیز هی

 :]13[ًیبس اعت 

یک هجوَػِ  -  11 21  nn ِکٌتزلی  ًقط
jiP ,

 

کِ 
21 ,1,0,,1,0 njni  . 

ثزای دٍ راعتب کِ ثِ تزتیت  ,دٍ ثزدار گزّی -

  دارای
1mٍ 

2m ِکِ  ثبؽٌذهی هَلف

111  pnm  ٍ122  qnm. 

در راعتبی افقی ٍ  p  ٍqتَاثغ پبیِ ثب درجِ  -

 قبئن.

ّبی ًقبط کٌتزل ثزای تؼزیف ًزثش ٍسى -
jiw ,

کِ 

21 ,,1,0,,,1,0 njni  . 
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در  qٍ درجِ   در راعتبی pیک عطح ًزثش ثب درجِ

 ؽَد:تؼزیف هی (1راثطِ ) ثِ صَرت راعتبی 
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کِ  
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 
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(2) 

کِ  
jiw ,

ّب، ٍسى  piN ,
  ٍ qiN ,

         تَاثغ پبیِ  

 ،1ؽًَذ. در ؽکل هیرٍی ثزدار گزّی تؼزیف اعپلایي -ة

 .]1[هثبلی اس عطح ًزثش ًؾبى دادُ ؽذُ اعت 

 

 
 ]4[کِ کٌترلی ٍ سطح ًربس بهثالی از ض -4ضکل 

 

 یبردارّای گرّ -6-4

 صَرتثزدارّبی گزّی ثِ 110 ,,, m   ٍ

 210 ,,, m  ؽًَذتؼزیف هی. 
i  ٍ

i ِصَرت ث

11 ,1,0, miii    ٍ
21 ,1,0, miii   

 .اعت
i  ٍ

i  ،ُگز  ٍ  گبُ . ّزًبهٌذهیثزدار گزّی را

-ثزدار گزّی یکٌَاخت گفتِ هی ،ّب ثزاثز ثبؽذفبصلِ ثیي گزُ

 ؽَد.

-تؼزیف هی (3راثطِ )صَرت ثِ ثبس اعتبًذاردثزدار گزّی 

 ؽَد:























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11
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p
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p

bbaa 
 (3) 

 

 تَابغ پایِ -6-6
 iاعپلایي درجِ -تبثغ پبیِ ة اهیيp  ِهزتج(p+1  ِک )   

صَرت ثِ piN ,
 ثزاثز اعت ثب: ،ؽَدًؾبى دادُ هی 

 


 




.0

,1 1

0,
otherwise

if
N

ii

i


  (4) 

 ثزاثز اعت ثب: 1pثزای درجبت 
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
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

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ipi
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i
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N

NN

 (5) 

ثب ثزدار گزّی یکٌَاخت  2,1,0pهثبل، ثزای  ػٌَاىثِ

 ,5,4,3,2,1,0 ِثزای اعت 2صَرت ؽکل تَاثغ پبیِ ث .

 هزاجؼِ ؽَد. ]1[ هطبلؼِ ثیؾتز ثِ هزجغ

 

 هؼادلات دیفراًسیلی هسائل جریاى در کاًال -9

تَزیغ سرػت در هقطغ کاًال ضیبذار با جریاى -9-4

 یکٌَاخت
پزٍفیل عزػت در کبًبل ثب جزیبى یکٌَاخت ٍ  ،3در ؽکل 

 جزیبى آؽفتِ ثب دثی یکغبى ثب یکذیگز هقبیغِ ؽذُ اعت

]19[ . 

      هوٌتَم در راعتبی جزیبى در کبًبل ؽیجذار هؼبدلِ

 اعت: (6راثطِ )صَرت ثِ

   





sin
2

2

2

2

2
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g
z
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P
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































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

 

(6) 

، x ،y  ٍzّبی عزػت در راعتبی هَلفِ ،ثِ تزتیت u ،v  ٍwکِ 

P  ،فؾبرg ،ؽتبة ثقل ،چگبلی  ٍ ؽیت کبًبل 

. ثب تَجِ ثِ ایٌکِ جزیبى پبیذاری اعتٍیغکَسیتِ جٌجؾی 

 دارین: اعت

0




t

u  (7) 

 ٍ ثِ ػلت یکٌَاخت ثَدى جزیبى:

   

0,0

0,0,0

2

2

2


















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















P
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u

uw
z

uv
y

u
x  

(8) 

جزیبى یکٌَاخت کبًبل ؽیجذار ی هوٌتَم ثٌبثزایي هؼبدلِ

 (9راثطِ ) صَرتدر راعتبی جزیبى در هغبئل دٍ ثؼذی ثِ

 ؽَد:عبدُ هی

0sin
2

2

2

2













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
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u  (9) 
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 ]4[هثالی از تَابغ پایِ درجِ صفر، یک ٍ دٍ  -6ضکل 

جریاى غیرچرخطی اطراف هاًغ دایرٍی ٍ  -9-6

 هستطیلی
 u  ٍvّبی عزػت ثزای جزیبى دٍ ثؼذی غیزقبثل تزاکن هَلفِ

 عزػت پتبًغیل ٍ تبثغ  تَاى ثزحغت تبثغ جزیبى را هی

 کزد: ثیبى (10)راثطِ صَرت ثِ
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ٍ ؽزط غیز چزخؾی،  (10) در راثطِ u  ٍvى دثب قزار دا
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هؼبدلات لاپلاط ّغتٌذ کِ در ثغیبری  ،(12)ٍ  (11)رٍاثط 

ؽَد. دکتز حغٌی ٍ اس هغبئل هٌْذعی ثِ کبر ثزدُ هی

هؼبدلِ لاپلاط را  ،ثب اعتفبدُ اس تَاثغ پبیِ اعپلایي 1ّوکبراى

 . ]14[ اًذکزدُ حل
 

 
هقایسِ پرٍفیل سرػت جریاى آرام ٍ جریاى  -9ضکل 

 آضفتِ در جریاى یکٌَاخت کاًال باز

                                                        
1 Dr. Hassani et al 

سازی هؼادلات با رٍش تحلیل گسستِ -1

 ایسٍشئَهتریک
صَرت  تَاى ثِهغبئل جزیبى عیبل در کبًبل را هیحل  فزآیٌذ

عبخت ٌّذعِ کبًبل ثب  ،. اٍلیي هزحلِکزد ثٌذیسیز تقغین

-. ثب تَجِ ثِ پیچیذگی ٌّذعِ هیاعتاعتفبدُ اس تَاثغ ًزثش 

تَاى اس چٌذ ٍصلِ اعتفبدُ کزد. هزحلِ ثؼذ، الْبم گزفتي اس 

ثذیي هؼٌی  اعت؛هفَْم ایشٍپبراهتزیک رٍػ اجشای هحذٍد 

کِ ٌّذعِ ٍ هتغیزّبی هجَْل هبًٌذ عزػت ثب اعتفبدُ اس 

ّبی رٍػؽًَذ. عپظ ثب اعتفبدُ اس یه تَاثغ ًزثش تقزیت سدُ

ٍردؽی ّبی رٍػیب  ٍ ّبی ٍسًیبًذارد هبًٌذ ثبقیوبًذُاعت

ّبی تقزیت سدُ ؽذُ در رٍاثط ثذعت آهذُ جبیگشیي کویت

 ؽَد.   ؽًَذ کِ ثبػث ایجبد یک دعتگبُ هؼبدلات خطی هیهی

را  (12)ٍ  (11)، (9)طَر کلی هؼبدلات دیفزاًغیلی ثِ

 ًَؽت: (13راثطِ )صَرت تَاى ثِهی
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 .اعت (12)در هؼبدلِ  a ،0bٍ  (11)هؼبدلِ 

ؽکل ضؼیف، قغوت دٍ خطی ٍ  ثب اعتفبدُ اس رٍػ

 آیذ:ثذعت هی (14راثطِ )صَرت خطی ؽکل ضؼیف ثِ
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     یک تبثؼی  Bٍ تقبرى  uثِ ػٌَاى هتغیز  wثب اًتخبة 

 :آیذثذعت هی (17راثطِ )صَرت ثِ
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   alaaB  ,
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  دارین: (17)در راثطِ  (15)ٍ  (14)ثب جبیگذاری رٍاثط 

 



 














































e e

e

endabadxdy

dxdy
y

a

x

a



22

2

1
 

(18)  

حبل هتغیزّبی ٌّذعی ٍ ّوچٌیي هتغیزّبی هجَْل ثب 

( 21-19رٍاثط ) صَرتاعتفبدُ اس تَاثغ پبیِ اعپیلاى ثِ

 ذ:ًؽَهی  تقزیت سدُ
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jiR ِکِ در هؼبدلِ  اعت صَرتیتَاثغ پبیِ ًزثش ث

ثیي صفز ٍ یک، هقبدیز گزُ    ٍاًذ. تؼزیف ؽذُ (2)
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 ابؼاد ٍ ضرایط هرزی برای هقطغ هستطیلی -1ضکل 

 

هؼبدلات ثبلا ّوگی ثز  ،طَر کِ هؾخص اعتّوبى

اعتفبدُ  (22) هٌظَر اس رٍاثطثبؽٌذ. ثذیي هی   ٍحغت 

 کٌین:هی
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تؼزیف  (25-23رٍاثط )صَرت ثز ایي دتزهیٌبى ثِ ػلاٍُ
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 دارین: (22)در راثطِ  (24) گذاری راثطِ ثب جبی
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dJddxdyثب در ًظز گزفتي    ٍّبی هزسی، حذف ػجبرت

 ؽَد:ًَؽتِ هی (26راثطِ )صَرت ثِ (18)راثطِ 
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 حل دٍ هثال -5
عبسی دٍ در ایي ثخؼ اس رٍػ ایشٍصئَهتزیک ثزای هذل

عبسی تَسیغ هذل ،اٍلیي هغئلِهغئلِ اعتفبدُ ؽذُ اعت. 

 ،عزػت در کبًبل ؽیجذار ثب جزیبى یکٌَاخت ٍ دٍهیي هغئلِ

عبسی جزیبى غیزچزخؾی اطزاف هبًغ دایزٍی ٍ هذل

ٍ ذهبى ًقبط کٌتزلی یچایي اثز  ثز . ػلاٍُاعتهغتطیلی 

ثزرعی قزار  هَرد ،کٌتزلیتؼذاد ًقبط  ٍ ثزدار گزّی هختلف

. ّوچٌیي ًتبیج ثب جَاة دقیق ٍ رٍػ اجشای هحذٍد گیزدهی

 هقبیغِ ؽذُ اعت.
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4ج رٍش تحلیل ایسٍشئَهتریک هثال ًتای -2ضکل   

 

  

4ضبکِ کٌترلی هثال  -5ضکل   
 

 4هثال 
 تَسیغ عزػت در کبًبل ؽیجذار ثب جزیبى ،در ایي هثبل

 4گیزد. ؽزایط هزسی در ؽکل یکٌَاخت هَرد ثزرعی قزار هی

 :اعت ثب ثزاثزیلی لحل تح ًؾبى دادُ ؽذُ اعت.
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 .اعت m2/s  ٍ1O 9.81-ثِ تزتیت ثزاثز ثب  g  ٍαکِ 

 ًقطِ 6×6کٌتزلی هٌظن ثب  عبسی اس ؽجکِثزای هذل

-( اعتفبدُ ؽذُ اعت. درجِ تَاثغ ًزثش ث5ِکٌتزلی )ؽکل 

سیز در ًظز  صَرتثب ثزدار گزّی یکٌَاخت ثِ p=q=2صَرت 

 گزفتِ ؽذُ اعت:

 1,1,1,75.0,5.0,25.0,0,0,0 
 6در ؽکل ثب ؽزایط گفتِ ؽذُ ًتبیج رٍػ ایشٍصٍهتزیک 

 ًؾبى دادُ ؽذُ اعت.

ًتبیج رٍػ ایشٍصئَهتزیک ثب رٍػ اجشای  ثزای هقبیغِ

افشار آًغیظ اعتفبدُ ؽذُ اعت. ثِ عبسی ًزمهحذٍد اس هذل

اجشای  ،ثْتز تؼذاد ًقبط گزّی در رٍػهٌظَر هقبیغِ 

گیزین. ًتبیج ایي هقبیغِ در در ًظز هی 36هحذٍد را ثزاثز 

 ًؾبى دادُ ؽذُ اعت. 1جذٍل 

 

 ًظوی ًقاط کٌترلی ضبکِاثر بی -5-4

ثزرعی چیذهبى ًقبط کٌتزلی، ًقبط کٌتزلی هبًٌذ  ثِ هٌظَر

گیزین. ثزدارّبی گزّی ٍ درجِ در ًظز هیرا  الف.7ؽکل 

گیزین. ًتبیج ثذعت هیقجل در ًظز  تَاثغ پبیِ ّوبًٌذ هغئلِ

هقبیغِ  الف.8ٍ ؽکل  2ثٌذی هٌظن در جذٍل ِآهذُ ثب ؽجک

ًظوی ؽَد ثب تَجِ ثِ ثیطَر کِ هؾبّذُ هیؽذُ اعت. ّوبى

 ًتبیج چٌذاى ثب ّن اختلاف ًذارًذ. ،سیبد

 

 ی هختلفاثر بردار گرُ -5-6
عِ ًَع ثزداری گزّی هختلف  ،گزّیثزای ثزرعی اثزات ثزدار 

 گیزین:صَرت سیز در ًظز هیثِ

 1 ثزدار گزّی [1 1 1 0.75 0.5 0.25 0 0 0]  

 2 ثزدار گزّی [1 1 1 0.3 0.2 0.1 0 0 0]  

 3 ثزدار گزّی [1 1 1 0.8 0.4 0.1 0 0 0]  

فقط ثزدار گزّی هَرد  ،ؽَدکِ هؾبّذُ هی طَرّوبى

ّب )فبصلِ ثیي گزُ اعت صَرت ثزدار گزّی یکٌَاختاٍل ثِ

-ثِ دٍ ثزدار گزّی دیگزدر صَرتی کِ  ،(اعتثب ّن ثزاثز 

 ،ثزای هقبیغِ ثْتز اثز ثزدار گزّی .اعت صَرت غیزیکٌَاخت

در  5ًقبط کٌتزل در ّز عِ هَرد را یکغبى ٍ ّوبًٌذ ؽکل 

 گیزین.ًظز هی

   آٍردُ ؽذُ اعت.  9ٍ ؽکل  3هقبیغِ ًتبیج در جذٍل 

اعپلایي، ًتبیج چٌذاى ثِ -تَاثغ ة پذیزیاًؼطبفػلت ثِ

 ثبؽذ.ثزدارّبی گزّی هختلف حغبط ًوی

 

 اثر تؼذاد ًقاط کٌترلی -5-9

اثزات تؼذاد ًقبط کٌتزلی، تؼذاد ًقبط کٌتزلی  ثزای ثزرعی

ًقبط  ،. در توبهی حبلاتگیزیندر ًظز هی 36ٍ  16، 9ثزاثز 

ّب ثب یکذیگز ثزاثز  اًذ کِ فبصلِ آىکٌتزلی ثِ طَری قزار گزفتِ

کذام اس حبلات گفتِ در ًظز گزفتِ ثزای ّزثزدار گزّی  .اعت

 4ًتبیج در جذٍل  .اعتصَرت ثزدار گزّی یکٌَاخت ثِ ،ؽذُ

 ًؾبى دادُ ؽذُ اعت.
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 هقایسِ ًتایج رٍش تحلیل ایسٍشئَهتریک ٍ رٍش اجسای هحذٍد -4جذٍل 

X Y درصذ خطا  اجسای هحذٍد ایسٍشئَهتریک جَاب دقیق

 ایسٍشئَهتریک

درصذ خطا 

 (m/Sec) (m/Sec) (m/Sec) (m) (m) اجسای هحذٍد

0.2 0.2 0.0662 0.0674 0.0607 -1.81 8.35 

0.4 0.2 0.0936 0.0939 0.0801 -0.35 14.41 

0.5 0.2 0.0969 0.0971 0.0755 -0.30 22.02 

0.2 0.4 0.0991 0.0992 0.0856 -0.18 13.56 

0.4 0.4 0.1445 0.1445 0.1143 0.01 20.94 

0.5 0.4 0.1500 0.1502 0.1090 -0.13 27.31 

0.2 0.6 0.1157 0.1158 0.0958 -0.11 17.15 

0.4 0.6 0.1711 0.1710 0.1.87 0.03 24.79 

0.5 0.6 0.1779 0.1778 0.1235 0.03 30.56 

0.2 0.8 0.1235 0.1236 0.0990 -0.10 19.86 

0.4 0.8 0.1836 0.1836 0.1338 0.02 27.16 

0.5 0.8 0.1911 0.1911 0.1294 -0.01 32.27 

0.2 1 0.1258 0.1258 0.0.99 -0.03 20.59 

0.4 1 0.1873 0.1873 0.1281 0.02 31.62 

0.5 1 0.1950 0.1950 0.1285 -0.02 34.07 

 22.98 0.21 هیبًگیي درصذ خطبی هطلق

 
          ب                                           الف                                                          

 ًقاط کٌترلی برای بررسی اثرات چیذهاى ًقاط کٌترلی -1ضکل 

  کٌترلی ًاهٌظن، ب( ًقاط کٌترلی هٌظنالف( ًقاط 

                                

            
 الف        ب                                   

 چیذهاى ًقاط کٌترل ًتایج  -1ضکل 

  کٌترلی هٌظنالف( ًقاط کٌترلی ًاهٌظن، ب( ًقاط 
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 بررسی اثرات بردار گرّی -6جذٍل 
X Y جَاب دقیق (m/Sec) ایسٍشئَهتریکحل   درصذ خطا 

(m) (m) (m/Sec)  4ًَع 6ًَع   9ًَع   4ًَع   6ًَع   9ًَع    

0.2 0.2 0.0662 0.0674 0.0682 0.0684 -1.81 3.07 -3.27 

0.4 0.2 0.0936 0.0939 0.0948 0.0945 -0.35 1.31 -0.98 

0.5 0.2 0.0969 0.0971 0.0965 0.0979 -0.30 -0.42 -1.10 

0.2 0.4 0.0991 0.0992 0.1000 0.1000 -0.18 0.88 -0.91 

0.4 0.4 0.1445 0.1445 0.1444 0.1443 0.01 -0.07 0.15 

0.5 0.4 0.1500 0.1502 0.1476 0.1504 -0.13 -1.60 -0.27 

0.2 0.6 0.1157 0.1158 0.1174 0.1168 -0.11 1.47 -0.93 

0.4 0.6 0.1711 0.1710 0.1716 0.1708 0.03 0.29 0.12 

0.5 0.6 0.1779 0.1778 0.1757 0.1784 0.03 -1.24 -0.33 

0.2 0.8 0.1235 0.1236 0.1250 0.1245 -0.10 1.21 -0.81 

0.4 0.8 0.1836 0.1836 0.1840 0.1834 0.02 0.22 0.15 

0.5 0.8 0.1911 0.1911 0.1884 0.1918 -0.01 -1.41 -0.39 

0.2 1 0.1258 0.1258 0.1273 0.1269 -0.03 1.19 -0.88 

0.4 1 0.1873 0.1873 0.1875 0.1872 0.02 0.11 0.05 

0.5 1 0.1950 0.1950 0.1921 0.1959 -0.02 -1.49 -0.48 

  0.72 1.07 0.21 هیبًگیي درصذ خطبی هطلق
 

         

   

1 ثزدار گزّی 2 ثزدار گزّی  3 ثزدار گزّی   

 با بردار گرّی هختلف 4هثال  حل -3ضکل 

 6هثال 
اطزاف هبًغ دایزٍی ٍ  هثبل، جزیبى غیزچزخؾیدر ایي 

ٍ ؽزایط هزسی در  ٌّذعِعبسی ؽذُ اعت. هغتطیلی هذل

جزیبى  ثب تَجِ ثِ ایٌکِ ًوبیؼ دادُ ؽذُ اعت. ،10ؽکل 

ٌّذعِ ٍ ؽَد. ، ًصف ٌّذعِ در ًظز گزفتِ هیاعتهتقبرى 

پتبًغیل ثِ ؽزایط هزسی ثزای خطَط جزیبى ٍ خطَط ّن

. ًؾبى دادُ ؽذُ اعت 12ٍ ؽکل  11در ؽکل  ،تزتیت

 .آٍردُ ؽذُ اعت ]20[ چگًَگی ؽزایط هزسی در هزجغ

ثزای ّز دٍ هَرد  کٌتزلی ًقطِ 81عبسی اس ثزای هذل

ًؾبى دادُ ؽذُ اعت.  13اعتفبدُ ؽذُ اعت کِ در ؽکل 

ٍ ثزدارّبی گزّی  p=q=2ی تَاثغ ًزثش ثزاثز ّوچٌیي درجِ

 ًظز گزفتِ ؽذُ اعت:صَرت سیز در ثِدر ّز دٍ راعتب 
 [0 0 0 0.14 0.29 0.43 0.57 0.71 0.86 1 1 1] 

ایجبد ؽذُ ثب تَاثغ ًزثش ًؾبى دادُ  ٌّذعِ ،14در ؽکل 

ثب تؼذاد  اعت هؾخص 14طَر کِ اس ؽکل ّوبى ؽذُ اعت.

عبسی تَاى قغوت اًحٌبی هزس را هذلکن هیکٌتزلی ًقبط 

هحذٍد ثزای  ّبی هبًٌذ اجشایدر حبلی کِ در رٍػ ؛دکز

ّبی ثیؾتزی اعتفبدُ گزُثبیذ تؼذاد  ،هذل کزدى قغوت اًحٌب

یت در پتبًغیل ثِ تزتًتبیج خطَط جزیبى ٍ خطَط ّن .ؽَد

ًؾبى  17جزیبى در ؽکل  ّوچٌیي ؽجکِ 16ٍ  15ؽکل 

خطَط جزیبى ٍ  ،طَر کِ هؾخص اعتدادُ ؽذُ اعت. ّوبى

 ٌذ.ّغتتبًغیل ثز ّن ػوَد پخطَط ّن
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 هقایسِ اثرات بردار گرّی رٍش تحلیل ایسٍشئَهتریک -9جذٍل 

X Y Exact IA (m/Sec) IA Error % 

(m) (m) (m/Sec) Case 1 Case 2 Case 3 Case 1 Case 2 Case 3 

0.2 0.2 0.0662 0.0674 0.0682 0.0684 -1.81 3.07 -3.27 

0.4 0.2 0.0936 0.0939 0.0948 0.0945 -0.35 1.31 -0.98 

0.5 0.2 0.0969 0.0971 0.0965 0.0979 -0.30 -0.42 -1.10 

0.2 0.4 0.0991 0.0992 0.1000 0.1000 -0.18 0.88 -0.91 

0.4 0.4 0.1445 0.1445 0.1444 0.1443 0.01 -0.07 0.15 

0.5 0.4 0.1500 0.1502 0.1476 0.1504 -0.13 -1.60 -0.27 

0.2 0.6 0.1157 0.1158 0.1174 0.1168 -0.11 1.47 -0.93 

0.4 0.6 0.1711 0.1710 0.1716 0.1708 0.03 0.29 0.12 

0.5 0.6 0.1779 0.1778 0.1757 0.1784 0.03 -1.24 -0.33 

0.2 0.8 0.1235 0.1236 0.1250 0.1245 -0.10 1.21 -0.81 

0.4 0.8 0.1836 0.1836 0.1840 0.1834 0.02 0.22 0.15 

0.5 0.8 0.1911 0.1911 0.1884 0.1918 -0.01 -1.41 -0.39 

0.2 1 0.1258 0.1258 0.1273 0.1269 -0.03 1.19 -0.88 

0.4 1 0.1873 0.1873 0.1875 0.1872 0.02 0.11 0.05 

0.5 1 0.1950 0.1950 0.1921 0.1959 -0.02 -1.49 -0.48 

درصذ خطبی هطلقهیبًگیي   0.21 1.07 0.72  
 

 هقایسِ اثرات تؼذاد ًقاط کٌترلی رٍش تحلیل ایسٍشئَهتریک -1جذٍل 

X Y Exact IA (m/Sec) IA Error % 

(m) (m) (m/Sec) CP=9 CP=16 CP=36 CP=9 CP=16 CP=36 

0.2 0.2 0.0662 0.0548 0.0623 0.0674 17.25 5.89 -1.81 

0.4 0.2 0.0936 0.0822 0.0935 0.0939 12.19 0.14 -0.35 

0.5 0.2 0.0969 0.0854 0.0938 0.0971 11.83 3.2 -0.3 

0.2 0.4 0.0991 0.0943 0.0997 0.0992 4.78 -0.68 -0.18 

0.4 0.4 0.1445 0.1415 0.1496 0.1445 2.08 -3.52 0.01 

0.5 0.4 0.1500 0.1474 0.1558 0.1502 1.74 -3.86 -0.13 

0.2 0.6 0.1157 0.1186 0.1148 0.1158 -2.53 0.75 -0.11 

0.4 0.6 0.1711 0.1779 0.1721 0.1710 -4 -0.61 0.03 

0.5 0.6 0.1779 0.1853 0.1793 0.1778 -4.19 -0.81 0.03 

0.2 0.8 0.1235 0.1276 0.1225 0.1236 -3.34 0.79 -0.1 

0.4 0.8 0.1836 0.1914 0.1837 0.1836 -4.23 -0.04 0.02 

0.5 0.8 0.1911 0.1994 0.1914 0.1911 -4.36 -0.17 -0.01 

0.2 1 0.1258 0.1214 0.1253 0.1258 3.47 0.37 -0.03 

0.4 1 0.1873 0.1820 0.1880 0.1873 2.84 -0.36 0.02 

0.5 1 0.1950 0.1896 0.1958 0.1950 2.75 -0.43 -0.02 

  0.21 1.44 5.44 هیبًگیي درصذ خطبی هطلق

 ًتایج -2
هقبلِ ثب اعتفبدُ اس رٍػ ایشٍصئَهتزیک دٍ ًَع جزیبى  در ایي

 قزار گزفتِ اعت. ًتبیج ٍ ثزرعی ِهَرد هطبلؼ ،در کبًبل

دقیق ٍ ثب جَاة  ثذعت آهذُ اس رٍػ تحلیل ایشٍصئَهتزیک

 ٍد هقبیغِ ؽذُ اعت. ّوچٌیي اثزاتاجشای هحذرٍػ 

 ًقبط  ثزدار گزّی هختلف ٍ تؼذادچیذهبى ًقبط کٌتزل، 

طَر کِ هؾخص هَرد ثزرعی قزار گزفتِ اعت. ّوبى ،کٌتزلی

     در رٍػ ایشٍصئَهتزیک ثب تؼذاد ًقبط کٌتزلی کوتز ،ؽذ

کِ ایي اهز هَجت کبّؼ  تَاى ثِ جَاة هٌبعجی رعیذهی

قبثل هلاحظِ دعتگبُ هؼبدلات ًغجت ثِ رٍػ اجشای هحذٍد 
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ؽَد. ّوچٌیي اس دیگز خصَصیبت رٍػ ثب ّوبى دقت هی

ِ در دیذگبُ ک اعت اعتفبدُ اس آى در هغبئلی ،ایشٍصئَهتزیک

ؽًَذ. ًتبیج رٍػ ایشٍصئَهتزیک ًغجت ثِ هذل هی لاگزاًضی

 غبعیت کوتزی دارد. ػلاٍُح ،ی کٌتزلیِجکثزدار گزّی ٍ ؽ

پذیزی تَاثغ ًزثش ثزای عبخت ٌّذعِ ثز ایي ثِ دلیل اًؼطبف

تَاى ثزای هذل کزدى عطَح هٌحٌی ثب تؼذاد پیچیذُ، هی

    د.کزاعتفبدُ ًقبط کٌتزلی کوتزی اس ایي تَاثغ 

 
 6ابؼاد ٍ سرػت ٍرٍدی هثال  -42ضکل 

 

 

 
 ضرایط هرزی خطَط جریاى -44ضکل 

 

 

 
 پتاًسیلضرایط هرزی خطَط ّن -46ضکل 

 

 
 سازی با رٍش تحلیل ایسٍشئَهتریکًقاط کٌترلی برای هذل -49ضکل 

 

 
 سازی ٌّذسی با استفادُ از تَابغ ًربسهذل -41ضکل 
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 رٍش تحلیل ایسٍشئَهتریک ًتایج خطَط جریاى با -45ضکل 

 

            

  

 رٍش تحلیل ایسٍشئَهتریکپتاًسیل با خطَط ّنًتایج  -42ضکل 
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