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 چکیده
از  یناش یهااز شکست یریجلوگ یاست. برا یهندس هاییوستگیتمرکزتنش در ناپ نتیجه در هاطراحان، شکست سازه هاییاز نگران یکی

 یدیکل یتمرکزتنش، پارامتر یبارائه شده است. ضر یعمر خستگ یشگوییپ یبرا یمتعدد یهامدل اخیراً ها،در سازه یخستگ یبارگذار

 یمهندس هایاز سازه یاریدر بس یگشودگ یحاو یتی. صفحات کامپوزباشدیم ایلبه یزت یهادر حضور ترک یژهو هها بمدل ینا یشدر نما

مقاله  ین. لذا در ارسدیها لازم به نظر مسازه ینا یقدق یمطالعه ی،مهندس هایسازه یو گستردگ یچیدگیشود. با توجه به پیم یدهد

 یلیاز روش تحل یتحت تنش برش یتیدر صفحات کامپوز یچهارضلع یتنش اطراف گشودگ زیعموثر بر تو یشده است، پارامترها یسع

و  یگشودگ یدگیکش یاف،ال یهیزاو ی،چرخش گشودگ یهیزاو ی،گوشه گشودگ یشامل: شعاع انحنا یی. پارامترهایردقرار گ یمورد بررس

 یرمقاد یتپارامترها در کنار یکدیگر و در نها یهمه یرو سپس تاث یابتدا تاثیر پارامترها به تنهای یق،تحق ین. در اباشدیجنس صفحه م

 یرسبر یمحدود برا یخواهد شد. از روش اجزا یو معرف یبررس شود؛یتمرکزتنش م ینموردبحث که منجر به کمتر یپارامترها ینهبه

که  دهندینشان م یجحاضر دارد. نتا یلیحاصل از حل تحل یجبا نتا یتطابق خوب ی،عدد یجها کمک گرفته شده است. نتاجواب یدرست

 .دارد یتنش اطراف گشودگ یعتوز یبررو ییبسزا یرتاث یتی،در صفحات کامپوز یافال ییهو زاو یگشودگ یهندس یپارامترها

 .نگاشت همنوا ی؛تنش برش ی؛چهارضلع یگشودگتمرکز تنش؛  :کلمات کلیدی
 

A study of the effect of various parameters on the stress analysis of isotropic and 

anisotropic plates containing a central quadrilateral cutout subjected to shear stress 
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Abstract 
Structural failure as a result of stress concentration at the geometric discontinuities is one of the concerns of 

desigrs. To avoid the fatigue failure of structures, several models have been proposed in recent years to 

predict the fatigue life. Stress concentration factor, especially in the presence of cracks  with sharp edge, is a 

key parameter in displaying these models. perforated composite plates can be seen in many engineering 

structures. Due to the complexity and breadth of engineering structures, detailed investigation of these 

structures seems to be needed. In this paper, try to study the effect of various parameters on the stress 

analysis of composite plates containing a central rectangulare cutout that are subjected to shear stress by 

analytical method. These parameters are: cutout bluntness, cutout orientation, fiber angle, cutout elongation 

and material properties. In this paper, The effect of these parameters and the optimal values of the 

parameters which leads to less stress concentration will be introduced. The finite element method has been 

used to check the accuracy of analytical results. The analytical results are in good agreement with the 

numerical results. The results indicated, The cutout geometry and fibr angle in composite plates can be a 

significant influence on the stress distribution around cutout. 

Keywords: Stress concentration; Quadrilateral cutout; Shear stress; Conformal mapping. 
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 مقدمه -4
های مهندسی مهمی در طراحی سازهاتصالات نقش بسیار 

دارد. شاید نتوان مکانیزم و یا ماشینی را یافت که در آن از 

از آنجایی که صفحات در  یک نوع اتصال استفاده نشده باشد.

شوند، معمولاً جهت کاربردهای صنعتی بسیاری استفاده می

های اتصال صفحات به دیگر اجزای ماشین یا جهت ایجاد راه

ودی در سازه یا برای کاهش وزن سازه ناچار به خروجی و ور

تجربه نشان داده است که  شوند.ایجاد گشودگی در سازه می

های هوایی در نتیجه تمرکز تنش ها در سازهبیشتر شکست

افتد. افزایش استفاده از ها اتفاق میدر محل اتصالات و بست

ها به منظور مواد مرکب در ساخت اجزای مختلف سازه

بی به عملکرد مکانیکی بهتر نیازمند فهم بهتر مدلسازی دستیا

های شکست بیشتر هاست. چون استحکامرفتار اینگونه سازه

این مواد کامپوزیتی به تمرکز تنش ناشی از وجود گشودگی 

برای طراحی دقیق یک بسیار حساس است؛ بدین منظور 

ای، صفحهی حاوی گشودگی، تحت اثر بارگذاری درونصفحه

شود تا اطلاعات دقیقی راجع به توزیع تنش اطراف ی میسع

های زیادی برای بررسی تمرکز روش گشودگی به دست آید.

توان به ها وجود دارد که میتنش در اطراف گشودگی

های تحلیلی، عددی و تجربی اشاره نمود. در بین این روش

ی کم و دقت بهتر، حل تحلیلی از ها، به دلیل هزینهروش

 ای برخوردار است.ویژه اهمیت

گرد حاوی گشودگی ضریب تمرکز تنش در صفحات همسان

و  1424در سال  [1] 1ای توسط افرادی همچون هوولنددایره

مورد بررسی قرار گرفت. هوولند ، 1432در سال  [2] 2هیوود

ای و عرض روابطی برای صفحات بلند با گشودگی دایره

از ضریب تمرکز تنش  محدود ارائه کرد. هیوود با استفاده

مربوط به صفحات نامحدود و با معرفی ضرایب تصحیح 

بینی مناسب، ضریب تمرکز تنش در صفحات محدود را پیش

کرد. هیوود ابتدا برآیند نیروهای داخلی را در مقطعی از 

صفحه حاوی گشودگی که در جهت عمود بر زاویه اعمال بار 

محاسبه کرد.  کند؛صفحه را به دو قسمت مساوی تقسیم می

ها سپس با استفاده از معادله تعادل برای هر یک از قسمت

برای صفحه تحت بار یکنواخت کششی با عرض محدود، 

                                                        
1 Howland 
2 Heywood 

 5پترسون 1490در سال  ضرایب تصحیح را به دست آورد.

برای محاسبه ضریب تمرکز های تجربی و عددی از روش [5]

های مختلف، گرد حاوی گشودگیتنش در صفحات همسان

هم برای ابعاد نامحدود و هم برای ابعاد محدود )عرض 

 0های پیلکیدر کتاب. محدود( روابط متعددی را ارائه کرد

ضرایب تمرکزتنش مربوط  [6] 6استرنبرگ  ،[3] 3نیوبر، [0]

گرد محدود و نامحدود دارای به صفحات همسان

مختلف، ارائه شده است.  هایو شکل هایی با اندازهگشودگی

در مواردی برای محاسبه ضریب تمرکز تنش بعضی از 

 9موشخلیشویلی ها روابطی نیز معرفی شده است.گشودگی

گرد بار در تحلیل صفحات الاستیک همسانبرای اولین ]9[

 دارای گشودگی، از روش متغیر مختلط کمک گرفت.

 8ات ساوینکاربردهایی از روش ارائه شده توسط او در مطالع

های گرد نامحدود حاوی گشودگیبرروی صفحات همسان ]8[

شود. همچنین ساوین برای دیده می مختلف و تحت کشش

گرد فقط برای گشودگی بیضی شکل و مواد غیرهمسان

ای مطالعاتی را انجام داد. توسعه کامل روش دایره

موشخلیشویلی به مسائل الاستیسیته دوبعدی مواد 

و  ]14[ 14، اشترو]4[ 4توسط اشلبایگرد غیرهمسان

در سال  [12] 12هگپیت انجام شد. ]11[ 11لخنیتسکی

، جزء اولین کسانی بود که به بررسی تمرکز تنش در 1461

لایه با طول و اطراف الیاف مجاور یک ترک قائم در یک تک

نهایت پرداخت. او تحقیق خود را برروی مواد مرکبی عرض بی

سفتی الیاف آن پایین است؛  که نسبت سفتی ماتریس به

درستی ، 1465در سال  [15] 10و دیتون 15متمرکز کرد. زندر

هایی بر روی مواد مرکب با الیاف را با آزمایش هگپیتآنالیز 

اورتان نشان دادند. این روش برای مواد داکرون و ماتریس پلی

مرکبی که نسبت مدول الاستیسیته الیاف آنها به ماتریس بالا 

                                                        
3 Peterson 
4 Pilkey 
5 Neuber 
6 Sternberg 
7 Muskhelishvili 
8 Savin 
9 Eshelby 
10 Stroh 
11 Lekhnitskii 
12 Hedgepeth 
13 Zender 
14 Deaton 
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ر مواد مرکب با ماتریس فلزی، قابل استفاده است. باشد، نظی

، 1464تا  1469های در سال [10-13] 1داکو ون هگپیت

ی پلاستیک تمرکز تنش در اطراف ترک را با بررسی ناحیه

لایه با طول و عرض ایجاد شده در نوک ترک در یک تک

مطالعات متعددی بر  [16] 2تان نهایت محاسبه کردند.بی

تنش در صفحات ارتوتروپیک روی محاسبه ضریب تمرکز 

انجام داد. تان با اطلاعات مربوط به تمرکز تنش صفحات 

ای و بیضی شکل و کامپوزیتی نامحدود حاوی گشودگی دایره

با معرفی ضرایب تصحیح مناسب، تمرکز تنش صفحات حاوی 

 رد.ها را با عرض محدود به دست آواین گشودگی

های گشودگی [19] 5، دائوست و هووا1441در سال 

ای را تحلیل کردند، آنها به بررسی شعاع مثلثی و دایره

انحنای گوشه گشودگی مثلثی نیز پرداختند، و توانستند با 

تعریف نسبت ارتفاع به قاعده به عنوان یک پارامتر، علاوه بر 

های یشکل مثلث متساوی الاضلاع، سایر گشودگگشودگی به 

مثلثی را بررسی کنند. حل آنها بر پایه روش حل لخنیتسکی 

 2449در سال ، [18] و همکارانش 0گروبراستوار بود. 

لایه را مورد بررسی قرار تمرکزتنش صفحات کامپوزیتی چند

ی آنها دادند. نتایج حاصل از روش تحلیلی مورد استفاده

تری نسبت به نتایج حاصل از روش عددی، به پاسخ دقیق

 ،[14]و همکارانش  3هافنباخ 2448در سال  منتهی شد.

لایه ضخیم کامپوزیتی تحت تمرکز تنش بر روی صفحات چند

تنش برشی را با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه 

 [24-25]پژند و جعفری اول مورد بررسی قرار دادند. رضایی

از های مختلف به بررسی توزیع تنش در اطراف گشودگی

گرد و تحت بار جمله گشودگی مثلثی در صفحات غیرهمسان

کششی پرداختند و همچنین تاثیر پارامترهای مختلف را در 

ها بررسی کردند، روش حل توزیع تنش اطراف این گشودگی

آنها برگرفته از بسط روش حل تحلیلی ارائه شده توسط 

لخنیتسکی و ساوین بود. محمدی و همکارانش در سال 

ای در ، تمرکزتنش در اطراف گشودگی دایره[20] 2411

محوری و همچنین نهایت تحت تنش یکنواخت دوی بیصفحه

                                                        
1 Van Dyk 
2 Tan 
3 Daoust and Hoa 
4 Gruber 
5 Hafenbach 

تنش برشی را مورد بررسی قرار دادند. در تحقیق آنها، صفحه 

ساخته شده بود که در  6از مواد تابعی مدرج )مواد هدفمند(

آن نسبت پواسون و مدول در جهت شعاعی به صورت تابع 

در  [23]و همکارانش  9فراس دارویش کرد.غییر مینمایی ت

، توزیع تنش اطراف گشودگی که توسط پرچ 2412سال 

محوری محکم شده، در صفحات ارتوتروپیک تحت تنش تک

را مورد بررسی قرار دادند. آنها از روش اجزای محدود برای 

مطالعه خود استفاده کردند. در این تحقیق، تاثیر چند پارامتر 

مانند ضخامت ورق، عمق گشودگی و عرض صفحه هندسی 

 بررسی شد.

تحقیقات زیادی بر روی تحلیل تنش صفحات 

گرد تحت کشش انجام شده است. ولی در زمینه غیرهمسان

هایی مانند گشودگی چهارضلعی بار برشی، برای گشودگی

مستطیلی( با در نظر گرفتن اکثر پارامترهای موثر از )شبه

ع انحنای گشودگی، زاویه چرخش قبیل جنس صفحه، شعا

گشودگی، کشیدگی گشودگی و زاویه الیاف نتایج کمی در 

شود تا به مطالعه تاثیر دست است. در این تحقیق سعی می

این پارامترها بر روی توزیع تنش اطراف گشودگی چهارضلعی 

گرد پرداخته در صفحات کامپوزیتی ارتوتروپیک و همسان

 شود.

 

 روش حل تحلیلی -2
روش تحلیلی ارائه شده در این مقاله، برگرفته از بسط روش 

باشد. در می ]26[حل تحلیلی ارائه شده توسط لخنیتسکی 

این روش، تابع تنش به عبارتی تحلیلی با ضرایب نامعین 

ها و توان تنششود. با مشخص شدن تابع تنش میتبدیل می

ها و سپس کرنش، کرنش-ی تنشبا کمک گرفتن از رابطه

ای با ، صفحه1ها را محاسبه نمود. مطابق شکل تغییر مکان

یک گشودگی چهارضلعی در مرکز آن مفروض است. ابعاد 

صفحه در مقایسه با ابعاد گشودگی بسیار بزرگ است. این 

گرد باشد، رابطه گرد و یا غیرهمسانتواند همسانصفحه می

 ای دور ازای خطی است. صفحه در فاصلهکرنش رابطه-تنش

گشودگی تحت بار برشی قرار گرفته و مرز گشودگی مرکزی 

 عاری از بار است.

                                                        
6 FGM 
7 Feras Darwish 



 

 

 

 904          جعفری و همکاران 9/ شماره 5/ دوره 9314ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 

 

تحت چهارضلعی نهایت حاوی گشودگی صفحه بی -4 شکل

 تنش برشی

 

  زاویه چرخش گشودگی نسبت به محورx باشد. می

، زاویه الیاف است. زاویه چرخش برای یک ماده مرکب زاویه 

شعاع انحنای گوشه گشودگی، نوع ماده، زاویه الیاف، 

گشودگی و کشیدگی گشودگی از پارامترهای مهم مورد بحث 

 در این مقاله هستند.

های به عنوان تابع تنش، مولفه F(x,y) با در نظر گرفتن

 : ]26[ای به صورت زیر خواهند بود تنش در حالت صفحه

(1) 2 2 2

x y xy2 2
x y

F F F
σ   ;  σ  ;  τ =-

y x

  
 

  
 

ی سازگاری تغییر شکل در حالت دو بعدی به صورت معادله

 :]26[زیر است 

(2) 2 22
y xyx

2 2

ε γε
0

x yy x

 
  

  
 

با ارائه معادله سازگاری برحسب تنش و اعمال تابع تنش 

F(x,y) ای در آن، برای ماده ارتوتروپیک در حالت صفحه

ی زیر به دست ای(؛ معادلهای یا کرنش صفحه)تنش صفحه

 :]26[آیدمی

 

(5) 
 

4 4 4

11 16 12 66 2 24 3

4 4

26 223 4

F F F
R 2R 2R R  

x yy x y

F F
2R R 0

x y x

  
  

   

 
  

  

 

ماتریس نرمی کاهش یافته است که با در  ijRی فوق در رابطه

ای، تابعی از ای یا کرنش صفحهنظر گرفتن فرض تنش صفحه

لخنیتسکی نشان های ماتریس نرمی ماده خواهد بود. مولفه

داد که این معادله با کمک چهار اپراتور مشتق خطی مرتبه 

 :]26[اول قابل ارائه است 

(0)  1 2 3 4 k

k k

D D D D F=0   ;  D = k=1,2,3,4

D μ  
y x
 

 
 

 

k 26[ی زیر است ی مشخصههای معادلهریشه[: 

(3)  4 3 2
11 16 12 66

26 22

R μ 2R μ 2R R μ

2R μ R 0

  

  
 

لخنیتسکی ثابت کرد که این معادله در حالت کلی دارای 

 .]26[چهار ریشه است که دو به دو مزدوج هستند 

(6) 1 2

1 2μ μ

μ =α+iβ  ; μ =γ+iδ

=α-iβ  ;  =γ-iδ
 

α،β،γ،δ باشند ؛ اعداد حقیقی میβ 0 ،  δ 0     

R16)گرد معادله مشخصه برای مواد همسان = R26 = به  (0

 :]26[صورت زیر خواهد بود 

(9)  4 2
11 12 66 22R μ 2R R μ R 0     

های معادله مشخصه، تابع تنش به صورت با توجه به ریشه

 :]26[شود زیر تعیین می

(8)        1 1 2 2 1 1 2 2F F Z F Z F Z F Z     

1 2F ,F  1به ترتیب مزدوج توابع 2F ,F  هستند. با جایگذاری

دست خواهند های تنش به ، مولفه1در روابط  8ی معادله

ی مشتق، از توابع زیر استفاده آمد. برای پایین آوردن مرتبه

 :]26[شود می

 

(4) 
1 2

0 1 0 2
1 2

1 2

0 1 0 2
1 2

F F
(z ) ; (z )

Z Z

F F
(z ) ; (z )

Z Z

 
   

 

 
   

 

 

ها با گرفتن مشتق دوم و با مشخص شدن توابع تنش، تنش

 :]26[شوند به صورت زیر تعیین می
 

(14) 
   

   

   

2 2
x 1 0 1 2 0 2

y 0 1 0 2

xy 1 0 1 2 0 2

e

σ 2Re μ Z μ Z

σ 2R Z Z

τ 2Re μ Z μ Z

 
 



  

 

  

 

  

 

ی نامحدود حاوی از طرفی دیگر در این مقاله، صفحه

نهایت قرار دارد. در بی xyτگشودگی تحت تنش برشی 

ها به صورت زیر ی بدون گشودگی، تنشبنابراین برای صفحه

 :]29[خواهد بود 



 

 

 

 905          جعفری و همکاران 9/ شماره 5/ دوره 9314ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 

 

(11) 
x

x
2 2

y

y

σ 2τ sin θ cosθ
xy

σ 2τ si

( )

n θ cosθ
xy

τ τ cos θ sin θ
xy







 



 

 

ی ها در یک صفحه، تنش11و  14با ترکیب معادله و روابط 

نامحدود حاوی گشودگی تحت تنش برشی با استفاده از 

 آید:روابط زیر به دست می
 

 

 

(12) 

2
x xy 1 0 1

2
2 0 2

y xy 0 1

0 2

2 2
xy xy 1 0 1

2 0 2

σ 2τ sin θ cosθ 2R μ z

μ z

σ 2τ sin θ cosθ 2Re z

z

τ τ cos θ sin

e[ ( )

( )]

[ ( )

( )]

( ) [θ 2Re μ z

μ

(

( )z

)

]

  

 

 



  

 







 

 

 نگاشت همنوا -9
به منظور بسط روابط ارائه شده توسط لخنیتسکی برای به 

مستطیلی و دست آوردن توزیع تنش اطراف گشودگی شبه

تر انتگرال کوشی در هنگام همچنین برای محاسبه آسان

ای به شعاع محاسبه تنش، بهتر است مرز گشودگی به دایره

مستطیلی در واحد تبدیل شود. لذا ناحیه خارج گشودگی شبه

ای به ، به محدوده خارج گشودگی دایرهzات فیزیکی مختص

با تابع انتقالی به نام تابع نگاشت قابل  شعاع واحد در صفحه 

تبدیل است. تابع نگاشت مورد استفاده در این تحلیل به 

 شود:صورت زیر معرفی می

(15) zi=x+iy    (i=1,2) 

های ریشه iو  [28]آیند از رابطه زیر به دست می yو  xکه 

  باشند.می 6و مطابق رابطه  3معادله مشخصه 
(10) x=λ(cosθ+w cos(nθ))

y=-λ(c sinθ+w sin(nθ))
 

وجود  λ ،w ،c ،nدر این رابطه، پارامترهای مختلفی چون 

انتخاب دارد که برای تعیین نوع گشودگی حائز اهمیت است. 

های مختلف را ممکن مناسب و تغییر آنها، نگاشت گشودگی

معیاری برای نشان دادن انحنای گوشه  ،w پارامترسازد. می

 λباشد. های گشودگی میگشودگی یا میزان نرمی و تیزی لبه

ی اندازه و بزرگی گشودگی پارامتری است که نشان دهنده

ی به ترتیب نشان دهنده c ،n باشد. در نهایت، پارامترهایمی

کشیدگی و نوع هندسه گشودگی است. به عنوان مثال، برای 

نهایت شامل گشودگی چهارضلعی به صفحه بی نگاشت

را  n، باید مقدار 10ای به شعاع واحد با استفاده از رابطه دایره

و با توجه به اینکه نگاشت مورد استفاده  انتخاب کرد 5برابر 

در این مقاله، یک نگاشت همنواست؛ با مشخص شدن هندسه 

توان شرایط مرزی حاکم بر گشودگی که به گشودگی می

)ورتص )0    باشد را اعمال و توابع تنش مربوطه می

را به صورت کامل مشخص کرد. تنها تنش ایجاد شده اطراف 

ها در مقایسه با این تنش است و مابقی تنشگشودگی

)کوچک هستند. , )  محورهای مختصات منحنی الخط

 xاز    و  و مقادیر  دست آوردنبهبرای باشند. می

استفاده  انتقال هایماتریساز باید برعکس و یا  xy و y و

 .]29[کرد 

 

 هابررسی درستی جواب-1

برای بررسی درستی نتایج حاصل از روش حل تحلیلی ارائه 

محدود کمک گرفته شده شده در این مقاله، از روش اجزای 

است. صفحه حاوی گشودگی مرکزی، به طریقی مدل شده 

است که نسبت شعاع دایره محاط بر گشودگی به بزرگترین 

باشد؛ تا بتوان با اطمینان صفحه را  43/4ضلع صفحه کمتر از 

افزار اجزای نهایت در نظر گرفت. این مدل به کمک نرمبی

بندی مناسب مورد المانمحدود آباکوس و با در نظر گرفتن 

ها سعی تحلیل قرار گرفت. در هر مورد با ریزتر کردن المان

سازی، شد تا بهترین تعداد المان نیز به دست آید. نحوه مدل

. نشان داده شده است 2بندی و بارگذاری در شکل المان

 1خواص مواد مورد استفاده در این تحقیق مطابق جدول 

 است.

 

 ]22[خواص مواد  -4جدول 

 12 مواد
12G 

(GPa) 

2E 

(GPa) 

1E 

(GPa) 

 249 249 5/94 5/4 فولاد

 0/09 2/16 9 26/4 شیشه/اپوکسی

 94/11 84/3 64/4 49/4 تخته چندلا

 181 5/14 19/9 28/4 گرافیت/اپوکسی

 9/24 9/24 5/3 19/4 شیشه با الیاف بافته/اپوکسی
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بارگذاری برشی بر بندی و سازی، المانی مدلنحوه -2 شکل

 روی مدل، از روش حل اجزای محدود

 

بین روش تحلیلی و روش اجزای محدود،  برای مقایسه

صفحاتی از جنس فولاد و شیشه/اپوکسی مورد استفاده قرار 

چهارضلعی  گیرد. مقایسه برای صفحاتی حاوی گشودگیمی

 شود.هایی با شعاع انحنای مختلف انجام میبا گوشه

 

3

4

5

6

7

8

0 0.04 0.08 0.12 0.16 0.2

عد
ی ب

ش  ب
تن

w

لی  و د  حل تحلی
 حل اجزای محدود  و د
لی اپوکسی/شیشه  حل تحلی

 حل اجزای محدود اپوکسی/شیشه

 
های گشودگی بر بررسی تاثیر انحنای گوشه -9 شکل

 و  و د تمرکزتنش صفحاتی از جنس شیشه/اپوکسی

 

نشان داده  5 نتایج حاصل از دو روش مذکور در شکل

بعد برحسب شعاع این شکل تغییر مقدار تنش بی شده است.

، 5 دهد. طبق شکلانحنای گوشه گشودگی را نشان می

بعد حاصل از دو روش در انطباق خوبی بین مقادیر تنش بی

wتواند تاییدی بر درستی های مختلف برقرار است که می

دست آمده با فرض روش حل تحلیلی حاضر باشد. نتایج به 

در  است. c=1صفر بودن زاویه چرخش و زاویه الیاف و 

ای دیگر بین روش حل تحلیلی و روش اجزای محدود، مقایسه

 w=46/4 وc =1یع تنش اطراف گشودگی چهارضلعی برای توز

نشان داده شده است. در این شکل محور افقی،  0در شکل 

دلیل دهد و به موقعیت نقاط اطراف گشودگی را نشان می

درجه آورده شده است. زاویه  184تقارن نتایج تا زاویه 

چرخش و برای ماده مرکب زاویه الیاف صفر در نظرگرفته 

تواند تایید ها در دو روش، می. نزدیکی جوابشده است

 دیگری  بر درستی روش حل تحلیلی ارائه شده باشد.

 

-8

-6

-4

-2

0

2

4

0 30 60 90 120 150 180

عد
ی ب

ش  ب
تن

 درجه زاویه حول گشودگی

 حل تحلیلی  و د
 حل اجزای محدود  و د

 حل تحلیلی اپوکسی/شیشه
 حل اجزای محدود اپوکسی/شیشه

 
در  چهارضلعیتوزیع تنش اطراف گشودگی  -1 شکل

 صفحاتی از جنس شیشه/اپوکسی و  و د

 

 نتایج -5
شود با استفاده از روش حل تحلیلی، در این تحقیق سعی می

تاثیر پارامترهای موثر بر توزیع تنش اطراف گشودگی 

مستطیلی بررسی شود. پارامترهای مورد بحث در این شبه

زاویه  کشیدگی گشودگی،مقاله شامل: انحنای گشودگی، 

باشد. همچنین برای مواد کامپوزیتی چرخش گشودگی می

تاثیر گیرد. رد بررسی قرار مینوع ماده و زاویه الیاف نیز مو

تمامی پارامترها در کنار یکدیگر برای دستیابی به کمترین 

 بعد ممکن، از دیگر اهداف این مقاله است.تنش بی
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 گوشه گشودگی تاثیر انحنای -5-4
معیاری است برای نشان دادن انحنای گوشه  wپارامتر 

گشودگی که یکی از پارامترهای موثر در مقدار تمرکز تنش 

با نشان داده شده است؛  3باشد. همانطور که در شکل می

های گشودگی انحنای گوشهثابت، شعاع  cدر  w افزایش

 wتغییرات مقادیر چهارضلعی یابد. برای گشودگی کاهش می

 w=23/4باشد. مقادیر بیشتر از می w≥4≤23/4 یدر بازه

های گشودگی خواهد شد؛ باعث تیز شدن بیش از حد گوشه

 شود.تا جایی که گشودگی از حالت چهارضلعی خارج می

 

 
های گشودگی بر انحنای گوشه wتاثیر پارامتر  -5 شکل

 چهارضلعی

 

گرد، جنس ماده باتوجه به اینکه در مورد مواد همسان

فقط نتایج مربوط به فولاد ارائه تاثیری بر تمرکز تنش ندارد؛ 

چهارضلعی بعد در اطراف گشودگی تغییرات تنش بیشود. می

پیشتر (، c=1ثابت دلخواه ) cبرای مواد مختلف در  wبرحسب 

مورد در  ]22[پزند و جعفری حل مشابهی توسط رضایی

محوره ارائه شده است. در نتایج آنها بارگذاری کششی تک

ی ارتوتروپیک شیشه/اپوکسی در بهینه برای صفحه wمقدار 

بعد متناظر با آن برابر دهد و بیشترین تنش بیرخ می 49/4

باشد. این نتایج با استفاده از روش حل حاضر نیز می 1/5با 

نسبت بیشترین تنش بعد، منظور از تنش بیشود. تأیید می

)ایجاد شده در اطراف گشودگی ) به تنش برشی اعمالی

است. در این حالت، زاویه چرخش گشودگی برای تمامی مواد 

باشد. همانطور که در و زاویه الیاف برای مواد مرکب صفر می

شود؛ با افزایش مقدار انحنای گشودگی، این شکل مشاهده می

 بعد بسته به نوع ماده، متفاوت است.تغییرات تنش بی ینحوه

ای متناظر با گشودگی دایره =4w، مقدار3مطابق شکل 

بعد دهد که کمترین تنش بینشان می 6است. نتایج شکل 

افتد که خاصی غیر از صفر اتفاق می wبرای مواد مختلف در 

 ( نشان داده شده است.oبا علامت ) 6در شکل 
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های گشودگی بر بررسی تاثیر انحنای گوشه -6 شکل

 تمرکزتنش صفحاتی از جنس مواد ارتوتروپیک و  و د
 

-این بدان معنی است که برخلاف تصور، گشودگی دایره

که تحت آن  wای همواره بهترین گشودگی نیست. مقدار 

شود، برای میحاصل ( c=1ثابت ) cبعد در کمترین تنش بی

بعد و تنش بی wمواد مختلف، متفاوت است. مقدار این 

ارائه شده است. برخلاف مواد  2متناظر با آن در جدول 

گرد، توزیع تنش اطراف گشودگی برای صفحاتی از همسان

 شدت به نوع ماده بستگی دارد.جنس مواد مرکب، به 
 

 بعد متناظر آنو تنش بی c=4بهینه در wمقادیر  -2جدول 

 بعدتنش بی w مواد

 524/5 48/4 فولاد

 468/5 40/4 شیشه/اپوکسی

 828/5 40/4 تخته چندلا

 144/5 46/4 شیشه با الیاف بافته شده/اپوکسی

 

 تاثیر کشیدگی گشودگی -5-2
از دیگر پارامترهای اصلی و تاثیرگذار بر توزیع تنش اطراف 

به خوبی  9باشد. شکل ( میcگشودگی، کشیدگی گشودگی )

تاثیر تغییرات این پارامتر را بر هندسه گشودگی نشان 

شود. ثابت، گشودگی کشیده می w در cبا افزایش دهد. می

( بر توزیع تنش اطراف cبرای بررسی تاثیر مقادیر مختلف )

شود. در این گشودگی، دیگر پارامترها ثابت در نظر گرفته می

گشودگی برای تمامی مواد و زاویه الیاف حالت، زاویه چرخش 

به طور ثابت برابر  wباشند و مقدار برای مواد مرکب صفر می

 شود.در نظر گرفته می 40/4با 
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 بر کشیدگی گشودگی چهارضلعی cتاثیر پارامتر  -7 شکل

 

شکل هایی به لازم به یادآوری است که نگاشت گشودگی

برای  5ای به شعاع واحد، با اعمال مقدار چهارضلعی به دایره

n  نشان  8نتایج حاصل از شکل  شود.حاصل می 10در رابطه

و  cبرای تمامی مواد رابطه بین ، =40/4wدهد که در می

بعد یک رابطه تقریباٌ خطی است و کمترین مقدار تنش بی

 افتد.اتفاق می c=1بعد برای مواد مختلف در تنش بی
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بررسی تاثیر کشیدگی گشودگی بر تمرکز تنش  -8 شکل

 w=01/0صفحاتی از جنس مواد ارتوتروپیک و  و د در 

 

 تاثیر زاویه چرخش گشودگی -5-9

( بر روی مقدار βدر این بخش، تاثیر زاویه چرخش گشودگی )

مستطیلی با درنظر گرفتن شبهبعد برای گشودگی تنش بی

1=c شود. با توجه به شکل گشودگی، برای بررسی می

بعد در زوایای بارگذاری برشی کافی است تا تغییرات تنش بی

درجه بررسی شود. برای مواد  44چرخش بین صفر تا 

ای از جنس فولاد و در مورد مواد مرکب گرد صفحههمسان

اع انحنای مختلف ای از جنس شیشه/اپوکسی در شعصفحه

، زاویه چرخش 4 گیرد. در شکلمورد مطالعه قرار می

ی فولادی تغییر درجه برای صفحه 44گشودگی از صفر تا 

شود؛ در زاویه همانطور که در این شکل دیده می کند.می

بعد کمترین مقدار است؛ که چرخش خاصی مقدار تنش بی

حد امکان به شود. در طراحی باید تا تنش مطلوب نامیده می

ی فولادی در شرایط تنش مطلوب نزدیک شد. برای صفحه

 4حاوی گشودگی چهارضلعی، تنش مطلوب در زاویه  4شکل 

های wافتد که مقدار این تنش برای درجه اتفاق می 44و 

، مقدار 4ارائه شده است. مطابق شکل  5مختلف در جدول 

است.  درجه بیشترین مقدار 03بعد در زاویه چرخش تنش بی

این تنش به تنش نامطلوب معروف است. در طراحی باید از 

 شرایط تنش نامطلوب اجتناب کرد. 
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بررسی تاثیر زاویه چرخش گشودگی بر تمرکز  -3 شکل

 تنش در صفحه  و دی

 

از  c=4زاویه چرخش مطلوب و تنش متناظر آن در  -9جدول 

 صفحه  و دی

W 
چرخش زاویه 

 مطلوب )درجه(

تنش 

 مطلوب

زاویه چرخش 

نامطلوب 

 )درجه(

تنش 

 نامطلوب

 232/0 03 991/5 44و4 42/4

 890/0 03 544/5 44و4 46/4

 944/3 03 584/5 44و4 1/4

 844/6 03 991/5 44و4 10/4
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بعد برحسب زاویه چرخش ، تغییرات تنش بی14شکل 

در شعاع ای از جنس شیشه/اپوکسی گشودگی را برای صفحه

دهد. در این حالت زاویه الیاف نشان می انحناهای مختلف

صفر در نظر گرفته شده است. تنش مطلوب برای این ماده 

دهد. مقدار درجه رخ می 44نیز در زاویه چرخش صفر و 

 0های مختلف در جدول wتنش مطلوب در این حالت برای 

 درجه 33و  53ارائه شده است. تنش نامطلوب در زوایای 

 افتد.اتفاق می
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بررسی تاثیر زاویه چرخش گشودگی بر تمرکز  -40 شکل

 ی ارتوتروپیک شیشه/اپوکسیتنش  صفحه

 

از  c=4زاویه چرخش مطلوب و تنش متناظر آن در  -1جدول 

 ارتوتروپیک شیشه/اپوکسیصفحه 

w 
زاویه چرخش 

 مطلوب )درجه(

تنش 

 مطلوب

زاویه چرخش 

 نامطلوب )درجه(

تنش 

 نامطلوب

 580/0 33و  53 441/0 44و4 42/4

 456/3 33و  53 412/0 44و4 46/4

 442/3 33و  53 543/0 44و4 1/4

 164/9 33و  53 442/0 44و4 10/4

 

 تاثیر زاویه الیاف -5-1
های یکی از پارامترهای مهم در توزیع تنش اطراف گشودگی

گشودگی، زاویه الیاف  مختلف در صفحات کامپوزیتی حاوی

بعد، برای است. نتایج بررسی تاثیر این پارامتر بر تنش بی

 1چهار ماده کامپوزیتی مختلف که خواص آنها در جدول 

نشان داده شده است. این بررسی برای  11آمده، در شکل 

و زاویه چرخش صفر انجام  c=1و  w=40/4یک گشودگی با 

بعد و در مترین تنش بیدرجه ک 44و  4در زوایای . گیردمی

دهد. مقادیر بعد رخ میدرجه بیشترین تنش بی 03زاویه 

 3بعد برای این مواد در جدول بیکمترین و بیشترین تنش

بعد با زاویه ، تغییرات تنش بی12در شکل ارائه شده است. 

شود. های مختلف برای شیشه/اپوکسی مشاهده میwالیاف در 

باتوجه به این شکل زاویه الیافی که منجر به کمترین تنش 

 کند.تغییر نمی wشود؛ با تغییر بعد میبی
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بررسی تاثیر زاویه الیاف بر تمرکز تنش  صفحاتی  -44 شکل

 از جنس مواد ارتوتروپیک

 

 w=01/0زاویه الیاف مطلوب و تنش متناظر آن در  -5جدول 

 صفحاتی از جنس مواد ارتوتروپیکدر  c=4و 
زاویه الیاف  مواد

مطلوب 

 )درجه(

تنش 

 مطلوب

زاویه الیاف 

نامطلوب 

 )درجه(

تنش 

 نامطلوب

 130/3 03 468/5 44و  4 شیشه/اپوکسی

 448/3 03 828/5 44و  4 تخته چندلا

 914/4 03 944/6 44و  4 گرافیت/اپوکسی

شیشه با الیاف 

 بافته شده/اپوکسی
 119/0 03 190/5 44و  4

 

بعد همواره برای برای شیشه/اپوکسی، کمترین تنش بی

w افتد. درجه اتفاق می 44های مختلف در زاویه الیاف صفر و

های مختلف کاملاٌ wبعد در اگرچه مقدار کمترین تنش بی

در  wبعد بسته به مقدار بیمتفاوت است. بیشترین تنش 

مقادیر تنش مطلوب در دهد. زوایای الیاف مختلف رخ می
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ی زاویه الیاف بهینه و همچنین تنش نامطلوب برای ماده

ارائه  6در جدول   c=1های مختلف و wشیشه/اپوکسی در 

 شده است.
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ی تنش  صفحهبررسی تاثیر زاویه الیاف بر تمرکز  -42 شکل

 ارتوتروپیک شیشه/اپوکسی

 

از  c=4زاویه الیاف مطلوب و تنش متناظر آن در  -6جدول 

 ارتوتروپیک شیشه/اپوکسیصفحه 

W 
زاویه الیاف 

 مطلوب )درجه(

تنش 

 مطلوب

زاویه الیاف 

 نامطلوب )درجه(

تنش 

 نامطلوب

 068/3 03 441/0 44و4 42/4

 130/3 03 468/5 44و4 40/4

 426/0 33و  53 412/0 44و4 46/4

 441/3 63و  23 543/0 44و4 1/4

 

 ی پارامترها درکنار یکدیگرتاثیر همه -6
تاثیر تمامی پارامترها در کنار یکدیگر در این بخش به بررسی 

 شود.بعد پرداخته میبرای دستیابی به کمترین تنش بی

پارامترهای مورد بحث در این مقاله شامل: انحنای گشودگی، 

زاویه چرخش گشودگی هستند.  کشیدگی گشودگی،

همچنین برای مواد مرکب نوع ماده و زاویه الیاف نیز مورد 

گرد گیرند. این بررسی ابتدا برای مواد همسانبررسی قرار می

 شود.گرد انجام میو سپس برای مواد غیرهمسان

 

 گردمواد همسان -6-4

w ،c و β بر تحلیل تنش  ترین پارامترهای تاثیرگذاراز مهم

حاوی گشودگی و تحت تنش برشی گرد صفحات همسان

ی تاثیر این پارامترها به طور همزمان برای صفحه. هستند

ابتدا تاثیر زوایه چرخش بر تنش  شود.فولادی بررسی می

آید که ثابتی به دست می wهای مختلف، در cبعد در بی

است. این نشان داده شده  =46/4wیک نمونه برای  15شکل 

انجام  w≥4≤23/4ی های مختلف در بازهwبرررسی برای 

ها در هر شکل شود. سپس اگر نقاط مینیمم این منحنیمی

( مشخص شده است، تنش مطلوب  oکه با علامت )

گذاری  شود، در نموداری دیگر، تغییرات این تنش مطلوب نام

ی های مختلف که از مرحلهwبرحسب کشیدگی گشودگی در 

 10شود. این نتایج در شکل به دست آمده سنجیده می قبل

نشان داده شده است. سپس نقاط مینیمم به دست آمده از 

( مشخص شده است، ⨉که با علامت ) 10های شکل منحنی

 شود.ترسیم می  wبه صورت جداگانه برحسب 13در شکل 
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بعد در تاثیر زوایه چرخش گشودگی بر تنش بی -49 شکل

 w=06/0های مختلف در کشیدگی گشودگی

 

و محور قائم کمترین  wمحور افقی،  13عبارتی در شکل به 

ای که با تنش مطلوب است. بنابراین در این شکل نقطه

دهنده کمترین تنش ( نشان داده شده است؛ نشان□علامت )

دی برای گشودگی چهارضلعی ی فولامطلوب ممکن در صفحه

است.  524/5باشد؛ که مقدار آن برابر با مستطیلی( می)شبه

، =48/4wپارامترهای بهینه در این نقطه عبارت است از: 

1c= ،444و=βدهد که با انتخاب صحیح . این نتیجه نشان می

توان به تمرکز تنشی کمتر از پارامترهای مهم و تاثیرگذار، می

 ( دست یافت.w=4)ای گشودگی دایره
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تغییرات تنش مطلوب برحسب کشیدگی  -41 شکل

 های مختلفwگشودگی در 
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گرد ی همسانکمترین تنش مطلوب در صفحه -45 شکل

  و دی برای گشودگی چهارضلعی

 

 گردمواد غیرهمسان -6-2
تاثیر تمامی پارامترهای موثر بر توزیع در این بخش به بررسی 

ای از جنس مواد مرکبی که تنش اطراف گشودگی در صفحه

شود. هدف آمده است؛ پرداخته می 1خواص آنها در جدول 

تعیین پارامترهای بهینه برای دستیابی به کمترین تنش 

پارامترهای مورد بحث برای این مواد شامل: بعد است. بی

زاویه چرخش  کشیدگی گشودگی،انحنای گشودگی، 

. بنابراین باشندگشودگی، نوع ماده و زاویه الیاف می

ای از جنس صفحهبرای  θو  w ،c، βپارامترهای 

گیرد. ولی شیشه/اپوکسی به طور کامل مورد مطالعه قرار می

برای دیگر مواد مرکب فقط به ارائه پارامترهای بهینه و تنش 

ابتدا تاثیر زوایه چرخش  شود.بعد متناظر با آن بسنده میبی

در  w=1/4و c =1، در بعد در زاویای الیاف مختلفبر تنش بی

های cنشان داده شده است. این برررسی برای  16شکل 

 شود. انجام می c≥1≤3/2ی مختلف در بازه
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بعد در تاثیر زوایه چرخش گشودگی بر تنش بی -46 شکل

مختلف،  زاویه الیافدر  شیشه/اپوکسیی ارتوتروپیک صفحه

1=C  4/0و=w  
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در  زاویه الیافتغییرات تنش مطلوب برحسب  -47 شکل

در کشیدگی  شیشه/اپوکسیی ارتوتروپیک صفحه

  w=4/0های مختلف و گشودگی
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ی ارتوتروپیک کمترین تنش مطلوب در صفحه -48 شکل

 w=4/0در  شیشه/اپوکسی
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ی ارتوتروپیک کمترین تنش مطلوب در صفحه -43 شکل

 برای گشودگی چهارضلعی شیشه/اپوکسی

 

درجه کاملاً برهم  44نتایج مربوط به زاویه الیاف صفر و 

بعد که در زوایای الیاف باشد. موقعیت تنش بیمنطبق می

( o) با علامت 16مختلف کمترین مقدار است؛ در شکل 

بعد کمینه، تنش های بیمشخص شده است. این تنش

تغییرات تنش  19شود. اکنون در شکل گذاری میمطلوب نام

صورت توابعی پیوسته در  مطلوب برحسب زاویه الیاف به

c .نقاط مینیمم به دست های مختلف نشان داده شده است

 ( مشخص شده⨉که با علامت ) 19های شکل آمده از منحنی

، 18در شکل  باشند.می cکمترین تنش مطلوب در هر است؛ 

ترسیم شده است. در   cاین کمترین تنش مطلوب برحسب

نشان داده شده، کمترین ■( ای که با علامت )نقطه 18شکل 

ها و باشد. تمامی مراحل بالا، شکلمی =1/4wدر تنش مطلوب 

انجام شده است.  =1/4wنتایج ارائه شده در این بخش برای 

ها برای تمامی انحنای گوشه گشودگی در بنابراین این بررسی

دست آمده از آن شود و مقادیر به انجام می w≥4≤23/4بازه 

ای که با نقطه 14. در شکل شودترسیم می 14در شکل 

 نشان داده شده، کمترین تنش مطلوب در( □علامت )

گرد شیشه/اپوکسی برای گشودگی ی غیرهمسانصفحه

باشد که مقدار آن برابر با مستطیلی( میچهارضلعی)شبه

باشد. پارامترهای بهینه در این نقطه عبارت است می 036/5

ها برای . این بررسیθ=4وβ ،44=44و1/4w= ،9/1c= ،4از: 

 دستدیگر مواد مرکب انجام شده است. پارامترهای بهینه به

بعد متناظر با آن برای این مواد در آمده و کمترین تنش بی

 معرفّی شده است. 9جدول 

 

 بعد متناظر با آن پارامترهای بهینه برای گشودگی چهارضلعی در صفحاتی از مواد مختلف و تنش بی -7جدول 

 

 مواد

w 
انحنای 

 گشودگی

c 
کشیدگی 

 گشودگی

β 
 زاویه چرخش گشودگی

 )درجه(

θ 
 زاویه الیاف

 )درجه(

 

 بعدتنش بی

 524/5 - 4و  44 1 48/4 فولاد

 036/5 44و  4 4و  44 9/1 1/4 شیشه/اپوکسی

 033/5 44و 4 4و  44 4/1 12/4 تخته چندلا

 249/3 44و  4 4و  44 3/2 11/4 گرافیت/اپوکسی

 143/5 44و  4 4و  44 1 49/4 شیشه با الیاف بافته شده/اپوکسی
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 نتیجه گیری -7
در این مقاله با توسعه روش حل تحلیلی لخنیتسکی، توزیع 

تحت تنش برشی در چهارضلعی تنش اطراف گشودگی 

نهایت، مورد بررسی قرار گرفت. نتایج حاصل از این تحقیق بی

صحت و دقت  دهندههای عددی نشانو مقایسه آن با روش

خوبی نشان  روش حل تحلیلی حاضر است. در این مطالعه به

داده شد که پارامترهای متعددی بر توزیع تنش اطراف 

گشودگی تاثیرگذار هستند. این پارامترها شامل: شعاع انحنای 

ی چرخش های گشودگی، کشیدگی گشودگی، زاویهگوشه

شند. با انتخاب بامی جنس صفحهی الیاف و گشودگی، زاویه

بعد در توان به کمترین تنش بیصحیح این پارامترها می

اطراف گشودگی دست یافت. بدین منظور تاثیر هر پارامتر به 

ی تاثیر همهصورت مجزا مورد بررسی قرار گرفت و سپس 

در نهایت مقادیر بهینه پارامترهای  پارامترها در کنار یکدیگر و

و  بررسی  ؛شودتمرکزتنش میمورد بحث که منجر به کمترین 

معرفی شد. با توجه به نتایج به دست آمده، در شعاع انحنای 

خاصی از گشودگی چهارضلعی، مقدار تمرکز تنش حتی از 

ای نیز کمتر خواهد بود. نتایج نشان داد که گشودگی دایره

های گشودگی تنها پارامتر موثر بر کاهش شعاع انحنای گوشه

چرخش گشودگی و انتخاب  لکه زاویهبعد نیست، بتنش بی

کشیدگی گشودگی مناسب هم در این کاهش تنش، تاثیر 

گرد تاثیری بر بسزایی دارد. جنس صفحه در مواد همسان

ولی در مورد مواد مرکب علاوه بر هندسه  تمرکز تنش ندارد،

گشودگی نه تنها جنس، بلکه زاویه الیاف هم بر توزیع تنش 

 .اطراف گشودگی موثر است
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