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 چکیده

 یاز بارها یساده که تحت عبور مجموعه ا یمرز طیبا شرا ریت کی یو پاسخ زمان یرفتار ارتعاش یمقاله به بررس نیدر ا

 یکینامیاستفاده شده است و معادلات د یبرنول-لریاو یاز تئور ریت یمتحرک قرار دارد، پرداخته شده است. به منظور مدلساز

 بار متمرکز در دوحالت قبل و کیاز عبور  یناش ریت ی. در ابتدا رفتار ارتعاشدحل شده ان یلیحاکم بر مساله به روش تحل

درحال حرکت با فاصله  یاز بارها یبه مجموعه ا لیتحل نیقرار گرفته است. سپس ا یمورد بررس ریبعد از خروج بار از ت

داده شده و  میتعم شوند، یاز آن خارج م ریکردن طول ت یشده و پس از ط ریاز هم که از سمت چپ وارد ت کسانی

سرعت حرکت و  ریتاث قرار گرفته است. یمختلف حرکت بارها، ازجمله حرکت در دو جهت مخالف، مورد بررس یوهایسنار

به دست  جیقرار گرفته است. نتا یمورد بررس ریت ییجابجا زانیم نیشتریو ب ریمرکز ت یبارها بر پاسخ زمان نیفاصله ب زین

 هدیوقوع پد لیبه دل ریبارها، دامنه ارتعاشات ت نیاز سرعت بار و فاصله ب یخاص یها بیترک دردهد که  یآمده نشان م

 .ردیمورد توجه قرار گ ریت یدر طراح دیکند که با یم دایپ شیرزونانس افزا

 .یرفتار ارتعاش ؛یبرنول-لریاو ریت ؛یپاسخ زمان ؛یکینامید ییبزرگنما بیضر ؛متحرک بار: كلمات كلیدی

Vibrational analysis and time response of a beam traveled by a series of moving loads 
S.Abolghasemi 

Assist. Prof., Department of Engineering, Golestan university, Iran. 

Abstract 

This paper investigates the vibrational behavior and time response of a simply supported beam traveled by 

a series of moving loads. The Euler-Bernoulli beam theory is employed for modeling, and the governing 

dynamic equations of the problem are solved analytically. Initially, the vibrational behavior of the beam 

caused by the passage of a single concentrated load is examined for two stages: before and after the load 

exits the beam. Subsequently, this analysis is extended to a series of loads moving at equal spacing, which 

enter the beam from the left side and exit after traversing its length. Various load movement scenarios, 

including motion in two opposite directions, are also studied. The effects of load velocity and the spacing 

between loads on the time response at the beam's midpoint and the maximum beam deflection are analyzed. 

The obtained results indicate that for specific combinations of load velocity and load spacing, the vibration 

amplitude increases due to the resonance phenomenon, which must be taken into account in beam design. 

Keywords: Moving load; dynamic amplification factor; time response; Euler-Bernoulli beam;vibrational 

behavior. 
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  مقدمه -1
 تیهستند که در طول زمان، موقع ییمتحرک، بارها یبارها

 از یاریدر بس ینوع بارگذار نی. اکندیم رییسازه تغ یها روآن

و  یکیمکان یهاستمیدر س ژهیوبه ،یمهندس یکاربردها

. رفتار شودیمشاهده ممانند پل ها و خطوط ریلی  ،یعمران

 یارهااز ب تردهیچینوع بار، پ نیا ریها تحت تأثسازه یکینامید

 لیحلت تیاست. اهم یترقیدق یهالیتحل ازمندیو ن دهبو ستایا

ارتعاشات،  شیآن در افزا ریتأث لیبه دل ،ینوع بارگذار نیا

 دیمانند تشد ییهادهیسازه، و احتمال وقوع پد یخستگ

که حرکت  دهندینشان م هیاول مطالعات .باشدی)رزونانس( م

منجر به  تواندیساده م ریت کی یمتمرکز رو یروین کی

از  یکیشود. مسئله بار متحرک  یادهیچیپ یارتعاش یرفتارها

ها است که به سازه یکینامید لیدر تحل کلاسیک مسائل

حالت،  نیترشده است. در ساده یسازمدل یمختلف یهاشکل

بدون جرم و با سرعت ثابت در نظر گرفته  ییرویصورت نبار به

و  یجرم بار، سفت ریتأث تر،شرفتهیپ یها. اما در مدلشودیم

 یتریتا پاسخ واقع شودیلحاظ م لیدر تحل زیآن ن ییرایم

  .دیدست آبه

سازی تیرها تحت بار متحرک معمولاً بر اساس مدل

تئوری  و برنولی–اویلر مانند تئوری های کلاسیکنظریه

 صورت به عموما حاکم معادلات و شودمی انجام تیموشنکو

 به هاآن حل و بوده متغیر زمانی ضرایب با دیفرانسیل معادلات

 مودال، روش مانند عددی یا تحلیلینیمه تحلیلی، هایروش

 دیفرانسیلی مربعات روش یا و محدود المان محدود، تفاضل

گیرد. مطالعه رفتار دینامیکی تیرها تحت بار متحرک می انجام

در چندین زمینه متمرکز شده است که از آن جمله می توان 

به نحوه مدلسازی تیر و روش حل مورد استفاده، نحوه 

مدلسازی و مشخصات بار متحرک، شرایط تکیه گاهی تیر، 

ی دوتیر موازمشخصات هندسی و جنس تیر و نیز سیستم های 

و یا سیستم های داری چند تیر در ارتباط با هم اشاره کرد. 

بر اساس  1970در اویل دهه  اولیه در این حوزه مطالعات

آل انجام ی بار متحرک و تحلیل تیرهای ایدههای سادهتوزیع

گذاران این حوزه، اثر بار عنوان یکی از بنیانبه  1فریبا .شد

را مطالعه کرد و نشان داد که بارهای  متحرک بر ارتعاشات تیرها

توانند پاسخ ارتعاشی بسیار بالاتری نسبت به حالت متحرک می

                                                       
1 Frýba 
2 Multi-span beams 

. معادلات حاکم بر مساله تیر تحت [1] استاتیک ایجاد کنند

بار متحرک را می توان به روش تحلیلی و یا عددی حل کرد و 

 ، استفاده از روشییکی از رویکردهای متداول در تحلیل ارتعاش

المان محدود است، که امکان بررسی دقیق پاسخ زمانی و 

 و کندمیفضایی تیرها تحت بارهای متحرک مختلف را فراهم 

به همین دلیل مورد استفاده بسیاری از محققین در مطالعات 

    .[7-2]خود بوده است 

ختلفی می تواند مدلسازی بار متحرک نیز به روشهای م

رفتار ارتعاشی یک تیر ایزوتروپیک  [8]صورت بگیرد. در مرجع 

با شرایط مرزی مختلف تحت بار متمرکز در سه حالت سرعت 

ثابت، شتاب تند شونده و شتاب کند شونده مورد بررسی قرار 

با  2رفتار ارتعاشی تیرهای چند دهانه [9]در مرجع   گرفت.

 مقطع غیر یکنواخت و تحت بار متمرکز با سرعت ثابت و متغیر

 برنولی-مورد مطالعه قرار گرفت. در این مقاله از تئوری اویلر

ست و حل مساله با استفاده برای مدلسازی تیر استفاده شده ا

از آنالیز مودال و روش انتگرال گیری مستقیم بدست آمده 

بعد یک تیر که معادله حرکت بی، [10]است. در تحقیقی دیگر

وری تئتحت عبور بار هارمونیک متحرک قرار دارد، با استفاده از 

 .مبتنی بر بسط دومقیاسی زمانی حل شده است اغتشاشات

به مطالعه رفتار تیرهای چند دهانه با  [11]چئونگ و همکاران 

عنوان مودهای به 3شده ارتعاشی تیرتوابع اصلاح استفاده از

، تاثیر [12]پرداخته اند و سپس با توسعه تحقیق خود   فرضی

عبور وسایل نقلیه بر رفتار ارتعاشی تیر را بررسی کرده اند که 

در آن وسیله نقلیه به صورت یک سیستم دودرجه آزادی مدل 

به بررسی ارتعاشات غیرخطی  [13]همکاران  شده است. ونگ و

یک تیر تحت بار متحرک پرداختند. آنها از روش همیلتون برای 

ت حاکم و از روش گالرکین برای حل آن استخراج معادلا

مشخصات هندسی و  که دهندنتایج نشان میاستفاده نمودند. 

باعث کاهش دامنه ارتعاش اجباری  نیز خواص ماده تیر، هردو

شده و در عین حال موجب افزایش سرعت نوسانات و افزایش 

 .شوندسرعت بحرانی بار متحرک می

بور کیه گاه ساده تحت عموضوع پایداری دینامیکی تیر با ت

مورد بررسی قرار گرفت و   [14]چنیدن بار توسط پیرمرادیان 

مرز پایدار و ناپایدار مساله بر حسب پارامترهای جرم های 

 با استفاده از دو روش محاسبه شد. عبوری 

3 Modified beam vibration functions 
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یر تیکی از مهمترین عوامل تاثیر گذار بر رفتار دینامیکی  

از  [15]تحت عبور بار، شرایط تکیه گاهی آن می باشد. در 

روش اجزای محدود جهت تحلیل دینامیکی یک تیر واقع بر 

بستر الاستیک و تحت عبور بار متمرکز استفاده شده است. 

بدین منظور بستر تیر به صورت مجموعه ای از فنرهایی با 

ضریب متغیر مدلسازی شده است و از تعمیم آن برای شبیه 

سون سازی سازه های خط راه آهن استفاده شده است. جوهان

زیابی رفتار یک حل تحلیلی صریح برای ار  [16]و همکاران 

دینامیکی تیرهای چند دهانه ارائه دادند و به کمک این حل، 

متناظر با  هایمود و شکل ات تیرهای طبیعی ارتعاشفرکانس

ی تیر به تابع مشخصه روی با اعمال شرایط مرزی بر را آن

آوردند. رفتار دینامیکی یک تیر باریک تحت عبور دست 

 [17]فواصل مساوی در  چندین بار متمرکز با سرعت یکسان و

سی قرار گرفته است. در این مقاله با استفاده از تبدیل مورد برر

مساله از حالت پیوسته به گسسته، یک حل تحلیلی برای 

در  [18]بررسی ارتعاشات تیر ارائه شده است. ژنگ و همکاران 

برنولی و تیموشنکو در -مقاله خود به مقایسه دو تئوری اویلر

تحلیل دینامیکی تیرها تحت عبور بار متمرکز هارمونیک 

تحقیق تیر به صورت یک ریل با تکیه پرداخته اند. در این 

, 19]مدل شده است. سبحانی راد و حسنی  1گاههای گسسته

درمقالات خود به مطالعه رفتار ارتعاشی پل های خط آهن  [20

چند دهانه با فاصله دهانه یکسان و متغیر و تحت عبور بارهای 

به  هبر مسال حاکم تمعادلامتمرکز با فواصل یکسان پرداختند. 

 صورت تحلیلی با استفاده از روش انتگرال دامیل و همچنین

حداکثر پاسخ و  پدیدهو  روش نیومارک بتا حل شده است

ارتعاشات مورد بررسی قرار گرفته است. سیمسک  سازیخنثی

به بررسی رفتار ارتعاشی یک تیر از جنس  [21]در مقاله خود 

و تحت عبور یک جرم متحرک با استفاده از  2مواد مدرج تابعی

تئوری های مختلف مرتبه اول و مرتبه بالا پرداخته است. وی 

توابع از روش لاگرانژ برای استخراج معادلات حاکم و از 

های جاییبهجا برای بیان به صورت چند جمله ای  3آزمایشی

استفاده نموده است. ها و عرضی، محوری و دوران مقاطع تیر 

در مقاله خود به بررسی رفتار یک تیر از جنس  [22]همکاران 

مواد مدرج تابعی با سطح مقطع غیر یکنواخت و تحت اثر 

                                                       
1 Discretely supported track 
2 Functionally graded materials (FGM) 
3 Trial functions 
4 Moving oscillator 

حرکت چندین بار متمرکز به کمک روش اجزای محدود 

با استفاده از روش تحلیلی  [23]فروغی و همکاران  پرداخته اند.

و عددی به مطالعه ارتعاشات میکروتیرهای مدرج تابعی واقع بر 

وابط رپرداختند و  تحت حرکت یک بار متحرک بستر الاستیک

، بینی ضریب بزرگنمایی دینامیکیای برای پیشتحلیلی ساده

 ارائه نمودند.شرایط لغو ارتعاش و بیشینه دامنه ارتعاش آزاد 

ارتعاشات عرضی یک سیستم متشکل از چند تیر که از طریق 

فنر های عرضی به هم متصل اند، توسط آریایی و همکاران 

مورد بررسی قرار گرفته است. در این تحقیق از  [25, 24]

برای مدلسازی تیرها استفاده شده و معادلات  تئوری تیموشکنو

حاکم با استفاده از روش تغییر متغیر و آنالیز مودال از حالت 

کوپل شده خارج و حل شده اند. مطالعه دیگری در زمینه 

  [26]تحلیل این نوع سیستم از تیرها توسط لای و همکاران 

 [27]در  با استفاده از روش تبدیلات انتگرالی انجام شده است.

برنولی دارای شرایط مرزی -رفتار دینامیکی یک تیر اویلر

با درنظر   یک درجه آزادی 4الاستیک تحت حرکت یک نوسانگر

ی تیر ارتعاشگرفتن اثر میرایی مورد بررسی قرار گرفته و پاسخ 

و نوسانگر با استفاده از تحلیل مودال و استفاده از مجموعه توابع 

چند جمله ای متعامد محاسبه شده است. رفتار ارتعاشی یک 

تیرکامپوزیتی واقع بر بستر الاستیک با طول بی نهایت و تحت 

 [28]اثر حرکت یک بار هارمونیک، توسط رضوانی و همکاران 

این مقاله از تئوری تغییر شکل برشی مطالعه شده است. در 

مرتبه سوم برای مدلسازی تیر استفاده شده و تاثیر سرعت و 

فرکانس بار بر تغییر شکل تیر و ممان خمشی آن بررسی شده 

از توابع دینامیکی گرین برای تحلیل یک  [29]است. در مرجع 

 برنولی با شرایط مرزی ساده تحت بار متحرک-تیر اویلر

 یک عبارت ماتریسیاستفاده شده است که در آن با استفاده از 

با استفاده  [30]می توان خمش تیر را محاسبه نمود. رائو ساده 

ولی برن-به تحلیل ارتعاشی یک تیر اویلر 5از روش جمع مودها

با درنظر گرفتن تاثیر اینرسی بار متحرک پرداخته است. وی از 

برای حل معادلات زمانی استفاده  6روش مقیاس های چند گانه

و تاثیر اینرسی بار را برپایداری تیر مورد ارزیابی قرار  نموده

  داده است.

5 Mode superposition 
6 Multiple scales 
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 شدهکوپل پیچشی-ارتعاشات جانبی [31]در مرجع 

مورد  متحرک هارمونیک بارهای اثر تحت نازک جدار تیرهای

 یرت نظریه اساس بر پژوهش، این دربررسی قرار گرفته است. 

 رفتار بر حاکم دیفرانسیل معادلات ،1ولاسوف نازک جدار

 هب مودال بسط از استفاده با و شده استخراج تیر  دینامیکی

پاسخ  سپس. اندشده تبدیل معمولی دیفرانسیل معادلات

 با زمان حوزه در پیچشی و جانبی هایجاییجابهمربوط به 

 .اندتبدیل لاپلاس و معکوس آن به دست آمده از استفاده

تیر ویسکوالاستیک  یکرفتار ارتعاشی  [32]نصیر و همکاران 

 وردر حض و ثابت سرعت با جرم حرکت اثر تحت برنولی–اویلر

را با  فنر و میراگر متمرکز، جرم شامل الحاقات مختلف انواع

 .مورد تحلیل قرار دادند روش تجزیه مودالاستفاده از 

با استفاده از روش تجزیه ، خود در پژوهش [33]لی و همکاران 

ی بینی پاسخ دینامیکی تیرهاروابط تحلیلی برای پیشمودال، 

قطار ارائه ناشی از حرکت دار فولادی تحت بار دارای جان موج

های آزمایشگاهی سازی اجزای محدود و دادهبا نتایج شبیه و

  کرده اند.موجود اعتبارسنجی 

 هایجرم نیروی و سازه–اثرات اندرکنش خاک [34]در مرجع 

 لاستیکا بستر بر قرارگرفته تیرهای دینامیکی رفتار بر متحرک

 اگهانین تغییرات اینکه به توجه با. مورد مطالعه قرار گرفته است

 به را سازه دینامیکی عملکرد تواندمی ایسازه اجزای و جرم

 نقش پژوهش این در دهد، قرار تأثیر تحت توجهی قابل طور

 تحلیل در متحرک هایجرم و خاک جرم از ناشی اینرسی اثرات

 .است گرفته قرار مطالعه مورد سازه ارتعاشی

مطالعه تحقیقات پیشین نشان می دهدکه تقریبا در همه 

عبور بار مورد بررسی قرار گرفته  زمانموارد، رفتار تیر تنها در 

تعداد بارهای عبوری در هر و یا فرض بر این بوده است که 

در حالی که رفتار تیر پس از خروج بار،  لحظه ثابت می باشد،

به خصوص در حالت عبور چندین بار، از اهمیت زیادی 

برخوردار است که کمتر بدان پرداخته شده است. در این مقاله، 

ابتدا رفتار ارتعاشی تیر تحت عبور یک بار متمرکز در حین و 

مبتنی بر حل  تحلیلی روش با استفاده از بعد از خروج بار

مستقیم معادلات حاکم بر مساله و اعمال دقیق شرایط مرزی 

 در دو حالت حرکت بار بر روی تیر و پس از خروج آن از تیر، 

به حالت حرکت حل تحلیلی ارائه شده بررسی شده و سپس 

چندین بار متمرکز با فواصل یکسان در یک جهت و نیز در دو 

                                                       
1 Vlasov’s thin-walled beam theory 

الف هم، تعمیم داده می شود. سپس با استفاده از جهت مخ

حل عمومی ارائه شده، تاثیر سرعت حرکت بارها و فاصله آنها 

 یزمان از یکدیگر و نیز حرکت بارها در خلاف جهت هم بر پاسخ

تیر و بیشترین میزان تغییر شکل ایجاد شده در آن مورد بحث 

رفتار  ی برهمچنین تاثیر نسبت میرای و بررسی قرار می گیرد.

تیر و دامنه ارتعاشات آن، به خصوص در شرایط تشدید ارزیابی 

 می شود.

 

 فرمول بندی مساله -2
 حالت عبور یک بار -2-1

ها مدل ترین و پرکاربردترینیکی از بنیادی ،گاه سادهتیر با تکیه

عنوان یک مدل مرجع در در تحلیل سازه است و اغلب به

رود. در این مطالعه نیز بسیاری از مسائل مهندسی به کار می

در این مدل است.  تحلیل بر اساس همین مدل انجام شده

 در دو طرف گاه سادهشود تیر دارای تکیهشده، فرض میساده

در طول تیر حرکت  𝑣یک بار متمرکز با سرعت ثابت و  بوده

 درو میرایی  اینرسی نیرواثرات همچنین از  .(1کند )شکل می

 این تحلیل صرفنظر می شود.

 
 .تیر با شرایط مرزی ساده تحت عبور بار متحرک -1شکل 

 یبرنول-تیر اویلر رفتار خمشی تیر بر اساس فرضیات

ای که در ابتدا عمود ، مقاطع صفحهد که طبق آنشوبررسی می

اقی ای ببر محور خنثی هستند، پس از تغییرشکل نیز صفحه

اثر تغییرشکل برشی عرضی  و کنندو فقط دوران می مانده

شود. معادله حاکم بر ارتعاش عرضی تیر تحت نادیده گرفته می

 :[35] شودصورت زیر بیان میاثر یک بار متمرکز متحرک به

𝐸𝐼
𝜕4𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4
+ 𝜌𝐴

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
= 𝛿(𝑥 − 𝑣𝑡)𝑃 (1) 

ترتیب به 𝐴و 𝜌 و  بودهخمشی تیر  صلبیت 𝐸𝐼که در آن 

اندازه بار   𝑃ند. دهچگالی و سطح مقطع تیر را نشان می

در حال حرکت در امتداد تیر  𝑣با سرعت  است که متحرک
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تیر با تابع دلتای دیراک می باشد. برای یک   𝛿 (𝑥)و  بوده

 :شوندصورت زیر بیان میگاه ساده، شرایط مرزی بهتکیه

𝑤(𝑥, 𝑡) =
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
= 0  (𝑥 = 0, 𝐿) (2) 

( با استفاده 1پاسخ معادله دیفرانسیل بیان شده در رابطه )

 از روش جداسازی متغیرها به صورت زیر درنظر گرفته می شود:

𝑤(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑦𝑛(𝑡)sin (
𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

∞

𝑛=1

 (3) 

) sinام بوده و  𝑛مودال  مختصات 𝑦𝑛(𝑡)که در آن 
𝑛𝜋𝑥

𝐿
) 

ام مربوط به ارتعاشات یک تیر با شرایط  𝑛بیانگر تابع شکل مد 

( را 2مرزی ساده است که شرایط مرزی بیان شده در رابطه )

ارضا می کند. این تابع شکل مد برای شرایط مرزی مختلف تیر 

ل مساله یک تیر با قابل محاسبه است. مهمترین بخش ح

می باشد که   𝑦𝑛(𝑡)نیروی متحرک، بدست آوردن پاسخ زمانی 

در ادامه به طور کامل شرح داده می شود. با جایگذاری حل 

( و پس از ساده سازی، معادله دیفرانسیل 1( در معادله )3)

 حاکم بر پاسخ زمانی تیر به صورت زیر بدست می آید:

𝑦̈𝑛(𝑡) + 𝜔𝑛
2𝑦𝑛(𝑡) = (

2𝑃

𝜌𝐴𝐿
) 𝑠𝑖𝑛(Ω𝑛𝑡) (4) 

𝜔𝑛که در آن   =
𝑛2𝜋2

𝐿2 √
𝐸𝐼

𝜌𝐴
برابر با فرکانس طبیعی تیر   

Ω𝑛بوده و   =
𝑛𝜋𝑣

𝐿
برابر با فرکانس تحریک ناشی از حرکت بار   

می باشد. به منظور ساده سازی روابط، نسبت فرکانس به 

𝛽𝑛صورت  =
Ω𝑛

𝜔𝑛
( باید برای 4تعریف می شود. حل معادله ) 

𝛽𝑛 دوحالت ≠ 𝛽𝑛و  1 = به صورت جداگانه مورد بررسی  1

 قرار گیرد که این حل به صورت زیر قابل محاسبه می باشد:

𝑦𝑛(𝑡) = (
2𝑃

𝜌𝐴𝐿𝜔𝑛
2

) (
1

1 − 𝛽𝑛
2

) [sin(Ω𝑛𝑡)

− 𝛽𝑛 sin(𝜔𝑛𝑡)],   𝛽𝑛 ≠ 1 
 

(1-5) 

𝑦𝑛(𝑡) =  (
2𝑃

𝜌𝐴𝐿𝜔𝑛
2

) (
1

2
) [sin(𝜔𝑛𝑡)

− 𝜔𝑛𝑡 sin(𝜔𝑛𝑡)],   𝛽𝑛 = 1 
(2-5) 

در   𝑦𝑛(𝑡)اکنون با جایگذاری مقدار بدست آمده برای 

,𝑤(𝑥(، جابجایی تیر 3رابطه ) 𝑡)  در هر زمان و هر مکان از تیر

قابل محاسبه خواهد بود. زمان پیمایش طول تیر توسط بار 

𝜏متحرک برابر با  = 𝐿/𝑣   می باشد و بنابراین حل بدست آمده

𝑡( برای زمان های 5در رابطه ) ≤ 𝜏   صادق است. برای زمان

𝑡 > 𝜏   و پس از آنکه بار متحرک تیر را ترک می کند، شرایط

تیر به صورت یک مساله با ارتعاشات آزاد خواهد بود که در آن 

(، یک معادله 1با صفر قرار دادن سمت راست معادله )

دیفرانسیل همگن بدست می آید که برای حل آن، نیاز به 

این شرایط اولیه، مربوط به  اعمال شرایط اولیه می باشد.

𝑡جابجایی و سرعت تیر در لحظه خروج بار در زمان  = 𝜏   بوده

 و به صورت زیر بیان می شوند:

(6) 
𝑤(𝑥, 0) = 𝑦𝑛(𝜏) sin (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
) 

𝑤̇(𝑥, 0) = 𝑦𝑛̇(𝜏) sin (
𝑛𝜋𝑥

𝐿
) 

حل معادله دیفرانسیل در این حالت که به  منظوربه 

𝐸𝐼صورت 
𝜕4𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥4
+ 𝜌𝐴

𝜕2𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
= می باشد، مجددا پاسخ  0

( درنظر گرفت. پس از جایگذاری 3را می توان به شکل رابطه )

این حل در معادله همگن و ساده سازی و سپس اعمال شرایط 

(، پاسخ زمانی به صورت زیر بدست 6مرزی بیان شده در رابطه )

𝑡1می آید که در آن  = 𝑡 − 𝜏  زمان سپری شده پس از خروج ،

 یر می باشد:بار از روی ت
𝑦𝑛(𝑡1)  =  𝑦𝑛(𝜏)𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑛(𝑡1))

+
𝑦̇𝑛(𝜏)

𝜔𝑛
𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑛(𝑡1)) 

(7) 

𝑡با جایگذاری  𝑦𝑛̇(𝜏)و   𝑦𝑛(𝜏)که در آن  = 𝜏  در روابط

 ( و مشتق زمانی آن، به صورت زیر محاسبه می شوند:5)

𝑦𝑛(𝜏) = (
2𝑃

𝜌𝐴𝐿𝜔𝑛
2

) (
1

1 − 𝛽𝑛
2

) [1

− 𝛽𝑛 sin (
𝑛2𝜋2

𝐿𝑣
√

𝐸𝐼

𝜌𝐴
)] ,

𝛽𝑛 ≠ 1 

(1-8) 

𝑦𝑛(𝜏) =  (
2𝑃

𝜌𝐴𝐿𝜔𝑛
2

) (−
1

2
𝜏cos (𝑛𝜋)) , 𝛽𝑛 = 1 (2-8) 

𝑦̇𝑛(𝜏)

=  (
2𝑃

𝜌𝐴𝐿𝜔𝑛
2

) (
1

1 − 𝛽𝑛
2

) [
𝑛𝜋𝑣

𝐿
cos(𝑛𝜋)

− 𝛽𝑛𝜔𝑛 cos (
𝑛2𝜋2

𝐿𝑣
√

𝐸𝐼

𝜌𝐴
)] ,  𝛽𝑛 ≠ 1 

(1-9) 

𝑦̇𝑛(𝜏) =  (
2𝑃

𝜌𝐴𝐿𝜔𝑛
2

) 𝜔𝑛𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜋),   𝛽𝑛 = 1    

 
(2-9) 

𝑡بنابراین حل مساله برای زمان های  ≤ 𝜏  با جایگذاری

𝑦𝑛(𝑡) ( و برای زمان های 5از رابطه )𝑡 > 𝜏  با  جایگذاری

𝑦𝑛(𝑡) ( در شکل کلی حل درنظرگرفته شده در 7از رابطه )

 ( بدست می آید. 3رابطه )

 

 ا در یک جهتحالت عبور مجموعه ای از باره-2-2

روش حل بیان شده در قسمت قبل را می توان برای حالت 

عبور چندین بار با سرعت یکسان و فواصل مساوی، تعمیم داد. 
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برای این منظور با توجه به خطی بودن معادله دیفرانسیل 

حاکم، می توان از روش جمع آثار استفاده نمود. برای مثال 

ه یکسان و با فاصل 𝑣فرض کنید تعدادی بار با سرعت یکسان 

𝑑  نسبت به هم در حال حرکت بوده که از این میان تعداد𝑘1 

بار از روی تیر  𝑘2بار در حال عبور بر روی تیر بوده و تعداد 

 (.2خارج شده اند )شکل 

 
تیر تحت عبور مجموعه ای از بارهای متمركز با  -2شکل 

 .سرعت ثابت و فاصله یکسان

 

در هر لحظه، بسته به اینکه چه تعداد بار در حال عبور بر 

و چه تعداد بار از روی تیر خارج شده اند، می  بودهروی تیر 

توان جابجایی تیر را با جمع کردن حل ناشی از تاثیر هر بار، 

 به صورت زیر نوشت:

(10) 

𝑤(𝑥, 𝑡) = ∑[𝑦𝑛(𝑡1) + 𝑦𝑛(𝑡2) + ⋯

∞

𝑛=1

+ 𝑦𝑛(𝑡𝑘1)] sin (
𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

+ ∑[𝑦𝑛(𝑇1) + 𝑦𝑛(𝑇2)

∞

𝑛=1

+ ⋯

+ 𝑦𝑛(𝑇𝑘2)] sin (
𝑛𝜋𝑥

𝐿
) 

𝑡𝑖در آن  و = 𝑡 − (𝑖 − 1)
𝑑

𝑣
, (𝑖 = 1,2, . . , 𝑘1)  زمان

𝑇𝑗تیر بوده و  بهام  𝑖ورود بار  = 𝑡 − 𝜏 −
(𝑗−1)𝑑

𝑣
, (𝑗 =

1,2, … , 𝑘2 )  مدت زمان سپری شده پس از خروج بار𝑗  ام از

روی تیر می باشد. حل حاصل شامل دوقسمت ناشی از تاثیر 

بارهای درحال حرکت بر روی تیر و تاثیر ناشی از بارهای خارج 

شده از تیر می باشد. البته بدیهی است که در صورت وجود 

میرایی، حل مربوط به تاثیر بارهای خارج شده از تیر پس از 

از بین می رود. به مدتی بسته به شدت میرایی در سیستم، 

به  𝑦𝑛(𝑇2)و   𝑦𝑛(𝑡2)( مقادیر 10عنوان نمونه، در رابطه )

 صورت زیر قابل بیان می باشند:

𝑦𝑛(𝑡2) = (
2𝑃

𝜌𝐴𝐿𝜔𝑛
2

) (
1

1 − 𝛽𝑛
2

) (sin(Ω𝑛(𝑡 − 𝑑/𝑣 ))

− 𝛽𝑛 sin(𝜔𝑛(𝑡 − 𝑑/𝑣))),

𝛽𝑛 ≠ 1 
 

(1-11) 

𝑦𝑛(𝑡2) =  (
2𝑃

𝜌𝐴𝐿𝜔𝑛
2

) (
1

2
) [sin(𝜔𝑛(𝑡 − 𝑑/𝑣)) − 𝜔𝑛(𝑡

−
𝑑

𝑣
) sin(𝜔𝑛(𝑡 − 𝑑/𝑣))] ,

𝛽𝑛 = 1 
 

(2-11) 

𝑦𝑛(𝑇2)  =  𝑦𝑛(𝜏)𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑛(𝑡 − 𝜏 − 𝑑/𝑣))

+
𝑦̇𝑛(𝜏)

𝜔𝑛
𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑛(𝑡 − 𝜏 − 𝑑/𝑣)) 

(12) 

(، قبلا و 12موجود در رابطه ) 𝑦̇𝑛(𝜏)و  𝑦𝑛(𝜏)که مقادیر 

 ( محاسبه شدند.8در روابط )

 

 حالت عبور مجموعه ای از بارها در دوجهت مخالف-3-2

برای تحلیل رفتار ارتعاشی تیر در حالتی که دو مجموعه بار از 

دوسمت مخالف وارد تیر شده و پس از پیمودن طول تیر از آن 

(، پاسخ درنظر گرفته شده در رابطه 3خارج می شوند )شکل 

 :می یابد( به صورت زیر تغییر 3)

(13) 
𝑤(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑦𝑛

𝐿(𝑡)

∞

𝑛=1

sin (
𝑛𝜋𝑥𝐿

𝐿
)

+ ∑ 𝑦𝑛
𝑅(𝑡)

∞

𝑛=1

sin (
𝑛𝜋𝑥𝑅

𝐿
) 

𝑦𝑛که در آن 
𝐿(𝑡)   و𝑦𝑛

𝑅(𝑡)  به ترتیب پاسخ زمانی مربوط

می باشند. با قرار دادن  راستو  چپبه بارهای وارده از سمت 

معادله ( مربوط به معادله ارتعاشی تیر، 1رابطه ) دراین پاسخ 

 برای این دو مجموعه بار دیفرانسیل حاکم بر پاسخ زمانی تیر

 به صورت زیر بدست می آید:

(14) 
𝑦̈𝑛

𝐿(𝑡) + 𝜔𝑛
2𝑦𝑛

𝐿(𝑡) = (
2𝑃𝐿

𝜌𝐴𝐿
) 𝑠𝑖𝑛(Ω𝑛

𝐿 𝑡) 

𝑦̈𝑛
𝑅(𝑡) + 𝜔𝑛

2𝑦𝑛
𝑅(𝑡) = (

2𝑃𝑅

𝜌𝐴𝐿
) 𝑠𝑖𝑛(Ω𝑛

𝑅𝑡) 

مقدار و نیز سرعت بارهای وارده از دوسمت  اینکهبا فرض 

باهم برابر باشند که در این مقاله این فرض برقرار است، خواهیم 

𝑃𝐿داشت:  = 𝑃𝑅  وΩ𝑛
𝐿 = Ω𝑛

𝑅 . قسمت پاسخ زمانی  بنابراین

  دو مجموعه بار با هم برابر خواهد بود و رابطه  هرمربوط به 

𝑦𝑛
𝐿(𝑡) = 𝑦𝑛

𝑅(𝑡)   .( را می توان 13در نتیجه رابطه )برقرار است

، با تعریف مختصات مورد استفاده برای 3ا توجه به شکل ب

𝑥𝐿بارهای وارده از سمت چپ و راست به صورت  = 𝑥  و𝑥𝑅 =

𝐿 − 𝑥 :به شکل زیر بازنویسی نمود 

 

(15) 𝑤(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑦𝑛(𝑡)

∞

𝑛=1

(sin (
𝑛𝜋𝑥

𝐿
) + sin (

𝑛𝜋(𝐿 − 𝑥)

𝐿
)) 

متعلق به هر دو  𝑦𝑛(𝑡)پاسخ زمانی  قسمتکه در آن 

در قسمت قبل توضیح داده شد،  آنچهمجموعه بار، مشابه 
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بقیه مراحل حل مربوط به این حالت، مشابه  محاسبه می شود.

 قبلی خواهد بود.حل 

 
تیر تحت عبور مجموعه ای از بارهای متمركز در  -3شکل 

 .دوجهت مخالف

 

 بر معادلات حاكم تاثیر میرایی -4-2

وجود میرایی باعث تغییر رفتار سیستم ارتعاشی و کاهش دامنه 

ارتعاشات می شود. تاثیر میرایی سیستم به خصوص در پدیده 

میرا کردن قسمتی از انرژی  رزونانس اهمیت پیدا می کند که با

 سیستم، از رشد سریع دامنه ارتعاشات جلوگیری می کند.

معادله حاکم بر رفتار تیر تحت بار متحرک در حضور میرایی 

 به صورت زیر می باشد:

𝐸𝐼
𝜕4𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4
+ 𝑐

𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝜌𝐴

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2

= 𝛿(𝑥 − 𝑣𝑡)𝑃 
(16) 

ضریب میرایی است. مجددا با جایگذاری   𝑐 آنکه در 

( در این معادله و پس از 3حل درنظر گرفته شده در رابطه )

 ساده سازی، رابطه زیر بدست می آید:

𝑦̈𝑛(𝑡) + 2𝜁𝜔𝑛𝑦𝑛̇(𝑡) + 𝜔𝑛
2𝑦𝑛(𝑡) = (

2𝑃

𝜌𝐴𝐿
) 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑛̅̅ ̅̅ 𝑡) (17) 

𝜁که در آن  =
𝑐

2𝜌𝐴𝜔𝑛
برابر با نسبت میرایی سیستم   

( از جمع حل خصوصی و حل 17. حل معادله دیفرانسیل )است

 به صورت زیر به دست می آید: عمومی
𝑦𝑛(𝑡)

= e(−𝜁𝜔𝑛𝑡)(𝐴𝑛𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑑𝑛
𝑡) + 𝐵𝑛𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑑𝑛

𝑡))

+
2𝑃

𝜌𝐴𝐿
(

(1 − 𝛽𝑛
2) sin(Ω𝑛𝑡) − 2𝛽𝑛𝜁cos (Ω𝑛𝑡)

𝜔𝑛
2(𝛽𝑛

4 + 4𝛽𝑛
2𝜁2 − 2𝛽𝑛

2 + 1)
) 

(18) 

𝜔𝑑𝑛که در آن 
= 𝜔𝑛√1 − 𝜁2   فرکانس طبیعی سیستم

با اعمال شرایط اولیه محاسبه می  𝐵𝑛و  𝐴𝑛بوده و ثوابت میرا 

در این حالت، مخرج کسر حل خصوصی  اینکهقابل توجه  .شوند

                                                       
1 Dynamic magnifi cation factor 

(، دارای ریشه حقیقی نمی باشد و 18بیان شده در رابطه )

بنابراین دامنه ارتعاشات به سمت بینهایت میل نمی کند و 

 کنترل می شود. ،توسط میرایی سیستم

 

 نتایج تحلیل ارتعاشی-3
 صحت سنجی نتایج-1-3

برای حالت مربوط به حرکت  شدهارائه روش حلاعتبار در ابتدا 

 آمدهتدسمقایسه نتایج به از طریق یک بار متمرکز بر روی تیر،

مورد  [2]شده در مرجع های گزارشبا داده از حل تحلیلی

بررسی قرار گرفته است. در این مرجع از روش اجزای محدود 

برای تحلیل مساله استفاده شده است. نتایج مربوط به این 

ارائه شده است. در این جدول ضریب  1مقایسه در جدول 

 𝑇𝑓/𝜏تیر برای نسبت های مختلف  1بزرگنمایی دینامیکی

𝑇𝑓مقایسه شده است که در آن  = 2𝜋/𝜔1    دوره تناوب اصلی

تیر می باشد. ضریب بزرگنمایی دینامیکی به صورت نسبت 

بیشترین مقدار خیز تیر در مرکز آن در هنگام عبور بار به مقدار 

خیز ماکزیمم تیر تحت بار استاتیکی اعمالی در مرکز آن به 

 صورت زیر تعریف می شود:

(19) 𝐷𝑑 = 𝑤𝑚𝑎𝑥(
𝐿

2
, 𝑡)/𝑤𝑠𝑡(

𝐿

2
) 

که در آن مقدار خیز تیر با شرایط مرزی ساده تحت بار 

𝑤𝑠𝑡استاتیکی در مرکز برابر با  (
𝐿

2
) =

𝑃𝐿3

48𝐸𝐼
 می باشد.  

 

مقایسه نتایج بدست آمده برای ضریب بزرگنمایی  -1جدول 

 𝑻𝒇/𝝉دینامیکی تیر برای مقادیر مختلف 

 𝑇𝑓/𝜏 مطالعه حاضر [2]مرجع

053/1 0482/1 1/0 

252/1 2576/1 5/0 

705/1 7054/1 1 

730/1 7317/1 234/1 

704/1 7019/1 5/1 

550/1 5481/1 2 
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همچنین به منظور ارزیابی تاثیر تعداد جملات مورد 

(، تغییرات 3استفاده در حل سری درنظر گرفته شده در رابطه )

، (𝑛)ضریب بزرگنمایی دینامیکی با افزایش تعداد جملات 

ارائه شده است. این  2در جدول   𝑇𝑓/𝜏برای مقادیر مختلف 

𝑛دهند که محاسبات برای نتایج نشان می = می همگرا  10

                پادمتقارن مدهایشود که . همچنین مشاهده میباشند
(𝑛 = دلیل این در پاسخ نهایی ندارند، تاثیری  (2,4,6,8,10

این مودها توسط بار متحرک برانگیخته  موضوع آن است که

شود، دیده می 2جدول داده های  درطور که شوند. هماننمی

ر بزرگت های )یعنی نسبتدر سرعت های بیشتر بار متحرک 

𝑇𝑓/𝜏  ،)شود؛ که بیانگر آنپاسخ با سرعت بیشتری همگرا می 

 تر تنها مودهای مرتبه پایین در سرعت های بالا، است که

 .شوندبرانگیخته می

در ادامه به منظور بررسی صحت حل ارائه شده برای 

نتایج  4حالت عبور مجموعه ای از بارهای متحرک، در شکل 

با   [36]توسط یانگ و همکاران  مده با نتایج ارائه شدهبدست آ

یکدیگر مقایسه شده است. این نمودار نشان دهنده بیشترین 

یک تیر با شرایط تکیه گاهی ساده در دو میزان جابجایی مرکز 

بر اساس شبیه سازی حرکت یک  تحت عبور تعدادی بار طرف

𝑑/𝐿قطار روی ریل با مقدار  = بدست آمده است. بر   1.2

اساس این شکل مشاهده می شود که تطابق خوبی بین نتایج 

برقرار بوده و حل تحلیلی ارائه شده قادر به تخمین دامنه 

ارتعاشات و نیز نقاط ماکزیمم که در آن پدیده تشدید رخ می 

 دهد، می باشد.

 
: مقایسه نتایج مربوط به بیشترین جابجایی مركز تیر 4شکل 

 .تحت عبور مجموعه ای از بارهای متحرک

در ادامه نتایج بدست آمده از حل تحلیلی ارائه شده برای 

بررسی ارتعاشات تیر برای حالت های مختلف عبور بار توضیح 

 داده می شود.

 

 رفتار تیر تحت عبور یک بار منفرد-2-3

 بار یک تحت اثر با شرایط مرزی ساده عاشی تیررفتار ارت

ارائه شده است. در  5های مختلف در شکل متحرک با سرعت

ر د جابجایی دینامیکی به جابجایی استاتیکیاین شکل، نسبت 

 مقایسه شده است 𝑣/𝑣𝑐𝑟های مختلف برای نسبت مرکز تیر

𝑣𝑐𝑟 که در آن = 𝜔1𝐿/𝜋  اولین سرعت بحرانی تیر برابر با

وضوح پاسخ تیر را قبل از خروج بار از تیر باشد. این شکل بهمی
( 𝑡/𝜏 ≤ 1 )و پس از خروج بار از تیر ( 𝑡/𝜏 > 1 نشان (

پاسخ تیر مشاهده می شود که  این شکلبا توجه به دهد. می

تغییرات ضریب نحوه عمدتاً به سرعت بار وابسته است. 

و همچنین زمان وقوع  بزرگنمایی دینامیکی با نسبت سرعت

نشان  7و  6های ترتیب در شکل، بهجابجایی مرکز تیربیشینه 

، ضریب بزرگنمایی دینامیکی در 6اند. طبق شکل داده شده

𝑣/𝑣𝑐𝑟نسبت  = و پس از  رسیدهبه بیشینه مقدار خود   0.6170

دهد که برای مقادیر نشان می 7یابد. شکل آن کاهش می

𝑣/𝑣𝑐𝑟 ≤ در حین حرکت بار  همواره تیر جابجایی، بیشینه 1

دهد، در حالی که برای رخ میو قبل از خروج بار از تیر 

𝑣/𝑣𝑐𝑟 > ز اافتد که بار زمانی اتفاق می جابجایی، بیشینه 1

 میای جالب و قابل توجه نتیجه که روی تیر خارج شده است

ارتعاش یک تیر تحت اثر بار  در واقع می توان گفت باشد.

تواند پس از آنکه بار از روی تیر عبور کرده و آن را میمتحرک 

ترک کرده است، به بیشترین مقدار خود برسد؛ زیرا تیر به دلیل 

شده همچنان به ارتعاش ادامه اینرسی و انرژی الاستیک ذخیره

دهد. این پدیده مرتبط با پاسخ ارتعاش آزاد سیستم است می

 .اندمکه پس از حذف تحریک اجباری باقی می

 

تغییرات ضریب بزرگنمایی دینامیکی تیر با  -2جدول 

برای مقادیر مختلف  (𝒏)افزایش تعداد جملات حل سری 
𝑻𝒇/𝝉 

𝑻𝒇/𝝉 
𝒏 

5 5/1 234/1 1 5/0 1/0 

5481/1 ۷104/1 ۷429/1 ۷0۷/1 249۷/1 0345/1 1 

5481/1 ۷104/1 ۷429 ۷0۷/1 249۷/1 0345/1 2 
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5481/1 ۷005/1 ۷325/1 ۷0۷/1 258/1 0462/1 3 

5481/1 ۷005/1 ۷325/1 ۷0۷/1 258/1 0462/1 4 

5481/1 ۷01۷/1 ۷313/1 ۷05۷/1 258/1 04۷۷/1 5 

5481/1 ۷01۷/1 ۷313/1 ۷05۷/1 258/1 04۷۷/1 6 

5481/1 ۷01۷/1 ۷316/1 ۷054/1 25۷8/1 048/1 7 

5481/1 ۷01۷/1 ۷316/1 ۷054/1 25۷8/1 048/1 8 

5481/1 ۷016/1 ۷31۷/1 ۷054/1 25۷۷/1 0482/1 9 

5481/1 ۷016/1 ۷31۷/1 ۷054/1 25۷۷/1 0482/1 10 

 

 
تحت اثر بار  با شرایط مرزی سادهاسخ زمانی تیر پ -5شکل 

)های مختلف متحرک با سرعت 𝒙 = 𝑳/𝟐 ). 

 
تغییرات ضریب بزرگنمایی دینامیکی با نسبت  -6شکل 

𝒙)سرعت بار در یک تیر با شرایط مرزی ساده  = 𝑳/𝟐). 

 
زمان وقوع بیشترین میزان جابجایی در مركز تیر  -۷شکل 

 .در نسبت سرعت های مختلف

 

در یک  رفتار تیر تحت عبور مجموعه ای از بارها-3-3

 جهت

عه مجموپاسخ زمانی مربوط به ارتعاشات مرکز تیر تحت عبور 

نشان  8ای از بارها با سرعت یکسان و فواصل مساوی در شکل 

داده شده است. در این شکل جابجایی مرکز تیر به صورت 

تابعی از زمان برای نسبت های سرعت و فواصل مختلف بین 

بارها، رسم شده است. همان طور که مشاهده می شود، به ازای 

مقادیر مشخص سرعت بار و فاصله بین بارها، ارتعاشات تیر با 

ود میرایی، پدیده زمان افزایش پیدا کرده و در صورت عدم وج

رزونانس رخ می دهد که می تواند بسیار خطرناک بوده و باعث 

خسارت به سازه گردد. برای درک بهتر این موضوع، در شکل 

نمودار ضریب بزرگنمایی دینامیکی بر حسب نسبت سرعت  9

بار، برای فواصل مختلف بین بارها رسم شده است. بر اساس 

تیر به ازای مقادیر مشخص این شکل، دامنه ارتعاشات مرکز 

، افزایش (𝑑/𝐿)و فاصله بین بارها ) (𝑣/𝑣𝑐𝑟نسبت سرعت 

𝑑/𝐿برای مثال درحالت  شدیدی خواهد داشت. = و   0.5

𝑣/𝑣𝑐𝑟نسبت سرعت  = ، دامنه ارتعاشات افزایش شدیدی 0.25

𝑑/𝐿پیدا می کند. همچنین در حالت  = ، دامنه ارتعاشات  1

𝑣/𝑣𝑐𝑟در نسبت سرعت های  = 0.25, دارای پرش می  0.5

𝑣/𝑣𝑐𝑟باشد که البته بیشترین افزایش مربوط به  =  است.  0.5

𝑑/𝐿برای نسبت فاصله  = ، این افزایش دامنه ارتعاشات در 2

𝑣/𝑣𝑐𝑟نسبت سرعت های  = 0.25, اتفاق می افتد و   0.5,1

بیشترین افزایش مربوط به سرعت بحرانی تیر است. بنابراین با 

به نتایج بدست آمده، در ترکیب هایی از نسبت سرعت و توجه 

فاصله بین بارها، دامنه ارتعاشات تیر می تواند به دلیل وقوع 
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پدیده روزنانس و تحریک فرکانس های طبیعی تیر، به صورت 

 .ناگهانی افزایش یابد

نمودارهایی مشابه  حالت های مختلف با بررسی دقیق 

مشاهده می شود که برای  است،آورده شده  9آنچه در شکل 

دامنه ارتعاشات مرکز تیر به ازای ، 𝑣/𝑣𝑐𝑟هر نسبت سرعت 

، دارای نقطه   𝑑/𝐿از نسبت 2مضارب زوج مساوی یا بزرگتر از 

و  𝑑/𝐿. بنابراین ارتباط بین پارمتر های پرش یا پیک می باشد

𝑣/𝑣𝑐𝑟 :در حالت تشدید به صورت رابطه زیر قابل بیان است 

(20) 
𝑑

𝐿
= 2𝑛

𝑣

𝑣𝑐𝑟
, 𝑛 = 1,2,3, … 

در طراحی سازه های تحت عبور بار  روزنانس موضوع

از دیدگاه انرژی  متحرک مانند پل ها، باید درنظر گرفته شود.

نیز علت این پدیده را می توان انباشت انرژی ناشی از کار 

نیروهای درحال حرکت بر روی تیر دانست. در واقع مقدار کاری 

بارمتحرک در هنگام حرکت بر روی تیر در هر لحظه انجام که 

می دهد، برابر با حاصلضرب مقدار بار در جابجایی تیر در محل 

بار می باشد که این کار می تواند مثبت یا منفی باشد. در 

صورتی که سرعت حرکت بار و فاصله بین بارها به گونه ای 

اره مثبت همو در حین حرکت روی تیر باشد که کار نیروها

 باعث به تیر منتقل شده و باشد، انرژی ناشی از کار نیروها

 میآن   دامنه ارتعاشاتدر نتیجه افزایش سرعت نقاط تیر و 

 شود.

 

رفتار تیر تحت عبور مجموعه ای از بارها در دو -4-3

 جهت مخالف

در مرحله بعد، تحلیل مشابهی برای حالتی که دو مجموعه بار 

بل وارد تیر شده و از آن خارج می متحرک از دو سمت مقا

شوند، انجام شده است. نتایج مربوط به ارتعاشات مرکز تیر و 

ضریب بزرگنمایی دینامیکی برای این حالت به ترتیب در شکل 

ارائه شده است. نتایج بدست آمده برای این  11و  10های 

شرایط، مشابه حالت قبلی مربوط به عبور بارها از یک سمت 

از سمت چپ به راست تیر(، با این تفاوت که دامنه تیر است )

ارتعاشات و مقدار ضریب بزرگنمایی دینامیکی در این حالت به 

 طور قابل توجهی بیشتر است.

 

 
d/L=0.25 

 
d/L=0.5 

 
d/L=1 

 
d/L=2 

پاسخ زمانی ارتعاشات مركز تیر تحت عبور  -8شکل 

از بارها در یک جهت برای نسبت های سرعت و  ای مجموعه

 .فواصل مختلف بین بارها
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d/L=0.25 

 
d/L=0.5 

 
d/L=1 

 
d/L=2 

تغییرات ضریب بزرگنمایی دینامیکی با نسبت  -9شکل 

از بارها در یک ای تحت عبور مجموعه سرعت بار در یک تیر 

 .جهت

 
d/L=0.25 

 
d/L=0.5 

 
d/L=1 

 
d/L=2 

پاسخ زمانی ارتعاشات مركز تیر تحت عبور  -10شکل 

از بارها در دو جهت مخالف برای نسبت های  ایمجموعه 

 .سرعت و فواصل مختلف بین بارها
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d/L=0.25 

 
d/L=0.5 

 
d/L=1 

d/L=2 
تغییرات ضریب بزرگنمایی دینامیکی با نسبت  -11شکل 

از بارها در دو  ایتحت عبور مجموعه سرعت بار در یک تیر 

 .جهت مخالف

 بررسی اثر میرایی-5-3

همان طور که گفته شد، وجود میرایی باعث کاهش دامنه 

ارتعاشات به خصوص در زمان روزنانس می شود. به منظور 

یر آن و تاث سازه ای میراییمقدار بررسی حساسیت سیستم به 

نمودار  12تحت عبور بار، در شکل تیر یک ارتعاشات دامنه بر 

 زای ا برای حالت عبور مجموعه دینامیکی ضریب بزرگنمایی

در یک جهت و برای مقادیر مختلف نسبت میرایی رسم  هابار

م مشده است. بر اساس این شکل، با افزایش میرایی، ماکزی

 کاهش پیدا می کند، اما موقعیت این نقاطتیر  دامنه ارتعاشات

ز حالت وجود میرایی نی تغییر نمی کند و بنابراین در ماکزیمم

نمودار پاسخ  13( برقرار هست. همچنین در شکل 20رابطه )

تیر برای یکی از حالتهای وقوع تشدید  مرکززمانی ارتعاشات 

در حضور میرایی رسم شده است. در این شکل نیز تاثیر وجود 

میرایی و افزایش مقدار آن بر کاهش دامنه ارتعاشات تیر قابل 

 .استمشاهده 

 

 
d/L=1 

 
d/L=2 

تاثیر نسبت میرایی بر ضریب بزرگنمایی  -12شکل 

دینامیکی در یک تیر تحت عبور مجموعه ای از بارها در یک 

 .جهت
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تیر برای  مركزارتعاشات پاسخ زمانی مقایسه  -13شکل 

𝒗/𝒗𝒄𝒓مقادیر مختلف نسبت میرایی در حالت  = و   𝟏

𝒅/𝑳 = 𝟐. 
 

  نتیجه گیری-4
در این مقاله به بررسی ارتعاشات تیر با شرایط مرزی ساده 

تحت عبور مجموعه ای از بارهای در حال حرکت با سرعت و 

فواصل یکسان در یک جهت و دوجهت مخالف هم پرداخته 

برنولی که در آن تاثیر -بدین منظور از تئوری تیر اویلرشد. 

 شد دهاتغییر شکل برشی بر جابجایی تیر لحاظ نمی شود، استف

و خواص تیر و نیز سطح مقطع آن در طول تیر به صورت ثابت 

درنظر گرفته شد. همچنین رفتار بار عبوری به صورت یک 

نیروی متمرکز و بدون درنظر گرفتن تاثیر جرم و در نتیجه 

برهم کنش بار و تیر مدلسازی شد. بر اساس این فرضیات، 

یلی تحل معادله حاکم بر ارتعاشات تیر تحت عبور بار به صورت

و شرایط اولیه تیر در دو حالت بار در حال حرکت  شده  حل

شده و برای محاسبه  استخراج روی تیر و خروج بار از روی تیر

هدف اصلی از این . پاسخ ارتعاشی مورد استفاده قرار گرفت

پژوهش، بررسی رفتار تیر درحین و بعد از عبور بارها از روی 

لات حاکم برای حالت عبور یک تیر بود. بدین منظور ابتدا معاد

بارمنفرد مورد تحلیل قرار گرفت و سپس حل حاصل به حالت 

 عبور مجموعه ای از بارها تعمیم داده شد. 

مهمترین نتایج بدست آمده را می توان به صورت زیر ارائه 

 کرد:

با بررسی همگرایی پاسخ ارتعاشی با افزایش تعداد مدهای -1

 اهده می شود که مدهایدرنظر گرفته شده در حل، مش

𝑛) پادمتقارن = به دلیل اینکه توسط بار متحرک  (2,4,6,8,10

چنین . همدر پاسخ نهایی ندارندبرانگیخته نمی شوند، تاثیری 

شود؛ پاسخ با سرعت بیشتری همگرا میبا افزایش سرعت بار، 

تنها مودهای مرتبه  در سرعت های بالا، که بیانگر آن است که

 .شوندته میبرانگیخ تر پایین

ضریب بزرگنمایی در حالت عبور یک بار از روی تیر، -2

𝑣/𝑣𝑐𝑟دینامیکی در نسبت  = به بیشینه مقدار خود   0.6170

 یابد. و پس از آن کاهش می رسیده

در حالت عبور یک بار منفرد، برای سرعت های بیشتر از -3

 سرعت بحرانی، بیشترین جابجایی در تیر پس از خروج بار اتفاق

می افتد، در حالی که برای سرعت های کمتر از سرعت بحرانی، 

 بیشترین جابجایی همواره در حین عبور بار اتفاق خواهد افتاد.

به ازای  ،در حالت عبور مجموعه ای از بارها از روی تیر-4

مقادیر مشخصی از نسبت سرعت و نسبت فاصله بین بار ها به 

𝑑صورت 

𝐿
= 2𝑛

𝑣

𝑣𝑐𝑟
, 𝑛 = 1,2,3, به دلیل تحریک مدهای  ، …

پیدا می کند که  زیادیافزایش  تیر، دامنه ارتعاشات طبیعی

 می تواند باعث تهدید سلامت سازه شود.

در حالت عبور مجموعه ای از بارها در دو جهت مخالف هم، -5

حرکت در یک جهت بوده، با حالت پاسخ ارتعاشی تیر مشابه با 

ن ، چرا که در ایباشد این تفاوت که دامنه ارتعاشات بیشتر می

 حالت انرژی بیشتری به تیر منتقل می شود.

وجود میرایی باعث کاهش دامنه ارتعاشات وکاهش  ماکزیمم -6

تغییر شکل مرکز تیردر حین عبور بار به خصوص در شرایط 

تشدید می شود، اما باعث جابجایی نقاط ایجاد تشدید )نقاط 

 پیک منحنی( نمی شود.
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