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 چکیده
 یلمورد تحل یارتعاش یانرژ یکنندهعنوان برداشتبه یزوالکتریکپ ییهمجهز به لا سرگیرداریک یچیساندو یرت یک، رفتار مطالعه ینا در

و ملاحظات  یکیو مکان یهندس یپارامترها ییرتغ یتی،کامپوز هاییهلا یدمانچ ینحوه یرتأث یقرار گرفته است. هدف مطالعه، بررس

اء بالا و روش اجزمرتبه یبرش ایهیهاز نظر یریگبا بهره یرت یسازاست. مدل یستمس یشده و بازدهتوان برداشت یزانبر مسازی مدل

نیز  یقفل برش ییدهو پدهسته  ضخامت یاثر کرنش راستا های کامپوزیتی،و ضمن اعمال اثر ضریب پواسون در رویه همحدود انجام شد

 تایج. ندیگرد یبررس یرشامل پوشش کامل و پوشش محدود سطح ت یتکامپوز هاییهمختلف از لا یکربندی. دو پشدند بررسیدقت به

بالا همدل مرتب ین،. همچنشودیکننده مو بهبود عملکرد برداشت یولتاژ خروج یشموجب افزا یتیکامپوز ییهنشان داد که وجود لا یعدد

ضخامت هسته، طول جرم متمرکز و  یرنظ ییپارامترها یرا فراهم ساخت. بررس یافال یایاثر ضخامت هسته و زوا تریقدق یلامکان تحل

 تیبر اهم هاهمچنین یافتهدارند.  یانرژ یبازده یشو افزا یعیفرکانس طب یمدر تنظ یعوامل نقش مؤثر ینداد که ا اننش یافجهت ال

ی هاساندویچی به خصوص در ضخامت یارتعاش یهاکنندهبرداشت یدر طراح یو مقاوم در برابر قفل برش تریقدق یهااستفاده از مدل

 .کندیم یدتأکزیاد 
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Abstract 
In this study, the behavior of a cantilevered sandwich beam equipped with a piezoelectric layer is analyzed 

as a vibration energy harvester. The aim is to investigate the influence of composite layer configurations, 

variations in geometric and mechanical parameters, and modeling considerations on the harvested power 

and overall efficiency of the system. The beam was modeled using higher-order shear deformation theories 

and the finite element method. The effects of Poisson’s ratio in the composite face sheets, the core’s 

through-thickness strain, and the shear locking phenomenon were all carefully examined. Two different 

configurations of the composite layers-full and partial surface coverage-were considered. Numerical results 

revealed that the presence of composite layers enhances the output voltage and improves the performance 

of the harvester. Moreover, the higher-order model enabled a more accurate analysis of the effects of core 

thickness and fiber orientation. Parametric studies on the core thickness, tip mass length, and fiber 

orientation demonstrated that these factors play a significant role in tuning the natural frequency and 

improving energy efficiency. The findings further emphasize the importance of employing more precise 

and shear-locking-resistant models in the design of sandwich-type vibration energy harvesters, particularly 

for structures with substantial thickness. 
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 مقدمه  -1
 یهاها و سااازهسااامانه یعبا توسااعه ساار یر،اخ یهاسااال در

به منظور پایش  ساایمیب یهوشاامند، اسااتفاده از حسااگرها

سازه ستگاهها سلامت  صرفکم یکیالکترون یهاو د  طوربه م

عموماً با  یزاتتجه ین. ا[1]اساات  یافته یشافزا یریگچشاام

 یضعوت یازمندکه ن شاااوندیم یهتغذ یمیاییشااا هاییباتر

ستند و ا یادوره به  یقابل توجه ینگهدار هایینهامر هز ینه

در مقادیر زیاد  یمیاییشاا هاییباتر ین،همراه دارد. علاوه بر ا

سم ستیطمح یکرده و موجب آلودگ یدتول یمعمولاً مواد   زی

 یااز ارتعاشات سازه یاستحصال انرژ یل،دل ین. به همشوندیم

 یراب یدارپا جایگزینی عنوانهب یطیمح یمنابع انرژ یرساااا یا

یاییشااا هایتریبا  یان،م ینمطرح شاااده اسااات. در ا یم

شت و  یعدم آلودگ یلبه دل یزوالکتریکپ یانرژ یهاکنندهبردا

رتعاش به ا یلتبد هاییزممکان یرتراکم توان بالاتر نسبت به سا

 مواد اند.را به خود جلب کرده یادی، توجه ز[2] یسااایتهالکتر

پاسخ  در به دلیل خاصیت ذاتی خود قادر هستند یزوالکتریکپ

کان . معمولًا [3]کنند  یدتول یکیالکتر ی، انرژیکیبه کرنش م

مواد بر ساااطح اجساااام در حال ارتعاش مانند  یناز ا اییهلا

ساختمانصفحات، پل یرها،ت ش یزاتتجه یاها ها،   آلاتینو ما

اجسااام تحت  ینکه ا ی. هنگامشااودیچساابانده م یکیمکان

کاتتحر گذار یرنظ یخارج ی له[4] هایبار  یا [5]ها ، زلز

شااکل در  ییرتغ گیرند،یقرار م [6]از موتورها  یارتعاش ناشاا

 یدفم یشده و امکان استحصال انرژ یجادا یزوالکتریکپ ییهلا

 ود. شیفراهم م یکیدستگاه مکان یااز ارتعاشات سازه 

لب برداشاااات ینا با ندهحال، اغ  یکییزوالکترپ یهاکن

ان تو یدفرکانس تشااد یکیداشااته و تنها در نزد یخط یطراح

 یهااز دساااتگاه یاریکه بسااا یدر حال کنند،یم یدمؤثر تول

 200تا  10) یینپا یدر محدوده فرکانساا یارتعاشااات یکیمکان

 یجادا یبازه فرکانسااا یکهرتز( و به صاااورت گساااترده در 

 یهارکانسدر ف یتوان خروج یشرو، افزا ین. از ا[1] نمایندیم

سترش پهنا یینپا شت یو گ  تریکیزوالکپ یهاکنندهباند بردا

 یفناور ینا ساااازییکاربرد یردر مسااا یدو چالش اسااااسااا

سوب م ساختارهای متنوعی [1]شوند یمح . تاکنون محققان 

 هایهای پیزوالکتریکی ارائه داده و با روشکنندهاز برداشااات

عه پرداخته به مطال یا تجربی  ند. یکی از اینتحلیلی، عددی   ا

نده کنها استفاده از ساختار ساندویچی در تیر برداشتساختار

نه میانرژی می عهباشاااد. در این زمی طال به م ی لی و توان 

کاران  یک [7]هم که  نهبه یطراح اشاااااره نمود   یبرا ی

شت ساختار لا یرپذانعطاف یزوالکتریکپ گر انرژیبردا -ایهیبا 

سااخت  ییرلایهز یجاه در آن، بهاند کارائه کرده یچیساااندو

اسااتفاده شااده  ینهبه یانگنرم با مدول  اییرلایهمرسااوم، از ز

 شااامل ویچیساااند-اییهلا یرمدل ت یریکارگاساات. آنان با به

پل  فهیکاثرات خمش، برش و کو یک،پ یطر  مدلی یزوالکتر

که  نشان داد یجاند. نتاتوسعه داده ینهبه یطراح یبرا یکتئور

 یانرژ یچگااال یشافزا ٪33منجر بااه  یاادجااد یطراح ینا

سخت ٪51 ی،سطح بازده  یشافزا ٪177و  یکیمکان یکاهش 

ی در مطالعه .شااودیم یساانت ینساابت به ساااختارهای انرژ

کاران  نگ و هم یا نگ  بدل انرژ یک [8]دیگری لی ژا  یم

اند که با کرده یچندشااااخه معرف یچیسااااندو یزوالکتریکپ

 یاصااال یردار به تنوک یهارمو ج یفرع یهاافزودن شااااخه

و برداشاات  یدفرکانس تشااد ینچند یجادامکان ا یچی،ساااندو

را فراهم  یطیفرکانس محدامنه و کماز ارتعاشاااات کم یانرژ

و معااادلات کوپاال  یاااضااایهااا ابتاادا ماادل ر. آنکناادیم

 یساااامانه را توساااعه دادند و ساااپس نمونه یکیالکترومکان

ساااختند و تحت ارتعاش  یداخل یبا دو شاااخه یشااگاهیآزما

 یطراح یننشان داد ا یجمورد آزمون قرار دادند. نتا یکهارمون

محدود و  یاجزا ساازییهبا شاب یساهبا دقت بالا در مقا یدجد

تاژ خروج ی،تجرب یهاداده بل توجه یتوانساااات ول در  یقا

 آرانی و همکاران کند. یدمختلف تول یدفرکانس تشاااد ینچند

 یچیسااااندو یرهایاز ت یرژبه مطالعه اساااتحصاااال ان [9]

از  هایهو رو یتها از جنس کامپوزپرداختند که هساااته آن

شک یزوالکتریکصفحات پ  ژانگ یانگ و همکاران. اندشده یلت

ندهبرداشااات یزن [1] ندو یهاکن یکپ یچیساااا را  یزوالکتر

 ها بهقرار دادند. آن ررساایمورد ب یو تجرب یلیصااورت تحلبه

 ییچساندو یرلایهز یکاز  ی،معمول ایهیرلایهاستفاده از ز یجا

شد ینبهره بردند که ا ان امک ید،امر علاوه بر کاهش فرکانس ت

 یو مواد یهندس یپارامترها یمرا با تنظ یولتاژ خروج یشافزا

ی تئوری به مطالعه [10]خورشیدی و همکارن  .کندیفراهم م

ی ی پیزوالکتریک ساااخته شااده از صاافحهکنندهبرداشاات

لانه زنبوری پرداختند. صااافحه سااااندویچی با  سااااندویچی

سته شده با نانولوله کربن ه صفحات تقویت  ی لانه زنبوری و 

شدند. نتایج آن سازی  شت کننده به مدل شان داد این بردا ها ن

 و همکاران دلیل انعطاف پذیری بالا عملکرد بهتری دارد. دائو

ته برا یلیحل تحل یک [11]  یراز ت یبرداشااات انرژ یبسااا
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به لا یچیندوسااااا یکپ یهمجهز  گذار یزوالکتر بار حت   یت

 یبرشااا ییرشاااکلاند که در آن اثرات تغارائه کرده ینامیکید

 یطشاارا دهدینشااان م یجمرتبه بالا لحاظ شااده اساات. نتا

عاد هندسااا یبارگذار باز ینقش مهم یرت یو اب تاژ و   دهدر ول

 [12]ی ژیانگ و همکاران در مطالعه دارند. یبرداشااات انرژ

کننااده انرژی پیزوالکتریااک مبتنی بر تیر برداشااااتیااک 

ای معرفی شده است های الاستیک دورهگاهساندویچی با تکیه

زمان برداشااات انرژی و کاهش ارتعاش را بهبود طور همکه به

دهد این ساااختار نساابت به تیرهای دهد. نتایج نشااان میمی

ند  با نای  تاژ، توان خروجی و په یک معمولی، ول پیزوالکتر

 .تری داردفرکانسی بزرگ

کانیکی برای  [13]لومنتوت و فریزوِل   مدل الکتروم یک 

ای شااکل که به صااورت ی لولهدینامیک یک برداشاات کننده

شات  شده و تحت ارتعا شانده  سط پیزوالکتریک پو ضعی تو مو

ناشی از تحریک پایه و عبور جریان هوا از درون لوله قرار دارد، 

کننده جهت برقرسانی به سنسورهای ارائه کردند. این برداشت 

ند برای پایش سااالامت مدنظر قرار گرفته اسااات که می توا

تشاایخیو وضااعیت فلاتر مورد اسااتفاده قرار گیرد. معادلات 

کوپل شده کامل شامل سازه، سیال، الکترومکانیکی و سیستم 

الکتریکی )مدار یکسااوکننده( با اسااتفاده از اصاال همیلتون 

اثر پارامترهای مختلف مانند ساارعت  بدساات آمدند. در انتها

سی و برق خروجی  سخ فرکان سیال بر توان بهینه خروجی، پا

 ( بررسی شدند. DCمستقیم )

 یچیسااااندو یزوالکتریکپ یرهایت [14]کیانپور و جهانی 

قه  یساااازرا مدل یهپا یکتحت تحر ییبا جرم انتها یاذوزن

 یجاند. نتکرد ینهبه یکژنت یتمکرده و هندساااه آن را با الگور

در  واتیلیم 1.3توان  ینه قادر به تولیدبه یرت یننشاااان داد ا

شب یزن یلیو دقت مدل تحل بودههرتز  50فرکانس   زیسایهبا 

 [15]و همکاران  است. محمدکریمی ییدتأقابل محدود  زایاج

شت انرژ یبه بررس یصورت تجرببه شن یزوالکتریکپ یبردا  یا

پد ند. د ییدهاز   یرت یکها، از ر پژوهش آنفلاتر پرداخت

شد که در انتها سرگیرداریک ستفاده  سطح  یکآزاد آن  یا

ها یکپچ پ یکآن  یردارگ یبرآزا و در انت  یمورفبا یزوالکتر

دو  یمدل مورد اسااتفاده دارا ترتیب، یننصااب شااده بود؛ به ا

عاروان  یگر،د یابود. در مطالعه یچشیو پ یخمش یدرجه آزاد

کاران  نهبهبه  [16]و هم کل ت سااااازیی  ییهلاتک یرشااا

د. در پرداختن یکننده انرژبرداشاات یکعنوان به یزوالکتریکپ

 یهاپ یکتحت تحر یمورفبا سااارگیرداریک یرت یککار،  ینا

وان ت ییشینهب ی،هندس یرهایمتغ ییربا تغ وشده  یسازمدل

شکل و  یرتأث [17]و همکاران  ینیبرداشت شد. حس یخروج

ا بر ر یزوالکتریکپ ییهدولا ساارگیرداریک یرت یابعاد هندساا

کردند  یبررس یکننده انرژبرداشت یک یکیالکترومکان ییکارا

–یلیرا یببر تقر یمبتن یلیمدل تحل یکمنظور  ینا یو برا

ئه دادند. همچن ریتز برداشااات  [18] یملکفلاح و عرب ینارا

 ییهبا لا شااادهیدهمتخلخل پوشااا یمورفبا یرت یکاز  یانرژ

 یالساا یاناز جر یرا که تحت ارتعاشااات ناشاا لکتریکیزواپ

مطالعه، معادلات  ینکردند. در ا یقرار داشاات، بررساا یخارج

کان پا یکیالکتروم  تخراجاسااا برنولی–یلراو یرت یتئور ییهبر 

متخلخل  یرت یکمختلف بر پاساااخ  یو اثر پارامترها هشاااد

 .یدگرد یلبا جرم متمرکز در انتها تحل سرگیرداریک

به یهایتئور یریکارگبه یهدر حوز هایبالا در تمرت  یر

وان عنانجام شده است. به یمطالعات قابل توجه یزن یچیساندو

لک نه، م کاران نمو  یاز تئور یریگبا بهره [19]زاده و هم

 یهاز ضاارب یناشاا ینامیکیپاسااخ د یافته،بهبود  یبالامرتبه

را  ییتکامپوز هاییهبا رو یچیسااااندو یرهایسااارعت در تکم

 یبه بررس [20] لقاییو  یمحمودخان مچنینکردند. ه یبررس

 یساااکوالاساااتیکو یهلا یدارا یچیسااااندو یهافلاتر پانل

پژوهش، هسااته با اسااتفاده از  ینپرداختند. در ا مقیدشااده

شااد که امکان در نظر  یسااازمدلی برشاا یمرتبه بالا یتئور

 مضااخامت را فراه یو کرنش در راسااتا هاییرشااکلگرفتن تغ

ستهکندیم س به کمک روش  یساز. معادلات حاکم پس از گ

 یبرا یتیهرم یابمحدود استخراج شده و از توابع درون یاجزا

در ادامه، گردید.  اساااتفاده یهندسااا یهانقو ازیسااامدل

حد عاشااا یکعملکرد  [21] یو محمودخان یوا  یجاذب ارت

صلب را  یچیساندو یدهخم یرت زشده اساخته همراه با جرم 

 و برنولی–یلراو یبا تئور هایهمدل، رو یننمودند؛ در ا لیتحل

ر در نظر گرفته شد. افزون ب یبرش یبالامرتبه یهسته با تئور

ضراز پژوهش یدر برخ ین،ا سون ن یبها اثر   هیژطور وبه یزپوا

ته اسااات. جه قرار گرف کاران  مورد تو در  [22]بیگلری و هم

هوشاامند  اییرهت یکیپاسااخ اسااتات یلپژوهش خود به تحل

با هدف اساااتفاده در عملگرها  یزوالکتریکپ یهامجهز به پچ

ر قرار دادند. د یپواسون را مورد بررس یبضر یرپرداختند و تأث

 یریطول عملگرها، محل قرارگ یرنظ ییمطالعه، پارامترها ینا

 و یمرز یطشااارا یاف،ال یهزاو ی،مرتبه تئور ها،یزوالکتریکپ
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نشااان داد که  یجقرار گرفت. نتا یابیپواسااون مورد ارز یبضاار

 یمنجر به خطا ی،پواسون در مود کشش یبعدم لحاظ اثر ضر

ستات یقابل توجه  .شودیمداریهزاو یهچندلا یرت یکیدر پاسخ ا

اثر تورق را  یق،حل دق یریکارگبا به [23]بیگلری و ساااتاری 

کردنااد. در  یبررسااا یتیکااامپوز یرهااایبر ارتعاااش آزاد ت

سیها اثر اآن یر،ت یسازمدل ش ییرتغ ی،دوران ینر  یشکل بر

ضر یجانب سون را لحاظ نمودند. نتا یبو  شان داد که  یجپوا ن

سون بر فرکان یبضر یرتأث عامد مت یهچندلا یرهایت هایسپوا

باعث  داریهزاو یهچندلا یرهایکم است، اما عدم لحاظ آن در ت

 .شودیم یقابل توجه یخطا یجادا

های کنندهدر زمینه برداشااتبا وجود مطالعات گسااترده 

های انرژی پیزوالکتریکی با ساختارهای متنوع، استفاده از رویه

های ویژه با پوشااشهای ساااندویچی، بهکامپوزیتی در سااازه

ست. همچنین در اغلب  ضعی کمتر مورد توجه قرار گرفته ا مو

های مرتبه پایین اساااتفاده شاااده و اثرات ها، از مدلپژوهش

در راسااتای ضااخامت هسااته، پدیده قفل  مهمی نظیر کرنش

های برشاای در روش اجزای محدود، اثر ضااریب پواسااون رویه

 صااورت دقیقکامپوزیتی و نقش طول جرم متمرکز انتهایی به

 .اندلحاظ نشده

صلی  ساس، هدف ا ضر های و نوآوریبر این ا پژوهش حا

حدود مبتنی بر تئوری  مدل تحلیلی اجزای م یک  عه  توسااا

بالای برشااای برای برداشااات انرژی از تیرهای  ای مرتبهلایه

با رویه های کامپوزیتی و جرم متمرکز اسااات؛ سااااندویچی 

در مدلسازی این حوزه پوشش  ذکر شدهای که خلأهای گونهبه

داده شاااده و اثر هر یک از پارامترهای یادشاااده بر فرکانس 

گردد.  مند بررسیصورت نظامپاسخ الکترومکانیکی به و تشدید

های کردن ساااازهارچوب همچنین امکان سااااندویچیاین چ

منظور بهبود انطباق فرکانساای با تحریک محیطی و موجود به

راسااتا،  یندر ا .کندافزایش بازده برداشاات انرژی را فراهم می

سازه سر وشششامل پ یچیساندو یدو نوع  و پوشش  یسرا

کننده در ساااختار برداشاات یزوالکتریکپ یهاوصااله یموضااع

سمورد بر ست. یر  چییساندو یرحاکم بر ت روابط قرار گرفته ا

له یتیکامپوز هاییهبا رو یکپ یهاو وصااا با در  یزوالکتر

ضااخامت در هسااته اسااتخراج  یراسااتا یهاکرنش یرینظرگ

با لحاظ اثر  یزن یتیکامپوز هاییهرو یشااده و روابط ساااختار

 یرت یمدلساااز یپواسااون به دساات آمده اساات. برا یبضاار

ندو اساااتفاده شاااده و  الاب یمرتبه هاییتئور از یچیساااا

با  یبترتبه یاصااافحهو برون یاصااافحهدرون هایییجابجا

ند. زده شاااده یبساااه و دو تقر یدرجه هاییاچندجمله ا

 یمخنسبتاً ض یهاهسته یبرا یجنتا ینکهبا توجه به ا ینهمچن

ر د یدقت، کرنش برشاا یشبه منظور افزا شااوند،یارائه م یزن

بر اساااس مدل  یینیو پا ییبالا هاییهظ شااده و لاهسااته لحا

سئله  .اندیدهگرد یسازمدل برنولی–یلراو ستنیز حل م فاده با ا

با رفع قفل برشی  یگرهسه یهامحدود و المان یاز روش اجزا

 یطدر مح یلو تحل یساااازمراحل مدل ییهانجام شاااده و کل

 اند.شده یسیکدنومیپل  افزارنرم

 

 مدل سازی   -2
ساندویچی با رویه 1شکل  در  سی دو نوع تیر  های مدل هند

صله شان داده کامپوزیتی، و های پیزوالکتریک و جرم متمرکز ن

فاصله جرم از  𝑥𝑀𝑎𝑠𝑠طول کل تیر،  𝐿شده است. در این مدل 

تیب ضااخامت کل رویه بالا، به تر ℎ𝑐𝑜𝑚𝑝و  ℎ𝑡 ،ℎ𝑐 ،ℎ𝑏مبدا ، 

نیز  𝑧̈هساااته، کل رویه پایین و فقط لایه کامپوزیت بوده و 

 باشد.بیانگر شتاب ورودی به پایه تیر می
 

 

 

 

 (B) و (A) پیکربندی – 1 شکل

 

 روابط سینماتیک-2-1

معرفی شااده اساات،  [24]طبق نظریه مرتبه بالا که در مرجع 

( و 𝑢ای های محوری )درون صااافحهلایه میانی جابجاییبرای 

خارج صااافحه به𝑤ای عرضااای ) به صاااورت چند (  یب  ترت

 (.(1)اند )رابطه در نظرگرفته شده 2و  3های مرتبه ایجمله

(1) 𝑢 = 𝑢0 + 𝑧𝑢1 + 𝑧2𝑢2 + 𝑧3𝑢3 

𝑤 = 𝑤0 + 𝑧𝑤1 + 𝑧2𝑤2 
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های های محوری و عرضااای برای لایههمچنین جابجایی

 شوند: بیان می (2)بالا و پایین، طبق رابطه 

(2) 𝑢𝑚 = 𝑢𝑚0 − 𝑧𝑚

𝜕𝑤𝑚

𝜕𝑥𝑚
, 𝑤𝑚 = 𝑤𝑚0,

𝑚: 𝑡, 𝑏 
ترتیب بیانگر لایه بالا و پایینی به bو  t (2)که در رابطه 

منظور برقراری فرض عدم لغزش بین باشاااند. همچنین بهمی

ستگی جابجاییلایه شرط پیو ست تا جابجاییها و  ها ها، نیاز ا

برابر  (3)ها مطابق با رابطه رک هسااته و رویهدر فصاال مشاات

 نهاده شوند: 

(3) 

𝑢𝑡 (𝑧 = −
ℎ𝑡

2
) = 𝑢𝑐 (𝑧 = +

ℎ𝑐

2
) 

𝑢𝑏 (𝑧 = +
ℎ𝑏

2
) = 𝑢𝑐 (𝑧 = −

ℎ𝑐

2
) 

𝑤𝑡 (𝑧 = −
ℎ𝑡

2
) = 𝑤𝑐 (𝑧 = +

ℎ𝑐

2
) 

𝑤𝑏 (𝑧 = +
ℎ𝑏

2
) = 𝑤𝑐 (𝑧 = −

ℎ𝑐

2
). 

مجهولات  (3)با حل چهار معادله جبری حاصاال از رابطه 

جاییِ  های   𝑤2و   𝑢2، 𝑢3، 𝑤1جاب بر حساااب ساااایر متغیر

 (: (4)آیند )رابطهدست میجابجایی به

(4) 

𝑢𝑐2 =
1

ℎ𝑐2
(ℎ𝑡𝑤𝑡0,𝑥 − ℎ𝑏𝑤𝑏0,𝑥 + 2𝑢𝑡0 + 2𝑢𝑏0

− 4𝑢𝑐0), 

𝑢𝑐3 =
1

ℎ𝑐3
(2ℎ𝑡𝑤𝑡0,𝑥 + 2ℎ𝑏𝑤𝑏0,𝑥 − 4ℎ𝑐𝑢𝑐1

+ 4𝑢𝑡0 − 4𝑢𝑏0), 

𝑤𝑐1 =
𝑤𝑡0 − 𝑤𝑏0

ℎ𝑐
, 

𝑤𝑐2 =
2𝑤𝑡0 − 4𝑤𝑐0 + 2𝑤𝑏0

ℎ𝑐
2 . 

هایِ بنابراین هفت متغیر جابجایی مستقل شامل جابجایی

𝑢0، 𝑢1، 𝑤0، 𝑢𝑡0،  𝑢𝑏0، 𝑤𝑡0  و𝑤𝑏0 مانند. در ادامه با باقی می

 (5)ها مطابق رابطه ای جابجایی، کرنشهاساااتفاده از میدان

 آیند.بدست می

(5) 
𝜀𝑥𝑥 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝜀𝑧𝑧 =

𝜕𝑤

𝜕𝑧
 

 𝜀𝑥𝑧 =
1

2
(

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 

طه  𝜀𝑧𝑧، 𝜀𝑥𝑥  (5)که در راب یب کرنش  𝜀𝑥𝑧و     های به ترت

و کرنش برشی هستند. در رابطه   x ،zنرمال در راستای محور 

ها کوچک هستند ها و چرخشفرض بر آن است که کرنش (5)

ده اسات. در نظر شاهای غیرخطی هندسای صارفو از عبارت

 داریم:  (5)در رابطه  (1)ادامه با جایگذاری رابطه 

(6) 
𝜀𝑥𝑥 = 𝜀𝑥𝑥

(0)
+ 𝑧𝜀𝑥𝑥

(1)
+ 𝑧2𝜀𝑥𝑥

(2)
+ 𝑧3𝜀𝑥𝑥

(3)
, 

𝜀𝑧𝑧 = 𝜀𝑧𝑧
(0)

+ 𝑧𝜀𝑧𝑧
(1)

, 

𝜀𝑥𝑧 = 𝜀𝑥𝑧
(0)

+ 𝑧𝜀𝑥𝑧
(1)

+ 𝑧2𝜀𝑥𝑧
(2)

, 

طه  یب  (6)که در راب بدون کرنش  𝑧0,1,2,3ضااارا هایی 

بر حسااب  (7)هسااتند و به صااورت رابطه   zوابسااتگی به 

 شوند.های جابجایی تعریف میعبارت

(7) 

𝜀𝑥𝑥
0 =

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
, 𝜀𝑥𝑥

1 =
𝜕𝑢1

𝜕𝑥
, 𝜀𝑥𝑥

2 =
𝜕𝑢2

𝜕𝑥
 

 𝜀𝑥𝑥
3 =

𝜕𝑢3

𝜕𝑥
 

𝜀𝑧𝑧
0 = 𝑤1, 𝜀𝑧𝑧

1 = 2𝑤2, 𝜀𝑧𝑧
2 = 0, 𝜀𝑧𝑧

3 = 0 

𝜀𝑥𝑧
0 = 𝑢1 +

𝜕𝑤0

𝜕𝑥
, 𝜀𝑥𝑧

1 = 2𝑢2 +
𝜕𝑤1

𝜕𝑥
 

𝜀𝑥𝑧
2 = 3𝑢3 +

𝜕𝑤2

𝜕𝑥
 

های جابجایی ارائه شده گذاری میدانطور مشابه با جایبه

 xهای نرمال در راسااتای محور کرنش (5)در رابطه  (2)رابطه 

 آیند: دست میبه (8)برای لایه بالا و پایین مطابق با رابطه 

(8) 𝜀𝑥𝑥
𝑖 = 𝜀𝑥𝑥

i0 + 𝑧𝜀𝑥𝑥
i1                             𝑖: 𝑡, 𝑏 

𝜀𝑥𝑥 (8)که در رابطه 
𝑖0  و𝜀𝑥𝑥

𝑖1  تعریف  (9)به صاااورت رابطه

 شوند.می

(9) 𝜀𝑥𝑥
𝑖0 =

𝜕𝑢i0

𝜕𝑥
, 𝜀𝑥𝑥

i1 = −
𝜕2𝑤i0

𝜕𝑥2
         𝑖: 𝑡, 𝑏 

 

 روابط ساختاری-2-2

کرنش هوک برای سااه بعد و با توجه به -مطابق با رابطه تنش

برابر   y این که برای یک تیر تنش نرمال در راساااتای محور

صورت رابطه صفر می سته به  ساختاری برای ه شد، روابط  با

 .[25]شود ارائه می (10)

(10) 

𝜎𝑥𝑥 =
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
[(1 − 𝜈)𝜀𝑥𝑥 + 𝜈𝜀𝑦𝑦

+ 𝜈𝜀𝑧𝑧], 

𝜎𝑦𝑦 =
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
[(1 − 𝜈)𝜀𝑦𝑦 + 𝜈𝜀𝑥𝑥

+ 𝜈𝜀𝑧𝑧] = 0 , 

𝜎𝑧𝑧 =
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
[(1 − 𝜈)𝜀𝑧𝑧 + 𝜈𝜀𝑥𝑥

+ 𝜈𝜀𝑦𝑦], 
𝜎𝑥𝑧 = 𝐺𝜀𝑥𝑧 

 𝜀𝑦𝑦و بدست آمدن  𝜎𝑦𝑦با صفر قرار دادن  (10)در رابطه  

ی اول و سوم و سپس قرار دادن در رابطه 𝜀𝑥𝑥و  𝜀𝑧𝑧بر حسب 

 خواهیم داشت: 
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(11) 

𝜎𝑥𝑥 =
𝐸

(1 − 𝜈2)
[(𝜀𝑥𝑥 + 𝜈𝜀𝑧𝑧], 

𝜎𝑧𝑧 =
𝐸

(1 − 𝜈2)
[(𝜀𝑥𝑥𝜈 + 𝜀𝑧𝑧], 

𝜎𝑥𝑧 = 𝐺𝜀𝑥𝑧 

های دسااات آوردن روابط تنش برای هساااته، منتجهبا به

 (11)گذاری روابط تنش مکانیکی را برای لایه هساااته با جای

 توان محاسبه نمود: می (12)در 

(12) 𝑁𝛼𝛽
𝑖 = ∫ 𝜎𝛼𝛽𝑧𝑖

ℎ
2

−
ℎ
2

𝑑𝑧, 𝑖 = 0,1,2,3 ,

𝛼, 𝛽: 𝑥, 𝑧 
کرنش برای لایه پایین و بالا با فرض -در ادامه روابط تنش

 گردد.برای هر دو لایه صفر است تعیین می 𝜀𝑧𝑧 ن که کرنشای

 

 ی پیزوالکتریک ها با لایهروابط ساختاری رویه -2-3

به  (13)روابط سااااختاری برای مواد پیزوالکتریک در رابطه 

 صورت تنش برحسب میدان الکتریکی آورده شده است.

(13) {𝑇} = [𝑐𝐸]{𝑆} − [𝑒]𝑇{𝐸} 
{𝐷} = [𝑒]{𝑆} + [𝜀𝑆]{𝐸} 

(14) {𝑇} = {𝑇11    𝑇22    𝑇33    𝑇23    𝑇13    𝑇12}𝑇 

بردار   {𝑆}ها، بردار تنش  {𝑇} (14)و  (13)که در روابط 

یدان الکتریکی و   {𝐸}ها، کرنش جایی   {𝐷}بردار م جاب بردار 

ماتریس  [𝑒]ماتریس ساافتی،  [𝑐𝐸]الکتریکی اساات. همچنین 

یک و  بت پیزوالکتر بت دی الکت  [𝜀𝑆]ثوا نام ماتریس ثوا یک  ر

با توجه به این که لایه های بالا و پایین هردو از جنس دارد. 

ها پیزوالکتریک اسااات و با کامپوزیت بوده که یک لایه از آن

توجه به نازکی این دولایه روابط سااااختاری طبق فرضااایات 

شااوند. همچنین با توجه به این که برنولی اسااتخراج می-اویلر

جایی الکت جاب یدان الکتریکی و  هت عمود بر م ریکی در ج

ستند و قطبیدگی تنها zی میانی )جهت صفحه ( یکنواخت ه

لذا این بردار zدر جهت  به این صاااورت تعریف اسااات  ها 

 گردند: می

(15) {𝐸} = {

0

0

𝐸𝑧

} {𝐷}  و    = {

0

0

𝐷𝑧

}  

 مولفااه کاااهش 3مولفااه بااه  6همچنین بردار تنش از 

 یابد: می
(16) {𝑇} = {𝑇11    𝑇22    𝑇12}𝑇 

ی ساااختاری برای هر لایه از کامپوزیت با در نتیجه رابطه

نوشته خواهد  (17)وجود پیزوالکتریک نهفته به صورت رابطه 

 شد: 

(17) 
{𝑇} = [𝑐]

𝑘
{𝑆} − {

𝑒31

𝑒32

0
}

𝑘

𝐸𝑘

𝐷𝑘 = {𝑒31 𝑒32 0}𝑘{𝑆} + 𝜀𝑘𝐸𝑘

 

ماتریس ساافتی در دسااتگاه اصاالی مادی برای  𝑘[𝑐]که 

شد و میدان الکتریکی )ام می kی لایه شدت 𝐸𝑍با صورت  ( به 

و برابر با ولتاژ )اختلاف  zر راساااتای محور میدان الکتریکی د

( تعریف 𝜙/ (ℎ𝑝) −پتانسااایل( بر ضاااخامت پیزوالکتریک )

ستگاه مادی )گردد. جهت انتقال بردار تنشمی به  (TLها از د

ماتریس انتقال  [26]( مطابق مرجع xyدساااتگاه )  𝑘[𝑅𝑇]از 

 استفاده خواهد شد:  (18)مطابق رابطه 

(18) 

{

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

} = [𝑅𝑇]𝑘
−1 {

𝜎𝐿

𝜎𝑇

𝜏𝐿𝑇

} = [𝑅𝑇]𝑘
−1[𝑐]

𝑘
{

𝜖𝐿

𝜖𝑇

𝛾
𝐿𝑇

}

= [𝑅𝑇]𝑘
−1[𝑐]

𝑘
[𝑅𝑆]𝑘 {

𝜖𝑥

𝜖𝑦

𝛾
𝑥𝑦

} 

 که در آن: 

(19) 

[𝑅𝑆]𝑘 = 

[

cos2 𝜃𝑘 sin2 𝜃𝑘 sin 𝜃𝑘 cos 𝜃𝑘

sin2 𝜃𝑘 cos2 𝜃𝑘 − sin 𝜃𝑘 cos 𝜃𝑘

−2 sin 𝜃𝑘 cos 𝜃𝑘 2 sin 𝜃𝑘 cos 𝜃𝑘 cos2 𝜃𝑘 − sin2 𝜃𝑘

] 

 
[𝑅𝑇]𝑘 = 

[

cos2 𝜃𝑘 sin2 𝜃𝑘 2sin 𝜃𝑘cos 𝜃𝑘

sin2 𝜃𝑘 cos2 𝜃𝑘 −2sin 𝜃𝑘cos 𝜃𝑘

−sin 𝜃𝑘cos 𝜃𝑘 sin 𝜃𝑘cos 𝜃𝑘 cos2 𝜃𝑘 − sin2 𝜃𝑘

] 

ی سااااختاری اول برای یک تک لایه در ه رابطهدر نتیج

 آید: دست میبه (20)( به صورت 𝑥𝑦مختصات )

(20) 

{𝑇}(𝑥𝑦) = [𝑅𝑇]𝑘
−1{𝑇}(𝐿𝑇)

= [𝑅𝑇]𝑘
−1[𝑐]

𝑘
[𝑅𝑆]𝑘{𝑆}(𝑥𝑦)

− [𝑅𝑇]𝑘
−1 {

𝑒31

𝑒32

0
}

𝑘

𝐸𝑘

= [𝑄]
𝑘

{𝑆}(𝑥𝑦) + [𝑅𝑇]𝑘
−1 {

𝑒31

𝑒32

0
}

𝑘

𝜙
𝑘

ℎ𝑘

 

های تنش نیز ها منتجهدسااات آمدن تنشدرنتیجه با به

 نوشته خواهد شد:  (21)برای یک چند لایه به صورت رابطه 
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(21) 
{

𝑁
𝑀

} = [
𝐴 𝐵
𝐵 𝐷

] {
𝑆0

𝜅
} + 

∑  

𝑛

𝑘=1

∫  
𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

[
𝐼3

𝑧𝐼3
] [𝑅𝑇]𝑘

−1 {
𝑒31

𝑒32

0
}

𝜙𝑘

ℎ𝑘
𝑑𝑧 

طه  مانی   𝐼3ماتریس  (21)در راب و  3در  3ماتریس ه

ماتریس Dو  A ،Bهای ماتریس های کشاااشااای، به ترتیب 

ی دوم سااااختاری که کوپلینگ و خمشااای هساااتند. رابطه

دهد در مختصاااات ام را می kی جابجایی الکتریک برای لایه

(xy مطابق )(22) مد: دست خواهد آبه 

(22) 

𝐷𝑘 = {𝑒31 𝑒32 0}𝑘[𝑅𝑆]𝑘{𝑆}(𝑥𝑦) − 𝜀𝑘

𝜙𝑘

ℎ𝑘
 

= {𝑒31 𝑒32 0}𝑘[𝑅𝑆]𝑘[𝐼3 𝑧𝐼3] {
𝑆0

𝜅
}

− 𝜀𝑘

𝜙𝑘

ℎ𝑘
 

خامت برای هر گیری در راسااتای ضاادر نهایت با انتگرال

 ی جابجایی الکتریکی هر لایه محاسبه خواهد شد.لایه منتجه

(23) 

∫  
𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝐷𝑘𝑑𝑧 = 

∫  
𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

{𝑒31 𝑒32 0}𝑘[𝑅𝑆]𝑘[𝐼3 𝑧𝐼3] {
𝑆0

𝜅
} 𝑑𝑧

− ∫  
𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝜀𝑘

𝜙𝑘

ℎ𝑘
𝑑𝑧 

طه  صااافحه  کرنشمعرف به ترتیب  𝜅و  𝑆0 (23)در راب

ثابت  𝜀𝑘و  3در3ماتریس همانی  𝐼3بوده،  1هامیانی و چرخش

 باشد.ام می kدی الکتریک لایه ی 

 

 اعمال اثر ضریب پواسون -2-4

ی اساسی ساختاری برای دو معادله (23)و  (21)ی دو معادله

د. ی پیزوالکتریک هستنهایی کامپوزیتی همراه با لایهچندلایه

ساله ضر همانند بخش قبل با توجه به یک بعدی بودن م ی حا

صااافر بوده و تنها  𝑁𝑦𝑦، 𝑁𝑥𝑦، 𝑀𝑦𝑦، 𝑀𝑥𝑦توان دریافت که می

ستفاده از  𝑀𝑥𝑥و  𝑁𝑥𝑥مقادیر  ستند. در نتیجه با ا صفر ه غیر 

 خواهیم داشت:  (21)معادلات 

(24) 

𝑁𝑥𝑥 = (𝐴11𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐴12𝜖𝑦𝑦

0 + 𝐴16𝛾
𝑥𝑦
0

+ 𝐵11𝜅𝑥𝑥 + 𝐵12𝜅𝑦𝑦

+ 𝐵16𝜅𝑥𝑦)

+ ∫ 𝑒31

𝜙
𝑘

ℎ𝑘

𝑑𝑧

𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

 

                                                                 
1 Curvature  

(25) 

0 = (𝐴12𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐴22𝜖𝑦𝑦

0 + 𝐴26𝛾𝑥𝑦
0 + 𝐵12𝜅𝑥𝑥

+ 𝐵22𝜅𝑦𝑦 + 𝐵26𝜅𝑥𝑦)

+ ∫ 𝑒32

𝜙𝑘

ℎ𝑘
𝑑𝑧

𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

 

(26) 0 = (𝐴16𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐴26𝜖𝑦𝑦

0 + 𝐴66𝛾𝑥𝑦
0 + 𝐵16𝜅𝑥𝑥

+ 𝐵26𝜅𝑦𝑦 + 𝐵66𝜅𝑥𝑦) 

(27) 

𝑀𝑥𝑥 = (𝐵11𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐵12𝜖𝑦𝑦

0 + 𝐵16𝛾𝑥𝑦
0

+ 𝐷11𝜅𝑥𝑥 + 𝐷12𝜅𝑦𝑦

+ 𝐷16𝜅𝑥𝑦)

+ ∫ 𝑧 𝑒31

𝜙𝑘

ℎ𝑘
𝑑𝑧

𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

 

(28) 

0 = (𝐵12𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐵22𝜖𝑦𝑦

0 + 𝐵26𝛾𝑥𝑦
0 + 𝐷12𝜅𝑥𝑥

+ 𝐷22𝜅𝑦𝑦 + 𝐷26𝜅𝑥𝑦)

+ ∫ 𝑧𝑒32

𝜙𝑘

ℎ𝑘
𝑑𝑧

𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

 

(29) 0 = (𝐵16𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐵26𝜖𝑦𝑦

0 + 𝐵66𝛾𝑥𝑦
0 + 𝐷16𝜅𝑥𝑥

+ 𝐷26𝜅𝑦𝑦 + 𝐷66𝜅𝑥𝑦) 

فاده از م با اسااات  (29)و  (28)، (26)، (25)عادلاتحال 

𝜖𝑦𝑦مقادیر 
0 ، 𝛾𝑥𝑦

0 ، 𝜅𝑦𝑦  و𝜅𝑥𝑦  بر حسب را𝜖𝑥𝑥
سبه  𝜅𝑥𝑥و  0 محا

گذاری در  جا با  یت  ها عادلات  (27)و  (24)کرده و در ن به م

 خواهیم رسید. (30)

(30) 𝑁𝑥𝑥 = (𝐶̅1𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐶̅2𝜅𝑥𝑥) + 𝐹1 

𝑀𝑥𝑥 = (𝐶̅3𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐶̅4𝜅𝑥𝑥) + 𝐹2 

ناشاای از کوپلینگ الکترومکانیکی اساات. به  𝐹2و   𝐹1که 

قادیر  با قرار دادن م یب  𝜖𝑦𝑦همین ترت
0 ، 𝛾𝑥𝑦

0 ، 𝜅𝑦𝑦   و𝜅𝑥𝑦   در

( این معادله نیز تنها بر حسااب (23)ی ساااختاری دوم )رابطه

𝜖𝑥𝑥متغیرهای 
0 ، 𝜅𝑥𝑥  و𝐸3 شود: نوشته می 

(31) 𝐷3 = 𝐺̅1𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐺̅2𝜅𝑥𝑥 + 𝐺̅3𝐸3 

کی  کااه در ی تر ک ل میاادان ا بر   𝐸3آن شاااادت  برا

− 𝑣𝑜𝑙𝑡𝑎𝑔𝑒/ (ℎ𝑝)   باااوده و ضااااارایاااب𝐶̅1، 𝐶̅2، 𝐶̅3 ،

𝐶̅4، 𝐹1، 𝐹2، 𝐺̅1، 𝐺̅2  و𝐺̅3  مقادیر ثابت و حاوی عبارات جبری

ه لازم ببسااایار طولانی بوده لذا قابل ارائه در اینجا نیساااتند. 

ضیح صلی و معادلات حاکم در مقاله  تو ست که تمام روابط ا ا

 هایاند و ضرایب مورد اشاره صرفاً ثابتطور کامل ارائه شدهبه
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 𝐷𝑖𝑗و  𝐴𝑖𝑗  ،𝐵𝑖𝑗 های عددی هساااتند که از ترکیب ماتریس

 آیند.دست میبه

 روابط انرژی برای هر المان-2-5

های اجزاء محدود تریسمنظور اسااتخراج مادر این پژوهش به

ستفاده شده است. در این روابط نیاز است تا  از روابط لاگرانژ ا

های انرژی کرنشااای برای ماتریس سااافتی و در ابتدا عبارت

شی برای ماتریس جرم و  کوپلینگ الکترومکانیکی، انرژی جنب

مان  ماتریس ظرفیتبرای هر ال انرژی الکتریکی داخلی برای 

راسااتا با توجه به رابطه انرژی کرنشاای تعیین شااوند. در این 

سته )زیر لایه( و رویه (32)کلی  شی برای لایه ه ها انرژی کرن

 : آیدبدست می (34)و  (33)به صورت رابطه 

(32) 𝑈 =
1

2
∫ 𝜀𝑖𝑗 𝜎𝑖𝑗  𝑑𝑉 

 

(33) 

𝑈𝑡 = 

1

2
∫ ∫ ( [𝑁𝑥𝑥 0 0]

𝐿𝑒

0

[

 
𝜀𝑥𝑥

t0

𝜀𝑦𝑦
t0

𝜀𝑥𝑦
t0

]
𝑏

0

+ [𝑀𝑥𝑥 0 0] [

 
𝜀𝑥𝑥

t1

𝜀𝑦𝑦
t1

𝜀𝑥𝑦
t1

] )  𝑑𝑥 𝑑𝑦 

𝑈𝑏

=
1

2
∫ ∫ ( [𝑁𝑥𝑥 0 0]

𝐿𝑒

0

[

 
𝜀𝑥𝑥

b0

𝜀𝑦𝑦
b0

𝜀𝑥𝑦
b0

]
𝑏

0

+ [𝑀𝑥𝑥 0 0] [

 
𝜀𝑥𝑥

b1

𝜀𝑦𝑦
b1

𝜀𝑥𝑦
b1

] )  𝑑𝑥 𝑑𝑦  

(34) 

𝑈𝑐 =
1

2
∫ ∫ (𝑁𝑥𝑥

0
𝐿𝑒

0

ℇ𝑥𝑥
0 + 𝑁𝑥𝑥

1 ℇ𝑥𝑥
1 + 𝑁𝑥𝑥

2 ℇ𝑥𝑥
2

𝑏

0

+ 𝑁𝑥𝑥
3 ℇ𝑥𝑥

3 + 𝑁𝑧𝑧
0 ℇ𝑧𝑧

0

+ 𝑁𝑧𝑧
1 ℇ𝑧𝑧

1 + 𝑁𝑧𝑧
2 ℇ𝑧𝑧

2

+ 𝑁𝑧𝑧
3 ℇ𝑧𝑧

3  + 𝑁𝑥𝑧
0 ℇ𝑥𝑧

0

+ 𝑁𝑥𝑧
1 ℇ𝑥𝑧

1

+ 𝑁𝑥𝑧
2 ℇ𝑥𝑧

2 )𝑑𝑥 𝑑𝑦 

پهنای تیر اساات.  bطول هر المان و  𝐿𝑒که در این روابط 

 در نهایت برای انرژی کرنشی کل سازه داریم: 

(35) 𝑈𝑇 = 𝑈𝑏 + 𝑈𝑐 + 𝑈𝑡 

                                                                 
2 Variation  

یه  یک همچنین انرژی الکتریکی داخلی لا های پیزوالکتر

هااای گیری روی حجم لایااهبااا انتگرال (36)ی طبق رابطااه

 آید.دست میپیزوالکتریک به

(36) 𝑊𝑖𝑒 =
1

2
∫  

𝑉𝑝

𝐄𝑡𝐃𝑑𝑉𝑝 

 𝐃ی بردار میدان الکتریکی و ترانهاده 𝐄𝑡 (36)در رابطه  

 انرژی جنبشاای کلز معرف بردار جابجایی الکتریکی اساات. نی

 شود: محاسبه می (37)سازه برای المان نیز به صورت رابطه 

(37) 𝑇 = 𝑇𝑏 + 𝑇𝑐 + 𝑇𝑡 + 𝑇𝑀𝑎𝑠𝑠 

طه   𝑇𝑏 (37)در راب
(𝑒)، 𝑇𝑡

(𝑒)   ،𝑇𝑐
(𝑒)   و𝑇𝑀𝑎𝑠𝑠   یب به ترت

ی بالا، پایین، هساااته و جرم های جنبشااای لایهبیانگر انرژی

 شوند: تعریف می (38)متمرکز هستند که به صورت رابطه  

(38) 

𝑇𝑐 =
1

2
∫ ∫ ∫ 𝜌[𝑢̇2 + (𝑤̇ +

𝑏

0

𝐿𝑒

0

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

𝑤̇𝐵𝐴𝑆𝐸)2]𝑑𝑥𝑑𝑧 𝑑𝑦, 

 

𝑇𝑖 =
1

2
∫ ∫ ∫ 𝜌𝑖[𝑢̇𝑖

2
𝑏

0

𝐿𝑒

0

ℎ𝑖 2⁄

−ℎ𝑖 2⁄

+ (𝑤̇𝑖

+ 𝑤̇𝐵𝐴𝑆𝐸)2]𝑑𝑥𝑑𝑧𝑑𝑦 

 𝑖 = 𝑏, 𝑡 

𝑇𝑀𝑎𝑠𝑠 =
1

2
∫ [ ( 

𝐼𝑐

𝐿𝑐
 ) 𝜔𝑐

2
𝐿𝑒

0

+  ( 
𝑚𝑐

𝐿𝑐
 ) 𝑣𝑐

2 ]  𝑑𝑥  

 هایمربوط به چگالی به ترتیب 𝜌و  𝜌𝑏، 𝜌𝑡 (38)در رابطه 

همان  𝑤̇𝐵𝐴𝑆𝐸لایه بالا،پایین و هسااته اساات. در این معادلات 

ت به و ثاب یکنواختصورت  که بهباشد سرعت تحریک پایه می

توجه شود که  ینو همچن شودمی گیردار وارد یرت یهقسمت پا

 ییجابجاین شاااد، ا یانکه ب طور از زمان اسااات. همان یتابع

ها بعد از بسااط توان بنابراین اساات. یخارج یکمربوط به تحر

ش یدر رابطه انرژ ستند 𝑤̇𝐵𝐴𝑆𝐸 شامل هکهایی ترمی، جنب  ه

در بردار شااده و بعد از قرارگرفتن در رابطه لاگرانژ اسااتخراج 

گرفتن از معادلات، این ساارعت  2با وردش .گیرندقرار می یرون

شد. در رابطه  شتاب تبدیل خواهد  ممان اینرسی  𝐼𝑐، (38)به 

سرعت زاویه ای نوک،   𝜔𝑐،  سرعت کل  𝑣𝑐،جرم 𝑚𝑐، جرمی

𝐿𝑐 سرعت در رابطه ست که عبارات  آورده  (39)ی طول جرم ا

 شده است. 

(39) 𝜔𝑐 =
𝜕𝑤𝑡̇

𝜕𝑥
 

𝑣𝑐𝑥 = 𝑢̇𝑡 − ℎ𝑔 (𝑤̇𝑡
′) 
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𝑣𝑐𝑧 = 𝑤̇𝑡 + 𝑤̇𝐵𝐴𝑆𝐸 

𝑣𝑐 = √𝑣𝑐𝑧
2 + 𝑣𝑐𝑥

2  

ستای  𝑣𝑐𝑥 (39)ی در رابطه  صلب در را ، xسرعت جرم 

𝑣𝑐𝑧  ستای صلب در را سرعت  zسرعت جرم  ستد که بردار  ه

𝑣𝑐  بردار برآیند دو𝑣𝑐𝑥  و𝑣𝑐𝑧  اساات. همچنین𝐼𝑐  بر حسااب 
 شود:تعریف می (40)ی به صورت رابطه  𝑘 شعاع ژیراسیون

(40) 𝑘 = √(
1

12
𝑏 ℎ𝑐

3)/𝐴𝑐    

𝐼𝑐 = 𝑘2 𝑚𝑐 
به ترتیب ارتفاع و مساحت  𝐴𝑐و  ℎ𝑐 (40)ی ابطهکه در ر 

ستفاده از روابط  سطح مقطع جرم صلب هستند. در نهایت با ا

و  (35) رنشی و جنبشی ارائه شده درهای کانرژی (12)تا  (1)

بر حسااب هفت متغیر جابجایی مسااتقل از هم نوشااته  (37)

 شوند. می

 

 𝚯ماتریس کوپلینگ -2-6

له عاد کل ساااازه در م ی با قراردادن روابط انرژی کرنشااای 

ی حاال، ترم گیری روی دامنااهو شاااروع انتگرال همیلتون

های کرنشااای الکتریکی که بیانگر کوپلینگ بین میدان انرژی

الکتریکی و کرنش ها اساات منجر به ایجاد ماتریس کوپلینگ 

Θ .خواهد شد 

(41) ∫ 
𝑣

𝛿 (𝑈𝑇) = 𝛿𝑑𝑒
𝑇𝑘𝑒

𝑇𝑑𝑒 + 𝛿𝜗𝑒
𝑇𝜃𝑒

𝑇𝑑𝑒 

مان و   𝑑𝑒که  جایی ال جاب مان   𝜗𝑒بردار  تاژ ال بردار ول

 باشد.می
 

 𝑪𝒑ماتریس ظرفیت -2-7

نهااایتااا بااا وردش گرفتن از انرژی الکتریکی داخلی کااه در 

ارائه شااده اساات، ماتریس ظرفیت پیزوالکتریک  (36)ی رابطه

 سبه خواهد شد.محا

(42) 
∫ 

𝑣

𝛿(𝐷3𝐸3) = 𝛿((𝐺̅1𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐺̅2𝜅𝑥𝑥

+ 𝐺̅3𝐸3)  𝐸3)
= 𝛿𝜗𝑒

𝑇c𝑝𝜗𝑒 
عدی  مان در بخش ب یک ال ماتریس ظرفیت برای  مقادیر 

 ارائه شده است.
 

 روابط روش المان محدود-2-8

بخش به نحوه اعمال روش المان محدود و محاسااابه  در این

شد. برای ماتریس سفتی و میرایی پرداخته خواهد  های جرم، 

سته س سهگ شده یک سازی هند ی تیر، المان در نظرگرفته 

ست که در  سه گرهی یک بعدی ا شان داده  2 شکلالمان  ن

بعد هر المان است که مختصات بی 𝜉 شده است. در این شکل،

مبدأ آن در مرکز المان قرار گرفته است و رابطه آن با دستگاه 

امُین المان به صاااورت  𝑛𝑒برای  xمختصاااات کلی در جهت 

 شود: تعریف می (43)رابطه 

(43) 𝜉 = (
2𝑥

𝐿𝑒
− 1) − 2(𝑛𝑒 − 1) 

فه  𝐪(𝑖)بردار  که مول جایینیز  جاب های هر گره های آن 

تعریف  (44)اسااات برای تیر سااااندویچی به صاااورت رابطه 

 شود: می

(44) 
𝐪(𝑖) = 
[𝑢𝑏0

(𝑖)
, 𝑤𝑏0

(𝑖)
, 𝑤𝑏0,𝑥

(𝑖)
, 𝑢0

(𝑖)
, 𝑢1

(𝑖)
, 𝑢𝑡0

(𝑖)
, 𝑤0

(𝑖)
, 𝑤𝑡0

(𝑖)
, 𝑤𝑡0,𝑥

(𝑖)
]

T
 

, 𝑖 = 1,2,3 

 9بنابراین در کل قساامت ساااندویچی تیر هر گره تعداد 

مان  جه، هر ال جه آزادی در نتی هد  27در جه آزادی خوا در

شاااود علاوه بر همانطور که دیده می (44)داشااات. در رابطه 

ی لایه بالا و پایین، مشااتقات این های خارج صاافحهجابجایی

𝑤𝑏0,𝑥یعنی  xها نسااابت به جابجایی
(𝑖)  و𝑤𝑡0,𝑥

(𝑖)   وجود دارد که

ست.  ستفاده از المان نوع هرمیتی برای این دو لایه ا علت آن ا

بردار درجات آزادی هر گره است که در رابطه   ∆، 2 شکلدر 

ست.  (45) شده ا شان داده  شکلی که از  ∆ ن به کمک توابع 

لهدرون ندجم مان ساااه گرهی  اییابی توابع چ یک ال برای 

 (.(46)د )رابطه شودست آمده است، تقریب زده میبه

 

 

 𝝃 بعد بی مختصات با گرهی سه المان -2 شکل

 
(45) ∆(𝜉) = [𝑢𝑏0, 𝑤𝑏0, 𝑢0, 𝑢1, 𝑢𝑡0, 𝑤0, 𝑤𝑡0]𝑇 
(46) Δ = 𝐍𝐪 

x

(1)
q

(2)
q

(3)
q

( 1, 2, ..., 7)
j
jD =
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𝐪،  (46)در رابطه  = [𝐪(1); 𝐪(2); 𝐪(3)]  اسااات که قبلا

ردیف  7ماتریس توابع شکل نام دارد و شامل  𝐍تعریف شده و 

صفر ردیف 27و  صر غیر  ست و عنا و  5، 4، 3، 1های ستون ا

 دست آمده است: به (47)به صورت رابطه  6

(47) 
𝑁1(9𝑖−8) = 𝑁3(9𝑖−5) = 𝑁4(9𝑖−4) = 𝑁5(9𝑖−3)

= 𝑁6(9𝑖−2) = 𝑆𝑖
(1)(𝜉), 

𝑖 = 1,2,3. 

𝑆𝑖 (47)در رابطه 
شکل لاگرا  (1) سه تابع  نژی برای المان 

 آید: دست میبه (48)گرهی است که به صورت رابطه 

(48) 

𝑆1
(1)

=
𝜉2 − 𝜉

2
 

 𝑆2
(1)

= −𝜉2 + 1 

𝑆3
(1)

=
𝜉2 + 𝜉

2
. 

صفحه∆ های مابقی مولفه شامل جابجایی خارج  لایه  که 

(، به کمک توابع شکل هرمیتی 𝑤𝑡0و   𝑤𝑏0بالا و پایین است )

ستگی  -شوند که به علت فرض اویلرتقریب زده می 𝐶1با پیو

برنولی بودن این دو لایه این نوع تابع شکل انتخاب شده است. 

فه نابراین، مؤل ماتریس ب از طریق  Nهای ردیف دوم و هفتم 

 شوند: تعیین می (49)رابطه 

(49) 𝑁2(9𝑖−7) = 𝑁7(9𝑖−1) = 𝑆𝑖
(2)(𝜉), 

𝑁2(9𝑖−6) = 𝑁7(9𝑖) = 𝐷𝑖
(2)(𝜉), 𝑖 = 1,2,3, 

𝑆𝑖 توابع شاااکل هرمیتی (49)در رابطه 
(2)(𝜉)  و𝐷𝑖

(2)(𝜉) 

صورت رابطه  سه گرهی به  ست به (51)و  (50)برای المان  د

 آیند: می

(50) 

𝑆1
(2)

=
3

4
𝜉5 −

1

2
𝜉4 −

5

4
𝜉3 + 𝜉2 

𝑆2
(2)

= 𝜉4 − 2𝜉2 + 1 

𝑆3
(2)

= −
3

4
𝜉5 −

1

2
𝜉4 +

5

4
𝜉3 + 𝜉2 

(51) 

𝐷1
(2)

=
1

4
(𝜉5 − 𝜉4 − 𝜉3 + 𝜉2) 

𝐷2
(2)

= ( 𝜉2  − 2𝜉3  − 𝜉) 

𝐷3
(2)

=
1

4
(𝜉5 + 𝜉4 − 𝜉3 − 𝜉2) 

 

 اثر قفل برشی حذف-2-9

شی جابجایی  که در عبارت   𝑢1برای جلوگیری از بروز قفل بر

شی   𝜀𝑥𝑧کرنش بر
شکل مرتبه دو که ظاهر می 0 شود با توابع 

                                                                 
3 Field continues redistribution  

ست تقریب زده نمی (48)ی در رابطه شده ا شود بلکه تعریف 

تابع  [27]( FCR) 3ری میدانبر اساس رویکرد بازتوزیع سازگا

𝜀𝑥𝑧در   𝑢1شکل زیر برای 
 بکار گرفته شده است. 0

(52) 𝑆1
(1)

=
1

6
−

𝜉

2
, 𝑆2

(1)
=

2

3
, 𝑆3

(1)
=

1

6
+

𝜉

2
 

شود تابع شکل بالا یک تابع خطی همان طور که دیده می

بارات  𝜉از  نابراین ع 𝑤��و   𝑢1 بوده ب

𝜕𝑥
طه   برای  (7)ی که در راب

𝜀𝑥𝑧یافتن 
 𝜉اند، هر دو تابع درجه اول از با هم جمع شاااده  0

شی کمک می شدگی بر شوند. این مورد به جلوگیری از قفل 

 شود.خواهد کرد و مانع بروز برش مصنوعی می

های جابجایی و جایگذاری از تعریف مجهولدر نهایت، بعد 

به اختصار به   𝑇(𝑒) و𝑈(𝑒)در روابط انرژی جنبشی و پتانسیل، 

 شوند: برای هر المان حاصل می (53)صورت رابطه 

(53) 

𝑈(𝑒)

=
1

2
∑ ∑ 𝐾𝑖𝑗

(𝑒)
𝑞𝑖𝑞𝑗 , +

1

2
∑ ∑ 𝜃𝑖𝑗

(𝑒)

1

𝑗=1

𝑞𝑖𝜗𝑗

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

𝑇(𝑒) =
1

2
∑ ∑ 𝑀𝑖𝑗

(𝑒)
𝑞̈𝑖𝑞̈𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

, 

𝑊𝑖𝑒
(𝑒) =

1

2
∑ ∑ 𝜃𝑗𝑖

(𝑒)

1

𝑗=1

𝑞𝑖𝜗𝑗

𝑛

𝑖=1

+ 

1

2
∑ ∑ 𝐶𝑝𝑖𝑗

(𝑒)𝜗𝑖𝜗𝑗

1

𝑗=1

1

𝑖=1

, 

،  𝐊(e)هااای ماااتااریااس. اساااات 27 بااراباار بااا  𝑛 کااه

𝐌(e)، 𝛉(e)، 𝑪𝒑
(e) و  𝐅(e) های ساافتی، ترتیب ماتریس نیز به

ای، کوپلینگ الکترومکانیکی، ظرفیت و نیرویی جرمی ساااازه

مرتبط با آنها در دهند که عبارات برای هر المان را نشاااان می

به لت کلی و  حاوی پیزوالکتریک )بخش حا لت  حا ویژه برای 

باشااند. با این حال ساااندویچی(، عباراتی بساایار طولانی می

یت در روابط  ماتریس ظرف نگ و  بارات بردار کوپلی و  (54)ع

 آورده شده است.  (55)
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(54) 

𝜃𝑖𝑗
(𝑒) =

2𝑏 (
d2

d𝜉2 𝑆𝑆7𝑗𝑙(𝜉)) 𝐹2𝑡

𝐿𝑒
2ℎ𝑡

− 

𝑏 (
d

d𝜉
𝑆𝑆𝑙𝑗𝑙(𝜉)) 𝐹1𝑏

𝐿𝑒ℎ𝑏
 

+

2𝑏 (
d2

d𝜉2 𝑆𝑆2𝑗𝑙(𝜉)) 𝐹2𝑏

𝐿𝑒
2ℎ𝑏

 

−
𝑏 (

d
d𝜉

SS5𝑗1(𝜉)) 𝐹1𝑡

𝐿𝑒ℎ𝑡
 

(55) 𝐶𝑝
(𝑒)

 =
𝑏 𝐺̅3𝑡 

ℎ𝑡
2 +

𝑏 𝐺̅3𝑏 

ℎ𝑏
2  

های المانی انتگرال با مشاااخو شااادن فرم کلی ماتریس

گیری با اسااتفاده از دسااتورات انتگرال تحلیلی نرم افزار میپل 

روی المان انجام شاااده و  𝜉مختصاااات بی بعد نسااابت به 

 اند.های المانی بدست آمدهماتریس

ستم نیز  سی ست جهت درنظرگیری میرایی  لازم به ذکر ا

از میرایی رایلی یا میرایی تناساابی فقط برای تیر اصاالی یعنی 

ستفبدون پیزوالکتریک ) تنها هسته و رویه اده ی کامپوزیتی( ا

 شود.می

(56) 𝐂𝒆 = α𝐌𝒆𝑏𝑒𝑎𝑚
+ 𝛽𝐊𝒆𝒃𝒆𝒂𝒎

 

 

 معادلات الکترومکانیکی سیستم-2-10

های المانی )عمل اسااامبلی( با انجام عملیات تجمیع ماتریس

آید که با اعمال شاارایط دساات میهای کل سااازه بهماتریس

مرزی یکسرگیردار )با حذف سطروستون مربوط به گره اول از 

ها( معادله نهایی الکترومکانیکی تیر ساااندویچی برای اتریسم

 شود.برداشت کننده انرژی حاصل می

(57) 𝐌𝐝̈ + 𝐂𝐝̇ + 𝐊𝐝 − 𝚯̃𝜗0 = 𝐅 
ΘT̃𝐝 + 𝐶𝑝𝜗0 + 𝑄 = 0 

ست اثر تحریک پایه یعنی   𝑤̇𝐵𝐴𝑆𝐸همچنین لازم به ذکر ا
به ساامت راساات معادله اضااافه شااده و در  (38)در رابطه 

شتقظاهر می Fماتریس نیرویی  گیری از رابطه دوم شود. با م

 خواهیم داشت:  (57)

(58) Θ̃T𝐝̇ + 𝐶𝑝𝜗̇0 +
𝜗0

𝑅
= 0 

 𝐶𝑝ی بار مصاارفی و مقاومت بر حسااب اهم نماینده 𝑅که 

ظرفیت پیزوالکتریک اساات. برای یافتن پاسااخ حالت پایا و با 

به  𝐝0𝐞j𝜔𝑡فرض هارمونیک بودن ورودی سیستم با قرار دادن 

 داریم:  𝐝جای بردار جابجایی 

(59) [𝐊 − 𝐌𝜔2 + 𝐣𝜔𝐂]𝐝0 − 𝚯̃𝜗 = 𝐅0 

کانس   𝜔که  کل فر یا در یه ) پا یک  کانس تحر مان فر ه

 باشد. و از معادله بعدی داریم: نیروی خارجی( می

(60) (
1

𝑅
+ 𝑗𝜔𝐶𝑝) 𝜗 + 𝑗𝜔Θ̃d0 = 0 

 (61)ها مطابق رابطه و جابجایی 9درنهایت ولتاژ حالت پایا

 آید.دست میبه

(61) 

𝜗𝑠𝑠 =
𝜔Θ̃𝐓𝑑0

(
1
𝑅 + 𝑗𝜔𝐶𝑝)

 

(𝐊 − 𝐌𝜔2 + 𝐣𝜔𝐂 + 

(𝑗𝜔Θ̃Θ̃𝐓) (
1

𝑅
+ 𝑗𝜔𝐶𝑝)

−1

)𝑑0 = 𝐅0 

 نتایج عددی  -3

 تحلیل همگرایی-3-1

ساندویچی با رویه های نمودار تحلیل همگرایی ولتاژ بر ای تیر 

ست. مطابق این  3شکل پیزوالکتریکی در  شده ا شان داده  ن

المان و دقت صااادم به  30نمودار ولتاژ برداشااات کننده با 

 همگرایی رسیده است.

 

 
 ولتاژ همگرایی تحلیل نمودار -3 شکل

 

 صحت سنجی -3-2

های ای، فرکانسبه منظور انجام صاااحت سااانجی کد رایانه

سته ساندویچی با ه ستیک پلی کربطبیعی یک تیر  نات ی پلا

یه یهبا رو یک لا با  یک های آلومینیومی همراه  ی پیزوالکتر

ده مقایسه ش 1جدول ی حاضر در و مطالعه [1] مطابق مرجع

 اند. 
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مقایسه ی فرکانس های طبیعی مدار باز و  -1جدول 

 [1] اتصال کوتاه با مرجع

 مود شماره

 مدارباز

 )هرتز(

[1] 

 هکوتا اتصال

 [1] )هرتز(

 مدارباز

 )هرتز(

 مطالعه

 حاضر

 اتصال

 کوتاه

 )هرتز(

 مطالعه

 حاضر

1 96.30 96.09 96.18 96.02 

2 409.48 409.06 407.33 407.08 

در یک صاااحت سااانجی دیگر ولتاژ تیر سااااندویچی در 

ضر و مرجع مطالعه شده [1]ی حا سه  اند. در این مرجع مقای

تایج برای روش تحلیلی و هم برای شااابیه ساااازی در نرم  ن

نتایج  4شاااکل افزارهای عددی ارائه شاااده اسااات. مطابق 

ی حاضاار و مرجع ذکر شااده با دقت خوبی به یکدیگر مطالعه

 نزدیک هستند.

 
 و حاضر مدل ساندویچی تیر ولتاژ یمقایسه -4 شکل

 [1] مرجع

 

  مکانیکی و هندسی مشخصات -2 جدول

 تیر مشااخصااات

 اصلی

 ضخامت و پهنا طول،

𝐿 = 0.2  M 

𝑏 =0.01 M 

ℎ = 0.001 M 

 الاستیسیته، مدول

 و پواسون ضریب

 چگالی

𝐸 =70 GPA 

𝜐 =0.33 

𝜌 =2700KG/M3 

 مشخصات

 هایرویه

 کامپوزیتی

 الاستیسیته، مدول

 و پواسون ضریب

 چگالی

𝐸1 =250 GPA 

𝐸2 =10 GPa 

𝜐12 =0.25 

𝜌𝑐𝑜𝑚 =129 Kg/m3 

 مشخصات

 اهپیزوالکتریک

 ضخامت و پهنا طول،

𝐿 =0.025 M 

𝑏 =0.01 M 

ℎ =0.1 M 

 سفتی ماتریس ضرایب

 چگالی و

𝑐11 = 𝑐22 = 
.956 e10 

𝑐12 =2.43E10 

𝑐66 =2.25E10 

𝜌 =7750 KG/M3 

 و پیزوالکتریک ثوابت

 الکتریک دی

𝑒31 =16.04 

𝜀33
𝑆 =9.5 NF 

 
 و الکتریکی مقاومت

 میرایی نسبت

𝑅 = 1E8 Ω 

 𝜁 =0.02 

 پهنا و ارتفاع ،چگالی متمرکز جرم
𝜌𝑐 = 2700KG/M3 

ℎ𝑐 =5 MM 

𝑏 =0.01 m 

عدم در نظرگیری اثر ضااریب پواسااون را برای  5شااکل 

 های کامپوزیتیفرکانس طبیعی یک تیر سااااندویچی با رویه

دهد. مطابق شااکل چهار لایه و بدون پیزوالکتریک نشااان می

ضح ا ست که تنها در حالتی که زوایای الیاف کامپوزیت غیر وا

درجه و صلیبی هستند اثر ضریب پواسون مشهود است.  0از 

های ی جابجایی نوک این تیر را در فرکانسدامنه 6شاااکل 

هد. مطابق شااکل همانند فرکانس تحریک مختلف نشااان می

 0درجه )غیر از  45ی پواسون تنها در زاویهطبیعی اثر ضریب 

 درجه( چشمگیر خواهد بود.  90و 

 

 
 یرویه با ساندویچی تیر طبیعی فرکانس -5 شکل

 پیزوالکتریک لایه بدون کامپوزیتی
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 یرویه با پیزوالکتریک بدون تیر نوک جابجایی -6 شکل

 (𝑔 1 )دامنه تحریک فرکانس حسب بر یکامپوزیت

عدم درنظرگیری اثر ضااریب پواسااون بر ولتاژ خروجی در 

یه با رو ندویچی  یهتیر ساااا با لا کامپوزیتی همراه  های های 

اده شااده اساات. نشااان د 8شااکل و  7شااکل پیزوالکتریک در 

سته در  7شکل  ضخامت ه سب تغییرات  ولتاژ خروجی بر ح

شان می ضخامت را ن شدید متناظر با هر  دهد. طبق فرکانس ت

سون در زوایای  شده اثر پوا سی انجام  درجه  90درجه و  0برر

فاحش بین نیز می که اختلاف  به طوری باشاااد  ند مهم  دو توا

نمودار در حالات با درنظرگیری و بدون درنظرگیری اثر ضریب 

ست. چنانچه در نمودار ولتاژ شهود ا سون م شکل فرکانس -پوا

شاهده می 8 شده در زاویهم ی شود عدم درنظرگیری اثر یاد 

شدید  45 ست در تخمین فرکانس ت درجه منجر به نتایج نادر

ضوع را  صلی این مو شد. یکی از علل ا و ولتاژ خروجی خواهد 

جسااتجو نمود. چرا  (30)ی در رابطه 𝐹2و  𝐹1توان در ترم می

که در حالت بدون اثر پواسون این دو جمله مستقل از اعضای 

 خواهند شد. 𝐷و  𝐴  ،𝐵های ماتریس

 

 
 تغییرات حسب بر ولتاژ بر پواسون ضریب اثر -7 شکل

 (𝑔 1 )دامنه هسته ضخامت

 
 فرکانس با ولتاژ تغییرات بر پواسون ضریب اثر -8 شکل

 (𝑔 1 )دامنه تحریک

 

صله یردار و  ی گی پیزوالکتریک بر ولتاژ از لبهی لایهاثر فا

آورده شااده اساات. در این  9شااکل مپوزیت در بدون وجود کا

شکلنمودار و بقیه متر در  0.025ها طول پچ پیزوالکتریک ی 

شاااود با حرکت نظرگرفته شاااده اسااات. چنانچه دیده می

ای هپیزوالکتریک به سمت لبه آزاد ولتاژ به ازای تمام ضخامت

د داشااات. بنابراین بهترین مکان هساااته روند کاهش خواه

 توان چسبیده به لبه گیردار درنظرگرفت. پیزوالکتریک را می
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 ونبد تیر در ولتاژ بر پیزوالکتریک مکان تاثیر -9 شکل

  کامپوزیت

 

اثر طول پچ پیزوالکتریک را به  11شاااکل و 10شاااکل 

( با کامپوزیت تک لایه و B) و (Aهای )ترتیب در پیکر بندی

 1ها برای ضاااخامت دهد. نموداربدون وجود جرم نشاااان می

شتاب ورودی میلی سته و  شده g 0.2 متر ه اند. مطابق ارائه 

رای هر سه جهت گیری الیاف کامپوزیت، بیشترین ب 10شکل 

برداشاات انرژی در طول کمِ پیزوالکتریک حاصاال شااده و با 

افزایش طول ولتاژ کاهش یافته اسااات. همچنین بیشاااترین 

حاصل خواهد شد.  V 21درجه حدودا  90ی پتانسیل در زاویه

بدون لایهاین مقدار، از برداشااات کننده ی کامپوزیت در ی 

 ( بیشتر شده است.𝑉 18) 9شکل 
 

 
 (A) پیکربندی پیزوالکتریک پچ طول اثر -10 شکل

 

ست که رویه 11شکل  ی کامپوزیتی و مربوط به حالتی ا

ستند )پیزوالکتریک هر دو تکه (. مطابق این Bپیکربندی ای ه

شکل ظاهرا همچنان بیشترین پتانسیل الکتریکی در طول کم 

شااود اما با افزایش طول روند کاهشاای دائمی پچ حاصاال می

درجه روند کاهشاای ولتاژ متوقف  0و  90نیساات و در زوایای 

 شود. نکتهها کمی افزایش نیز دیده میشده و در بعضی طول

وان دریافت بیشاااترین پتانسااایل تی دیگری که از نمودار می

یه جه و برابر  90ی الکتریکی در زاو نان از   𝑉 19.5در همچ

بیشااتر اساات.  9شااکل بیشااترین مقدار بدون کامپوزیت در 

ی کامپوزیتی توانسااته اساات توان بنابراین اسااتفاده از رویه

 فزایش دهد.کننده را در این مقاومت ابرداشت

 

 
 (B) پیکربندی پیزوالکتریک پچ طول اثر -11 شکل

 

تاثیر طول جرم متمرکز بر  14شاااکل تا  12شاااکل در 

شده به ترتیب برای زوایای الیاف  شت   90و  45، 0انرژی بردا

درجه آورده شده است. در این نمودارها محور اففقی بر حسب 

با ارتفاع  فرکانس تحریک بوده و جرم صااالب در انتهای تیر 

𝑚𝑚 5 ی الیاف پاساااخ قرار گرفته اسااات. در هر ساااه زاویه

با افزایش طول جرم  تاژ زیر فرکانس تشااادید  فرکانسااای ول

اهش فزیش طول کافزایش یافته ولی بالای فرکانس تشدید با ا

شااود در مشاااهده می 14شااکل و  13شااکل یافته اساات. در 

سیار مهم می  سب ب شدید انتخاب طول منا حوالی فرکانس ت

باشد تا بیشترین ولتاژ حاصل شود به طوریکه صرفا بیشترین 

فاق ترین طول اتترین ولتاژ در کمبیشترین طول و کم ولتاژ در
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 mmبیشینه نمودار در طول  14شکل نیفتاده است چراکه در 

ی دیگر مربوط به تغییرات فرکانس حاصل شده است. نکته 20

 90تا  60فرکانس تشاادید از  12شااکل تشاادید اساات که در 

تا  18از  14شکل هرتز و در  30تا  20از  13شکل هرتز، در 

هرتز وابسته به طول جرم متغیر شده است. بنابراین طول  28

های تاثیرگذار در نزدیک توان یکی از پارامترجرم صاالب را می

شاادن به فرکانس تشاادید و افزایش بازده در نظرگرفت. البته 

 یپارامتر طول جرم نمایندهذکر این نکته ضااروری اساات که 

عی صورت طبیآن به است و تغییر یک پارامتر طراحی فیزیکی

 خواهد شد. و بازوی جرمی ممان اینرسی ،منجر به تغییر جرم

 

 
 الیاف )زاویه خروجی ولتاژ بر صلب جرم طول اثر -12 شکل

 (]0[ و ]0[

 

 

 الیاف خروجی)زاویه ولتاژ بر صلب جرم طول اثر -13 شکل

 (]45[ و ]45[

 

 
 )زاویه خروجی ولتاژ بر صلب جرم طول اثر - 14 شکل

 (]90[ و ]90[ الیاف

صلهتغی ی جرم متمرکز از لبه گیردار برای یرات ولتاژ با فا

شود. طبق این دیده می 15شکل سه زاویه الیاف متفاوت در 

ی گیردار ولتاژ نمودار برای هر سااه زاویه با دور شاادن از لبه

 بیشتری تولیدشده است.

 

 
 لبه از متمرکز جرم ی فاصله با ولتاژ تغییرات -15 شکل

 گیردار

 

در یک بررساای دیگر تغییرات ولتاژ و فرکانس تشاادید بر 

 17شکل و  16شکل ی الیاف رویه بالا و پایین در حسب زاویه
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بدون وجود جرم صاالب و با وجود جرم صاالب  به ترتیب برای

ست.  طبق دو نمودار می شده ا شترین آورده  توان دریافت بی

 یترین فرکانس تشااادید در حالتی که هر دو زاویهتوان و کم

درجه هسااتند اتفاق افتاده اساات و همچنان  90ها الیاف رویه

وجود جرم ولتاژ را در این زاویه افزایش و فرکانس تشااادید را 

کاهش  یلبه دل یاف،درجه ال 90 یهدر زاوهش داده اسااات. کا

ست سیتهمدول الا ستا ی ش سفتی یر،طول ت یمؤثر در را  یخم

 یزوالکتریکپ یهدر لا یو کرنش خمشااا یافتهساااازه کاهش 

 یماًستقم یزوالکتریکپ یدی. از آنجا که ولتاژ تولیابدیم یشافزا

ست، ا یکیبا کرنش مکان سب ا ر به کرنش منج یشافزا ینمتنا

 ساافتیکاهش  ین،. علاوه بر اشااودیم یشااترب وجیولتاژ خر

 و یطیمح یکبا تحر یباعث بهبود انطباق فرکانسااا یخمشااا

 .گرددیکننده مبرداشت یکیپاسخ الکترومکان یتتقو

 

 
 )الف(

 
 )ب(

-یهزاو با تشدید فرکانس ب( ولتاژ الف( تغییرات -16 شکل

 صلب جرم بدون پایین و بالا رویه الیاف ی

 

 
 )الف(

 
 )ب(

-یهزاو با تشدید فرکانس ب( الف(ولتاژ تغییرات -17 شکل

 صلب جرم با پایین و بالا رویه الیاف ی

 

 اثر کرنش راستای ضخامت -3-3

راساااتای ضاااخامت در اثر درنظرگیری کرنش  18شاااکل در 

سته سازی ه سیل الکتریکی برای دو زاویهمدل  یی تیر بر پتان

درجه نشااان داده شااده اساات. در این نمودار  45و  90الیاف 

و پوشاااش موضاااعی پیزوالکتریک در نظرگرفته  Aپیکربندی 

شاااده و فرکانس تحریک دقیقا برابر فرکانس تشااادید در هر 

برای هر دو زاویه ضااخامت مربوطه اساات. مطابق این نمودار 

تر ی کمعدم درنظرگیری کرنش ضااخامت منجر به محاساابه

ولتاژ شااده اساات. با بررساای نمودار خطای عدم در نظرگیری 

ضخامت در  ستای  شترین خطا در  19شکل کرنش را 𝐿بی

ℎ
=  

ن درصااد حاصاال شااده اساات. در ای 9.26و حدودا برابر  12

سبتِ ضخامت،  ساندون زمان تحت برش طور همبه یچیهسته 



 

 

 

 265 | و همکاران صبری

 

 3/ شماره 16/ دوره 1405ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

ضاااخامت قرار  ینرمال در راساااتا ییرشاااکلتوجه و تغقابل

ستا ین. در اگیردیم سهم معنادار یبازه، کرنش را  یضخامت 

شترب یشبا افزا اما ها داردکرنش یعدر توز سته،  ی ضخامت ه

شکلتغ یزممکان سته به ییر  یبیکاز حالت تر یجتدرغالب در ه

با . ندکیم ییرتغ ی)برش + کرنش ضخامت( به رفتار غالباً برش

 3تر شااده و به زیر کاهش ضااخامت هسااته این خطا نیز کم

صد می ضخامتدر سد. همچنین در  ی های کم، خطای زاویهر

 درجه شده است. 90درجه کمی بیشتر از  45

 

 
 در ضخامت تایراس کرنش درنظرگیری اثر - 18 شکل

 خروجی ولتاژ بر هسته

 
 ضخامت راستای کرنش نظرگیری در عدم خطای -19 شکل

 خروجی ولتاژ بر

بررساای تاثیر کرنش ضااخامت هسااته با تغییرات فرکانس 

انجام  21شااکل و نمودار خطای آن در  20شااکل تحریک در 

 0ی ترین تاثیر در زاویهشااده اساات. بر اساااس این نمودار کم

صد به  شترین در  4درجه بوده به طوری که در نمودار خطا بی

 90ی درصااد در فرکانس تشاادید رساایده اساات. اما در زاویه

صد خطا فرکانسدرجه در اطراف  45درجه و  شدید در های ت

و  درجه 45 یایدر زوا یجنتا شده است. تفاوتر چشمگیر بسیا

ش درجه90 س ینا سا شترب یتاز ح سخ الکترومکان ی به  یکیپا

ست.  سته ا ضخامت ه  ییرسهم تغ یازوا یندر اچراکه کرنش 

 𝜀𝑧𝑧و کرنش ضخامت  یافته یشافزا یو برش یعرض یهاشکل

 کرییزوالکتپ ینگدر کوپل ینقش مؤثرتر یدتشاااد ییهدر ناح

 سااافتی یلبه دل درجه 0 ییهدر زاو کهی. در حالکندیم یفاا

 یاربسااا یجبوده و اختلاف نتا یزناچ 𝜀𝑧𝑧ساااهم  ها،یهرو یبالا

 کمتر است.

 

 
 در ضخامت راستای کرنش درنظرگیری اثر -20 شکل

 تحریک فرکانس با خروجی ولتاژ تغییرات بر هسته
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 ضخامت راستای کرنش نظرگیری در عدم خطای -21 شکل

 تحریک فرکانس با خروجی ولتاژ تغییرات بر

 ی قفل برشیاثر پدیده-3-4

 22 شکلی قفل برشی بر فرکانس مدار باز سازه در اثر پدیده

درجه آورده شده  90به ترتیب برای زوایای صفر و  23شکل و 

ست. طبق این دو شکل برای هر دو زاویه با افزایش ضخامت  ا

شدگی برشی تخمین زده  سی که در حضور قفل  هسته فرکان

تر از فرکانس بدون قفل شاادگی اساات. باتوجه به شااود کممی

شده است نمودار خطا که در محور عمودی دوم دو شکل رسم 

فل برشااای برای  𝐿درجه در  0خطای ق

ℎ
به    پایین   14های 

ست. اما  20درجه به  90یدرصد و برای زاویه درصد رسیده ا

𝐿در 

ℎ
ی درجه خطا بسااایار ناچیز و در زاویه 0های بالا برای   

درصااد رساایده اساات. علت اینکه  2درجه به حدود زیر  90

شی در  ست  90درجه کم تر از  0خطای قفل بر شده ا درجه 

درجه چون  0ی توان به این دلیل دانسااات که در زاویهرا می

الیاف هم جهت با طول تیر هسااتند ساافتی خمشاای آن در 

مقایسه با سفتی برشی بالاتر است. از آن جایی که قفل برشی 

مربوط به اعمال ساافتی برشاای غیر واقعی اساات وقتی سااهم 

شی کم سفتی خم سه با  شی در مقای شد تاثتسفتی بر یر ر با

سبی خطا بر فرکانس طبیعی یا ولتاژ کم رنگ ود. اما شتر مین

تر شااده و سااهم درجه ساافتی خمشاای تیر کم 90ی در زاویه

شود که در این صورت المان در سفتی برشی سازه بیشتر می

 گردد.سازی حالت برشی غالب، دچار اختلال میشبیه
 

 
 فرکانس بر برشی قفل نظرگیری در دمع اثر -22 شکل

 (]0[ و ]0[) باز مدار

 

 
 فرکانس بر برشی قفل نظرگیری در عدم اثر -23 شکل

 (]90[ و ]90[) باز مدار

 

ه ترتیب اثر قفل برشی بر ولتاژ ب 25شکل و  24شکل در 

ست.  در  شده ا سی  و خطای عدم درنظرگیری این پدیده برر

درجه آورده شااده  45و  90ی نتایج برای دو زاویه 24شااکل 

اساات که در هر دو زاویه وجود قفل شاادگی باعث شااده ولتاژ 

شده بیشتر از حالت واقعی گ سه  ردد که علت این مورد را محا

ست این کاهش توان به دلیل نرممی سازه مرتبط دان شدن  تر 

ست. با  شده ا سفتی منجر به کاهش فرکانس و افزایش ولتاژ 

توان این افزایش نیز می 25شاااکل بررسااای نمودار خطا در 

𝐿 درصااد برای  50کاذب ولتاژ را تا مقدار 

ℎ
های بساایار پایین   

شاهده کرد. در این نمودار همچنان خطای  شتر  90م درجه بی

 ی دیگر )صفر درجه( شده است. از زاویه

 

 
  ولتاژ بر برشی قفل نظرگیری در عدم اثر -24 شکل
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 اژولت بر برشی قفل نظرگیری در عدم خطای -25 شکل

 

 نتیجه گیری  -4
ندو یرت یکپژوهش رفتار  ینا در  با یکسااارگیردار یچیساااا

رار ق یلمورد تحل یزوالکتریکپ ییهو لا یتیکامپوز هاییهرو

صل س ی،گرفت. هدف ا  ی ویتکامپوز ییهلا یریاثر قرارگ یبرر

و  یکیمکااان هاااییاادانمختلف بر م یپااارامترهااا ییرتغاثر 

 کانموضاااوع در ام ینا تیکننده بود. اهمبرداشااات یکیالکتر

شرا ییهاکنندهبرداشت یطراح ست که بتوانند با  تلف مخ یطا

 یبترت ینگوناگون ساااازگار شاااوند؛ به ا یکار یهاو فرکانس

سب پ  ستمیس ییبر کارا تواندیم هایهلا یکربندیانتخاب منا

 یهساااته ی،مدلسااااز برای برداشااات توان اثرگذار باشاااد.

سانگرد ت ش هایهینظر ییهبر پا یرهم ظر مرتبه بالا با در ن یبر

ستا یهاگرفتن اثر کرنش  ینشد. همچن یلضخامت تحل یرا

ردن کهمراه با لحاظ برنولی–یلربا مدل او یینبالا و پا هاییهرو

از المان  یزپواسون مدل شدند. در روش اجزاء محدود ن یبضر

–یاتیدر هر گره و توابع شکل هرم یدرجه آزاد 9با  یگرهسه

ستفاده گرد ژیلاگران شکل لازم برای جلوگیری از ا ید و توابع 

 ینحوه یحالت مختلف برا دو .قفل برشاای در نظرگرفته شااد

شد: در حالت نخست، کل  یبررس یتکامپوز ییهلا یریقرارگ

پوشااانده شااد و در حالت  یتکامپوز ییهتوسااط لا یرسااطح ت

ناح یهلا یندوم، ا فاً در  یکپچ پ یرز ییهصااار  رقرا یزوالکتر

 گرفت. 

در مدلسااازی نشااان داد  یجنتا ییسااهمقادر اولین بخش 

شت سون کنندهبردا ضریب پوا های همراه با لایه کامپوزیت اثر 

شد. علاوه بر این وجود تواند مهم و غیرقابل چشممی شی با پو

ی کامپوزیت با پوشااش سااراسااری روی سااطح زیرلایه لایه

حداک ر  به افزایش  ته منجر  تانساااتوانسااا  یکیکترال یلپ

شت سعه شود. همچنین ولت 21ولت به  18از  شدهبردا  یتو

سمدل مرتبه ضخامت تریقدق یبالا امکان برر  مختلف یهااثر 

به علاوه وجود پارامترهای را فراهم سااااخت.  یرت یهساااته

یه ند طول جرم متمرکز، زاو مان یهمختلف  یاف رو ها و ی ال

یق و تطب مشخصات هندسی مدل تیرساندویچی امکان تنظیم

شت شته و فرکانس طبیعی بردا شرایط محیطی را دا کننده با 

در نتیجه بهبود بازدهی را به دنبال خواهد داشاات. به طوریکه 

هرتز وابساااته به طول جرم و  90تا  18فرکانس تشااادید از 

 ی الیاف متغیر شده است.زاویه

در ادامه، بررساای کرنش ضااخامت هسااته نشااان داد در 

درجه عدم  90و  45ی وزیت برای زاویهپوشش سراسری کامپ

تر ولتاژ ی کمدرنظرگیری کرنش ضااخامت منجر به محاساابه

𝐿 12شااده اساات همچنین بیشااترین خطا در 

ℎ
به حدودا   =

سته این  9.26 ضخامت ه ست. اما با کاهش  سیده ا صد ر در

های رساااد. همچنین در فرکانسدرصاااد می 3خطا به زیر 

لی فرکانس تشاادید خطا برای یکسااان برای دو مدل، در حوا

 این دوزاویه بسیار فاحش و غیر قابل چشم پوشی شده است. 

ایش که با افز دادنتایج نشان در بررسی پدیده قفل برشی 

های ضاااخامت هساااته، مدل مبتلا به قفل برشااای، فرکانس

پایین بالاتری ترطبیعی  تاژ  ند میرا  و ول به کندبینیپیشتوا  .

𝐿درجه در  0برای  طوریکه خطای قفل برشاای

ℎ
های پایین به   

درصد رسیده است.  20درجه به  90یدرصد و برای زاویه 14

𝐿اما در 

ℎ
ی درجه خطا بسیار ناچیز و در زاویه 0های بالا برای   

ست. 2درجه به حدود زیر  90 این رفتار، لزوم  درصد رسیده ا

ستفاده از فرمولاسیون شا ی ی را براهای مقاوم در برابر قفل بر

 . درسازدهایی پررنگ میچنین سازهاجزاء محدود سازی شبیه

ی یک مدل ریاضی کامل برای ضمن ارائه مطالعه ینمجموع، ا

یه با رو ندویچی  های ساااا کامپوزیتی و جرم متمرکز تیر ی 

 هاییهلا یریقرارگ ینحوه ،هندسااه یرروشاان از تأث یریتصااو

 ثر مدلسازی مناسبیتی، طول و مکان جرم متمرکز و اکامپوز

شت یچیساندو یرهایدر ت شان داد که بردا کننده ارائه داد و ن

ر بازده د یشمنجر به افزا تواندیم یکربندیانتخاب درسااات پ

 شود. یاسازه یواقع یطشرا
 

 فهرست علائم  -5

 𝐶1̅, 𝐶2̅, 𝐶3̅, 𝐶4̅, 𝐹1, 𝐹2 ضرایب ثابت
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 𝐺̅1, 𝐺̅2, 𝐺̅3 ضرایب ثابت

 𝑔 ثابت گرانش

 [𝑐𝐸] ماتریس سفتی پیزوالکتریک

 c𝑝 ماتریس ظرفیت 

 ℎ𝑐𝑜𝑚𝑝 ضخامت لایه کامپوزیت

صله میانی  خط از صلب جرم مرکز فا

 پره ی اصلی
ℎ𝑔 

ℎ𝑡 ،ℎ𝑐 ضخامت رویه بالا، هسته و رویه پایین و   ℎ𝑏 
 Θ𝑒 المانی ریکیماتریس کوپلینگ پیزوالکت

 𝜃𝑘 ی الیاف کامپوزیتزاویه

 ∗𝐊 ماتریس سفتی مدار باز

ماتریس های سفتی کششی، کوپلینگ 

 خمشی و سفتی خمشی–کششی 
𝐴𝑖𝑗, 𝐵𝑖𝑗 , 𝐷𝑖𝑗 

سیته ستی ستای الیاف و مدول الا ی را

 عمود بر الیاف
𝐸1, 𝐸2 

 𝐸𝑐 ی هستهمدول الاستیسیته
 𝐼𝑐 ممان اینرسی جرم متمرکز

 𝐼3 3در3ماتریس همانی 

 𝐿𝑒 طول المان

𝑀𝑖𝑗 ایهای ممان تنش صفحهمنتجه    𝑖, 𝑗 = 𝑥, 𝑧, 𝑦   
,𝑁𝑖𝑗    𝑖 ایهای تنش صفحهمنتجه 𝑗 = 𝑥, 𝑧, 𝑦   
𝑁𝛼𝛽 های تنشمنتجه

𝑖  , 𝑖 = 0,1,2,3 
تصات مادی سفتی کاهش یافته در مخ

 و جهانی
𝑄𝑖𝑗, 𝑄‾ij 

,{𝑆} بردار کرنش و تنش {𝑇} 

انرژی کرنشی  ، جنبشی، کار و نیرویی 

𝑈(𝑒), 𝑇(𝑒), 𝑊𝑖𝑒 المان
(𝑒), F(e) 

 𝑈𝑇 هاانرژی کرنشی کل لایه

انرژی کرنشااای رویه پایین، هساااته و 

 رویه بالا
𝑈𝑏, 𝑈𝑐 , 𝑈𝑡 

 𝑈 انرژی کرنشی 

 𝑉𝑝 حجم پیزوالکتریک

 𝑊𝑖𝑒 انرژی الکتریکی داخلی

 𝑊𝑛𝑐 کار نیروهای ناپایستار

 𝑑𝑒 بردار جابجایی المانی

 𝑒31, 𝑒32 اجزاء ماتریس ثوابت پیزوالکتریک

 𝑚𝑐 جرمِ جرم متمرکز

 𝑛𝑒 ی المانشماره

 zو  xساارعت کل، ساارعت راسااتای 

 جرم متمرکز
𝑣𝑐, 𝑣𝑐𝑥, 𝑣𝑐𝑧 

 𝑤𝐵𝐴𝑆𝐸 ای پایهجابجایی بیرون صفحه

 𝑥𝑆𝑡𝑜𝑟𝑎𝑔𝑒 ی جرم متمرکز از مبدا مختصاتفاصله
 𝑧̈ ی تیرشتاب پایه

,𝜀𝑧𝑧 های محوری و برشیکرنش 𝜀𝑥𝑥, 𝜀𝑥𝑧 
 𝜅𝑦𝑦 , 𝜅𝑥𝑦 , 𝜅𝑥𝑥 هاچرخش

 𝜌𝑡, 𝜌𝑏, 𝜌 ی بالا، پایین و هستهچگالی رویه

 𝜌𝑐 چگالی جرم صلب

 𝜎𝑥𝑥 , 𝜎𝑦𝑦, 𝜎𝑧𝑧 , 𝜎𝑥𝑧 های محوری و برشیتنش
 𝜔𝑐, 𝐿𝑐 ای و  طول جرم متمرکزسرعت زاویه

نش برشااای در کر حوری و  م هااای 

 مختصات مادی
𝜖1, 𝜖2, 𝜖6 

 k 𝜙𝑘ی پتانسیل الکتریکی لایه

بت پیزوالکتریک بت   ماتریس ثوا و ثوا

 دی الکتریک 
[𝑒], [𝜀𝑆] 

و میاادان   بردار جااابجااایی الکتریکی

 الکتریکی
{𝐷},{𝐸} 

میاادان الکتریکی، شاااادت میاادان 

 الکتریکی راستای ضخامت
E,𝐸3 

 G مدول برشی
 k ی کامپوزیتی لایهشماره

 Δ بردار توابع شکل

 𝐍 ماتریس توابع شکل

 𝐪 بردار درجات آزادی المان

 𝐿 )تیر( طول کل پره

 𝑄(𝑡) شارژ الکتریکی

 𝑅 مقاومت الکتریکی

انرژی جنبشااای کل، رویه پایین، رویه 

 بالا، هسته و جرم 
𝑇, 𝑇𝑏, 𝑇𝑡 , 𝑇𝑐 , 𝑇𝑀𝑎𝑠𝑠 

 𝑏 پهنای تیر

𝑤 ایدرون صفحهجابجایی بیرون و  و   𝑢 
𝑤̇𝐵𝐴𝑆𝐸 ی تیرسرعت پایه  

 ,𝑪, 𝑴, 𝑲 ماتریس میرایی، جرم و سفتی کل

 𝜁 نسبت میرایی

 𝜈 ضریب پواسون 
 𝜉 مختصات محلی روی المان

 𝜔 فرکانس طبیعی

,𝜗 ولتاژ حالت پایا 𝜗𝑠𝑠 

 𝜷, 𝜶 ضرایب میرایی رایلی
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