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 چکیده
انجام دف کار، با هکاری متعامد، از لحظه شروع درگیری ابزار با قطعهکار در فرایند تراشسازی و تحلیل ارتعاشات قطعهاین مقاله به شبیه

ک متعامد یکاری فرایند تراشپردازد. به این منظور، رویکرد انرژی میاستفاده از پدیده لرزش با  بر روی نحوه شروع عمیق مطالعهیک 

. معادلات ارتعاشی حاکم بر سیستم در هر مرحله کار و دورهای بعدیاول چرخش قطعهدور  است:بندی شدهتقسیم دیسک به دو مرحله

سازی حل شده صورت تحلیلی و معادله مرحله دوم با استفاده از روش نیمه گسستهمعادله مرحله اول به اند.استخراج شده طور مجزابه

همچنین، روابط محاسبه توان و انرژی تزریق شده به سیستم توسط نیروی برشی و نیز تلف شده توسط میرایی سیستم ارائه  .است

است. طور کامل ارائه شدهکار بهرفتار ارتعاشی سیستم در چند دور اول گردش قطعه توصیف فیزیکیسازی، اند. با انجام شبیهشده

نظر از عرض برشی، به پاسخ گذرای سیستم در کار، صرفتعاشی سیستم در سه دور اول چرخش قطعهرفتار ار ،دهدها نشان میبررسی

دهد که در حالت پایدار، توان کل برابر صفر؛ در مرز پایداری، همچنین، نتایج حاصل نشان می .دور اول ناشی از پیشروی ابزار بستگی دارد

 الت ناپایدار، نوسانی با دامنه افزاینده و مقدار متوسط صفر است.نوسانی با دامنه ثابت و مقدار متوسط صفر و در ح

 .کاری متعامد؛ رویکرد انرژیلرزش؛ تراشسازی؛ بیهش :کلمات کلیدی
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Abstract 
This paper simulates workpiece vibrations in the orthogonal cutting process, from the initial engagement of 

the tool and workpiece, to conduct an in-depth investigation of chatter onset using an energy-based 

approach. For this purpose, the orthogonal cutting process of a disk is divided into two distinct stages: the 

first revolution of the workpiece and the subsequent revolutions. The governing vibration equations for 

each stage are derived separately. The first-stage equation is solved analytically, while the second-stage 

equation is solved using the semi-discretization method. Additionally, formulations for calculating the 

power and energy transmitted by the cutting force and dissipated due to system damping are presented. 

Through simulations, a comprehensive analysis of the system's vibrational behavior during the initial 

revolutions of the workpiece is conducted. The findings indicate that the system's behavior during the first 

three revolutions, regardless of cutting width, is determined by the transient response in the first revolution 

caused by the tool feed. Furthermore, the results show that in the stable condition, the total power is zero; 

in the critically stable condition, it oscillates with a constant amplitude and a zero average value; and in the 

unstable condition, it oscillates with an increasing amplitude and a zero average value. 
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 مقدمه -1

کاری امری اجتناب ناپذیر وقوع ارتعاشات در فرایندهای ماشین

پذیری یک یا چند جزء از اجزای است، چرا که به دلیل انعطاف

کار و نیز وجود نیروهای متغیر ماشین ابزار، ابزار برشی و قطعه

با زمان، از لحاظ مکانیکی شرایط برای ایجاد ارتعاشات هرچند 

وقوع ارتعاشات نه تنها موجب کاهش . استبا دامنه کم فراهم 

راندمان فرایند ت ابعادی، کاهش کیفیت سطح و کاهش دق

شود، بلکه موجب تشدید سایش ابزار و کاهش کاری میماشین

عمر مفید آن و همچنین آسیب به اجزای ماشین ابزار و افزایش 

. در فرایندهای [2, 1] گرددهای تعمیر و نگهداری آن میهزینه

ممکن  1کاری سه نوع ارتعاشات آزاد، اجباری و لرزشماشین

است رخ دهد که از میان آنها، لرزش نوعی ارتعاشات 

خودتحریک است که در اثر بازخورد داخلی خود فرایند ایجاد 

شود و هیچ منبع تحریک خارجی علتِ به وقوع پیوستن آن می

نیست. تشخیص، مطالعه و کنترل لرزش در مقایسه با دو نوع 

ین عامل ایجاد دیگر ارتعاشات دشوارتر بوده و به عنوان مهمتر

ناپایداری در فرایند و همچنین عامل محدود کننده در افزایش 

شود کاری و کیفیت قطعات تولیدی شناخته میراندمان ماشین

منظور درک سازی ارتعاشات لرزشی بهبنابراین، مدل ؛[3]

کاری بوده ماهیت آن از موضوعات مورد توجه در حوزه ماشین

 .و لازمه پیشگیری از وقوع آن و کنترل پایداری فرایند است

، اصطکاکی و کوپلینگ مودها 2های باززایی امواجمکانیزم

مکانیزم اصلی ایجاد لرزش و ناپایداری در فرایندهای  سه

توان به ترتیب . این سه مکانیزم را می[4]کاری هستند ماشین

متناظر با یک سیستم ارتعاشی دارای تأخیر زمانی، غیرخطی 

. از میان [5]شدید و چند درجه آزادی کوپل در نظر گرفت 

ترین مکانیزم وقوع این سه مکانیزم، باززایی امواج اصلی

کاری است که در آن ارتعاشات لرزشی در فرایندهای ماشین

کار در عبورهای متوالی های ایجادشده بر روی سطح قطعهموج

یکی براده ابزار همپوشان شده و موجب تشدید ضخامت دینام

شود کاری و نهایتاً موجب ناپایداری فرایند میو نیروهای ماشین

لرزش در فرایندهای  . مطالعات متعددی به بررسی[6]

تراشی ، داخل[9]اری ک، سوراخ[8]، فرزکاری [7]کاری تراش

                                                       
1 Chatter 
2 Wave regeneration 
3 Zero-order approximation 
4 Multi-order approximation 
5 Semi-discretization method 

و همچنین فرایندهای ترکیبی  [11]زنی ، سنگ[10]

اند. در فرایند پرداخته [12]تراش -کاری مانند فرزماشین

و کوپلینگ مودها  های باززایی امواجکاری، مکانیزمتراش

، اما سِلیکاگ و [13]زمان اتفاق بیفتند طور همتوانند بهمی

مودها  نشان دادند که مکانیزم کوپلینگ [14]همکاران 

تواند علت وقوع لرزش در فرایند فرزکاری باشد. در نمی

های باززایی امواج و اصطکاکی زنی نیز مکانیزمفرایندهای سنگ

 .[15]شوند به طور غالب ظاهر می

های کاری، روشبرای تحلیل لرزش در فرایندهای ماشین

د انحوزه فرکانس و حوزه زمان توسط محققین توسعه داده شده

های حوزه فرکانس، معادله دیفرانسیل تأخیری . در روش[16]

حاکم بر سیستم با استفاده از تبدیل فوریه به حوزه فرکانس 

کنترلی، مرزهای  هایبرده شده و سپس با استفاده از تئوری

ه شوند. با توجبرای آن محاسبه میصورت تحلیلی پایداری به

به ماهیت دینامیک سیستم و بسته به تعداد جمله هارمونیکی 

 های تقریب مرتبه صفرمورد استفاده در بسط سری فوریه، روش

(ZOA)3 [17] ( و تقریب مرتبه بالاMOA)4 [18 ,19]  به

ترتیب برای فرایندهای با دینامیک نسبتاً ثابت و فرایندها با 

اری با میزان بار شعاعی کم( دینامیک متغیر )مانند فرزک

های حوزه فرکانس، تنها وضعیت شوند. در روشاستفاده می

پایداری و ناپایداری فرایند، بدون محاسبه پاسخ زمانی سیستم 

همچنین، امکان بررسی اثر عوامل غیرخطی بر  ؛شودتعیین می

منظور بررسی اثر عوامل روی پایداری فرایند وجود ندارد. به

 کاری بهند وابستگی غیرخطی نیروهای ماشینغیرخطی مان

ضخامت براده و سرعت برشی، اثر میرایی فرایند غیرخطی و 

های حوزه زمان توسعه داده دامنه ارتعاشات بزرگ، روش

های حوزه زمان روش نیمه ترین روشاند. متداولشده

 6(FDMسازی کامل )، گسسته5 [20](SDMسازی )گسسته

هستند که  7 [22](TFEMاجزاء محدود زمانی )و روش  [21]

ستفاده از فرم فضای حالت به در آنها ابتدا معادلات حرکت با ا

شوند. سپس، دوره تناوب چرخش شکل ماتریسی بیان می

بندی شده و با تقسیم اسپیندل به تعدادی بازه زمانی کوچک

تقریب جمله تأخیری با استفاده از تقریب مرتبه صفر و یا 

6 Full- discretization method 
7 Time finite element method 
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های بالاتر در هر بازه زمانی کوچک، معادله دیفرانسیل مرتبه

د. با شوله دیفرانسیل معمولی تبدیل میتأخیری به یک معاد

حل این معادله و اعمال شرایط زمانی در ابتدا و انتهای هر بازه، 

ای از معادلات وابسته به یکدیگر در فضای گسسته مجموعه

شوند. با بیان این معادلات به فرم ماتریسی، ماتریس حاصل می

 جانتقال سیستم در یک دوره تناوب چرخش اسپیندل استخرا

، 1کارگیری تئوری فلوکتشده و با محاسبه مقادیر ویژه آن و به

های های اخیر روششود. در سالپایداری سیستم بررسی می

، [23] سازی دیگری مانند استفاده از فرمول سیمپسونگسسته

های هرمیتی ایجمله ای با استفاده از چندتکه هاییابیدرون

برای تحلیل پایداری  [25]های لاگرانژی ایو چندجمله [24]

 .اندکاری نیز توسعه داده شدهفرایندهای ماشین

کاری متعامد به عنوان یک حالت ساده و دوبعدی از تراش

های یل براده، حالتی مناسب برای بررسی پدیدهفرایند تشک

کاری از جمله پدیده لرزش است. مختلف در فرایندهای ماشین

برای بررسی لرزش در این فرایند تاکنون  متعددیمطالعات 

دهد تمرکز است. بررسی مطالعات قبلی نشان میانجام شده

 ازایاصلی آنها یا بر شناسایی وضعیت پایداری فرایند به

کاری بوده است و یا به حل عددی رامترهای مختلف ماشینپا

نظر از ارتعاشات معادلات حاکم بر ارتعاشات سیستم با صرف

اند. به عبارت کار پرداختهسیستم در دور اول چرخش قطعه

کار سازی فرایند از لحظه شروع درگیری ابزار و قطعهدیگر، مدل

و یا ناپایدار، با  های پایدارتا رسیدن به هر کدام از وضعیت

طح کاری از یک سبندی فرایند برش به یک مرحله تراشتقسیم

کاری از سطح ناهموار پرداخته نشده صاف و یک مرحله تراش

شده به سیستم است. همچنین، تغییرات توان و انرژی تزریق

شده توسط میرایی توسط نیروی برشی و نیز مقادیر تلف

های یکی سیستم در وضعیتسیستم با هدف توصیف رفتار فیز

کاری است. در این مقاله، فرایند تراشمختلف بررسی نشده

 کارمتعامد یک دیسک از لحظه شروع درگیری ابزار با قطعه

سازی شده و با استخراج و حل معادلات حاکم بر ارتعاشات مدل

فرایند، پاسخ زمانی سیستم در دور اول و دورهای بعدی 

ده و رفتار ارتعاشی سیستم در چرخش اسپیندل محاسبه ش

همچنین، تغییرات  .استطور عمیق تحلیل شدهچند دور اول به

های مختلف پایداری بررسی توان و انرژی سیستم در وضعیت

                                                       
1 Floquet theory 
2 Mechanistic 

به منظور اعتبارسنجی نتایج، از مقایسه آنها  .استو تفسیر شده

 است.های موجود در مراجع معتبر استفاده شدهبا نمونه

 

 سازیمدل -2
 کاری متعامدسازی ارتعاشی فرایند تراشمدل -2-1

کاری متعامد را ای از دینامیک فرایند تراشطرحواره 1شکل 

توسط  𝑎دهد. در قسمت الف، دیسکی به ضخامت نشان می

ابزار برشی که تمام عرض آن را فراگرفته است، در حال برش 

آزادی . در قسمت ب، مدل ارتعاشی یک درجه است خوردن

سازی نشان داده آن همراه با پارامترهای مورد استفاده در مدل

پذیری و ، انعطاف𝑥کار با است. جابجایی ارتعاشی قطعهشده

میرایی معادل سیستم در راستای پیشروی ابزار به ترتیب با فنر 

است. نشان داده شده 𝑐𝑥و دمپر با ضریب میرایی  𝑘𝑥با سختی 

خراج معادلات حاکم بر ارتعاشات در این بخش، هدف است

 .استکار در دور اول و دورهای بعدی چرخش آن قطعه

گونه ارتعاشی در سیستم وجود نداشته باشد چنانچه هیچ

توسط ابزار از روی  ℎ0ای به ضخامت ثابت و به بیان دیگر، براده

کار در راستای کار برداشته شود، نیروی وارد بر قطعهقطعه

صورت به 2وان با استفاده از مدل مکانیستیکتپیشروی را می

 :[26]زیر بیان کرد 

(1) 𝐹𝑓 = 𝐾𝑓𝑎ℎ0 

کار در راستای ماده قطعه 3ضریب برشی 𝐾𝑓(، 1که در رابطه )

پذیری در سیستم، با پیشروی است. با توجه به وجود انعطاف

کار در راستای کار، ارتعاشات قطعهشروع درگیری ابزار و قطعه

شود. در دور اول پیشروی موجب تغییر ضخامت براده می

کند، برداری میچرخش که ابزار از یک سطح صاف براده

 شود:صورت زیر محاسبه میبهضخامت دینامیکی براده 

(2) ℎ(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝑥(𝑡) 

 قطعه ارتعاشات 𝑥(𝑡)پیشروی ابزار و  𝑓(𝑡)(، 2که در رابطه )

در راستای پیشروی است. توجه شود که در دور اول چرخش 

کار، پیشروی ابزار از مقدار صفر در لحظه شروع درگیری قطعه

یابد. در این حالت نیروی در انتهای دور اول افزایش می ℎ0تا 

یان صورت زیر بکار بهپیشروی و معادله حاکم بر ارتعاشات قطعه

 شوند:می

(3) 𝐹𝑓(𝑡) = 𝐾𝑓𝑎ℎ(𝑡) = 𝐾𝑓𝑎(𝑓(𝑡) − 𝑥(𝑡)) 

3 Cutting coefficient 
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(4) 
𝑚𝑥𝑥̈ + 𝑐𝑥𝑥̇ + 𝑘𝑥𝑥

= 𝐾𝑓𝑎(𝑓(𝑡) − 𝑥(𝑡)) 
 

 

  
 )ب( )الف(

کاری متعامد، ب( مدل یک درجه آزادی ارتعاشات لرزشی به همراه نیروهای وارده به الف( طرحواره فرایند تراش -1شکل 

 کار و نمایش مکانیزم باززایی امواجقطعه

 

(5) 𝑓(𝑡) =
ℎ0

𝑇
𝑡,   (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇) 

 

( به ترتیب جرم، میرایی 4در رابطه ) 𝑘𝑥و  𝑚𝑥 ،𝑐𝑥پارامترهای 

در  𝑇؛ و 𝑥کار در راستای پیشروی یعنی و سختی معادل قطعه

𝑇از رابطه  𝑇( دوره تناوب چرخش اسپیندل است. 5رابطه ) =
60

Ω𝑠
سرعت چرخش اسپیندل بر  Ω𝑠شود که در آن محاسبه می 

 حسب دور بر دقیقه است.

برداری از براده کار،در دورهای دوم به بعد چرخش قطعه

ضخامت دینامیکی  ،بنابراین ؛شوددار انجام مییک سطح موج

صورت زیر بیان کار بهبراده و معادله حاکم بر ارتعاشات قطعه

 :[26] شوندمی

(6) ℎ(𝑡) = ℎ0 − [𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡 − 𝑇)] 

(7) 
𝑚𝑥𝑥̈ + 𝑐𝑥𝑥̇ + 𝑘𝑥𝑥 = 𝐾𝑓𝑎ℎ0 
                          −𝐾𝑓𝑎[𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡 − 𝑇)] 

 

𝑥(𝑡(، 6که در رابطه ) − 𝑇) کار در یک دوره ارتعاشات قطعه

تناوب قبل است. واضح است که برای یافتن پاسخ زمانی 

سیستم در دورهای دوم به بعد، نیاز به داشتن پاسخ زمانی 

 کار است.سیستم در دور اول چرخش قطعه

 

 

حاکم بر ارتعاشات سیستم در دور اول  حل معادله -2-2

 کارچرخش قطعه

کار (، معادله حاکم بر ارتعاشات قطعه5( و )4با ترکیب روابط )

 شود:صورت زیر بازنویسی میدر دور اول چرخش آن به

(8) 
𝑚𝑥𝑥̈ + 𝑐𝑥𝑥̇ + (𝑘𝑥 + 𝐾𝑓𝑎)𝑥

=
𝐾𝑓𝑎ℎ0

𝑇
𝑡,   (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇) 

 

( یک معادله دیفرانسیل خطی با ضرایب ثابت و 8رابطه )

غیرهمگن است که پاسخ کلی آن شامل یک بخش همگن 

)گذرا( و یک بخش خصوصی است. با اعمال شرایط اولیه صفر 

𝑥(0)یعنی  = 𝑥̇(0) = صورت زیر محاسبه ، پاسخ معادله به0

 شود:می

(9) 

𝑥(𝑡) = 𝑥ℎ(𝑡) + 𝑥𝑝(𝑡) 
𝑥ℎ(𝑡) = 𝑒−𝜉𝛺𝑛𝑡[𝐴𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑑𝑡) + 𝐵𝑠𝑖𝑛(𝛺𝑑𝑡)], 
𝑥𝑝(𝑡) = 𝐶𝑡 + 𝐷, 

𝛺𝑛 = √
𝑘𝑥 + 𝐾𝑓𝑎

𝑚𝑥
, 𝜉 =

𝑐𝑥

2𝑚𝑥𝛺𝑛
, 

𝛺𝑑 = 𝛺𝑛√1 − 𝜉2, 𝐶 =
𝐾𝑓𝑎ℎ0

𝑇(𝑘𝑥 + 𝐾𝑓𝑎)
, 

𝐷 = −
𝑐𝑥𝐾𝑓𝑎ℎ0

𝑇(𝑘𝑥 + 𝐾𝑓𝑎)
2  ,   𝐴 = −𝐷, 

𝐵 = −
𝐶 + 𝜉𝛺𝑛𝐷

𝛺𝑑
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نسبت  𝜉فرکانس طبیعی نامیرای معادله،  𝛺𝑛(، 9که در رابطه )

 فرکانس طبیعی میرای معادله است. 𝛺𝑑میرایی و 

 

حل معادله حاکم بر ارتعاشات سیستم در دورهای  -2-3

 کاربعدی چرخش قطعه

𝑡کار یعنی در دورهای دوم به بعد چرخش قطعه > 𝑇 ،

( 7ارتعاشات سیستم توسط معادله دیفرانسیل تأخیری رابطه )

شود. برای حل این معادله و یافتن پاسخ زمانی آن توصیف می

ف شود. با تعریسازی استفاده میدر اینجا از روش نیمه گسسته

𝜔𝑛صورت فرکانس طبیعی نامیرای ماشین ابزار به =

√𝑘𝑥/𝑚𝑥 صورتو نسبت میرایی آن به 𝜁 = 𝑐𝑥/(2𝑚𝑥𝜔𝑛)   ،

 :[27] شود( به شکل زیر بازنویسی می7رابطه )

(10) 
𝑥̈ + 2𝜁𝜔𝑛𝑥̇ + 𝜔𝑛

2𝑥 =
𝜔𝑛

2

𝑘𝑥
𝐾𝑓𝑎ℎ0 

      −
𝜔𝑛

2

𝑘𝑥
𝐾𝑓𝑎[𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡 − 𝑇)],   (𝑡 > 𝑇) 

 

 صورتتوان به( را با استفاده از فرم فضای حالت می10رابطه )

 :[27] زیر بیان کرد

(11) 

𝑥1(𝑡) = 𝑥(𝑡),   𝑥2(𝑡) = 𝑥̇(𝑡) 

𝑥̇1(𝑡) = 𝑥2(𝑡) 

𝑥̇2(𝑡) =
𝜔𝑛

2

𝑘𝑥
𝐾𝑓𝑎ℎ0 −

𝜔𝑛
2

𝑘𝑥
𝐾𝑓𝑎[𝑥1(𝑡) 

      −𝑥1(𝑡 − 𝑇)] − 𝜔𝑛
2𝑥1(𝑡) − 2𝜁𝜔𝑛𝑥2(𝑡) 

 

دست ( به فرم ماتریسی، رابطه زیر به11و با بیان معادله )

 :[27] آیدمی

(12) 

𝑦̇(𝑡) = 𝐿𝑦(𝑡) + 𝑅𝑦(𝑡 − 𝑇) + 𝑓0, 

𝑦(𝑡) = {
𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)
} , 𝑦(𝑡 − 𝑇) = {

𝑥1(𝑡 − 𝑇)

𝑥2(𝑡 − 𝑇)
} 

𝐿 = [

0 1

−
𝜔𝑛

2

𝑘𝑥
(𝐾𝑓𝑎 + 𝑘𝑥) −2𝜁𝜔𝑛

] 

𝑅 = [

0 0
𝜔𝑛

2

𝑘𝑥
𝐾𝑓𝑎 0

] , 𝑓0 = {

0
𝜔𝑛

2

𝑘𝑥
𝐾𝑓𝑎ℎ0

} 

 

( با استفاده از روش 12برای حل معادله دیفرانسیل رابطه )

به تعدادی بازه زمانی  𝑇سازی، ابتدا دوره تناوب نیمه گسسته

𝑇شود؛ یعنی بندی میتقسیم Δ𝑡گسسته کوچک  = 𝑚Δ𝑡 که ،

𝑚 بندی یک دوره تناوب دهنده تعداد تقسیمدر اینجا نشان

 𝑦𝑖با  𝑡𝑖است. در این حالت، چنانچه پاسخ سیستم در لحظه 

𝑦(𝑡𝑖)نشان داده شود؛ یعنی  = 𝑦𝑖 در این صورت پاسخ در یک ،

𝑦(𝑡𝑖توان با دوره تناوب قبل را می − 𝑇) = 𝑦[(𝑖 − 𝑚)Δ𝑡] =

𝑦𝑖−𝑚 سازی نشان داد. چنانچه بازه گسستهΔ𝑡  بسیار کوچک

𝑦(𝑡باشد، مقدار  − 𝑇) گیری مقادیر در نگینتوان با میارا می

 :[27]صورت زیر تقریب زد دو لحظه متوالی به

 

(13) 
𝑦(𝑡 − 𝑇) ≈

𝑦(𝑡𝑖 − 𝑇) + 𝑦(𝑡𝑖 − 𝑇 + 𝛥𝑡)

2
 

              =
𝑦𝑖−𝑚 + 𝑦𝑖−𝑚+1

2
,      𝑡 ∈ [𝑡𝑖 , 𝑡𝑖+1] 

 

(، معادله دیفرانسیل 12( در رابطه )13با جایگذاری رابطه )

تأخیری به یک معادله دیفرانسیل معمولی غیرهمگن در هر 

 :[27] شودتبدیل می Δ𝑡بازه زمانی گسسته 

 

(14) 𝑦̇𝑖(𝑡) = 𝐿𝑦𝑖(𝑡) +
1

2
𝑅(𝑦𝑖−𝑚 + 𝑦𝑖−𝑚+1) 

                                           +𝑓0,   𝑡 ∈ [𝑡𝑖 , 𝑡𝑖+1] 
 

( دارای حل همگن 14، معادله دیفرانسیل )Δ𝑡در هر بازه زمانی 

𝑦𝑖ℎ(𝑡)  و خصوصی𝑦𝑖𝑝(𝑡) [27] صورت زیر استبه: 

 

(15) 

𝑦𝑖(𝑡) = 𝑦𝑖ℎ(𝑡) + 𝑦𝑖𝑝(𝑡) 

𝑦𝑖ℎ(𝑡) = 𝑒𝐿(𝑡−𝑡𝑖)𝐶0 

𝑦𝑖𝑝(𝑡) = −
1

2
𝐿−1𝑅(𝑦𝑖−𝑚 + 𝑦𝑖−𝑚+1) 

    −𝐿−1𝑓0  
 

𝑦𝑖(𝑡𝑖)با توجه به اینکه  = 𝑦𝑖 با جایگذاری ،𝑡 = 𝑡𝑖  در پاسخ

محاسبه شده و در نهایت  𝐶0(، مقدار 15کلی سیستم در رابطه )

 :[27] آیددست میصورت زیر بهپاسخ کلی سیستم به

 

(16) 

𝑦𝑖(𝑡) = 𝑒𝐿(𝑡−𝑡𝑖)[𝑦𝑖 +
1

2
𝐿−1𝑅(𝑦𝑖−𝑚 

            +𝑦𝑖−𝑚+1) + 𝐿−1𝑓0] −
1

2
𝐿−1𝑅(𝑦𝑖−𝑚 

            +𝑦𝑖−𝑚+1) − 𝐿−1𝑓0 
 

𝑡𝑖]در بازه زمانی  𝑦𝑖(𝑡)از آنجایی که پاسخ  , 𝑡𝑖+1]  ،معتبر است

𝑡با جایگذاری  = 𝑡𝑖+1 ( و تعریف 16در رابطه )Δ𝑡 = 𝑡𝑖+1 −

𝑡𝑖[27] ، به رابطه زیر خواهیم رسید: 
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(17) 𝑦𝑖+1 = 𝑒𝐿Δ𝑡𝑦𝑖 +
1

2
(𝑒𝐿Δ𝑡 − 𝐼)𝐿−1𝑅(𝑦𝑖−𝑚 

    +𝑦𝑖−𝑚+1) + (𝑒𝐿Δ𝑡 − 𝐼)𝐿−1𝑓0,   (𝑖 > 𝑚) 
 

شود که ماتریس همانی است. مشاهده می 𝐼(، 17که در رابطه )

و  𝑦𝑖، به مقدار قبلی 𝑡𝑖+1پاسخ سیستم در لحظه جاری 

و  𝑦𝑖−𝑚همچنین مقادیر در یک دوره تناوب قبل یعنی 

𝑦𝑖−𝑚+1 ( می17( و )9بستگی دارد. با استفاده از روابط ) توان

 ار راکپاسخ زمانی سیستم از لحظه شروع درگیری ابزار و قطعه

 تا هر زمان دلخواه محاسبه کرد.

 

 کارتحلیل پایداری ارتعاشات لرزشی قطعه -2-4

کار محاسبه های قبل، پاسخ زمانی ارتعاشات قطعهدر قسمت

، 𝑎ازای پارامترهای ورودی عرض برش توان بهشد که می

، ℎ0و ضخامت استاتیکی براده  Ω𝑠سرعت چرخش اسپیندل 

پاسخ زمانی سیستم و به دنبال آن سرعت، شتاب و نیروهای 

کار را بر حسب زمان محاسبه کرد. تحلیل وارده به قطعه

پایداری سیستم بدون یافتن پاسخ زمانی آن نیز برای تشخیص 

ای از پارامترهای ازای مجموعهوضعیت پایداری سیستم به

از روش  توان مجدداًبرشی ضروری است که به این منظور می

سازی کمک گرفت. از آنجایی که ضخامت نیمه گسسته

تأثیری در پایداری مسئله ندارد، با حذف  ℎ0استاتیکی براده 

سازی سازی روش نیمه گسسته( و پیاده12از رابطه ) 𝑓0جمله 

 :[28] شود، نهایتاً رابطه زیر حاصل می3-2طبق روال بخش 

 

(18) 𝑦𝑖+1 = 𝑒𝐿𝛥𝑡𝑦𝑖 +
1

2
(𝑒𝐿𝛥𝑡 − 𝐼)𝐿−1𝑅(𝑦𝑖−𝑚 

                                                          +𝑦𝑖−𝑚+1) 
 

برای یک دور چرخش اسپیندل و بیان ها اکنون با نوشتن پاسخ

 :[28] آیددست میآنها به فرم ماتریسی رابطه زیر به

(19) 

{𝑌𝑖} = [𝐵]{𝑌𝑖−1},     [𝐵] = [𝐵1] + [𝐵2] 

𝑌𝑖 =

[
 
 
 
 

𝑦𝑖

𝑦𝑖−1
∙
∙

𝑦𝑖−(𝑚−1)

𝑦𝑖−𝑚 ]
 
 
 
 

, 𝑌𝑖−1 =

[
 
 
 
 

𝑦𝑖−1

𝑦𝑖−2
∙
∙

𝑦𝑖−𝑚

𝑦𝑖−(𝑚+1)]
 
 
 
 

, 

                                                       
1 Transition matrix 
2 Stable 

𝐵1 =

[
 
 
 
 
 
𝑒𝐿𝛥𝑡 0 0 0 0
𝐼 0 0 0 0
∙ 𝐼 0 0 0
∙ ∙ ∙ ∙ ∙
0 0 𝐼 0 0
0 0 0 𝐼 0]

 
 
 
 
 

,  

𝐵2 =
1

2
(𝑒𝐿Δ𝑡 − 𝐼)𝐿−1𝑅

[
 
 
 
 
 
0 0 ∙ ∙ 𝐼 𝐼
0 0 ∙ ∙ 0 0
∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙
∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0]

 
 
 
 
 

 

 

( برای مقادیر سرعت 19در رابطه ) [𝐵] 1ماتریس انتقال

مشخص، ماتریسی  𝑎و عرض برشی  Ω𝑠چرخش اسپیندل 

 بنابراین، با بررسی مقادیر ویژه آن؛ نامتغیر با زمان و ثابت است

 :[28] توان به تحلیل پایداری سیستم پرداختمی

 

(20) {𝑌𝑖} = [𝐵]{𝑌𝑖−1} → |𝜆[𝐼] − [𝐵]| = 0 

 

( 20رابطه ) (|𝜆_𝑚𝑎𝑥|) چنانچه قدرمطلق بزرگترین مقدار ویژه

، مرز باشد 1؛ برابر با 2، سیستم پایدارباشد 1کوچکتر از 

است. به  4باشد، سیستم ناپایدار 1و چنانچه بزرگتر از  3پایداری

در یک  Ω𝑠این ترتیب با تغییر سرعت چرخش اسپیندل 

از صفر تا رسیدن به  𝑎محدوده عملیاتی و افزایش عرض برشی 

توان نمودار هر سرعت چرخش اسپیندل، می 𝑎𝑙𝑖𝑚مرز پایداری 

 های پایداری را برای سیستم استخراج کرد.حلقه

 

 محاسبه توان و انرژی ارتعاشی سیستم -2-5

سیستم در حضور ارتعاشات لرزشی  𝑥(𝑡)با داشتن پاسخ زمانی 

 𝐹𝑓(𝑡)و نیروی  ℎ(𝑡)توان ضخامت دینامیکی براده باززا، می

 صورت زیر محاسبه کرد:کار را بهوارده به قطعه

 

(21) ℎ(𝑡) = {

ℎ0

𝑇
𝑡 − 𝑥(𝑡),   0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇

ℎ0 − [𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡 − 𝑇)],   𝑡 > 𝑇
 

(22) 𝐹𝑓(𝑡) = 𝐾𝑓𝑎ℎ(𝑡) 

 

طبق تعریف توان که ضرب داخلی نیرو در سرعت نقطه اثر 

شی کار توسط نیروی برباشد، توان منتقل شده به قطعهنیرو می

3 Critically stable 
4 Unstable 
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کمک توان بهو نیز توان تلف شده توسط میرایی سیستم را می

 روابط زیر محاسبه کرد:

 

(23) 𝑃𝑓(𝑡) = 𝐹𝑓(𝑡)𝑥̇(𝑡) 

(24) 𝑃𝑐(𝑡) = −[𝑐𝑥𝑥̇(𝑡)]𝑥̇(𝑡) 

 

( برای رعایت این نکته که نیروی 24) علامت منفی در رابطه

شود، لحاظ شده دمپر همواره در خلاف جهت سرعت اعمال می

دهنده اتلاف انرژی توسط است. در واقع علامت منفی نشان

دهنده توان کل نشان 𝑃𝑐(𝑡)و  𝑃𝑓(𝑡)دمپر است. جمع دو توان 

 وارد شده به سیستم در هر لحظه است:

(25) 𝑃(𝑡) = 𝑃𝑓(𝑡) + 𝑃𝑐(𝑡) 

دهنده تزریق مثبت باشد، نشان 𝑃(𝑡)چنانچه توان کل 

دهنده گرفتن انرژی به سیستم و چنانچه منفی باشد، نشان

انرژی از سیستم در هر لحظه است. مجموع انرژی ورودی به 

گیری از توان را با انتگرال 𝑡کار از لحظه صفر تا لحظه قطعه

𝑃(𝑡) دست آورد:توان بهمی 

(26) 𝐸(𝑡) = ∫ 𝑃(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

 

در  𝑥̇(𝑡)و  𝑥(𝑡)های قبل مقادیر با توجه به اینکه در بخش

اند، برای محاسبه صورت گسسته محاسبه شدهحوزه زمان و به

گیری عددی استفاده توان از انتگرال( می26انتگرال رابطه )

( و یا 25کرد. با بررسی تغییرات توان محاسبه شده از رابطه )

عیت پایداری سیستم را توان وض(، می26انرژی از رابطه )

مشخص کرد. چنانچه انرژی وارد شده به سیستم با گذشت 

زمان در مقدار محدودی باقی بماند، سیستم نیز در وضعیت 

اما چنانچه انرژی وارد شده با گذشت  ؛پایدار باقی خواهد ماند

زمان در حال افزایش باشد، دامنه ارتعاشات سیستم نیز افزایش 

 شود. دار مییافته و سیستم ناپای

 

 ارائه و تفسیر نتایج -3
سازی و بررسی همگرایی روش نیمه گسسته -3-1

 اعتبارسنجی

 𝑚سازی ابتدا باید مقدار مناسب پارامتر در روش نیمه گسسته

است، به  𝑇های دوره تناوب بندیدهنده تعداد تقسیم که نشان

یابی به نتایج با دقت ای تعیین گردد که ضمن دستگونه

مناسب، هزینه و زمان انجام محاسبات تا حد امکان کاهش 

، 𝑚یابد. به این منظور، ابتدا با انتخاب یک مقدار بزرگ برای 

و  𝑚پاسخ دقیق مسئله محاسبه شده و سپس با تغییر مقدار 

در  گردد.آن تعیین می بررسی دقت نتایج، مقدار بهینه برای

𝑚 500 اینجا با انتخاب و با استفاده از پارامترهای ارتعاشی  =

های پایداری برای ، نمودار حلقه1و برشی ارائه شده در جدول 

های پایداری ، نمودار حلقه2اند. در شکل سیستم استخراج شده

 سازی محاسبه و با نتایج حاصلبا استفاده از روش نیمه گسسته

در  ارائه شده و همچنین نتایج تجربی از روش حوزه فرکانس

 اند. تطابق نتایج حاصل از دو روشمقایسه شده [28]مرجع 

علاوه بر تضمین صحت  ،سازی و حوزه فرکانسگسستهنیمه

 دارمق ازایدهد بهدی ارائه شده و کدنویسی، نشان میبنفرمول

500 𝑚 توان به نتایج دقیق سازی میدر روش نیمه گسسته =

روش بین نتایج  متوسط یخطادرصد چنانچه  دست یافت.

 [28]مرجع  حوزه فرکانس در نتایج با سازیگسستهنیمه

 صورت زیر تعریف شود:به

 

(27) 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟 =
1

𝑛
∑

|𝑎𝑙𝑖𝑚(𝑖)
− 𝑎𝑙𝑖𝑚(𝑖)

𝑟𝑒𝑓
|

𝑎𝑙𝑖𝑚(𝑖)

𝑟𝑒𝑓

𝑛

𝑖=1
× 100 

 

 ،مدنظر است یمحدوده سرعت در هاتعداد کل داده 𝑛که در آن 

 27/0برابر با  ی فوقمحاسبه شده برای خطا مقدار عددی

ن، همچنی؛ استتطابق دقیق نتایج دهنده که نشان استدرصد 

 پایدار و ناپایدار در سرعتبرای دو حالت ارائه شده  نتایج تجربی

ه روش دهد کنشان میالف  2در شکل  دور بر دقیقه 3000

ا مرزهای پایداری ر ،خوبی توانسته استسازی بهنیمه گسسته

 بینی نماید.پیش

، در چند سرعت 𝑚منظور یافتن مقدار بهینه پارامتر به

 های پایدار، مرز پایداری و و برای حالت Ω𝑠چرخش اسپیندل 

𝑚 500ازای ناپایدار، مسئله به  𝜆0حل شده و مقدار دقیق  =

( محاسبه [𝐵]ترین مقدار ویژه ماتریس انتقال )یعنی بزرگ

 500از صفر تا  𝑚ازای پارامتر . سپس، با حل مسئله بهشودمی

، 𝜆0 و مقایسه با مقدار 𝑚و یافتن مقدار ویژه ماکزیمم در هر 

شود. در جدول بررسی می 𝑚نحوه همگرایی مسئله با افزایش 

های در چهار سرعت چرخش اسپیندل و در عرض 𝜆0، مقادیر 2

𝑚 500ازای برشی مختلف به است. همچنین، در ارائه شده =

نشان داده   𝑚 نحوه همگرایی مسئله با تغییر پارامتر  3شکل 

 یردر مقاد یی این شکلهمگرا ینمودارها یبررساست. شده
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ازای که به دهدنشان می مختلفدوران  یهاو سرعت 𝑚مختلف 

200 𝑚 شوند؛ یدرصد همگرا م 1/0کمتر از  ییبا خطا یج، نتا=

𝑚 200 مقدار ین،بنابرا استخراج  یبرا ینهعنوان مقدار بهبه =

ده استفا های بعدیسازییهها و شبیلتحل درانتخاب و  یجنتا

 شود.می

 

 کاریپارامترهای ارتعاشی و برشی فرایند تراش -1جدول 

 [29]های عددی سازیمتعامد مورد استفاده در شبیه

𝑚𝑥 (𝑘𝑔) 𝑐𝑥 (𝑁. 𝑠/𝑚) 𝑘𝑥 (𝑁/𝑚) 𝐾𝑓  (𝑁/𝑚2) 

561/0 145 610×48/6 610×1384 

 

 

 )الف(

 
 )ب(

با: الف(  محاسبه شدههای پایداری نمودار حلقه -2شکل 

𝒎 500ازای پارامتر به یسازروش نیمه گسسته  به =

ب(  ،[28]ده از مرجع ش نتایج تجربی استخراجهمراه 

 [28]حوزه فرکانس ارائه شده در مرجع روش 

 

𝒎 500ازای های برشی پایدار، مرز پایداری و ناپایدار بهدر چهار سرعت چرخش اسپیندل و در عرض 𝝀𝟎مقدار  -2جدول  = 

(𝑟𝑝𝑚)20000 Ω𝑠 =  (𝑟𝑝𝑚)15000 Ω𝑠 =  (𝑟𝑝𝑚)10000 Ω𝑠 =  (𝑟𝑝𝑚)5000 Ω𝑠 =  

𝜆0 𝑎 (𝑚𝑚)  𝜆0 𝑎 (𝑚𝑚)  𝜆0 𝑎 (𝑚𝑚)  𝜆0 𝑎 (𝑚𝑚)  

 پایدار 2/0 9992/0  5/0 9996/0  8/0 9995/0  2/0 9997/0

 مرز پایداری 38/0 000/1  645/0 000/1  02/1 000/1  4/0 000/1

 ناپایدار 6/0 0005/1  8/0 0004/1  3/1 0005/1  6/0 0003/1

 

های مختلف سیستم در حالتی پاسخ زمان -3-2

 نحوه شروع لرزش بررسی و پایداری

 شامل های ارتعاشی سیستم در حالت پایدار، پاسخ4در شکل 

جابجایی، سرعت، ضخامت دینامیکی براده و نیروی برشی از 

است. کار نشان داده شدهلحظه شروع درگیری ابزار با قطعه

شامل سرعت شرایط برشی متناظر با نمودارهای این شکل 

 ازای، میزان پیشروی بهدور بر دقیقه 10000 چرخش اسپیندل

 5/0برابر  𝑎 و عرض برشی مترمیلی 2/0برابر با  ℎ0 یک دور

شکل  های عمودی در نمودارهای اینچیناست. خط مترمیلی

های متناظر با دورهای اول تا سوم کننده زماننیز مشخص

که در ادامه ارائه  کار هستند. در توضیحاتیچرخش قطعه

شود، هدف بررسی و تفسیر دقیق رفتار سیستم در سه دور می

 کار است.اول چرخش قطعه

کار از قطعه 𝑥الف، در دور اول جابجایی  4مطابق شکل 

یابد. این مقدار در واقع متر افزایش میمیلی 02/0مقدار صفر تا 

حاصل  تغییر شکل استاتیکی فنر سیستم ناشی از نیروی برشی

 از پیشروی ابزار در انتهای دور اول است که با در نظر گرفتن

𝐾𝑓𝑎ℎ0/(𝑘𝑥کمک فرمول (، به8رابطه ) + 𝐾𝑓𝑎)  نیز قابل

 .محاسبه است
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 )ب( )الف(

  
 )د( )ج(

، 5000: الف( 𝛀𝒔 های مختلف چرخش اسپیندلدر سرعت 𝒎بررسی همگرایی نتایج برای یافتن مقدار بهینه پارامتر  -3شکل 

 )دور بر دقیقه( 20000و د(  15000، ج( 10000ب( 

 

با توجه به نکته بالا، هنگامی که ضخامت استاتیکی براده 

شود، نیروی وارده صورت خطی با زمان زیاد میدور اول بهدر 

کار نیز با زمان افزایش یافته و این رفتار صعودی در به قطعه

چه دهد. باید توجه شود که اگرنمودار جابجایی را نتیجه می

صورت خطی با زمان نیروی برشی ناشی از پیشروی ابزار به

کار در دور اول یابد، اما منحنی جابجایی قطعهافزایش می

صورت کاملاً خطی نیست و با نوسانات کوچکی همراه است. به

(، پاسخ کلی سیستم در دور اول شامل دو 9زیرا طبق رابطه )

صورت خطی با زمان بخش است: یک بخش خصوصی که به

شود و یک بخش گذرا که نوسانی است و دامنه آن زیاد می

یابد. بخش گذاری پاسخ در واقع اثر صورت نمایی کاهش میبه

جرم و میرایی سیستم بر حرکت آن است. بنابراین، در دور اول 

 های کوچک، ناشی از بخش گذرای پاسخسطحی با ناهمواری

اد کار ایجسیستم به نیروی حاصل از پیشروی، بر روی قطعه

دار کار هنوز موجشود. توجه شود که در دور اول، سطح قطعهمی

سیستم  𝑥̇ب، اگرچه سرعت  4نشده است؛ چرا که طبق شکل 

 ؛در این دور نوسانی است، اما مقدار آن همواره مثبت است

و حالت رفت کار همواره به یک جهت بوده حرکت قطعه یعنی

شود. و برگشتی ندارد و تنها مقدار سرعت آن کم و زیاد می

بخش نوسانی سرعت ناشی از بخش گذرای پاسخ سیستم و 

حرکت سیستم در جهت مثبت بودن آن ناشی از اثر غالب 

است. بنابراین، در دور اول مثبت حاصل از نیروی پیشروی ابزار 

کار ایجاد ی قطعهدار بر روسطحی ناهموار و نه لزوماً موج

 شود.می

ج، تغییرات ضخامت دینامیکی براده و در  4در شکل 

قسمت د، تغییرات نیروی برشی بر حسب زمان نشان داده شده 

است. ضخامت دینامیکی براده و نیروی برشی در دور اول 

( محاسبه 3( و )2ترتیب از روابط )کار بهچرخش قطعه

بخش مربوط به پیشروی ابزار شوند. اگرچه در این نمودارها می

 که رفتاری خطی با زمان دارد در دور اول غالب است، اما باید

توجه کرد که نوسانات کوچکی ناشی از ارتعاشات سیستم نیز 

  در آنها وجود دارد.
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 )ب( )الف(

  
 )د( )ج(

 (:مترمیلی 5/0برابر  𝒂متر و میلی 2/0برابر  𝒉𝟎، دور بر دقیقه 10000برابر  𝛀𝒔در حالت پایدار )های ارتعاشی سیستم پاسخ -4شکل 

 سرعت، ج( ضخامت دینامیکی براده و د( نیروی برشیب(  جابجایی،الف( 

 

 

اینکه در انتهای دور اول،  ج 4در شکل  نکته مهم دیگر

 2/0برابر  ℎ0ضخامت دینامیکی )واقعی( براده هنوز به مقدار 

متر یعنی پیشروی به ازای یک دور نرسیده است؛ زیرا میلی

(، ضخامت واقعی براده متأثر از جابجایی فعلی 2طبق رابطه )

 کمتر است. ℎ0از مقدار  𝑥سیستم بوده و به اندازه 

کار، ضخامت دینامیکی براده و عهدر دور دوم چرخش قط

نیز نیروی برشی تا رسیدن به مقادیر ماکزیمم خود همچنان 

روند صعودی دارند. هرچند در دور دوم، پیشروی ابزار در مقدار 

(، 6یابد؛ اما طبق رابطه )ماند و افزایش نمیباقی می ℎ0ثابت 

ول کار در دور اهای ایجاد شده بر روی سطح قطعهاثر ناهمواری

با علامت مثبت در ضخامت دینامیکی براده وارد شده و موجب 

𝑥(𝑡شود. باید توجه شود که افزایش ضخامت براده می − 𝑇) 

 4دور اول است که طبق نمودار شکل  𝑥(𝑡)در دور دوم، همان 

در نتیجه این ؛ الف، در دور اول مقداری مثبت و صعودی داشت

میکی براده است امر، نیروی برشی که تابعی از ضخامت دینا

 𝑥ج( و به دنبال آن، جابجایی  4روند افزایشی داشته )شکل 

الف(. به بیان  4سیستم نیز رفتار صعودی خواهد داشت )شکل 

 از صفر ℎ0 طور که افزایش ضخامت استاتیکی برادهدیگر، همان

در دور اول موجب رفتار صعودی در پاسخ متر میلی 2/0تا 

 02/0سیستم از صفر تا  𝑥اسخ سیستم شد؛ روند افزایشی پ

در دور اول، منجر به رفتار صعودی پاسخ سیستم در  مترمیلی

شود. با بررسی معادلات ارتعاشی سیستم نیز دور دوم می

توان این موضوع را بررسی کرد. با بازنویسی رابطه تر میدقیق

 ( برای دور دوم داریم:7)

 

(28) 𝑚𝑥𝑥̈ + 𝑐𝑥𝑥̇ + (𝑘𝑥 + 𝐾𝑓𝑎)𝑥 = 𝐾𝑓𝑎[ℎ0 

                        +𝑥(𝑡 − 𝑇)],   ( 𝑇 ≤ 𝑡 ≤ 2𝑇) 
 

دست آمده برای دور اول طبق رابطه حال با جایگذاری پاسخ به

𝑥(𝑡جای عبارت ( به9) − 𝑇) ( خواهیم داشت:28در رابطه ) 

 

(29) 

𝑚𝑥𝑥̈ + 𝑐𝑥𝑥̇ + (𝑘𝑥 + 𝐾𝑓𝑎)𝑥

= 𝐾𝑓𝑎{ℎ0 + 𝑒−𝜉𝛺𝑛(𝑡−𝑇)[𝐴𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑑(𝑡 − 𝑇))

+ 𝐵𝑠𝑖𝑛(𝛺𝑑(𝑡 − 𝑇))] + 𝐶(𝑡 − 𝑇) + 𝐷} 
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توان در سه نوع ( را می29جملات سمت راست معادله )

بندی کرد: تحریک ثابت، تحریک خطی و تحریک دسته

تحریک هارمونیکی با دامنه نمایی. اکنون رفتار مشاهده شده 

بندی بالا کمک دستهتوان بهالف را می 4در دور دوم در شکل 

سخ سیستم به جمله ثابت در به این صورت تفسیر کرد که پا

دهنده نقطه تعادلی سیستم در ابتدای دور دوم است. واقع نشان

دهنده رفتار پاسخ سیستم به نیروی تحریک خطی نشان

همچنین، پاسخ سیستم به نیروی  ؛صعودی در نمودار است

دهنده نوسانات هارمونیکی سوار شده تحریک هارمونیکی نشان

 . بر رفتار صعودی سیستم است

سیستم  𝑥̇نکته حائز اهمیت دیگر تغییرات نمودار سرعت 

ب، در دور دوم سرعت  4در دور دوم است. مطابق شکل 

سیستم رفتار نوسانی حول مقداری مثبت و نزدیک به صفر 

کار به یک جهت دارد؛ به این معنی که در این دور حرکت قطعه

در نتیجه، در این دور  ؛صورت رفت و برگشتی استنبوده و به

ق ماند. طبکار باقی میسطحی با موج هارمونیکی بر روی قطعه

الف، مقدار متوسط این موج تا انتهای دور دوم در حال  4شکل 

افزایش است که در بالا علت آن توضیح داده شد. در انتهای 

 0215/0دور دوم، سیستم تقریباً به نقطه تعادلی خود یعنی 

کند. و از آن پس حول آن نقطه نوسان می رسیده مترمیلی

نقطه تعادلی سیستم در واقع تغییر شکل استاتیکی فنر در اثر 

کمک ماکزیمم نیروی برشی حاصل از پیشروی ابزار است که به

نیز قابل محاسبه است. هنگامی که در دور  𝐾𝑓𝑎ℎ0/𝑘𝑥فرمول 

داری انجام بردار باقی مانده از دور دوم برادهسوم، از سطح موج

دار هارمونیکی دیگری ایجاد شود، مجدداً سطح موجمی

شود. از آنجایی که جمع یا تفریق دو موج هارمونیکی می

نظر از دامنه و فاز آنها، یک موج با دامنه و فاز متفاوت صرف

ولی با همان مقدار متوسط است؛ با در نظر گرفتن عبارت 

𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡 − 𝑇) ( 6در رابطه ) در ضخامت دینامیکی براده

توان گفت از انتهای دور عنوان تفاضل دو موج هارمونیکی میبه

باقی مانده  ℎ0سوم به بعد، مقدار متوسط ضخامت براده همان 

شود، های ج و د مشاهده میقسمت 4طور که در شکل و همان

رفتار صعودی در نمودارهای ضخامت دینامیکی براده و نیروی 

در  ؛گیردها حالت نوسانی به خود میشود و تنبرشی متوقف می

نتیجه، جابجایی سیستم نیز که تحت تأثیر نیروی برشی است، 

 شود.صورت نوسانی انجام میتنها حول نقطه تعادلی خود به

ب ترتیهای ارتعاشی سیستم بهپاسخ 6و شکل  5در شکل 

در مرز پایداری و در حالت ناپایدار، برای همان سرعت چرخش 

اند. ، نشان داده شده4اسپیندل و پیشروی متناظر با شکل 

و  645/0ترتیب برابر با مقادیر عرض برشی در این دو شکل به

دور اول هستند. رفتار مشاهده شده در سه  مترمیلی 8/0

طور مشابه در ، به4کار در حالت پایدار در شکل چرخش قطعه

توان نتیجه بنابراین، می ؛شودمشاهده می 6و  5های شکل

گرفت رفتار ارتعاشی سیستم در دورهای اولیه چرخش 

کار، متأثر از پیشروی ابزار و پاسخ گذرای سیستم به آن قطعه

قع شروع هر گونه است و چندان تابع عرض برشی نیست. در وا

نظر از نحوه ادامه یافتن آن، از پاسخ ارتعاش در سیستم، صرف

گذرای سیستم در دور اول ناشی از پیشروی ابزار نشأت 

نشان  6و  5، 4های اما در مقابل، مقایسه شکل ؛گیردمی

 دهد که رفتار ارتعاشی سیستم از دور سوم به بعد، مستقیماً می

نشان  4عنوان نمونه، شکل بهبه عرض برشی وابسته است. 

 دور از جابجایی و سرعت سیستم نوساناتدهد که دامنه می

 داروضعیت پای به یستمس نهایتاً  و یافتهبعد کاهش  سوم به

دهد که رفتارهای نوسانی نشان می 5شکل همچنین،  ؛رسدیم

رار تکبا دامنه ثابت  سیستم در دور سوم، در دورهای بعدی نیز

 شوند یرانوسانات بدون آنکه م ینا گذشت زمان،شود. با می

. در ماندیم یباق یداریدر مرز پا یستمو س کرده یداادامه پ

با  ینوساناتاز دور سوم،  شود کهیمشاهده منیز  6شکل 

 یتدهنده شروع وضعکه نشان شودیم جادیا افزاینده یهادامنه

شده  تشدیدوضوح نوسانات به ی،بعد یاست. در دورها یدارناپا

 ودشیباعث میابد که یم یشافزا یوستهو دامنه آنها به طور پ

 بماند. یباق یدارناپا یتدر وضع یستمس

بررسی رفتار ارتعاشی سیستم در چند دور اول گردش 

نظر از مقادیر کار در این بخش نشان داد که صرفقطعه

کاری همواره با کاری، شروع فرایند تراشپارامترهای ماشین

تعاشات همراه است. در واقع، نیروی برشی یک اثر استاتیکی ار

شامل تغییر شکل سیستم تا رساندن آن به نقطه تعادلی و یک 

اثر دینامیکی شامل ایجاد نوسان حول آن نقطه دارد. اثر 

ثر شود. ااستاتیکی نیرو از پیشروی ابزار در دور اول حاصل می

یستم به نیروی دینامیکی آن در دور اول از پاسخ گذرای س

کار و حاصل از پیشروی؛ در دور دوم، از ارتعاشات فعلی قطعه

های ایجاد شده در دور اول ناشی از پاسخ گذرای ناهمواری

 هایکار و موجسیستم و از دور سوم به بعد، از ارتعاشات قطعه
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شود. در ایجاد شده بر روی سطح در دورهای قبلی نتیجه می

رویکرد توان و انرژی، به بررسی رفتار  بخش بعد، با استفاده از

کار پرداخته ارتعاشی سیستم در دورهای بعدی چرخش قطعه

 شود.می

  
 )ب( )الف(

  
 )د( )ج(

 645/0برابر  𝒂متر و میلی 2/0برابر  𝒉𝟎دور بر دقیقه،  10000برابر  𝛀𝒔)های ارتعاشی سیستم در مرز پایداری پاسخ -5شکل 

 سرعت، ج( ضخامت دینامیکی براده و د( نیروی برشیب(  جابجایی،الف(  (:مترمیلی

 

  
 )ب( )الف(
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 )د( )ج(

 8/0برابر  𝒂متر و میلی 2/0برابر  𝒉𝟎دور بر دقیقه،  10000برابر  𝛀𝒔)های ارتعاشی سیستم در حالت ناپایدار پاسخ -6شکل 

 الف( جابجایی، ب( سرعت، ج( ضخامت دینامیکی براده و د( نیروی برشی (:مترمیلی

 

 سیستم درتوان ی و انرژ ییراتتغ یلتحل -3-3

 یداریمختلف پا هایحالت

چنانچه بار دیگر مدل دینامیکی فرایند در نظر گرفته شود، 

نیروی دمپر همواره در خلاف جهت حرکت جرم به آن وارد 

شود و کار آن همیشه منفی است که به معنی اتلاف انرژی می

نیز اگرچه همواره در  𝐹𝑓(𝑡)از سیستم است. نیروی برشی 

شود، اما کار آن بسته به جهت یجهت مثبت به جرم وارد م

 تواندحرکت جرم، ممکن است مثبت یا منفی باشد و لذا می

 ؛عنوان عامل تزریق و یا گرفتن انرژی از سیستم عمل کندبه

بنابراین، در این قسمت از سه لفظ تزریق انرژی، گرفتن انرژی 

ترتیب برای اشاره به کار مثبت نیروی برشی، و اتلاف انرژی به

شود. منفی نیروی برشی و انرژی اتلافی دمپر استفاده میکار 

های جرم و فنر هستند که تبدیل منظور از سیستم نیز المان

ی که افتد. از آنجایانرژی جنبشی و پتانسیل بین آنها اتفاق می

دامنه ارتعاشات جرم در هر لحظه متأثر از مقدار انرژی سیستم 

فته شده و تلف شده های تزریق شده، گراست، مجموع انرژی

در طول زمان تعیین کننده وضعیت پایداری سیستم خواهد 

بود. همچنین، با توجه به اینکه عامل تزریق یا جذب انرژی 

مذکور از  هایدیگری در سیستم وجود ندارد، مجموع انرژی

لحظه شروع حرکت تا هر لحظه دلخواه، با انرژی کل سیستم 

 .یل تا آن لحظه برابر استیعنی مجموع انرژی جنبشی و پتانس

تغییرات توان و انرژی کل سیستم بر حسب  7در شکل 

است. در این شکل، خط زمان در حالت پایدار نشان داده شده

چین نشان دهنده ای و خطپُر نشان دهنده تغییرات لحظه

شود که در دور مقدار متوسط توان و انرژی است. مشاهده می

ای مقداری مثبت و نوسانی ظهکار، توان لحاول چرخش قطعه

-داشته و در نتیجه انرژی سیستم که مساحت زیر نودار توان

صورت صعودی افزایش یافته است. با زمان است، در این دور به

ب، سرعت در دور اول مثبت و نوسانی است  4رجوع به شکل 

و با توجه به مثبت بودن نیروی برشی، ضرب داخلی آنها نیز 

بنابراین، در دور اول  ؛وسانی خواهد داشتمقداری مثبت و ن

کند. نیروی برشی تنها نقش تزریق انرژی به سیستم ایفا می

الف  7البته توان اتلافی دمپر همواره منفی است، اما شکل 

دهد که در دور اول، توان تزریق شده توسط نیروی نشان می

 قبرشی از توان اتلافی دمپر همواره بیشتر است. این توان تزری

شده که سبب افزایش صعودی انرژی سیستم شده است، در 

صورت انرژی پتانسیل در فنر ذخیره شده و موجب تغییر واقع به

ور شود. در دشکل آن تا نزدیکی وضعیت تعادلی سیستم می

ی های مثبت و منفای تغییراتی نوسانی با دامنهدوم، توان لحظه

ین دور نیز انرژی و مقدار متوسط مثبت دارد. در نتیجه، در ا

 یرد.گسیستم کمی افزایش یافته و رفتار نوسانی به خود می

ب، سرعت سیستم در دور دوم حول مقداری  4مطابق شکل 

نزدیک به صفر حالت نوسانی دارد؛ به همین دلیل توان 

ای نیز حالت نوسانی با مقدار متوسط مثبت و نزدیک به لحظه

انرژی تزریق شده به  صفر به خود گرفته است. در این دور،

سیستم توسط نیروی برشی، از مجموع انرژی گرفته شده 

 توسط این نیرو و انرژی اتلافی دمپر بیشتر است.
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 )الف(

 
 )ب(

مقدار  وتوان بر حسب زمان  ییرات)الف( تغ -7شکل 

مقدار  وبر حسب زمان  یانرژ ییرات، )ب( تغآن متوسط

دور بر دقیقه،  10000برابر  𝛀𝒔حالت پایدار با آن ) متوسط

𝒉𝟎  متر و میلی 2/0برابر𝒂 مترمیلی 5/0 برابر) 

 

ای تغییراتی نوسانی حول مقدار در دور سوم، توان لحظه

صفر دارد و دامنه آن تقریباً ثابت است. به این معنی که در این 

دور مجموع انرژی تزریق شده، گرفته شده و تلف شده برابر 

ی سیستم در همان سطح باقی مانده و با صفر است و انرژ

گیرد. از دور ای تقریباً ثابت، رفتار نوسانی به خود میدامنه

ای مقداری نوسانی با مقدار متوسط چهارم به بعد، توان لحظه

صورت نمایی در حال کاهش است. صفر داشته و دامنه آن به

 دطور مشابه، انرژی سیستم نیز حول مقدار متوسط قبلی خوبه

رفتاری نوسانی داشته و در طول زمان دامنه نوسانات آن کاهش 

یافته تا به مقداری ثابت برسد. در واقع از دور چهارم به بعد، 

شده و گرفته شده، از انرژی تزریق شده به مجموع انرژی تلف

شدن انرژی توسط دمپر، دامنه سیستم بیشتر است. با تلف

الف، در  4یتاً طبق شکل ارتعاشات جرم نیز کاهش یافته و نها

 ایستد.نقطه تعادلی خود می

، تغییرات توان و انرژی برای حالتی که سیستم 8در شکل 

نظر از مقادیر است. صرفدر مرز پایداری است، نشان داده شده

عددی، رفتار نمودارها در دورهای اول تا سوم مشابه با حالت 

ای با توان لحظه پایدار است. اما از ابتدای دور چهارم به بعد،

کند. در نتیجه، انرژی دامنه ثابت حول مقدار صفر نوسان می

سیستم نیز حول مقدار متوسط خود با دامنه ثابت نوسان 

کند. در واقع، در این حالت مجموع انرژی تزریق شده به می

سیستم، گرفته شده و تلف شده در یک سیکل نوسان برابر 

به سیستم انرژی تزریق صفر است؛ یعنی در نیمی از سیکل 

شود. این تبادل شده و در نیمه دیگر انرژی از آن گرفته می

شود سیستم با دامنه ثابت حول نقطه انرژی مساوی موجب می

 دهنده مرز پایداری است.تعادلی خود نوسان کند که نشان

 ، تغییرات توان و انرژی سیستم برای حالت9در شکل 

در اینجا نیز تغییرات نمودارها در  ناپایدار نشان داده شده است.

سه دور اول چرخش از نظر رفتار شبیه به حالت پایدار است؛ 

ای ای سیستم با دامنهاما از دور چهارم به بعد، توان لحظه

افزاینده حول مقدار صفر نوسان کرده و انرژی سیستم حول 

کند. در این ای افزاینده نوسان میمقدار متوسط خود با دامنه

لت انرژی تزریق شده به سیستم از مجموع انرژی گرفته شده حا

و تلف شده در یک سیکل بیشتر است. این افزایش انرژی 

سیستم موجب افزایش پیوسته دامنه ارتعاشات شده که 

 دهنده حالت ناپایدار است.نشان

 

 
 )الف(
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 )ب(

مقدار  وتوان بر حسب زمان  ییرات)الف( تغ -8شکل 

مقدار  وبر حسب زمان  یانرژ ییرات)ب( تغ، آن متوسط

دور بر دقیقه،  10000برابر  𝛀𝒔)مرز پایداری با آن  متوسط

𝒉𝟎  متر و میلی 2/0برابر𝒂  مترمیلی 645/0برابر) 

 

 بر نتایج برشیی بررسی اثر پارامترها -3-4

 ℎ0ازای پارامترهای به تحلیل رفتار سیستم ،های قبلدر بخش

نیوتون بر متر مربع و  1384×610برابر  𝐾𝑓متر، میلی 2/0برابر 

Ω𝑠  منظور بررسی عدم دور بر دقیقه ارائه شد. به 10000برابر

 10های انجام شده به این پارامترها، در شکل وابستگی تحلیل

 4/0برابر  ℎ0ازای مقادیر پاسخ زمانی ارتعاشی سیستم به

برابر  Ω𝑠نیوتون بر متر مربع و  090×610برابر  𝐾𝑓متر، میلی

است. با مقایسه نمودارهای این  دور بر دقیقه ارائه شده 6500

گردد که تغییر الف، مشاهده می 4شکل با نمودارهای شکل 

مقدار ضخامت براده و ضریب برشی تنها بر مقدار دامنه پاسخ 

 تأثیر گذاشته است. تغییر سرعت دوران نیز با تغییر دوره تناوب

چرخش اسپیندل، تنها تعداد نوسانات سیستم در هر دور 

چرخش را تغییر داده است، اما هیچ کدام بر ماهیت رفتار 

یداری های مرزپاسیستم تأثیری نگذاشته است. با بررسی حالت

و ناپایدار نیز رفتارهای مشابه ملاحظه شد؛ بنابراین، مطالب 

رفتار سیستم در های قبل در رابطه با نحوه شده در بخشارائه

کار و شروع پدیده لرزش، مستقل چند دور اول چرخش قطعه

از پارامترهای ضخامت براده، ضریب برشی و سرعت دوران 

 اسپیندل است.

سازی توان و شده در این مقاله برای شبیهرویکرد ارائه

تر از فرایند های پیچیدهتوان برای مدلانرژی سیستم را می

عنوان کار برد. بهکاری بهفرایندهای ماشین کاری و یا سایرتراش

 صورت جملات متأثرنمونه، هنگامی که اثرات میرایی فرایند به

از سرعت و شتاب سیستم در معادله حرکت اضافه گردد و یا 

تم جایی سیسضخامت دینامیکی براده تابعی غیرخطی از جابه

یزیکی فتواند به توصیف و تفسیر باشد، این رویکرد به خوبی می

 رفتار سیستم کمک نماید. 

 

 
 )الف(

 
 )ب(

مقدار و توان بر حسب زمان  ییرات)الف( تغ -9شکل 

مقدار و بر حسب زمان  یانرژ ییرات، )ب( تغآن متوسط

دور بر دقیقه،  10000برابر  𝛀𝒔)حالت ناپایدار با آن  متوسط

𝒉𝟎  متر و میلی 2/0برابر𝒂  مترمیلی 8/0برابر) 

 

 
 )الف(
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 )ب(

 
 )ج(

با تغییر  سیستم پاسخ زمانی اتتغییر -10شکل 

برابر  𝒉𝟎الف( ) :4نسبت به شکل سازی پارامترهای شبیه

، مربع نیوتون بر متر 900×610برابر  𝑲𝒇، )ب( مترمیلی 4/0

 دور بر دقیقه 6500برابر  𝛀𝒔)ج( 

 

مدل حاضر که  اشاره به این نکته ضروری است پایاندر 

 بنابراینو  است هشد ارائهیک درجه آزادی سیستم صورت به

 ، غیرخطی بودنسازه ماشین ابزاربالاتر ارتعاشی مودهای اثرات 

ظر نآن در در برداریدر فرایند براده های حرارتیمیرایی و پدیده

تواند دقت نتایج را در شرایط اند. این موضوع میگرفته نشده

صورت چنددرجه آزادی خاص محدود نماید. توسعه مدل به

تواند می ترمیرایی پیشرفتههای مدلهمراه با لحاظ کردن 

 د.های آینده باشمسیر مناسبی برای پژوهش

 

 گیرینتیجه -4
 کاری متعامد بامقاله، پدیده لرزش در فرایند تراش یندر ا

فاده با است سازی قرار گرفت.رویکرد انرژی مورد بررسی و شبیه

طور دقیق در دو دینامیک سیستم به ،مدل ارتعاشی از یک

کار و دورهای شامل دور اول چرخش قطعهمرحله مختلف 

بررسی و معادلات حاکم بر سیستم  ،برداریبعدی براده

با استفاده از  حل شدند. نیمه تحلیلیصورت تحلیلی و به

دست آمده در حوزه زمان، توان و انرژی سیستم های بهپاسخ

که متأثر از کار نیروی برشی و انرژی اتلافی دمپر است نیز 

های ارتعاشی سیستم عمیق بر روی پاسخ محاسبه شد. تحلیل

 کار،سه دور اول چرخش قطعه رفتار سیستم در نشان داد که

طور قابل توجهی به تعامل بین پیشروی ابزار و ارتعاشات به

و چندان تحت تأثیر پارامترهای برشی  کار بستگی داردقطعه

همچنین، بررسی تغییرات توان و انرژی سیستم نشان  .نیست

 ، نیروی برشی نقش اصلی در تزریق انرژیاول در دورداد که 

ش طور صعودی افزایبه سیستم را ایفا کرده و انرژی سیستم به

ای دارای نواساناتی با مقدار در دور دوم، توان لحظه .یابدمی

متوسط مثبت است که در نتیجه، انرژی سیستم همچنان در 

ور شود. در داین دور افزایش یافته و رفتار نوسانی آن شروع می

نی حول مقدار صفر دارد و ای تغییراتی نوساسوم، توان لحظه

بنابراین، انرژی سیستم نیز رفتار  ؛دامنه آن تقریباً ثابت است

گیرد. در دورهای بعدی، نوسانی با دامنه ثابت به خود می

تغییرات توان و انرژی سیستم تحت تأثیر پارامترهای برشی 

ای دارای نوسانات با دامنه است. در حالت پایدار، توان لحظه

مقدار صفر است و انرژی سیستم نیز به مقداری  کاهنده حول

ای دارای شود. در مرز پایداری، توان لحظهثابت همگرا می

نوسانات با دامنه ثابت حول مقدار صفر است و انرژی سیستم 

نیز رفتار نوسانی با دامنه ثابت دارد. در حالت ناپایدار، توان 

قدار صفر است ای دارای نوسانات با دامنه افزاینده حول ملحظه

و انرژی سیستم نیز رفتار نوسانی با دامنه افزاینده را نشان 

از رفتار  ترییقدرک عم یج ضمن فراهم آوردننتا دهد. اینمی

نشان  ،یکارلرزش در فرایند تراش یزمو مکان یستمس ینامیکید

رفتار سیستم در حوزه  یلو تحل یقدق یسازکه مدل دهدیم

 یکارآمد برا عنوان ابزاریبه تواندیم یزمان و با رویکرد انرژ

عمل ف مختل یطدر شرا فرایند یداریپا بینییشو پ سازییهشب

 .کند
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