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 چکیده
ی دوپایا( NES) چاه انرژی غیرخطی یکبه ساده متصل  ایههگایک تیر با تکیهو رزونانس داخلی در این مقاله، ارتعاشات غیرخطی 

 NES چگونگی کنترل ارتعاشات توسط روی تأثیرات رزونانس داخلی بر رفتار دینامیکی تیر واین مطالعه  است.محلی، بررسی شده

. در چنین توجه هستندای مورد تک پایا به طور گسترده انواعآنها در مقایسه با  بهتر دو پایا به دلیل کاراییهای انرژی چاه ت.متمرکز اس

ادلات حرکت سیستم با . معمورد توجه استاست، یشینه ب NESمسائلی، تشدیدهای داخلی که در آن مقدار انرژی وارد شده از تیر به 

بکار رفته است. در ادامه، ها آنسازی ، روش گالرکین برای گسستهاین معادلاتبعد کردن استفاده از روش نیوتن بدست آمده و پس از بی

های دهد که منحنیمورد بررسی قرار گرفته است. نتایج نشان می 1:3داخلی و اولیه  هایرزونانس، های چندگانهبا استفاده از روش مقیاس

 NESگیرند. با این حال، به دلیل رفتار ویژه میرایی قرار می، بهNESتاثیر تغییرات جزئی در پارامترهای پاسخ فرکانسی به شدت تحت

تواند بر کارایی می NESاشی از جابجایی جرم های اعمال شده فیزیکی ننرم شونده است، محدودیت ،در حوزه فرکانس که بر خلاف تیر

دینامیکی را بهبود بخشد و عمر مفید رفتار تواند به طور قابل توجهی در تیرها می NESاستفاده از  ،آن تأثیر منفی بگذارد. همچنین

 در کاربردهای مهندسی کمک کند. NESتر و استفاده مؤثرتر از تواند به طراحی بهینههای این مطالعه میها را افزایش دهد. یافتهسازه

 .انتقال انرژی هدفمند؛ روش گالرکین؛ چاه انرژی غیرخطی دو پایا؛ رزونانس داخلی :کلمات کلیدی
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Abstract 
In this article, the nonlinear vibrations and internal resonance of a simply supported beam with a locally attached 

bistable nonlinear energy sink (NES) have been studied. This study focuses on the effects of internal resonance 

on the dynamic behavior of beams and how vibrations can be controlled by an NES. Bistable nonlinear energy 

sinks are increasingly utilized due to their higher efficiency compared to monostable nonlinear energy sinks. A 

key area of interest in such problems is the internal resonances, where the energy transferred from the beam to 

the nonlinear energy sink is substantial. To address this, the system's equations of motion were derived and made 

dimensionless and discretized using Galerkin’s method. The method of multiple scales (MMS) was then applied 

to investigate the primary and 3:1 internal resonance. The findings indicate that the frequency response curves 

are highly sensitive to slight changes in NES parameters, particularly damping. However, the nonlinear energy 

sink's softening behavior in the frequency domain, as opposed to the beam's behavior, means that physical 

limitations due to nonlinear energy sink mass displacement can adversely impact its efficiency. Additionally, the 

use of NES in beams can significantly improve dynamic stability and extend the service life of structures. The 

findings of this study can contribute to more optimal design and effective utilization of NES in engineering 

applications. 
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 متقارن یمحل ایدوپا یرخطیغ یچاه انرژ کیمتصل به  ریت کی یرزونانس داخل یبررس  |34

 

 6/ شماره 14/ دوره 1403ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

  مقدمه -1

در هر سیستم چند درجه آزادی نوعی انتقال انرژی بین اجزا 

تواند منجر به رزونانس داخلی شود. دارد که میسیستم وجود 

های رزونانس داخلی یک عامل مهم نوسانات نامطلوب در سازه

مکانیکی است که منجر به تخریب، فرسودگی و خستگی می

توانند بر عملکرد یک سیستم مکانیکی تأثیر شود. ارتعاشات می

ازه س آسیب به مکانیزم و یاباعث  و در مواردیمنفی بگذارند 

 جلوگیری ازشود، های بزرگ میشوند. وقتی صحبت از سازه

. تأثیر خواهد بودحیاتی  یا آسیب جدی هر نوع شکست

ها را به شدت تواند سیستمها میبر سازه رزونانسارتعاشات و 

حل، استفاده از یک راهتحت تأثیر پدیده خستگی قرار دهد. 

است که با سیستمی  ،جاذب ارتعاشیهای انرژی است. جاذب

انتقال انرژی حاصل از ارتعاش به یک جرم دوم، ارتعاش سازه 

کند و در نتیجه از را در یکی از فرکانس های طبیعی حذف می

جلوگیری  اصلی وارد شدن خسارت و کاهش بازدهی سیستم

کاهش ها را ها و سازهلرزش دستگاه ،ارتعاشات کند. کنترلمی

کند و ارتعاشات محافظت می سایش ناشی ازها را از آنو  داده

کند. به منظور جلوگیری می محدودنویز ناشی از ارتعاشات را 

های بلند، ها، ساختمانپل درها ناخواسته سازه نوسانات از

، مطالعات یصنعت هایمتحرک مکانیزمماشین آلات و قطعات 

انجام  اتارتعاش دامنه ای در زمینه کنترل و کاهشگسترده

ل ها برای کنترترین روشترین و رایجاز معروف شده است. یکی

انرژی است که غیرخطی های ارتعاشات، استفاده از چاه

ای برای طیف وسیعی از کاربردها توانند در تنوع گستردهمی

یک چاه انرژی غیرخطی دارای دو المان اصلی  طراحی شوند.

و یا یک ایجادکننده پدیده )فنر غیرخطی عامل یک شامل 

و عاملی جهت استهلاک انرژی است. المان اول در  (یغیرخط

واقع شرایطی را ایجاد می کند تا چاه انرژی غیرخطی بتواند با 

 هاآنتمام مودهای ارتعاشی سیستم رزونانس ایجاد کرده و در 

دوم وظیفه دارد تا انرژی ارتعاشی منتقل  المان. را کنترل نماید

در این  مقاله، چاه  شده از سیستم اصلی را مستهلک نماید.

غیرخطی انرژی از یک سو به زمین و از سوی دیگر با یک فنر 

یستم تا ارتعاشات س شودبا سفتی کم به سیستم اصلی وصل می

در ادامه مقالات مهم در این  .اصلی را تحت کنترل درآورد

جین فنگ وانگ و  در این خصوص،شود. می ارائهزمینه 

 ،آهن تایواندر پل راهرا های انرژی کنندههمکاران، تأثیر جذب

بررسی کردند و نتایج تحقیقات  ،السیرقطارهای سریع مخصوص

ها کارایی مناسبی در کاهش که جاذب دهدنشان میآنها 

ابزار  نوسانات . مرادی و همکاران[1]ارتعاشات عرضی پل دارند 

که  ندو نشان داد هکرد بررسیتیر  ه از مدلبا استفادحفاری را 

استفاده از جاذب انرژی بهینه، باعث کاهش ارتعاشات خود 

گرجی و  .[2]شود میابزار برانگیخته و افزایش پایداری 

برای بهبود رفتار دینامیکی  همکاران از چاه انرژی غیرخطی

 رد ،ورق مستطیلی تحت جریان آیرودینامیکی مافوق صوت

، یک [4]خزائی و همکاران  .[3]استفاده کردند  ،تلفزوایای مخ

برای کنترل ارتعاشات غیرخطی  را جاذب غیرخطی هندسی

 .ادنددمورد مطالعه قرار  ،ساده هایلوله انتقال سیال، با تکیه گاه

، رزونانس اولیه یک لوله انتقال سیال [5]میرهاشمی و همکاران 

توسط یک نیروی که اند را مطالعه کرده NESمجهز به 

اند. مطالعه کرده را ،استهارمونیک خارجی برانگیخته شده

له برنولی به وسی-یک تیر اویلر ، ارتعاشات[6]ممقانی و همکاران 

دهد که نتایج این مقاله نشان میکنترل می شود.  NESیک 

نقطه میانی یک تیر دوسر لولا بهترین موقعیت برای اتصال 

NES کند تا ه به مطالعه حاضر کمک میاست. نتایج این مقال

نقطه میانی تیر پیوسته را به عنوان محل پیش فرض اتصال 

NES  دوپایا در نظر گرفته شود. علاوه بر این، ممقانی و

گیردار تحت سر، انتقال هدفمند انرژی از تیر دو[7]همکارانش 

تحریک هارمونیک خارجی به چاه غیرحطی انرژی مورد مطالعه 

، کنترل ارتعاشات غیرخطی [8]است. ژو و همکاران قرار داده 

کمک هبتیر یک سر گیردار سیال توسط مدل لوله انتقال یک 

، [9]مورد مطالعه قرار گرفته است. دوان و همکاران  NESیک 

در کنترل  NESلیاپانوف، نقش یک با استفاده از تئوری پایداری 

 .ارتعاشات لوله های انتقال سیال مورد بررسی قرار گرفته است

( TET)انتقال انرژی هدفمند  ، یک رویکرد[10]ژائو و همکاران 

های انتقال سیال برای تجزیه و تحلیل کاهش ارتعاش لوله

در فرکانس  NESاست. در این مقاله، پارامترهای استفاده شده

ند. با این حال، بن وانگ و همکاران اسازی شدهتشدید بهینه

 هایو تحلیل عملکرد ارتعاشی ساختمان و تجزیه طراحی ،[11]

است، جین پاک وانگ و بررسی شده NESبلند مجهز به 

برای کنترل واکنش سریع  NES از ،[12]همکاران 

 NESعملکرد یک  ندلمن و همکارانگهای بلند و ساختمان

، برداشت [14]فانگ و همکاران  .[13]اند ارتعاشی بررسی کرده

همزمان انرژی  برای کاهش ارتعاش مورد مطالعه قرار گرفته 

، نمونه دیگری از کاهش ارتعاش [15]است. یونسیان و همکاران 
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توان یافت. در این مقاله، های در مقیاس بزرگ را میسازه

است نشان داده شده NESکنترل ارتعاش یک پل توسط یک 

 دهد.درصد کاهش می 43را تا و جابجایی پل 

های انرژی غیرخطی دوپایا تمرکز در این مقاله، بر روی چاه 

اه استفاده از چ شده است. تحلیل ریاضی بررسی جذب انرژی با

های محلی و کلی انرژی غیرخطی دوپایا تنظیم شده با پتانسیل

به عنوان است توجه بسیاری از محققین را به خود جلب کرده

فروتن و همکاران، یک چاه انرژی غیرخطی دوپایا تنظیم  مثال،

های محلی و کلی یلسرا با در نظر گرفتن پتان (TBNES)شده 

 اندبرای کاهش ارتعاشات یک سیستم گسسته مطالعه کرده

این مقالات مروری بر انواع چاه انرژی غیرخطی  ،[16-22]

 .[28-23]کاربرد پرداخته است  تحلیل، طراحی،

دوپایا  NESدهد که کاربرد یک بیات موضوع نشان میبررسی اد

های پیوسته برای بررسی رزونانس محلی متصل به سیستم

، هنوز مورد مطالعه قرار نگرفته یک سیستم پیوسته داخلی

است. لذا در این مقاله، بررسی ارتعاشات و تحلیل رزونانس 

داخلی یک چاه انرژی غیرخطی دوپایا محلی که به یک تیر با 

های شود، پیشنهاد شده و پاسختکیه گاه ساده متصل می

گیرد. علاوه فرکانسی تیر به دست آمده و مورد بحث قرار می

بر این، یک تحلیل عددی بر روی تاریخچه زمانی چاه انرژی 

غیرخطی متصل محلی انجام شده است تا مزایا و معایب 

 پیکربندی مربوطه را نشان دهد.

 

 سازی سیستممدل -2

، سطح 𝐿های ساده با طول گاهشماتیک یک تیر با تکیه 1شکل 

، 𝐼، و ممان اینرسی مقطع 𝐸، مدول یانگ 𝜌، چگالی 𝐴مقطع 

,𝑓(𝑥یک نیروی خارجی توزیع شده  𝑡) به یک ، مجهزNES 

شامل فنر با   جاذب دوپایای غیرخطی،دهد. دوپایا را نشان می

 𝑚، جرم 𝑘𝑛𝑙فنر به سفتی غیرخطی ، 𝑘𝑙ضریب سفتی خطی  

باشد. علاوه بر این، فاصله اتصال می 𝑐و ضریب میرایی خطی 

NES  به تیر از مبدا با𝑥𝑁𝐸𝑆 شود.نشان داده می 

 
 دوپایا محلی NESمدل یک تیر تکیه گاه ساده با  -1شکل 

 

اصل همیلتون بر  توان با اعمالمعادلات حاکم بر تیر را می

ℒبرنولی بدست آورد که به صورت: -لاگرانژین یک تیر اویلر =

∫ {
1

2
𝜌𝐴 �̇�2𝑑𝑥 −

1

2
𝐸𝐼 𝑤′′2𝑑𝑥}

𝐿

0
با اعمال  است. 

بر روی دیاگرام آزاد جرم متمرکز چاه انرژی قانون دوم نیوتن 

بدست  2.ب و معادله 1.الف، معادله 1نیز، سمت راست معادله 

 آیند.می

 

 (الف .1)
𝜌𝐴�̈� + 𝐸𝐼𝑤𝐼𝑉 = 

𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝑓𝑁𝐸𝑆𝛿𝑑(𝑥 − 𝑥𝑁𝐸𝑆) 
  

𝑚�̈� (ب .1) − 𝑘𝑙𝑞 + 𝑘𝑛𝑙𝑞3 = −𝑓𝑁𝐸𝑆 
 

 دو سر لولا به صورت:  شرایط مرزیکه این معادلات، با 

𝑤(0, 𝑡) = 𝑤′′(0, 𝑡) = 𝑤(𝐿, 𝑡) = 𝑤′′(𝐿, 𝑡) =
 حل می شوند. 0

همچنین، نیروی وارد شده از طرف چاه انرژی غیرخطی دوپایا 

 به صورت زیر خواهد بود:

 

(2) 

 

𝑓𝑁𝐸𝑆 = −𝑘𝑙
′(𝑞(𝑡) − 𝑤(𝑥𝑁𝐸𝑆 , 𝑡)) 

+𝑘𝑛𝑙
′ (𝑞(𝑡) − 𝑤(𝑥𝑁𝐸𝑆 , 𝑡))

3
 

+𝑐(�̇�(𝑡) − �̇�(𝑥𝑁𝐸𝑆 , 𝑡)) 
 

 

𝑤در معادلات فوق  = 𝑤(𝑥, 𝑡)  .جابجایی عرضی تیر است

 شود:پارامترهای بی بعد زیر استفاده میبعد سازی، از برای بی
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(3) 

𝜂 =
𝑤

𝐿
, 𝜃 =

𝑞

𝐿
, 𝜉 =

𝑥

𝐿
, 𝑡0 = 𝐿2√

𝜌𝐴

𝐸𝐼
, 

 𝜏 =
𝑡

𝑡0
, 𝐹1 =

𝑓𝐿3

𝐸𝐼
, 𝐹𝑁𝐸𝑆 =

𝑓𝑁𝐸𝑆𝐿3

𝐸𝐼
, 

 𝛼1 =
𝑚

𝜌𝐴𝐿
, 𝛼2 =

𝑘𝑙𝐿3

𝐸𝐼
, 𝛼3 =

𝑘𝑛𝑙𝐿5

𝐸𝐼
, 

 𝛽1 =
𝑘𝑙

′𝐿3

𝐸𝐼
, 𝛽2 =

𝑘𝑛𝑙
′ 𝐿5

𝐸𝐼
, 𝛽3 =

𝑐𝐿

√𝜌𝐴𝐸𝐼
 

 معادلات زیربصورت ( 2و1ت )ادلا( مع3) با استفاده از معادله

 .دکه معادلات حرکت بی بعد سیستم هستن آیدبدست می

 

𝜂𝜏𝜏 + 𝜂𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝐹1 + 𝐹𝑁𝐸𝑆𝛿𝑑(𝜉 − 𝜉𝑁𝐸𝑆) 

(4) 
𝛼1𝜃𝜏𝜏 − 𝛼2𝜃 + 𝛼3𝜃3 = −𝐹𝑁𝐸𝑆    

𝐹𝑁𝐸𝑆 = −𝛽1(𝜃 − 𝜂(𝜉𝑁𝐸𝑆 , 𝜏)) + 𝛽2(𝜃 −

𝜂(𝜉𝑁𝐸𝑆 , 𝜏))
3

+ 𝛽3(𝜃𝜏 − 𝜂𝜏(𝜉𝑁𝐸𝑆 , 𝜏))  

 

 شرایط مرزی:

 

(5) 
𝜂(0, 𝜏) = 𝜂𝜉𝜉(0, 𝜏) = 𝜂(1, 𝜏) =

𝜂𝜉𝜉(1, 𝜏) = 0  

 

است تا در بخش بعد شده بی معادلات سیستم ،در این مرحله

های بعدی مورد مطالعه قرار گیرد. قابل ذکر است که معادله 

کوپل شده  (PDEs) از دو معادله دیفرانسیل جزئی (4)

دو پایا را  NESاست که حرکت تیر و غیرخطی تشکیل شده

کند. در این قسمت، روش گالرکین برای گسسته توصیف می

است. لذا رابطه زیر برای های فوق معرفی شدهPDEکردن 

 .شودسازی در نظر گرفته میگسسته

 

(6) 
𝜂(𝜉, 𝜏) = ∑ 𝜙𝑛

∞

1

(𝜉)𝑞𝑛(𝜏) 

 
 شود:شکل مود بصورت زیر تعریف می ،که در رابطه فوق

 

(7) 𝜙𝑛(𝜉) = 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜋𝜉)
𝑛 ∈ 𝑁

 

 

، برای یک [6,5]استفاده از شکل مودهای تطبیقی طبق مراجع 

 جایگزینی معادلهتیر دوسرلولا موجود و قابل استفاده است. 

𝑛)، صرفاً برای شکل مود اول (4)در معادله ( 5-7) = برای  (1

ا شود. بجستجوی تشدید داخلی اولیه سیستم استفاده می

𝜉)توجه به تقارن هندسی  =
1

2
𝜃 و درنظر گیری  ( = 𝜓 ±

√
𝛼2

𝛼3
برای نوشتن معادلات حرکت بی بعد حول نقاط تعادل  

𝛼3یک پارامتر طراحی و پایدار فنر دوپایا،  =
𝛼2𝛽2

𝛽1
توان می ،

 را به صورت زیر نوشت: بی بعد شکل نهایی معادلات حرکت

 

(8) 

−4𝛽1𝜓 − 6𝛽2𝛥𝛽𝜓2 − 2𝛽2𝜓3 − 2𝛽3�̇�
+4

𝜋
𝑓0𝑐𝑜𝑠(𝛺𝜏) + �̈� + 2𝛽3�̇�

+4𝛽1𝑞 + 12𝛽2𝛥𝛽𝑞𝜓

−6𝛽2𝛥𝛽𝑞2(1 + 𝜓)

+6𝛽2𝑞𝜓2 + 2𝛽2𝑞3 + 𝜔1
2𝑞 = 0

 

𝛼1�̈� + 3𝛼3𝛥𝛽𝜓2 + 𝛼3𝜓3

+2 (
𝛼1

2
𝜔2

2 + 𝛽1) 𝜓

+3𝛽2𝛥𝛽𝜓2 + 𝛽2𝜓3 + 𝛽3�̇�
𝛽3�̇� − 2𝛽1𝑞 − 6𝛽2𝛥𝛽𝑞𝜓

+3𝛽2𝛥𝛽𝑞2

+3𝛽2𝑞2𝜓 − 3𝛽2𝑞𝜓2 − 𝛽2𝑞3 = 0

 

 

 

𝜔1 = 𝜋2

𝜔2 = √
2𝛼2

𝛼1

𝛥𝛽 = √
𝛽1

𝛽2

 

 
به  (ODE) ای از معادلات دیفرانسیل معمولیبنابراین، مجموعه

 را در اطراف 1دست آمده است که حرکت نوسانی سیستم شکل

به صورت  ،کند. این معادلاتآن توصیف میپایدار تعادل  نقاط

دو  NESتحلیلی و عددی برای ارزیابی کاربرد و مزایای اتصال 

 های بعدی حل خواهند شد.پایا به تیرهای ارتعاشی در بخش
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𝛀رزونانس داخلی: مورد اولیه  -3 ≃ 𝛚𝟏  ،𝛚𝟐 ≃

𝟑𝛚𝟏 
 Method of)های چندگانه در این بخش از روش مقیاس

Multiple Scales)  (8)برای به دست آوردن جواب معادله 

در این تحقیق مورد  1:3ی است. رزونانس داخلاستفاده شده

 قرار گرفته است. دلایل این انتخاب به شرح زیر است: مطالعه

تیر در ساختارهای بزرگ به اندازه کافی  طبیعی اولفرکانس 

 𝜔1 بعد کم است که فرکانس تحریک در مجاورت فرکانس بی

 .فرض شود

دهد در مقایسه با اندازه تیر نشان می NESپیکربندی و اندازه 

تواند به مضربی از که اولین فرکانس طبیعی تیر هرگز نمی

𝑛𝜔2ییا به عبارتNES فرکانس طبیعی  ≠ 𝜔1(𝑛 ∈ ℕ) 

نزدیک شود. همچنین، فرض بر این است که بالاترین نرخ 

تشدید داخلی وجود  مواقعدر  NES انتقال انرژی بین تیر و

توان می، های چندگانهروش مقیاس سازیبرای پیاده دارد.

این امر، را بصورت زیر تغییر مقیاس داد.  (8)ضرایب معادله 

ه کت ببرای نگاشت مقادیر ضرایب معادلات دیفرانسیل حر

مقیاس های مدل واقعی انجام می شود که مرسوم است و به 

 نیز قابل مشاهده است. [29]عنوان مثال، در مرجع 
 

(9) 

𝑓0 → 𝜖𝑓0

𝛼1,2 → 𝛼1,2

𝛼3 → 𝜖𝛼3

𝛽𝑖 → 𝜖𝛽𝑖

 

 
 

مرتبه اول معادلات در  𝛽1که دهد نشان می (9) معادله

های شود. علاوه بر این، می توان مقیاسظاهر نمی اتاغتشاش

به صورت زیر معرفی  𝜖زمانی را با توجه به پارامتر اغتشاش 

 :کرد

(10) 
𝑇0 ≜ 𝜏 , 𝑇1 ≜ 𝜖𝜏 , …                                  

 

 

(11) 

𝑑

𝑑𝜏
≡ 𝐷0 + 𝜖𝐷1 + ⋯ 

𝑑2

𝑑𝜏2
≡ 𝐷0

2 + 2𝜖𝐷0𝐷1 + ⋯ 

 

 

(12) 

𝑞(𝑇0, 𝑇1) = 𝑞0(𝑇0, 𝑇1) + 𝜖𝑞1(𝑇0, 𝑇1)

+𝑂(𝜖2)

𝜓(𝑇0, 𝑇1) = 𝜓0(𝑇0, 𝑇1) + 𝜖𝜓1(𝑇0, 𝑇1)

+𝑂(𝜖2)

 

 

 

(13) 

𝐷0
2𝑞0 + 𝜔1

2𝑞0 = 0

𝐷0
2𝜓0 + 𝜔2

2𝜓0 = 0
 

 

 

(14) 

2

𝜋
𝑓0(𝑒(𝑖𝑎𝑟𝑔) + 𝑒(−𝑖𝑎𝑟𝑔))

+4𝛽1𝑞0 − 6𝛽2𝛥𝛽𝑞0
2

+2𝛽2𝑞0
3 + 𝜔1

2𝑞1 − 4𝛽1𝜓0

+12𝛽2𝛥𝛽𝑞0𝜓0 − 6𝛽2𝑞0
2𝜓0

−6𝛽2𝛥𝛽𝜓0
2

+6𝛽2𝑞0𝜓0
2 − 2𝛽2𝜓0

3

+2𝛽3𝐷0𝑞0 − 2𝛽3𝐷0𝜓0

+2𝐷0𝐷1𝑞0 + 𝐷0
2𝑞1 = 0

 

−2𝛽1𝑞0 + 3𝛽2𝛥𝛽𝑞0
2 − 𝛽2𝑞0

3

+2𝛽1𝜓0 − 6𝛽2𝛥𝛽𝑞0𝜓0 + 3𝛽2𝑞0
2𝜓0

+3𝛼3𝛥𝛽𝜓0
2 + 3𝛽2𝛥𝛽𝜓0

2

−3𝛽2𝑞0𝜓0
2 + 𝛼3𝜓0

3 + 𝛽2𝜓0
3

+𝛼1𝜔2
2𝜓1 − 𝛽3𝐷0𝑞0 + 𝛽3𝐷0𝜓0

+2𝛼1𝐷0𝐷1𝜓0 + 𝛼1𝐷02𝜓1 = 0

 

 

𝛺و همچنین با استفاده از روابط  = 𝜔1 + 𝜖𝜎2  و 

   𝛺𝑇0 = 𝜔1𝑇0 + 𝜎2𝑇1  :داریم 
 

(15) 

𝑞0(𝑇0, 𝑇1) = 𝑐1(𝑇1)𝑒(𝑖𝜔1𝑇0) + 𝑐𝑐

𝜓0(𝑇0, 𝑇1) = 𝑑1(𝑇1)𝑒(𝑖𝜔2𝑇0) + 𝑐𝑐
 

 

 

و با استفاده از رابطه  (14)در  (15)با جایگزینی معادله 

𝜔2 = 3𝜔1 + 𝜖𝜎1 را  ساز توان ضریب جمله سکولارمی

 بصورت زیر حذف کرد.
2

𝜋
𝑓0𝑒(𝑖𝜎2𝑇1) + 4𝛽1𝑐1(𝑇1) 

+2𝑖𝛽3𝜔1𝑐1(𝑇1) 
+6𝛽2𝑐1(𝑇1)2𝑐2(𝑇1) 
−6𝛽2𝑒(𝑖𝑇1𝜎1)𝑐2(𝑇1)2𝑑1(𝑇1) 
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+12𝛽2𝑐1(𝑇1)𝑑1(𝑇1)𝑑2(𝑇1) 
+2𝑖𝜔1𝑐1′(𝑇1) = 0 
−𝛽2𝑒(−𝑖𝑇1𝜎1)𝑐1(𝑇1)3 + 2𝛽1𝑑1(𝑇1) 
+𝑖𝛽3𝜔2𝑑1(𝑇1)                                         (16)  

+6𝛽2𝑐1(𝑇1)𝑐2(𝑇1)𝑑1(𝑇1) 
+3𝛼3𝑑1(𝑇1)2𝑑2(𝑇1) 
+3𝛽2𝑑1(𝑇1)2𝑑2(𝑇1) 
+2𝑖𝛼1𝜔2𝑑1′(𝑇1) = 0 

 

 شود:پیشنهاد می (16)زیر برای حل معادله حل در ادامه، 

 

(17) 
𝑐1(𝑇1) =

1

2
𝑎1(𝑇1)𝑒(𝑖𝜃1(𝑇1))

𝑑1(𝑇1) =
1

2
𝑎2(𝑇1)𝑒(𝑖𝜃2(𝑇1))

 

 

 شود:در نظر گرفته می نیز همچنین، تعاریف زیر

(18) 

𝛾1 = 𝑇1𝜎2 − 𝜃1(𝑇1) 
 
𝛾2 = 𝑇1𝜎1 − 3𝜃1(𝑇1) + 𝜃2(𝑇1) 

 

 

( در 17( و جایگزین کردن رابطه )18رابطه ) کردن با لحاظ

( و جداکردن بخش حقیقی و موهومی و درنظر 16)معادله 

′𝑎𝑖داشتن حالت ماندگار  = 𝛾𝑖′ =  داریم:  0

 

(19) 

𝜋2(𝑎1
2𝛽3𝜔1 + 3𝑎2

2𝛽3𝜔2)2

4𝑎1
2𝑓0

2  

+ (
𝜋2

64𝑎1
2𝑓0

2) (𝛤)2 = 1 

 
𝛤 = 9𝛼3𝑎2

4 − 8𝑎1
2𝛽1 + 24𝑎2

2𝛽1 
−3𝑎1

4𝛽2 + 12𝑎1
2𝑎2

2𝛽2 + 9𝑎2
4𝛽2 

+𝑎1
2𝜎2𝜔1 + 24𝛼1𝑎2

2𝜎1𝜔2 
+72𝛼1𝑎2

2𝜎2𝜔2  

 

 سازینتایج شبیه -4

در این بخش، جهت اعتبارسنجی ابتدا یک حل عددی برای 

حل تحلیلی معادله  ،آید و مطابق آنبه دست می (8)معادله 

ارائه  2که نتایج آن در شکل  گیردمورد بررسی قرار می (19)

است. پس از آن، یک تحلیل زمانی عددی برای نشان دادن شده

شود. درکاهش ارتعاش سیستم ارائه می دو پایا NESاثرات 

شود، نمودار عددی پاسخ مشاهده می 2شکل همانطور که در 

ا بفرکانسی هماهنگی زیادی با پاسخ تحلیلی به دست آمده 

 دارد. MMS روش

 

 با روش عددی MMSاعتبارسنجی نتایج  -2 شکل

 

فرکانسی -بعد بر نمودار پاسخاثرات پارامترهای بی 3شکل 

شکل مشاهده این دهد. همانطور که در سیستم را نشان می

𝛽شود، با افزایش می
1

 بدون نمودارها ،𝑎1 در شکل مربوط به 

دامنه، به سمت راست جابجا  حداکثر مقدار در تغییری هیچ

. بنابراین، ماندمی ثابتشوندگی سیستم رفتار سختند و شومی

شود. سفت شدن فنر متصل به تیر باعث تأخیر در تشدید می

𝛽شود که با افزایش  مشاهده می3b با نگاهی به شکل 
1

 دامنه ،

𝑎2  و  شودنیز به سمت راست جابجا میو یا همان جرم جاذب

. با این حال، دهدتشدید در رفتار جرم جاذب نیز رخ می

( Backbone curve) فقراتی ونستنمودار ، الف 3برخلاف شکل 

شده است که نمایانگر نرم دامنه دوم به سمت چپ خم 

سمت نیمه  ب،3در شکل  . قابل توجه است کهشوندگی است

شاخه پایدار  ،ناپایدار است و منحنی سمت راست منحنیچپ 

𝛽 است. بنابراین، افزایش
1

دوپایا را  NES می تواند دامنه 

افزایش دهد، که این امر ممکن است به دلیل جابجایی فیزیکی 

هایی ایجاد در ساختارهای واقعی محدودیت NESمحدود جرم 

 کند.
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پاسخ فرکانسی سیستم برای مقادیر مختلف  -الف 3ل شک

𝛽1 

 
 𝛽1برای مقادیر مختلف  جاذبپاسخ فرکانسی  -ب 3لشک

 است، افزایش نشان داده شده ب4و  الف4همانطور که در شکل 

𝛽2  که معرف ثابت غیرخطی فنر متصل به تیر است، باعث

را به  𝑎2دامنه  وشود، شوندگی تیر میافزایش رفتار سخت

اما، تغییری در بیشینه دامنه کند. جا میسمت راست جابه

 شود.تشدید مشاهده نمی
 

 𝛽2پاسخ فرکانسی سیستم برای مقادیر مختلف  -الف 4شکل

 
 𝛽2برای مقادیر مختلف  جاذبپاسخ فرکانسی  -ب 4 شکل

 

تاثیر  توان مشاهده کرد،می ب5و  الف5همانطور که در شکل 

و پاسخ فرکانسی چاه  تیردر پاسخ فرکانسی  𝛽3ضریب دمپر 

یا همان  𝛽3با افزایش مقدار  .استانرژی غیرخطی رسم شده

 هاییابد. در نموداردامنه سیستم کاهش میمیرایی بی بعد، 

دامنه نوسانات بسیار به مقدار ضریب میرایی جاذب  ،5شکل 

وابسته است. به طوریکه تغییرات اندک در این ضریب، باعث 

 شود.تغییرات شدید در بیشینه دامنه تشدید می

فرکانس نیز برای هر دو حالت  (Jump)همچنین، پدیده جهش 

 دهد.تحریک افزایشی و کاهشی رخ می

نزدیک به  𝜎2در مقادیر  𝑎1دامنه  ،𝛽3با افزایش به عبارتی، 

یابد. این نشان می دهد که دمپر قوی تر میکاهش میصفر 

 کاهش دهد. 𝜎2تواند نوسانات بزرگتر را در مقادیر پایین 

 

 𝛽3پاسخ فرکانسی سیستم برای مقادیر مختلف  -الف 5شکل

 

 دهد.را نشان می 𝑎2بر دامنه  میراییتاثیر ضریب  ب نیز،5شکل 

، باعث کاهش دامنه 𝛽3مطابق این شکل، افزایش ضریب میرایی 

 گردد.نوسانات جاذب نیز می
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 𝛽3برای مقادیر مختلف  جاذبپاسخ فرکانسی  -ب 5شکل

 

های حوزه فرکانس مورد بحث قرار گرفته اکنون که تحلیل

های حوزه زمان عددی برای نشان دادن توان از تحلیلاست، می

 6 زمان سیستم استفاده کرد. در این رابطه، شکل رفتار حوزه

 غیرصفردوپایا با شرایط اولیه  NESبرای نشان دادن تأثیر یک 

نشان داده در حوزه زمان  دوسرلولایک تیر  اتبر کاهش ارتعاش

هش ارتعاشات تاثیر وجود یک جاذب دوپایا در کا است.شده

 تیر، به وضوح قابل مشاهده است.
 

 
دوپایا در مقایسه  NESتاریخچه زمانی دامنه تیر با  -6شکل

 دوپایا NESبا تیر بدون 
 

 

 NESجرم  اختلاف انرژی جنبشی تاریخچه زمانی -7شکل

 دوپایا NESدوپایا در مقایسه با بدون 

 ابتداییهای در زمانشود، برداشت می 6همانطور که از شکل 

واحد زمانی(، دامنه نوسانات تیر بدون  7 حدود تا 0) نوسان

NES تر از دامنه نوسانات تیر با دوپایا )خط قرمز( بزرگNES  

دهد که در زمان شروع، دوپایا )خط آبی( است. این نشان می

NES .دوپایا تاثیر قابل توجهی در کاهش دامنه نوسانات دارد 

ون بد با میرایی داخلی نوسانات تیربا گذشت زمان، دامنه اما 

NES کاهش یافته و به مقدار ثابت  و به کندی دوپایا به تدریج

باید توجه داشت که  رسد، اما این کاهش نسبتاً کند است.می

میرایی داخلی در یافتن نتایج مربوط به تیر با جاذب نیز در 

 دوپایا )خط آبی( NES در مقابل، تیر با است.نظر گرفته شده

 دهد کهرسد. این نشان میمی صفرتر به دامنه نوسان سریع

NES  تر و مؤثرتر دامنه در کاهش سریع زیادیدوپایا توانایی

واحد  5اما، این امر برای زمان های ابتدا تا حدود  نوسانات دارد.

 زمانی بی بعد که انرژی سیستم زیاد است، صادق است.

در طول زمان به شرایط اولیه، سریعتر دوپایا  NESتیر با پاسخ 

قابل رسد که این نشان دهنده نوسان کوچکتر می دامنه به

 است. تیر دوپایا در کاهش نوسانات NES قبول

تواند به عنوان یک راهکار دوپایا می NES دهد کهاین نشان می

ها در موثر برای کاهش نوسانات و افزایش پایداری سازه

 .رد استفاده قرار گیردکاربردهای مهندسی مو

 

پاسخ زمانی جرم متمرکز جاذب انرژی دوپایا به  -8شکل 

 اغتشاش

 

شود، پاسخ زمانی خود جاذب دیده می 8همانطور که در شکل 

های موجود توان محدودیتانرژی نیز قابل محاسبه است. می

در مدل واقعی جاذب انرژی مانند حداکثر جابجایی را تعیین 

اسبه پارامترهای مطلوب برای جاذب دوپایا، کرد و پس از مح



 

 

 

 41 | و همکاران حسینی 

 

 6/ شماره 14/ دوره 1403ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

شده بررسی کرد که حداکثر پاسخ آن بیش از حد مجاز تعیین

 توسط مهندسان طراح نباشد.
 

 نتیجه گیری -5

در این مقاله، رزونانس داخلی یک تیر دو سر لولا متصل به یک 

. ه استچاه انرژی غیرخطی دوپایا محلی متقارن بررسی شد

سیستم با استفاده از قانون دوم حرکت نیوتن معادلات حرکت 

و بعد، با معرفی پارامترهای بیسپس، است. به دست آمده

ه ب ، معادلات حرکت سیستماجرای روش گالرکین همچنین، با

. تغییر ستاتبدیل شده و گسسته سازی شده بی بعد صورت

حرکت  معادلات شودباعث می است کهی استفاده شدهمتغیر

 درگیرند. بخود قرار  پایدار عادلنقاط ت جاورتدر م سیستم

های چندگانه، پاسخ فرکانسی با استفاده از روش مقیاسادامه، 

با پاسخی که با روش عددی به دست  تیر و جاذب انرژی دوپایا

شده است. تأثیر پارامترهای  راستی آزماییو  مقایسه، استآمده

مورد بحث قرار گرفته  تیر و جاذببعد بر پاسخ فرکانسی بی

است و در نهایت، یک تحلیل حوزه زمانی برای ارزیابی کارایی 

NES به طور کلی، رفتار تیر، سخت  است.دوپایا ارائه شده

شونده، و رفتار جاذب، نرم شونده است. همچنین، کارایی 

یابد. در واقع، جاذب انرژی جاذب در طول زمان کاهش می

ذب های غیرخطی، در صورتی بسیار دوپایا نیز همچون دیگر جا

خوب عمل میکند که مقدار انرژی کل سیستم از یک مقدار 

 بحرانی کمتر باشد.
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