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 چکیده
 یها نظریه( و NLT) موضعی ریغ نظریه(، SGTکرنش ) انیگراد نظریهمانند  کیرکلاسیغهای کننده اثرات کنترلحاضر مقاله در 

 هیبا نظر سهی( در مقاPENR) کیزوالکتریپ نانو تشدیدگردر  های طبیعیبسامد لیتحل ی( براGMSITمرداک )-نیسطح/رابط گورت

 طی( و محAC( و متناوب )DC) میبا ولتاژ مستق یرخطیغ کیالکترواستات کیرتحت تح نانو تشدیدگر است.هارائه شد(CT)  کیکلاس

برای بدست آوردن معادلات حرکت و تبدیل  نیگالرک روش و لتونیاز اصل هم ،این سیستم لیتحل ی. براقرار دارد پاسترناک سکویو

شیکوچک و سطح/رابط پ اسیگرفتن اثرات مق دهیکه ناد دهدینشان م جیتااست. ناستفاده شدهمعادلات دیفرانسیل جزئی به معمولی 

 یطول ماده و پارامترها اسیمختلف، مق یمرز طیدر شرانین مچهدهد. یرا ارائه م نانو تشدیدگر یاز پاسخ ارتعاش ینادرست یهاینیب

 اسیمقافزایش  طول به شعاع، نسبت شیبا افزاو  شوندیم نانو تشدیدگر یسفت شیمنجر به کاهش و افزا بیبه ترت غیر موضعی اسیمق

در نهایت با . دنابییکاهش مفزایش و ابه ترتیب بدون بعد  یعیطب یها بسامد، نانوسیستم یسفت تغییر لدلی به غیر موضعیطول و 

که منجر ده ش ستمیس یسفتکاهش باعث نوع اول ، در نظر گرفتن اثرات سطح/رابط کیکلاس نظریهبا  کیرکلاسیغ هیسه نظر سهیمقا

 . شودیمها نسبت به سایر حالت پولین به ولتاژ دنیرس یبرا DCولتاژ  شیافزاطبیعی و در نتیجه  بسامدبه کاهش 

ولتاژ  ؛طبیعی بسامد ؛مورداک–نیسطح/رابط گورت هینظر ؛موضعی ریکرنش غ انیگراد هینظر ؛کیزوالکتریپ نانو تشدیدگر :کلمات کلیدی

 .پولین

Comparison of nonclassical controllers on piezoelectric nanoresonator: natural 

frequency and pull in voltage analysis 
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Abstract 
In current work, some nonclassical controller effects such as strain gradient (SGT), nonlocal (NLT) and 

Gurtin–Murdoch surface/interface (GMSIT) theories are presented for analyzing of nonlinear vibration in 

piezoelectric nanoresonator (PENR) compared to classical theory (CT). PENR subjected to nonlinear 

electrostatic excitation with direct (DC) and alternating (AC) voltages and also visco-pasternak medium. 

For this analysis, Hamilton’s principle, Galerkin technique, combination of Complex averaging method and 

arc-length continuation are used to analyze nonlinear frequency response and stability analysis of PENR. 

The results show that ignoring small-scale and surface/interface effects give inaccurate predictions of 

vibrational response of the PENR. It is indicated that in different boundary condition, material length scale 

and nonlocal scale parameters respectively lead to decreasing and increasing of PENR stiffness and also 

the amplitude of oscillation and the range of instability of non-classic theories of NLT and SGT are greater 

than that of the classical one. Also changes of surface/interface parameters lead to decreasing or increasing 

the dimensionless natural frequency, resonant frequency, resonance amplitude, nonlinear behavior and the 

system's instability of PENR. 

Keywords: Piezoelectric nanoresonator; Nonlocal strain gradient theory; Gurtin–Murdoch surface/interface 

theory, Natural frequency; Pullin voltage. 
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 مقدمه -1
به طور جرم و اندازه کوچک دارا بودن  لیدلبه نانوساختارها 

ورد م ،یمختلف علم و فناور یهانهیکاربرد در زم یگسترده برا

از جمله مهمترین نانوساختارها، . [1]گیرند قرار میاستفاده 

 صیتشخ ،نانو تشدیدگراساس کار . [2] است نانو تشدیدگر

 یاهحسگرتشدید شده یا سرعت امواج  های بسامدتغییرات در 

اطراف سطح  یهامولکولخارجی و  یهااتمبا استفاده از  نانو،

عمل  حسگر به عنوانمفهومی  نظر ازها این سازه. خود است

 بسامدمنجر به تغییر  آن هانمایند که ورود جرم به داخل می

نانو که  دهدیمخواهد شد. مطالعات تجربی نشان  هاآن

ها، بستگی زیادی به شرایط محیطی مانند دما، تشدیدگر

کاربردهای فراوانی دارند  رزوناتورها .دارد طیمحی سروصدا

ی هاسنجشهای جرمی، در ارتباطات امنیتی، سنجش ازجمله

های حرارتی و زیستی، حسگری، مخلوط مایعات، کیبارالکتر

های دریافت، پردازش و تقویت سیگنال، فیلتر کردن سیگنال

شیمیایی، کاهش صدا، کاربردهای پزشکی مانند تشخیص 

ها و در وسایلی مانند آنتن، ، نظارت بر قند دیابتیDNAمولکول 

ها نانو تشدیدگر. شودمیاستفاده  آن هاتلفن همراه و غیره از 

گوناگون  یهاشکلکاربردی که دارند، ممکن است به  بنابر

 لیتحل یامروزه برا [.2] تولید شوند غیرهای، ورق و لوله

 یپارامترهانانوساختارها،  نیا یاضیر یسازو مدل کینامید

 یگنجانده شوند. برا ینظر یهادر مدل دیوابسته به اندازه با

یا  یرمحلیغ نظریهمانند  کیرکلاسیغ یهاهیمنظور، نظر نیا

سطح/رابط  یهانظریه[ و 4کرنش ] انی[، گراد3] غیرموضی

 لیو تحل یرخطیارتعاشات غ یبررس ی[ برا5مورداک ]-نیگورت

 اند.نانوساختارها ارائه شده یکینامید

[ 6و همکاران ] نجفی ،غیرمحلی الاستیسیته هیاساس نظر بر

 اندهرداستفاده ک کیزوالکتریپ ریارتعاشات آزاد نانوت لیتحل به

ول نسبت ط ،یرمحلیمانند پارامتر غ مختلفی اثرات پارامترهاو 

 .اندداده قراری بررس موردرا  یخارج یاعمالولتاژ  و به ضخامت

 ریارتعاشات آزاد نانوت لیتحلدر [ 6و همکاران ] نجفی

مانند پارامتر  مختلفی اثرات پارامترها، کیزوالکتریپ

را  یخارج یولتاژ اعمال و نسبت طول به ضخامت ،یرمحلیغ

 تحلیل ارتعاشات آزاد پنل نیهمچن. اندداده قراری بررس مورد

مخروطی مدرج تابعی تقویت شده با نانو صفحات گرافن های 

مکاران مورد بررسی هتوسط میرزایی و  با شرایط مرزی مختلف

در بررسی صورت گرفته توسط  نیهمچن. [7]قرار گرفته است 

 وضعیرمیپارامتر غ شیاست که افزاشده[ نشان داده 8] یعارف

درون صفحه و  یهاییها، جابجاچرخش شیمنجر به افزا

 یهایبا منحن کیزوالکتریپوسته نانو پ کی یانحراف عرض

 وضعی،رمیغ کرنش انیگراد نظریه. بر اساس شودیدوگانه م

و همکاران مورد مطالعه قرار  دیندارلوتوسط  پوستهکمانش نانو

 انیگراد هی[ از نظر10و همکاران ] یمی[. ابراه9] ه استگرفت

 یاهتیرارتعاشات نانو لیتحل یبررس یبرا یرمحلیکرنش غ

 انیگراد نظریهبکارگیری . با اندهاستفاده کرد کیسکوالاستیو

 ،نی چندگانهماز یهاسمقیا لیتحلیروش و  یرمحلیکرنش غ

بعنوان یک  لیبرنو-یلراو ضعیغیرمو نانوتیر طیغیرخ تتعاشارا

ده ش یو همکاران بررس مداکارتوسط لکترومکانیک انانوساختار 

 [. 11است ]

-انش مرداک، کم-نیگورتسطح  تهیسیالاست هینظرتوجه به  با

 ینانوساختارها یارتعاش لیو تحل یرخطیغپس کمانش 

توسط فانگ و همکاران مورد مطالعه قرار گرفته  کیزوالکتریپ

حی سط همکاران نیز با بکارگیری نظریهژانگ و . [12،13است ]

 یاتوده طیسطح و مح نیب یهابرهمکنشبررسی  هغیرموضی ب

 یهاشم رایاخ[. 14]نانوتیرها پرداختند  هبویژنانوساختارها 

های مهم تحلیلی با برخی از روش [15-19و همکاران ] یکچپ

 ،ی ارینجنرمحلیغ نظریهکوچک مانند  اسیدر مق ییکردهایور

 -نیگورتسطح/رابط  یهانظریه ،یرمحلیکرنش غ انیگراد

ه ارائه کردرا مختلف  یهاروشاین  بیترک نیو همچنمورداک 

ارتعاشات  ،یعیطب یهابسامدکوچک بر  اسیاثرات مقتا  ندا

 تک کیزوالکتریپ یساختارهانانو  یداریپا لیو تحل یرخطیغ

 مختلفی چون کاتیتحت تحررا ، دوجداره و چند جداره جداره

مورد  کیو هارمون غیرخطی، ویسکوپاسترناک کیالکترواستات

نانوصفحه کریشهف با در نظر گرفتن رفتار  دهند.قرار بررسی 

 نظریهنیروی کزمیر و استفاده از  ،نیروی میرایی سیال

توسط مورداک  -سطح گورتین نظریهکوپل سازگار و تنش

 .[20] شودمی هرار گرفتق عهشیخلو و همکاران مورد مطال

 اری[ تعداد بس17مذکور ] سندهیبه ذکر است که علاوه بر نو لازم

سطح و اثرات در  ریاز مطالعات به طور همزمان تأث یمحدود

 نانوساختارها خصوصا نانوساختارهای یکوچک را برا اسیمق

و همکاران با بکارگیری  نیی یوآ اند.در نظر گرفته کیزوالکتریپ

توده  -سطح یهابرهمکنشروش سطح غیرموضعی به بررسی 

قربانپور و  .[21] پرداختند تیرهانانو  کیو کاربرد آن در مکان

نانو ورق تک و دو  یرخطیارتعاشات غ تحلیل[ 22همکاران ]
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 و یرمحلیغ تهیسیزوالاستیپ یهانظریهجداره را با استفاده از 

و  یقربان نی. همچناندقرار داده یبررسمورد  یسطحانرژی 

طول ماده و  اسیکه پارامتر مق انده[ نشان داد23همکاران. ]

و  شیرا افزا یعیطب بسامد بیبه ترت یرمحلیپارامتر پارامتر غ

 ریها در مقادپاسخ یسطح رو انرژیو اثرات  دهندیکاهش م

ی، رمحلیپارامتر غو مقادیر پایین تر طول  اسیمقبالاتر پارامتر 

پس کمانش  یلیتحل همچنین پاسخ ؛است تریقو

 یرمحلیو غ یمانند با استفاده از اثرات سطح تیر ینانوساختارها

تحقیق است. در  قرار گرفتهمطالعه مورد [ 24] یانیتوسط ک

 یرمحلی[، از اثرات غ25و همکاران ] سونتوسط  صورت گرفته

 یهاکمانش نانوپوسته تحلیل یبرا یسطحانرژی و 

اده استف یفشار یو بارها یخارج یتحت ولتاژها کیزوالکتریپ

 .شده است

ام شده انج سندگانیکه تا کنون توسط نو یقبل یتمام کارها در

 یداریو پا اتارتعاش لیدر تحلهای بسیار کمی پژوهشاست، 

رات اثهمزمان با در نظر گرفتن  کیزوالکتریپ ینانوساختارها

 یرمحلیمورداک و اثرات غ-نیکرنش، سطح/رابط گورت انیگراد

کارهای صورت گرفته ادامه تحقیق حاضر . صورت گرفته است

اما موضوع مورد مطالعه به  است،نویسنده مقاله حاضر  [17]

 وتحریک اعمالی کاملا متفاوت از کار قبلی بوده  یروهاین ژهیو

و برخلاف  شودحاصل می یاز مقاله قبل متفاوتی جینتا در نتیجه

 کیبه طور همزمان تحت تحر حاضرنانوساختار  ،یکار قبل

( و متناوب DC) میمستق یتاژهاولبا  یرخطیغ یکیالکترواستات

(AC ) در ردیگیقرار مپاسترناک  سکویو طیمح نیهمچنو .

 سامدب یبررس یبراغیرکلاسیک نامبرده ، اثرات تحقیق حاضر

 نانو تشدیدگر ناپایداری ولتاژ پولین لیو تحلطبیعی 

رار مورد مطالعه ق کیکلاس نظریهبا  سهیدر مقا کیزوالکتریپ

 نیگالرک و لتونیهم روش های اصلکار، از  نیا ی. براگیرندمی

 اثرات تا تاثیر پارامترهای مختلفی چون استفاده شده است

 ،پاسترناک سکویوبسترهای سطح/رابط، ، کوچک اسیمق

رها بر پارامت ریو سا کیزوالکتریو پ کیالکترواستات یولتاژها

 نانو تشدیدگرپولین ولتاژ  و DNFبدون بعد  یعیطب بسامد

 مورد بررسی قرار گیرد. کیزوالکتریپ

 

 هندسی و فیزیکی سازیمدل -2
که  یاهبر نانوپوسته استوان یمبتن کیزوالکتریپ گردیتشدنانو 

 𝐶𝑤و  𝐾𝑤 ،𝐾𝑝با ضرایب پاسترناک  سکویو طیدر معرض مح

 بیو ضر پاسترناک یبرش هیلا نکلر،یو یسخت بیضر بیبه ترت

 یطرخیغ یکیالکترواستات کیتحرو  سکویو طیمح ییرایم

 ،قرار گرفته است 𝑉𝐴𝐶و ولتاژ متناوب  𝑉𝐷𝐶شامل ولتاژ مستیم 

 است. نشان داده شده 1در شکل 

 

 
 کیتحت تحر کیزوالکتریپ دگرینانو تشد کی -1شکل 

 یرخطیغ یکیالکترواستات

 

انو نعبارت از طول  یپوسته استوانه ا یهندس یپارامترهاسایر 

 2ℎ𝑁 یا، ضخامت پوسته استوانه𝑅 یانی، شعاع سطح م𝐿پوسته 

. همچنین ولتاژ است 2ℎ𝑝 کیزوالکتریمواد پ هیضخامت لا و

نیز در راستای ضخامت لایه پیزوالکتریک به  𝑉𝑝پیزوالکتریک 

 مختصات ستمیبا قرار گرفتن مبدأ سشود. سیستم اعمال می

ر د ینقطه معمول کینانوپوسته، مختصات  یانیدر سطح م

 فیتوص 𝑧و  𝑥  ،𝜃با  بیو شعاع به ترت یطیمح ،یجهت محور

کر نانوساختار ذی و هندس یکیزیف اتیخصوص سایر. گردندیم

قابل مشاهده  [15]و همکاران  یکچپ یشده در مرجع هاشم

 است.

 

 معادلات حاکم بر سیستم -3
متناظر  یمرز طیبخش، معادلات حاکم بر حرکت و شرا نیدر ا

یم به دست ریز لتونیبا اعمال اصل هم کیزوالکتریپوسته پ

 :دیآ

 

(1) ∫ (𝛿𝑇 − 𝛿𝜋 + 𝛿𝑤𝑣𝑓 + 𝛿𝑤𝑒)𝑑𝑡 = 0,
𝑡

0

 

 

 یرژان رییتغ نیاول بیبه ترت 𝛿𝑤𝑒، و 𝛿𝑇  ،𝛿𝜋  ،𝛿𝑤𝑣𝑓در آن که 

 کیو تحر کیسکوالاستیو هیپا ،یجنبش یکرنش، انرژ

 یرنکته ضرو نیهستند. توجه به ا یرخطیغ کیالکترواستات

 یهاهینظر یو عبارات برا بیروابط، ضرا یاست که تمام
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کرنش  گرادیانو سطح/رابط و  یرمحلیکرنش غ انیگراد

 کوچک اسیکرنش در مق-/رابط و روابط تنشحسط یرمحلیغ

ذکر  [17] یکچپ یکامل در مرجع هاشم اتیبا جزئ رهیو غ

می  نوشته ریکرنش به صورت ز یانرژ رییتغ نیاول شده است.

 :شود

 

(2) 𝛿𝜋 = ∫ ∫

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑁𝑥𝑥 (

𝜕𝛿𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥
)

−𝑀𝑥𝑥(
𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2
)

+𝑁𝜃𝜃 (

1

𝑅
(
𝜕𝛿𝑣

𝜕𝜃
+ 𝛿𝑤)

+
1

𝑅2
𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝜃

)

−𝑀𝜃𝜃 (
1

𝑅2
𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝜃2
)

+𝑁𝑥𝜃

(

 
 
 

1

𝑅

𝜕𝛿𝑢

𝜕𝜃
+
𝜕𝛿𝑣

𝜕𝑥

+
1

𝑅

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝜃

+
1

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝜃 )

 
 
 

−𝑀𝑥𝜃 (
2

𝑅

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥𝜕𝜃
)

}
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2𝜋

0

𝐿

0

𝑅𝑑𝜃𝑑𝑥 

 

زیر توان به صورت یرا م یجنبش یانرژ رییتغ نیاول نیهمچن

 :بیان نمود

(3) 
𝛿 ∫ 𝑇𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

= −∫ ∬{𝐼 ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
) 𝛿𝑢 + (

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
)𝛿𝑣

𝑡2

𝑡1

+ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
) 𝛿𝑤)}𝑅𝑑𝜃𝑑𝑥𝑑𝑡 

 که

(4) 
𝐼 = ∫ 𝜌𝑁

ℎ𝑁

−ℎ𝑁

𝑑𝑧 + ∫ 𝜌𝑝

−ℎ𝑁

−ℎ𝑁−ℎ𝑝

𝑑𝑧 + ∫ 𝜌𝑝

ℎ𝑁+ℎ𝑝

ℎ𝑁

𝑑𝑧

+ 𝜌𝑆,𝐼

= 2𝜌𝑁ℎ𝑁 + 2𝜌𝑝ℎ𝑝 + 2𝜌
𝑆

+ 2𝜌𝐼 

 

و  کیسکوالاستیو بسترکار انجام شده توسط  رییتغ نیو اول

زیر توان به صورت یرا م یرخطیغ کیالکترواستات کیتحر

 :نوشت

 

(5) 𝛿𝑊𝑣𝑓 = −∫ ∫ ∫

(

 

𝐾𝑤𝑤

−𝐾𝑝𝛻
2𝑤

+𝐶𝑤
𝜕𝑤

𝜕𝑡 )

 𝛿𝑤
𝑤

0

2𝜋

0

𝐿

0

𝑅𝑑𝜃𝑑𝑥, 

(6) 𝛿𝑊𝑒 = 

∫ ∫ ∫
𝜋𝛶(𝑉𝐷𝐶 + 𝑉𝐴𝐶𝑐𝑜𝑠⁡(𝜔𝑡))⁡

2

(

  
 √

(𝑏 − 𝑤)

× (2𝑅 + 𝑏 − 𝑤)

×⁡[cosh−1 (
1 +
𝑏−𝑤

𝑅

)]

2

)

  
 

𝛿𝑤
𝑤

0

2𝜋

0

𝐿

0

𝑅𝑑𝜃𝑑𝑥 

 

 -)2)ت معادلابیان شده در و عبارات  بیتمام ضراکه در آن 

و  یکچپ یدر مراجع هاشمبا جزئیات کامل توان یرا م (6)

 مشاهده کرد.  [15]همکاران 

(، معادلات حاکم 1معادله ) در( 6) -(2معادلات ) ینیگزیجا با

به دست آمده است.  PENR یبرا یمرز طیبر حرکت و شرا

 اسیمق در نظر گرفتن اثرات [ و با15،17جع ]امطابق با مر

 انیگراد یرمحلیاثرات غ نیطول مواد و بنابرا و یرمحلیغ

 ی[ و با در نظر گرفتن پارامترها17کرنش سطح/رابط مرجع ]

 و بر حرکتحاکم بعد  یبمعادلات  بعد مراجع ذکر شده، یب

ترتیب  هب هد کنآیبدست میبا آن مرتبط  بعد یب یمرز طیشرا

 . اندهشد هضمیم 2و  1ای هدر پیوست

و ( 6معادله ) کیالکترواستات یروین انیب یاردر مطالعه حاضر ب

ایجاد شده در این  یرخطیغ یمشکل برازش منحن بهبا توجه 

روش که توسط  یاچند جملهتابع شکل ی، از رخطیغحالت 

روش با استفاده از و  Matlabدر جعبه ابزار  lsqcurvefit عددی

کار در نتیجه  ؛کنیماستفاده میشود، یحداقل مربعات حل م

توان یرا م کیالکترواستات یرویبدون بعد انجام شده توسط ن

 :[15، 17] کرد انیب ریبه صورت ز

 

(7) 
𝛿𝑊𝑒 = ∫ ∫ {∫ 𝐹̅𝑒(𝑉̅𝐷𝐶 + 𝑉̅𝐴𝐶cos⁡(Ω𝜏))

2(𝐶1̅

𝑤̅

0

2𝜋

0

𝐿

0

+ 𝐶2̅𝑤̅ + 𝐶3̅𝑤̅
2 +⋯

+ 𝐶𝑛̅𝑤̅
𝑛−1) 𝛿𝑤̅} 𝛿𝜃𝛿𝜉 

𝐶̅1که  − 𝐶̅𝑛 ثابت هستند . 

 

 تحلیلیروش حل  -4
معادلات حاکم  لیتبد یبرا نی، از روش گالرکپژوهش ینر اد

 نیبنابرا ؛شودیاستفاده م یمعمول لیفرانسیبه معادلات د

و تابع حالت به  افتهی میها برحسب مختصات تعمییجابجا

 :[27شوند ]ینوشته م ریصورت ز
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(8) 

[

𝑢(𝑥, 𝜃, 𝑡)

𝑣(𝑥, 𝜃, 𝑡)

𝑤(𝑥, 𝜃, 𝑡)
]

= ∑∑

[
 
 
 
 
 
 [
𝑢𝑚,𝑗,𝑐(𝜏) cos(𝑗𝜃)

+𝑢𝑚,𝑗,𝑠(𝜏) sin(𝑗𝜃)
] 𝜒𝑚𝑗(𝜉)

[
𝑣𝑚,𝑗,𝑐(𝜏) sin(𝑗𝜃)

+𝑣𝑚,𝑗,𝑠(𝜏) cos(𝑗𝜃)
] 𝜙𝑚𝑗(𝜉)

[
𝑤𝑚,𝑗,𝑐(𝜏) cos(𝑗𝜃)

+𝑤𝑚,𝑗,𝑠(𝜏) sin(𝑗𝜃)
] 𝛽𝑚𝑗(𝜉)

]
 
 
 
 
 
 

𝑁

𝑗=1

𝑀1

𝑚=1

+ ∑ [

𝑢𝑚,0(𝜏)𝜒𝑚0(𝜉)

𝑣𝑚,0(𝜏)𝜙𝑚0(𝜉)

𝑤𝑚,0(𝜏)𝛽𝑚0(𝜉)

]

𝑀2

𝑚=1

= ∑ [

𝑢𝑖(𝜏)𝜒𝑖(𝜉)𝜗𝑖(𝜃)

𝑣𝑟(𝜏)𝜙𝑟(𝜉)𝛼𝑟(𝜃)

𝑤𝑠(𝜏)𝛽𝑠(𝜉)𝜓𝑠(𝜃)

]

𝑀2+𝑀1×𝑁

(𝑖,𝑟,𝑠)=1

 

 

تمام  دیبا 𝛽𝑠(𝜉)و  𝜒𝑖(𝜉) ،𝜙𝑟(𝜉)توابع  ن،یدر روش گالرک

 ینیگزیرا برآورده کنند. با جا یعیو طب یهندس یمرز طیشرا

 طیشرابر حرکت و بعد حاکم یمعادلات ب( در 8معادلات )

و با استفاده از  (7) هادلعو م 2و  1ای هپیوست بعد یب یمرز

 ریحرکت به شکل ز افتهیمعادله مرتبه کاهش  ن،یگالرک روش

  :شودینوشته م

 

(9) 
[(𝐾)𝑢

𝑢 + (𝐾𝑏𝑐)𝑢
𝑢]{𝑢̅} + [(𝐾)𝑢

𝑣 + (𝐾𝑏𝑐)𝑢
𝑣 ]{𝑣̅}

+ [(𝐾)𝑢
𝑤 + (𝐾𝑏𝑐)𝑢

𝑤]{𝑤̅}
+ [(𝑁𝐿)𝑢

𝑤 + (𝑁𝐿𝑏𝑐)𝑢
𝑤]{𝑤̅2}

= [(𝑀)𝑢
𝑢]{𝑢̈̅} + 𝐹̅𝑢𝑝

𝑏𝑐 , 

(10) 
[(𝐾)𝑣

𝑢 + (𝐾𝑏𝑐)𝑣
𝑢]{𝑢̅} + [(𝐾)𝑣

𝑣 + (𝐾𝑏𝑐)𝑣
𝑣]{𝑣}

+ [(𝐾)𝑣
𝑤 + (𝐾𝑏𝑐)𝑣

𝑤]{𝑤̅}
+ [(𝑁𝐿)𝑣

𝑤 + (𝑁𝐿𝑏𝑐)𝑣
𝑤]{𝑤̅2}

= [(𝑀)𝑣
𝑣]{𝑣̈̅} + 𝐹̅𝑣𝑝

𝑏𝑐 , 

(11) 

[(𝐾)𝑤
𝑢 ]{𝑢̅} + [(𝐾)𝑤

𝑣 ]{𝑣̅}

+ [(𝐾)𝑤
𝑤 + (𝐾𝑏𝑐)𝑤

𝑤 − (𝐾𝑣𝑝)𝑤
𝑤
− (𝐾𝑒2)𝑤

𝑤] {𝑤̅}

+ [(𝑁𝐿)𝑤
𝑢 + (𝑁𝐿𝑏𝑐)𝑤

𝑢 ]{𝑤̅𝑢̅}
+ [(𝑁𝐿)𝑤

𝑣 + (𝑁𝐿𝑏𝑐)𝑤
𝑣 ]{𝑤̅𝑣̅}

+ [(𝑁𝐿)𝑤2
𝑤 + (𝑁𝐿𝑏𝑐)𝑤2

𝑤 − (𝑁𝐿2𝑒)𝑤2
𝑤 ]{𝑤̅2}

+ [(𝑁𝐿)𝑤3
𝑤 + (𝑁𝐿𝑏𝑐)𝑤3

𝑤 − (𝑁𝐿3𝑒)𝑤3
𝑤 ]{𝑤̅3}

= ([(𝑀)𝑤
𝑤 + (𝑀𝑏𝑐)𝑤

𝑤]){𝑤̈̅} + ([(𝐶)𝑤
𝑤]

+ [(𝐶𝑏𝑐)𝑤
𝑤]){𝑤̇̅}) + 𝐹̅𝑤𝑝 + 𝐹̅𝑤𝑝

𝑏𝑐 − 𝐹̅𝑤𝑒

− 𝐹̅𝑒 {

((𝑉̅𝐴𝐶cos𝜔̅𝜏)
2 + 2𝑉̅𝐴𝐶𝑉̅𝐷𝐶cos𝜔̅𝜏) ×

(
𝐶4̅(𝑁𝐿𝑒)𝑤3

𝑤 + 𝐶3̅(𝑁𝐿𝑒)𝑤2
𝑤

+𝐶2̅(𝐾𝑒)𝑤
𝑤 + 𝐶1̅𝐹̅1

)
} 

 

( در مرجع 19) -(17) تو عبارات معادلا بیکه تمام ضرا

 طیمح بیاست و تنها ضراشده فی[ تعر17] یکچپ یهاشم

𝑤(𝐾𝑣𝑝)پاسترناک -سکویو
𝑤

ارائه شده  مقاله حاضر 1 وستیپدر  

 است.

 

 

 

 نتایج و بحث -5
با  کیرزوالکتیپ دگریپاسخ نانو تشدصحت بخش، ابتدا  نیدر ا

ا بکرنش و سطح/رابط  انیگراد ،یرمحلیاثرات غدر نظر گرفتن 

. سپس اثرات شودیم کوتا بررسی -ی رانگعدد روش

 ،یرمحلیبدون اثرات غ وبا  یمختلف مواد و هندس یپارامترها

و ولتاژ  بعدیب یعیطب بسامدکرنش و سطح/رابط بر  انیگراد

مختلف  یمرز طیمنظور، شرا نیا ی. براشودیارائه مپولین 

-دار رهی(، لبه گSS(، لبه ساپورت شده )CC) رهیمانند لبه گ

است. ( ارائه شدهCF) رهی( و لبه بدون گCSشده ) تیساده حما

 هی( و لاAl) ومینیمواد نانوپوسته آلوم یاو توده یخواص سطح

نشان داده شده  2و  1در جداول  بیبه ترت PZT کیزوالکتریپ

 [.16 ,15] است

 ومینیومآل میو حج یخواص سطح -1جدول 
𝑬𝑵 

(𝑮𝑷𝒂) 
𝝊𝑵 𝝆𝑵 

(
𝒌𝒈

⁡𝒎𝟑
)⁡ 

𝝀𝑰 
(𝑵 𝒎⁄ ) 

𝝁𝑰 
(𝑵 𝒎⁄ ) 

 

𝝉𝟎
𝑰  

(𝑵 𝒎⁄ ) 
𝝆𝑰 

(𝒌𝒈 𝒎𝟐⁄ ) 

𝟕𝟎 0/3

3 
2700 3/78

6 
1/95 0/9

108 
5
/46 × 10−7 

 

 PZT-4 میو حج یخواص سطح -2جدول 
𝐂𝟏𝟏𝐩 

(𝐆𝐏𝐚) 
 

𝐂𝟐𝟐𝐩 

(𝐆𝐏𝐚) 

𝐂𝟏𝟐𝐩 

(𝐆𝐏𝐚)  

𝐂𝟐𝟏𝐩 

(𝐆𝐏𝐚) 

𝐂𝟔𝟔𝐩 

(𝐆𝐏𝐚) 

𝐄𝐩 

 
(𝐆𝐏𝐚)

 

𝟏𝟑𝟗 139 77/8 77/8 30/5 95 

𝛖𝐩 ρp 

(kg⁡m−3) 
 

η33p 

(10−8 
F m⁄ )  

λS(N m⁄ ) μS(N m⁄ ) τ0
S 

(N m⁄ ) 

𝟎/𝟑 7500 8/91 4/488 2/774 0/604

8 

𝐞𝟑𝟏𝐩 
(𝐂 𝐦𝟐⁄ ) 

 

e32p 

(C m2⁄ ) 

⁡e31p
S  

(C m⁄ ) 

⁡e32p
S  

(C m⁄ ) 

ρS(kg m2⁄ )  

−𝟓
/𝟐 

−5
/2 

−3 × 10−8 −3 × 10−8 5
/61 × 10−6 

 

 

 جیدر تمام نتا نانوساختار یو هندس یکیزیف یپارامترها ریسا

 است.نشان داده شده [22 ,16 ,15] 3در جدول  ریز

 

 یهندس یمواد و پارامترها -3جدول 
𝐑(𝐦) 𝐋 𝐑⁄   ⁡𝐡𝐍 𝐑⁄  ⁡𝐡𝐩 𝐑⁄  

 

⁡𝐛 𝐑⁄  
⁡𝐂𝐰 (

𝐍. 𝐒

𝐦
) 

𝟏 × 𝟏𝟎−𝟗 10 0
/01 

0
/005 

0/1 1
× 10−3 

⁡𝐊𝐰(𝐍 𝐦𝟑⁄ ) ⁡Kp(N m⁄ ) Vp(V) V0 VDC(V) VAC(V) 

𝟗
× 𝟏𝟎𝟏𝟕 

2/07 1 × 

10−5 

1 1/5 0/5 

𝛍(𝐦𝟐) η(m2)     

(𝟏 × 𝟏𝟎−𝟏𝟎)𝟐 (1 × 10−11)2     
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 گذاری نتایجصحه -5-1

 کیکترزوالیپ دگریپاسخ نانو تشدو صحت  یبخش، بررس نیدر ا

با کارهای منتشر شده قبلی توسط را  کوتا -رانگعددی  با روش

 با کاررا  جینتاصحت ، این حالتدر . کنیمیم سهیمقامحققین 

 ،یرمحلیاثرات غدر نظر گرفتن  که با[ 23و همکاران ] قربانی

ر در نظبا و بدون  یرمحلیکرنش غ انیکرنش و گراد انیگراد

له نانولو یعیطب یهابسامد یبرا یسطحگرفتن اثرات انرژی 

زیر  یماده و هندس یبا پارامترهاو  SS دوسر مفصل یااستوانه

  کنیم؛، مقایسه میاست
, 𝑣 = 0/24, 𝜌 = 2331⁡𝑘𝑔⁡𝑚−3, 𝜆𝑠 = −4/488⁡𝑁⁡𝑚−1, 

𝜇𝑠 = −2/774⁡𝑁⁡𝑚−1, 𝜏0
𝑠 = 0/605⁡𝑁⁡𝑚−1, 𝜌𝑠 = 3/

17 × 10−7⁡𝑘𝑔⁡𝑚−2, ℎ𝑁 = 1⁡𝑛𝑚, 𝑅⁡ ℎ𝑁⁄ = 2/5, 
(𝑚, 𝑛) = 𝐸 و (3,3) = 210⁡𝐺𝑃 .از  برای این صحت سنجی

 ییاری، مکیهارمون یروی، نیرخطیغ کیالکترواستات کیتحر

 نی. اکنیمصرفنظر می کیزوالکتریپ یها هیو لا یساختار

 است. ارائه شده 4در جدول  سهیمقا

 

کار حاضر برای بدون  یعیطب یهابسامد سهیمقا -4جدول 

[ بر اساس 23و همکاران ] یقربانبا تحقیق  SSنانوپوسته 

 وستهیپ کیمختلف مکان یهاهینظر
 یسطحاثرات انرژی بدون  یسطحاثرات انرژی با  نظریه

مطالعه  

 حاضر

 و قربانی

همکاران 

[23] 

اختلاف 

 نتایج

 مطالعه 

 حاضر

و  قربانی

همکاران 

[23] 

 اختلاف

 نتایج 

0/072 کلاسیک

45 

0/0724

1 

0/000

04 

0/01

709 

0/0170

1 

0/000

08 

0/014 یرمحلیغ

04 

0/0140

3 

0/000

01 

0/00

331 

0/0032

9 

0/000

02 

 انیگراد
 کرنش 

0/103

10 

0/1030

3 

0/000

07 

0/02

426 

0/0242

1 

0/000

05 

 انیگراد
 کرنش 
 یرمحلیغ 

0/019

99 

0/0199

7 

0/000

02 

0/00

473 

0/00469 0/000

04 

 

پاسخ مرجع حاضر با  جینتا هتوان مشاهده کرد کیم 4از جدول 

روش  ،دهدیکه نشان م استنزدیک و مناسب  اریبس مذکور

و  استبرخوردار مقاله مناسب و از دقت بالا  نیارائه شده در ا

 نظریه بهممکن است  جیر نتامشاهده شده د زیناچ یهاتفاوت

حل مورد های مختلف و روشارائه شده مختلف پوسته  یها

 .مربوط گرددمقاله  نیو در ا تحقیق قبلیاستفاده در 

 

 طبیعی  بسامدمطالعه پارامتری و تحلیل  -5-2

پس از اعتبارسنجی مسأله و اطمینان از صحت نتایج در قسمت 

 کیرکلاسیغ هیسه نظر سهیبخش، مقا نیا یهدف اصلقبل، 

NLT ،SGT  وGMSIT کیکلاس هیبا نظر CT نیا یاست. برا 

و مواد مختلف با و بدون  یهندس یپارامترها ریمنظور، تأث

 بسامدبر رابط /یو سطح یرمحلیکرنش، اثرات غ انیگراد

با مشخصات ذکر شده  PENR ی( براDNFبدون بعد ) یعیطب

لازم به ذکر است خواهد شد.  لیو تحل هیتجز 3-1در جداول 

اثرات  SGTدر  ;𝜇̅اثر پارامتر  NLTدر  ،حاصله جینتاکه در تمام 

خواهند شده  یبررس S/Iاثرات  GMSIT درو   𝜂̅ و 𝜇̅ یپارامترها

 نانو تشدیدگر بعدیب یعیطب یهابسامدادامه،  درشد. 

 پارامتر و 𝜇̅ یرمحلیغ اسیدر مقابل پارامتر مق کیزوالکتریپ

پارامترهای انرژی  بدون و با 𝜂̅ بعدیطول مواد ب اسمقی

اند. با توجه ارائه شده 3و  2ی هادر شکل بترتی به رابط/سطح

 لیلدر تحو تاثیر زیادی که سطح/رابط  یچگال یبالا تیبه اهم

، دو مورد از دارد نانوساختارها یرخطیو غ یارتعاشات خط

 .گرددمیارائه  4مطابق جدول  /رابطسطح یچگال

 
 سطح/رابطدو حالت از چگالی  -4جدول 

 2 حالت 1 حالت

𝛒𝐈(𝐤𝐠 𝐦𝟐⁄ ) ρS(kg m2⁄ ) ρI(kg m2⁄ ) ρS(kg m2⁄ ) 
𝟓
/𝟒𝟔 × 𝟏𝟎−𝟕 

5
/61 × 10−6 

5
/46 × 10−8 

5
/61 × 10−7 

 

 حالت) 1 حالتسطح/رابط  یمشخص است که چگال 2از شکل 

 جهیشود و در نتیم  PENRی( سفتشی( منجر به کاهش )افزا2

با  سهیبدون بعد در مقا یعیطب بسامد( شیباعث کاهش )افزا

 لیدر همه موارد، به دل نیهمچن؛ شودیم  S/Iاثرات حالت بدون

 اسیمق ارامترپ شیبا افزا PENR ،DNF یکاهش سفت

𝜂̅ با 𝜇̅ یرمحلیغ =  .ابدییکاهش م 0/01
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 در مقابل یعیطب بسامدسطح/ واسط بر  ریتأث -2شکل 

𝜼̅ با 𝝁̅ یرمحلیغ اسیمقبدون بعد پارامتر  =  یبرا 0/01

 مختلف یمرز طیشرا

 

 یاثر چگال یذکر شده برا جی، علاوه بر نتا3در شکل 

 لیسطح/رابط، مشخص است که در همه موارد، به دل

 اسیپارامتر مق شیبا افزا PENR ،DNF یسخت شیافزا

𝜇̅ با 𝜂̅ طول مواد بدون بعد =  2 جی. نتاابدییم شافزای 0/1

 یرمحلیغ اسید که پارامتر مقندهینشان مهمچنین  3و 

𝜇̅ طول ماده  اسیمق ترپارام و𝜂̅ شیمنجر به افزا بیبه ترت 

 DNFاساس  نیشوند که بر ایم PENR یو کاهش سفت

 .ابدییو کاهش م شیافزابه ترتیب  PENRبرای 
 

 
در مقابل  یعیطب بسامدبر  رابطاثرات سطح/  -3شکل 

𝝁̅ با 𝜼̅طول مواد  اسیمق بدون بعدپارامتر  =  یبرا 0/1

 مختلف یمرز طیشرا

 

 اسیمقو  یمحل ریغ یدر هر دو حالت پارامترها ن،یعلاوه بر ا

 یمرز طیبدون بعد مربوط به شرا یعیطب بسامد ،موادطول 

CC  از شتریب  CS ،SS و CF است که  لیدل نیبه ا نیاست. ا

می تر سفت یمرز طیشرا رینسبت به سا CC یمرز طیشرا

  .باشد

𝐿نسبت طول به شعاع مختلف ریتأث 𝑅⁄ بدون  یعیطب بسامدبر  

 SS یبرا𝜇̅  بدون بعد یرمحلیغ اسیبعد در مقابل پارامتر مق

PENR   تمام اثرات سطح / رابط در نظر گرفتن با  4در شکل

𝜂̅ و = شود که یشکل مشخص م نیاست. از اارائه شده 0/01

⁡هر دو پارامتر نسبت شی، با افزاPENR  یکاهش سفت لیبه دل

𝐿/𝑅⁡     یعیطب یها بسامد، یمحل ریغکوچک  اسیمقپارامتر و 

 .ابدییبدون بعد کاهش م

 

 
𝑳اثرات نسبت  -4شکل  𝑹⁄  در مقابل  یعیطب بسامدبر

 سطح اثرات تمام با 𝝁̅ یرمحلیغ اسیمقبدون بعد پارامتر 

𝜼̅ و رابط/  = 𝟎/𝟎𝟏 

 

𝐿 نسبت طول به شعاع مختلف ریتأث 𝑅⁄ بدون  یعیطب بسامدبر  

 SS یبرا 𝜂̅طول ماده  اسیمق  بدون بعدبعد در مقابل پارامتر 

PENR   تمام اثرات سطح / رابط در نظر گرفتن با  5در شکل

𝜇̅ و = شود که با یشکل مشخص م نیاست. از اارائه شده 0/1

𝐿 و نسبت یرمحلیپارامتر غ شیافزا 𝑅⁄  یهابسامد بیبه ترت 

 .ابدییو کاهش م شیبدون بعد افزا یعیطب
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𝐿اثرات نسبت  -5شکل  𝑅⁄  در مقابل  یعیطب بسامدبر

 سطح اثرات تمام با 𝜼̅طول مواد  اسیمقبدون بعد پارامتر 

𝝁̅ و رابط/  = 0/1 

 

 GMSITو  NLT ،SGT کیرکلاسیغ هیسه نظر سهیمقا 6شکل 

 یبدون بعد برا یعیطب بسامد یبر رو CT کیکلاس هیرا با نظر

ℎ𝑝به شعاع مختلف  کیزوالکترینسبت ضخامت پ 𝑅⁄ درSS 

PENR که  افتیتوان دریشکل م نی. از ادهدینشان م

( است و 2 چگالی حالت) GMSITمربوط به  بسامد نیشتریب

 ریااز س شتریب ستمیس تیحالت، صلب نیکه در ا ددهینشان م

مربوط به در نظر گرفتن  زین بسامد نیموارد است. کمتر

SGT (𝜇̅( و 1 حالت) GMSITهمزمان  = 0/1, 𝜂̅ = 0/01) ،

حالت،  نیدهد که در ایو نشان م است، GMSIT+SGT یعنی

 سامدبموارد کمتر است. واضح است که  ریاز سا ستمیس یسخت

است  SGTو  NLT یهانظریهاز  شتریب کیکلاس هینظر یعیطب

ن در نظر گرفت لیبه دل ستمیس تیدهنده کاهش صلبو نشان

 تیصلب لیبه دل NLT نظریههمچنین  ؛است هیدو نظر نیا

با  نیهمچن ؛دارد SGT هینسبت به نظر یبالاتر بسامد شتر،یب

ح / سطچگالی در نظر گرفتن اثرات سطح / رابط و استفاده از 

 یشتریب ایکمتر  یهابسامدتواند یتر م نییپا ایرابط بالاتر 

 کند، اما استفاده از هر دو جادیا کیکلاس یهابسامدنسبت به 

حالت نسبت به  یکمتر یعیطب بسامد SGTو  NLT نظریه

 خواهد داشت. کیکلاس
 

 
 هیبا نظر کیکلاس ریغ یهانظریه سهیمقا -6شکل 

بدون بعد در مقابل ضخامت  یعیطب بسامددر  کیکلاس

𝒉𝒑 مختلف به شعاع کیزوالکتریپ 𝑹⁄ 

 

 نسبت ،گرفت که در همه موارد جهینت توانیم نیهمچن

ℎ𝑝 𝑅⁄ داشته باشد و با  DNF بر یتوجهقابل ریتأث تواندیم  

 یعیطب بسامد، PEN  یکاهش سفت لینسبت، به دل نیا شیافزا

 . ابدییکاهش م

 هیبدون بعد سه نظر یعیطب بسامد سهیمقا 7 شکل

 کیکلاس هیرا با نظر GMSITو  NLT ،SGT یبرا کیرکلاسیغ

CT کیزوالکتریپ کیمختلف تحر یدر ولتاژها 𝑉̅𝑝 یبراSS 

PENR ارائه شده در شکل قبل در  جیدهد. تمام نتاینشان م

 نیدر ا یعیطب یهابسامدمختلف بر  یهاهینظر ریمورد تأث

کند. یم دییرا تا یقبل جیشود و نتایبه وضوح مشاهده م کلش

 هیدر نظر یعیطب بسامدبر  کیزوالکتریولتاژ پ ریبا توجه به تأث

و حالت  GMSITدر  راتییتغ نیشتریب(، 7مختلف )شکل  یها

و  GMSITدر نظر گرفتن همزمان  نیو همچن 2و  1 های

SGTنیشود. در ایکم مشاهده م یدر موارد با چگال ژهی، به و 

 تم،سیس تیصلب شیافزا جهیولتاژ و در نت شیموارد، با افزا

ابت ادامه ث باًیو تقر یکم بیو سپس با ش افتهی شیزااف بسامد

 ریتأث کیزوالکتریولتاژ پ راتییتغ ها،هینظر ری. در ساابدییم

 .ندارد PENR یعیطب بسامددر  ای برقابل ملاحظه
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 هیبا نظر کیکلاس ریغ یهانظریه سهیمقا -7شکل 

 یبدون بعد در مقابل ولتاژها یعیطب بسامددر  کیکلاس

 𝑽̅𝒑 کیزوالکتریمختلف پ

 

با  GMSITو  NLT ،SGT کیکلاسریغ هیسه نظر سهیمقا

ن پولیولتاژ در مقابل  یعیطب بسامد ایبر CT کیکلاس هینظر

است. همانطور ارائه شده 8در شکل  SSنانوپوسته  DC میمستق

سطح/رابط باعث انرژی که مشخص است، در نظر گرفتن اثرات 

دن یرس یبرا DCولتاژ  شیشده و منجر به افزا ستمیس یسفت

 یهانظریهکم در  یسفت لی. به دلگرددپولین میولتاژها به 

NLT ،SGT  وCT ، د ناهبرابر( خو باًی)و تقر پولینبه ولتاژ زودتر

 داریناپا SS PENRصفر،  یعیطب بسامد یبرا ن،یهمچن ؛دیرس

به  PENRدهد که ابتدا ینشان م یکیزیاز نظر ف نیشود و ایم

 pitchfork) یانشعاب چنگال ناشی از ییواگرا لیدل

bifurcation)دهد.یخود را از دست م یداری، پا 
 

 
 هیبا نظر کیکلاس ریغ یها نظریه سهیمقا -8شکل 

 ولتاژبدون بعد در مقابل  یعیطب بسامددر  کیکلاس

 SS PENR برای  DCمیمستق پولین

 بندیجمع -6
کرنش و  انیگراد ،یرمحلیغ یهانظریهدر مطالعه حاضر، 

 یعیبط بسامد تحلیل یبررس یمرداک برا-نیسطح/رابط گورت

 کیتحت تحر کیزوالکتریپ نانو تشدیدگربدون بعد 

با  سهیقادر مو بستر ویسکوپسترناک  یرخطیغ کیالکترواستات

از اصل  ل،یتحل نیا یاست. براارائه شده کیکلاس نظریه

 کیسرکلایغ هیسه نظر سهیمقا یبرا نیگالرک و روش لتونیهم

NLT ،SGT  وGMSIT کیکلاس هیبا نظر CT  استفاده شده

 است. 

 دست آمده است:صورت زیر مطالعه به  نیا جیاز نتا یبرخ

 یرمحلیغ اسیپارامتر مق ،یمرز طیتمام شرا در 𝜇̅ پارامتر و 

و کاهش  شیمنجر به افزا بیبه ترت 𝜂̅ طول ماده اسمقی

  DNFو کاهش شیبه افزادر نتیجه منجر و  PENR یسفت

 .شوندیم PENRدر 

 موادطول  اسیمق ی ورمحلیغ یهر دو مورد پارامترها در، 

بدلیل  CC یمرز طیبدون بعد مربوط به شرا یعیطب بسامد

ن در ای یمرز طیشرا رینسبت به ساسفت بودن سیستم 

 است.  CFو  CS ،SSاز  شتریبحالت 

 نسبت  شیافزا باL/R  مختلف از و در هر دو حالت𝜇̅ و 𝜂̅ ، 
بدون بعد  یعیطب یهابسامد، PENR یکاهش سفت لدلی به

 .ابدییکاهش م

 مربوط به  بسامد نیشتریبGMSIT (است و نشان 2 حالت )

 ریاز سا شتریب ستمیس یحالت سخت نیکه در ا دهدیم

مربوط به در نظر گرفتن  زین بسامد نیموارد است. کمتر

SGT (𝜇̅( و 1حالت ) GMSITهمزمان  = 0/1, 𝜂̅ =

دهد یم و نشان است GMSIT+SGT یعنیاست،  (0/01

 ت.اس گریکمتر از موارد د ستمیس یحالت، سخت نیکه در ا

 یهانظریهاز  شتریب کیکلاس هینظر یعیطب بسامد NLT  و

SGT لیبه دل ستمیس یدهنده کاهش سختاست که نشان 

 است. هیدو نظر نیدر نظر گرفتن ا

 نظریه NLT سبت ن یبالاتر بسامد تیصلب شیافزا لیبه دل

 دارد.  SGT هیبه نظر

 طح س چگالینظر گرفتن اثرات سطح / رابط و استفاده از  در

تری شیب یا ترکم یهابسامدتواند یکمتر م ایبالاتر  رابط/ 

 کند.  جادیا کیکلاس یها بسامد نسبت به

 حالت  ،یعیطب بسامدبر  کیزوالکتریولتاژ پ ریتوجه به تأث با

در نظر گرفتن همزمان  نیو همچن GMSIT 2و  1 ای
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GMSIT  وSGTنیشتریکم، ب یدر حالت چگال ژهی، به و 

موارد با  نیشود. در ایمشاهده م یعیطب بسامددر  راتییتغ

 سامدب ستم،یس تیصلب شیافزا جهیولتاژ و در نت شیافزا

دامه ا ثابت باًیو تقر یکم بیو سپس با ش افتهی شیافزا

 ریتأث کیزوالکتریولتاژ پ راتییتغ ها،هینظر ری. در ساابدییم

 .ندارد PENR یعیطب بسامد ای برقابل ملاحظه

 کیرکلاسیغ هیسه نظر سهیمقا در NLT ،SGT  وGMSIT 

، در نظر گرفتن اثرات سطح/رابط CT کیکلاس نظریهبا 

 یبرا DCولتاژ  شیشده و منجر به افزا ستمیس یباعث سفت

کم در  یسفت لیبه دل. شودیم ی پولینولتاژهابه  دنیرس

د نخواه پولینبه ولتاژ زودتر ، CTو  NLT ،SGT یهانظریه

 لیبه دل، SS PENRصفر،  یعیطب بسامد یبراو  دیرس

خود را از دست  یداریپای، انشعاب چنگال ناشی از ییواگرا

 دهد.یم

 

 ضمایم -5
 1پیوست 

 بر حرکت:بعد حاکم  یمعادلات ب

(1.1) 
(1 − 𝜂̅⁡𝛻̅2)

(

 
 
 
 
𝛼1𝑢

𝜕2𝑢̅

𝜕𝜉2
+ 𝛼2𝑢

𝜕2𝑢̅

𝜕𝜃2
+ 𝛼3𝑢

𝜕2𝑣̅

𝜕𝜉𝜕𝜃

+𝛼4𝑢
𝜕𝑤̅

𝜕𝜉
+ 𝛼5𝑢

𝜕𝑤̅

𝜕𝜉

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜉2

+𝛼6𝑢
𝜕𝑤̅

𝜕𝜉

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜃2
+ 𝛼7𝑢

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜉𝜕𝜃

𝜕𝑤̅

𝜕𝜃 )

 
 
 
 

⁡

= (1 − 𝜇̅⁡𝛻̅2)
𝜕2𝑢̅

𝜕𝜏2
, 

(1.2) 
(1 − 𝜂̅⁡𝛻̅2)

(

 
 
 
 
 
 

𝛼1𝑣
𝜕2𝑢̅

𝜕𝜉𝜕𝜃
+ 𝛼2𝑣

𝜕2𝑣̅

𝜕𝜉2

+𝛼3𝑣
𝜕2𝑣̅

𝜕𝜃2
+ 𝛼4𝑣

𝜕𝑤̅

𝜕𝜉

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜉𝜕𝜃

+𝛼5𝑣
𝜕2𝑤̅

𝜕𝜉2
𝜕𝑤̅

𝜕𝜃
+ 𝛼6𝑣

𝜕𝑤̅

𝜕𝜃

+𝛼7𝑣
𝜕𝑤̅

𝜕𝜃

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜃2 )

 
 
 
 
 
 

= (1 − 𝜇̅⁡𝛻̅2)
𝜕2𝑣̅

𝜕𝜏2
, 

(1.3) (1 − 𝜂̅⁡𝛻̅2) 

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝛼1𝑤
𝜕𝑢̅

𝜕𝜉
+ 𝛼2𝑤

𝜕𝑢̅

𝜕𝜉

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜉2
+ 𝛼3𝑤

𝜕𝑢̅

𝜕𝜉

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜃2

+𝛼4𝑤
𝜕2𝑢̅

𝜕𝜉2
𝜕𝑤̅

𝜕𝜉
+⁡𝛼5𝑤

𝜕2𝑢̅

𝜕𝜉𝜕𝜃

𝜕𝑤̅

𝜕𝜃
+ 𝛼6𝑤

𝜕2𝑢̅

𝜕𝜉𝜕𝜃

𝜕𝑤̅

𝜕𝜃

+𝛼7𝑤
𝜕𝑢̅

𝜕𝜃

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜉𝜕𝜃
+ 𝛼8𝑤

𝜕2𝑢̅

𝜕𝜃2
𝜕𝑤̅

𝜕𝜉
+ 𝛼9𝑤

𝜕𝑣̅

𝜕𝜉

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜉𝜕𝜃

+𝛼10𝑤
𝜕2𝑣̅

𝜕𝜉2
𝜕𝑤̅

𝜕𝜃
+ 𝛼11𝑤

𝜕2𝑣̅

𝜕𝜉𝜕𝜃

𝜕𝑤̅

𝜕𝜉
+ 𝛼12𝑤

𝜕𝑣̅

𝜕𝜃

+𝛼13𝑤
𝜕𝑣̅

𝜕𝜃

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜉2
+ 𝛼14𝑤

𝜕𝑣̅

𝜕𝜃

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜃2
+ 𝛼15𝑤

𝜕2𝑣̅

𝜕𝜃2
𝜕𝑤̅

𝜕𝜃

+𝛼16𝑤𝑤̅ + 𝛼17𝑤𝑤̅
𝜕2𝑤̅

𝜕𝜉2
+ 𝛼18𝑤𝑤̅

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜃2

+𝛼19𝑤
𝜕2𝑤̅

𝜕𝜉2
+ 𝛼20𝑤

𝜕𝑤̅

𝜕𝜉

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜉𝜕𝜃

𝜕𝑤̅

𝜕𝜃

+𝛼21𝑤
𝜕2𝑤̅

𝜕𝜉2
(
𝜕𝑤̅

𝜕𝜉
)
2

+ 𝛼22𝑤
𝜕2𝑤̅

𝜕𝜉2
(
𝜕𝑤̅

𝜕𝜃
)
2

+𝛼23𝑤
𝜕4𝑤̅

𝜕𝜉4
+ 𝛼24𝑤 (

𝜕𝑤̅

𝜕𝜉
)
2

+ 𝛼25𝑤
𝜕4𝑤̅

𝜕𝜉2𝜕𝜃2

+𝛼26𝑤 (
𝜕𝑤̅

𝜕𝜉
)
2 𝜕2𝑤̅

𝜕𝜃2
+ 𝛼27𝑤

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜃2
+ 𝛼28𝑤

𝜕4𝑤̅

𝜕𝜃4

+𝛼29𝑤
𝜕2𝑤̅

𝜕𝜃2
(
𝜕𝑤̅

𝜕𝜃
)
2

+ 𝛼30𝑤 (
𝜕𝑤̅

𝜕𝜃
)
2

+𝛼31𝑤
𝜕4𝑤̅

𝜕𝜉2𝜕𝜏2
+ 𝛼32𝑤

𝜕4𝑤̅

𝜕𝜃2𝜕𝜏2
+ 𝛼33𝑤 )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

= (1 − 𝜇̅⁡𝛻̅2) × 

(

 
 
 
 
 
 

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜏2
+ 𝐶𝑤̅

𝜕𝑤̅

𝜕𝜏
+ 𝐾𝑤𝑤̅ − 𝐾𝑝𝛻̅

2𝑤̅

−
𝐹̅𝑒(𝑉̅𝐷𝐶 + 𝑉̅𝐴𝐶 𝑐𝑜𝑠(𝜔̅𝜏))

2

(√
(𝑚1𝑏̅ − 𝑤̅) ×

(2𝑚4𝑅̅ + 𝑚1𝑏̅ − 𝑤̅)
) ×

[𝑐𝑜𝑠ℎ−1 (1 +
𝑚1𝑏̅−⁡𝑤̅

𝑚4𝑅̅
)]
2

)

 
 
 
 
 
 

, 

 

𝛻̅2که در آن  =
𝜕2

𝜕𝜉2
+𝑚0

2 𝜕2

𝜕𝜃2
مطرح  بیضراکلیه و  است 

𝛼𝑖𝑢(𝑖شده  = 1. . .7), 𝛼𝑗𝑣(𝑗 = 1. . 𝛼𝑘𝑤(𝑘و  (7. = 1. . .33)⁡ 

 اند.شده ی[ معرف17در مرجع ]

 

 2پیوست 

 بعد: یب یمرز طیشرا

(2.1) 

𝑢̅

= 0:⁡

(

 
 
 
𝛼1𝑢
𝑏𝑐
𝜕𝑢̅

𝜕𝜉
+ 𝛼2𝑢

𝑏𝑐
𝜕𝑣̅

𝜕𝜃
+ 𝛼3𝑢

𝑏𝑐𝑤̅

+𝛼4𝑢
𝑏𝑐 (

𝜕𝑤̅

𝜕𝜉
)
2

+ 𝛼5𝑢
𝑏𝑐 (

𝜕𝑤̅

𝜕𝜃
)
2

+𝛼6𝑢
𝑏𝑐 )

 
 
 
𝛿𝑢̅𝜉

|

|

0

1

+

(

 
 
𝛼7𝑢
𝑏𝑐
𝜕𝑢̅

𝜕𝜃
+ 𝛼8𝑢

𝑏𝑐
𝜕𝑣̅

𝜕𝜉

+𝛼9𝑢
𝑏𝑐
𝜕𝑤̅

𝜕𝜉

𝜕𝑤̅

𝜕𝜃 )

 
 
𝛿𝑢̅𝜃|

|

0

2𝜋

= 0, 

(2.2) 𝛿𝑣̅ = 0: 
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⁡

(

 
 
𝛼1𝑣
𝑏𝑐
𝜕𝑢̅

𝜕𝜃
+ 𝛼2𝑣

𝑏𝑐
𝜕𝑣̅

𝜕𝜉

+𝛼3𝑣
𝑏𝑐
𝜕𝑤̅

𝜕𝜉

𝜕𝑤̅

𝜕𝜃 )

 
 
𝛿𝑣̅𝜉|

|

0

1

+

(

 
 
 
𝛼4𝑣
𝑏𝑐
𝜕𝑢̅

𝜕𝜉
+ 𝛼5𝑣

𝑏𝑐
𝜕𝑣̅

𝜕𝜃
+ 𝛼6𝑣

𝑏𝑐𝑤̅

+𝛼7𝑣
𝑏𝑐 (

𝜕𝑤̅

𝜕𝜉
)
2

+ 𝛼8𝑣
𝑏𝑐 (

𝜕𝑤̅

𝜕𝜃
)
2

+𝛼9𝑣
𝑏𝑐 )

 
 
 
𝛿𝑣̅𝜃

|

|

0

2𝜋

= 0, 

(2.3) 

𝛿𝑤̅ = 0: 

⁡

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+𝛼1𝑤
𝑏𝑐
𝜕𝑢̅

𝜕𝜉

𝜕𝑤̅

𝜕𝜉
+ 𝛼2𝑤

𝑏𝑐
𝜕𝑢̅

𝜕𝜃

𝜕𝑤̅

𝜕𝜃

+𝛼3𝑤
𝑏𝑐
𝜕𝑣̅

𝜕𝜉

𝜕𝑤̅

𝜕𝜃
+ 𝛼4𝑤

𝑏𝑐
𝜕𝑣̅

𝜕𝜃

𝜕𝑤̅

𝜕𝜉

+𝛼5𝑤
𝑏𝑐 𝑤̅

𝜕𝑤̅

𝜕𝜉
+ 𝛼6𝑤

𝑏𝑐
𝜕𝑤̅

𝜕𝜉

+𝛼7𝑤
𝑏𝑐
𝜕3𝑤̅

𝜕𝜉3

+𝛼8𝑤
𝑏𝑐

𝜕3𝑤̅

𝜕𝜉𝜕𝜃2
+ 𝛼9𝑤

𝑏𝑐
𝜕𝑤̅

𝜕𝜉
(
𝜕𝑤̅

𝜕𝜉
)
2

+𝛼10𝑤
𝑏𝑐

𝜕𝑤̅

𝜕𝜉
(
𝜕𝑤̅

𝜕𝜃
)
2

+ 𝛼11𝑤
𝑏𝑐

𝜕3𝑤̅

𝜕𝜉𝜕𝜏2)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝛿𝑤̅𝜉

|

|

|

|

0

1

 

(2.4) 

𝜕𝑤̅

𝜕𝜉
= 0⁡ 

:⁡

(

 
 
 
 
𝛼23𝑤
𝑏𝑐

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜉2
+ 𝛼24𝑤

𝑏𝑐
𝜕2𝑤̅

𝜕𝜃2

+𝛼25𝑤
𝑏𝑐 + 𝛼26𝑤

𝑏𝑐
𝜕2𝑤̅

𝜕𝜉2

+𝛼27𝑤
𝑏𝑐

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜃2
+ 𝛼28𝑤

𝑏𝑐
𝜕2𝑤̅

𝜕𝜏2)

 
 
 
 

𝛿 (
𝜕𝑤̅𝜉

𝜕𝜉
)

|

|

0

1

+ (𝛼29𝑤
𝑏𝑐

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜉𝜕𝜃
) 𝛿 (

𝜕𝑤̅𝜃
𝜕𝜉

)|
0

2𝜋

= 0, 

(2.5) 

𝜕𝑤̅

𝜕𝜃

= 0:⁡ (𝛼30𝑤
𝑏𝑐

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜉𝜕𝜃
) 𝛿 (

𝜕𝑤̅𝜉

𝜕𝜃
)|
0

1

+

(

 
 
 
 
𝛼31𝑤
𝑏𝑐

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜉2
+ 𝛼32𝑤

𝑏𝑐
𝜕2𝑤̅

𝜕𝜃2

+𝛼33𝑤
𝑏𝑐 + 𝛼34𝑤

𝑏𝑐
𝜕2𝑤̅

𝜕𝜉2

+𝛼35𝑤
𝑏𝑐

𝜕2𝑤̅

𝜕𝜃2
+ 𝛼36𝑤

𝑏𝑐
𝜕2𝑤̅

𝜕𝜏2)

 
 
 
 

𝛿 (
𝜕𝑤̅𝜃
𝜕𝜃

)

|

|

0

2𝜋

= 0 

 

𝛼𝑙𝑢 بیضراکه 
𝑏𝑐(𝑙 = 1. .9)، 𝛼𝑚𝑣

𝑏𝑐 (𝑚 = 1. 𝛼𝑛𝑤و  (9.
𝑏𝑐 (𝑛 =

1.  اند.شده ی[ معرف17در مرجع ]  (36.

 3پیوست 
(𝐾𝑣𝑝)𝑤

𝑤

=∬

(

 
 
 
 
𝑘̅𝑤 (𝛽𝑟𝛽𝑜𝜓𝑠𝜓𝑝 − 𝜇̅ (

𝛽𝑟𝛽𝑜
′′𝜓𝑠𝜓𝑝

+𝑚0
2𝛽𝑟𝛽𝑜𝜓𝑠𝜓𝑝

′′))

−𝑘̅𝑝(𝛽𝑟𝛽0
′′𝜓𝑠𝜓𝑝 +𝑚0

2𝛽𝑟𝛽𝑜𝜓𝑠𝜓𝑝
′′)

+𝑘̅𝑝𝜇̅ (
𝛽𝑟𝛽0

′′′′𝜓𝑠𝜓𝑝 + 2𝑚0
2𝛽𝑟𝛽0

′′𝜓𝑠𝜓𝑝
′′

+𝑚0
4𝛽𝑟𝛽𝑜𝜓𝑠𝜓𝑝

′′′′ )
)

 
 
 
 

𝑑𝜉 
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