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 کیدهچ

های پیزوالکتریک به عنوان یک سازه شده با رویه یکپارچهصفحه مدرج تابعی بعدی به بررسی رفتار کمانشی شبه سه پژوهش نیا در

 یدر راستا یشکشمرتبه بالا با در نظر گرفتن اثرات  افتهیبهبود  یبرش بر اساس تئوری ساندویچی بسیار مهم و حساس در صنایع مختلف

 یسازمدل تهیسیزوالاستیپ یها بر اساس تئورهیهسته به صورت ناهمگن فرض شده و رو یکیخواص مکاناست. پرداخته شده ضخامت

 از پس. اندشدهاستخراج  یمحورو دو  یمحورتک یبارگذار طیبراساس شرا یمجازاصل کار  یریمعادلات حرکت با به کارگ .اندشده

 یلیمختلف با استفاده از روش تحل طیدر شرا یکیالکتر دانیتحت م هیکمانش ورق سه لا یبحران یهاروش حاضر، بار یابیو ارز قتطبی

 یهامدل  سهیو مقا یهندسبعد یب یپارامترها ،یمختلف از جمله شاخص کسر حجم یپارامترهااثرات  تیاند. در نهامحاسبه شده ریناو

کاهش ضخامت  نیهمچنعرض به طول و نسبت  شیدهد که با افزاینشان م جیقرار گرفته است. نتا یبررسمورد  یو شبه سه بعد یبعددو 

 سادگیعلاوه بر  ،مورد استفاده یکه تئوردهد یمنشان  جینتا تی. در نهاابدییکاهش م یو شبه سه بعد یدو بعد یهامدل نیباختلاف 

 .استبرخوردار  ییبالااز دقت  یسازدر مدل ،قابل توجه

 تابعی؛ تئوری بهبود یافته و دو محوری؛ شبه سه بعدی؛ هسته مدرج یمحورتککمانش  :کلمات کلیدی
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Abstract 

This research investigates the quasi-3D buckling behavior of the functionally graded plate integrated with 

piezoelectric face sheets as a fundamental and sensitive sandwich structure in various industries is 

discussed based on the improved high-order shear theory by considering the stretching effects along the 

thickness. The mechanical properties of the core are assumed to be non-homogeneous and the face sheets 

are modeled based on the theory of piezoelasticity. The equations of motion are extracted using the 

principle of virtual work based on axial and biaxial loading conditions. After the adaptation and evaluation 

of the present method, the critical buckling loads of the three-layer plate subjected to an external electric 

field are calculated in different conditions using Navier's analytical method. Finally, the effects of various 

parameters including volume fraction index, geometric dimensionless parameters, and comparison of two-

dimensional and pseudo-three-dimensional models are examined. The results show that the difference 

between the 2D and quasi-3D models decreases with the increase of the width-to-length ratio and the 

decrease of the thickness. Eventually, the results show that the theory used in modeling is very accurate in 

addition to being remarkably simple. 

Keywords: Axial and Biaxial Buckling; Quasi-3D  ;FG Core; Refined Theory. 
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  مقدمه -1
که به طور هستند  ییاز ساختارها های چند لایه یکیسازه

یی و هوا یعبه خصوص در صنا یکیمکان یهامعمول در سازه

ها که اصطلاحا با عنوان این سازه .دنکاربرد فراوان دار دریایی

ساختار  یدارا عموما ،شوندهای ساندویچی شناخته میسازه

که یک هسته مرکزی را  باشندمی رویهشامل دو  ایلایهچند 

الا، باین مواد به واسطه نسبت استحکام به وزن  .انداحاطه کرده

عایق بودن نسبی در  ،سفتی و مقاومت ویژه بالا، وزن سبک

 به طور برابر حرارت و صدا، قابلیت ساخت و پایداری مناسب

حمل ونقل  سازی ووسیعی در صنایع هوافضا، دریایی، خودرو

 هایاستفاده از سازهی شوند. مشکل اساسبه کار گرفته می

ه ب یاعمال یدر اثر بارگذار هایهلا ینب ییاحتمال جدا یهچندلا

به منظور رفع این مشکل،  امروزهاست. خصوص در هنگام ضربه 

یشرفته مطرح پ یعدر صنا تابعی ایده استفاده از مواد مدرج

ته یوساست. کسر حجمی آنها در یک یا دو راستا، به طور پشده

تیجه در ن ،کندو تدریجی از یک سطح به سطح دیگر تغییر می

سازد. وجود تغییرات یک توزیع پیوسته از خواص را فراهم می

-تدریجی در ساختار این مواد باعث کاهش تمرکز تنش و تنش

مشخصات فیزیکی و مکانیکی این مواد،  شود.می های پسماند

وافضا، اپتوالکترونیک و استفاده از آنها را در صنایع فضایی، ه

-بیومکانیک مطرح کرده است. در صنعت هواپیمایی، صرفه

کند که با افزایش جویی در سوخت نقش مهمی را ایفا می

تری نیز یافته و نهایتا قیمت سوخت، این موضوع اهمیت بیش

به منظور کاهش تر تر و مستحکمموجب پذیرش مواد سبک

ای توان نمونهمدرج را می ترین موادآشنا ها خواهد شد.هزینه

سرامیک و فلز نام برد که وظایف ناسازگار مانند ترکیب از 

معرض  مقاومت در مقابل حرارت، خوردگی و زنگ زدن در

های با درجه حرارت بالا و همچنین خواص مکانیکی بالا محیط

 .رمگی و قابلیت ماشین کاری را به صورت یکجا داردقمانند چ

به دلیل خواص منحصربفرد و شگفت تابعی  مواد مدرج

مناسبی برای گسترده وسیعی از کاربردها  یاکاندید، انگیزشان

 استقین را به خود جلب کردهقتوجه بسیاری از مح هستند و

]1-3[. 

مدرج کمانش صفحات  رفتار ]4[اسوامیناسان و همکاران 

ز ا ها را با استفادهدر لبه شده عیتوز یجزئ یتحت بارها تابعی

هد د. نتایج نشان مینددادمورد مطالعه قرار  یکینامید کردیرو

                                                       
1 Perturbation Theory 

که رفتار سازه در معرض بارهای جزئی در مقایسه با حالت 

 ،همچنین آنها نشان دادند ؛بارگذاری کامل بسیار متفاوت است

ر به لبه صفحه باشد، صفحه کمت کیبار نزد تیکه موقع یهنگام

رفتار کمانش  ]5[و همکاران  جلوییاح مستعد کمانش است.

ه اصلاح شدرابطه را با استفاده از  مدرج تابعیپوسته  یحرارت

واص خ. کردند لیشده مرتبه اول تحل تیالمان پوسته جامد تقو

را در دو حالت تابع دما و وابسته به دما در نظر گرفتند و نتایج 

  دی استخراج نمودند.عرا با استفاده از روش المان محدود سه ب

-لریاو یرهایارتعاشات آزاد ت ]6[ و همکارن یهاشم ینیحس

 یرزم طیبا شرا یمحورتک یو مدرج تابع کنواختیریغ یبرنول

-انتگرال یبرا یاند. از فرمول کوشرا مطالعه کرده کیکلاس ریغ

آنان  جینتا یابیو ارز ییمکرر استفاده کردند. همگرا یها یریگ

آباکوس انجام  زالمان محدود و با استفاده ا لیتحل قیاز طر

 اریدهد که روش مورد استفاده از دقت بسینشان م جیگرفت. نتا

مورد استفاده توسط  یهاروش ریبا سا سهیدر مقا یخوب

با  هاریارتعاشات ت لیپژوهشگران برخوردار است و قادر به تحل

طح س ک،یکلاس ریغ ک،یکلاس یمرز طیاز شرا یعیوس فیط

-تک یمدرج تابع ای وهمگن  کنواخت،یریغ کنواخت،یمقطع 

تحلیل کمانش  ]7[نگویان و همکاران  را داراست. یمحور

حرارتی و ارتعاشات صفحات مدرج تابعی را با استفاده از تئوری 

مرتبه بالای برشی ارائه دادند. یک تابع توزیع نمایی جدید برای 

توزیع خواص در نظر گرفتند و نتایج را با استفاده از روش ریتز 

 کیغیرخطی  لیتحل ]8[دهقان و همکاران به دست آوردند. 

 یاخلفشار دبا در نظر گرفتن را  یمدرج تابع میاستوانه جدارضخ

حل معادلات  یبرا 1اغتشاش ینمودند. آنها از تئور یبررس

انتقال حرارت استوانه استفاده کردند. به منظور  یرخطیغ

و معادلات حاکم بر مسئله از روش  یمرز طیشرا یسازگسسته

  جیبهره گرفتند. نتا 2افتهی میتعم یلیفرانسید تمربعا یعدد

به دقت مناسب در استخراج  دنیرس یدهد برایآنها نشان م

فاده است یاغتشاش یاز سر یشتریب یاز ترم ها دیدما، با عیتوز

 یموضعریارتعاشات آزاد غ ]9[ی و سلطان آران یعارف کرد.

 یبرش یرا بر اساس تئور یمدرج تابع هینانوصفحات سه لا

مرتبه بالا با در نظر گرفتن اثرات کشش  مطالعه کردند. از اصل 

استخراج معادلات حاکم بر حرکت استفاده  یبرا کار مجازی

 ستمیس نیا یکه رفتار ارتعاش نتایج حاکی از آن استکردند. 

 در مقایسه با حالتی که ایندر اثر در نظر گرفتن اثرات کشش، 

2 Modified Generalized Differential Quadrature Method 
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 یعیطب یهاکاهش فرکانسبا ؛ شوداثر در نظر گرفته نمی

 شود.یم مواجه

رفتار کمانش  لیو تحل یسازمدل ]10[یلدیز و اسن 

های و رویهبا هسته فوم  یچینانوصفحات ساندو یکیترمومکان

 جدید یشکل مرتبه بالا رییتغمدرج تابعی را بر اساس تئوری 

 یاصل انرژ ازارائه نمودند.  1یرمحلیکرنش غ انیگراد هیو نظر

 یهندس یهاسیو ماتر یاستخراج سخت یکل برا لیپتانس

مدرج تابعی مطالعه انش صفحات در این . شده استاستفاده 

 یکیفتار کمانش ترمومکانند که ردشده است. آنها نشان دا

وع ن ریتحت تأث یتوجهبه طور قابل یچینانوصفحات ساندو

 آن در امتداد ارتفاع عیهسته و توز یحجم فومنسبت  چ،یساندو

کمانش خطی و  ]11[. مویتا و همکاران فوم است هسته

های کامپوزیتی و تابعی مدرج را با استفاده از غیرخطی ورق

تئوری برشی مرتبه بالا ارائه نمودند. آنها خواص را تابع دما در 

نظر گرفتند و برای حل معادلات حاکم از روش المان محدود 

م ناپذیری را اثر تراک ]12[استفاده کردند. محمدی و همکاران 

های استاتیکی، دینامیکی و پایداری ورق ضخیم مدرج بر پاسخ

برای  2تابعی بررسی کردند. آنها از تئوری تغییر شکل مرتبه بالا

 استخراج معادلات حرکت استفاده کردند. آنها دریافتند که

ت ابعاد ، نسبیبارگذار یطبه شرا یبستگ یحالت کمانش بحران

 همچنین نشان دادند کهماده دارد.  یاتخصوص ینو همچن

و  یکشش یبارها ترکیبی ازبا  ورقکه  یحمل بار زمان یتظرف

، بالاتر خواهد شودیم یبارگذاربه صورت دو محوری  یفشار

 غیر موضعی معادلات حرکت نانوصفحاتبود. حل تحلیلی 

کل ش رییتغ یتئور مدرج تابعی با در نظر گرفتن یچیساندو

تر ، پارامتوانیشاخص  ریتأث برای بررسیمرتبه بالا  یبرش

 با ،دما راتیینانوصفحه و تغ یهندس یپارامترها ،یرمحلیغ

انجام  ]13[توسط دایخ و همکاران  ریناو روش حلاستفاده از 

پوسته  یرخطیارتعاشات آزاد غ لیو تحل هیتجز گرفته است.

و همکاران  یدو جهته توسط سهمان یمدرج تابع یمخروط یها

ت ضخام یدر راستا یکیخواص مکان رییاست. تغارائه شده ]14[

ر در نظ یقانون توان عیرا بر اساس توز یو طول پوسته مخروط

و روابط کرنش  یمرتبه اول برش یگرفتند. بر اساس تئور

فون کارمن معادلات حرکت استخراج  یخط ریغ ییجابجا

و روش  نیگالرک کردیرو یریبا به کارگ تیشدند و در نها

                                                       
1 Nonlocal Strain Gradient Theory 
2 Higher Order Shear Deformation Theory 
3 Modified Poincaré–Lindstedt Method 

 ی، معادلات به منظور بررس3اصلاح شده ندستتیل-پوانکاره

 فرقانی و آزاد حل شدند. یمخروط ریرفتار ارتعاشات آزاد ت

ردی  برشی شکل تغییر مسو مرتبه ریتئواز  ]15[همکاران 

 سطح با جهتهدو  تابعی رجمد متخلخل یتیرها فرکانسیرفتار 

 اتتغییرمطالعه کردند.  لاستیکا بستررا روی  متغیر مقطع

ضخامت و طول را به صورت دو  یراستا در دو مکانیکی اصخو

 تلادمعادر نظر گرفتند.  نیاتو نقانوو  نمایی نقانو لمد

 با مختلف زیمر یطاشررا با در نظر گرفتن  حاکم یلنسیایفرد

نمودند.  حل یافته تعمیم نسیلیایفرد تمربعااستفاده از روش 

 ،هندسی یمترهاراپامختلف مانند  یپارامترها ریتاث نهایتدر 

 زی،مر یطاشر ،جهتدر دو  ادمو اصخو نیاداگر شاخص

 یتیرها طبیعی فرکانسروی  تخلخلو  لاستیکا بستر ئباضر

و  یمحمد گرفت. ارقر یابیارز ردمو جهتهدو تابعیرج مد

مخازن تحت فشار  یدو بعد کیپاسخ ترموالاست ]16[همکاران 

 یدرج تابعم یشده با نانولوله کربن تیتقو یتیکامپوز یااستوانه

و  هیمرتبه سوم تجز یشکل برش رییتغ هیرا با استفاده از نظر

 یرارا ب یاکردند. خواص موثر مخازن تحت فشار استوانه لیتحل

مطابق قانون اختلاط محاسبه  اهکنندهتیمختلف تقو یالگوها

 کارکردند و معادلات حاکم بر مسئله را با استفاده از اصل 

در  ]17[خورشیدی و همکاران  استخراج کردند. یمجاز

با  را مدرج تابعی یلیکمانش نانوصفحات مستط زیآنال پژوهشی

 فیتعر ی. برادادندقرار  یدر نظر گرفتن اثر سطح مورد بررس

له و -نمودند. کوونگاستفاده  4تاناکا یمور مدلخواص مواد از 

ارتعاش آزاد و کمانش  ک،یخمش استات ]18[همکاران 

 تئوری میندلین،با استفاده از  را 5یدیگموئیس مدرجنانوصفحه 

د. دادنارائه  کار مجازیو اصل  یرمحلیکرنش غ انیگراد تئوری

 ارتعاش ک،یخمش استات ،دهدهای آنان نشان مینتایج بررسی

 ریتاثتحت یتوجهبه طور قابل یکمانش یهاآزاد و پاسخ

پارامتر  ،یمواد در امتداد ضخامت، محل محور خنث راتییتغ

 .رندیگیکرنش و شاخص مواد قرار م انیپارامتر گراد ،یرمحلیغ

ها وجود دارد که از های مختلفی برای تحلیل ورقتئوری

یر کلاسیک و تئوری تغی توان به تئوریها میترین آنپرکاربرد

شکل برشی اشاره کرد. اولین تئوری، تئوری کلاسیک ورق بر 

 یشکل برش ییراثر تغاست که  6کیرشهف-اساس فرضیه لاو

4 Mori-Tanaka Model 
5 Sigmoid FG Nano Plate 
6 Kirchhoff–Love Hypothesis 
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-این تئوری به منظور بررسی ورق .یردگیرا در نظر نم یعرض

شود. های دقیقی میهای نازک ارائه شده و منتهی به جواب

فزایش ضخامت ورق، از دقت این در شرایطی است که با ا

 ،شود. همانطور که بیان شدهای این تئوری کاسته میجواب

ر های برشی عرضی ددلیل آن نادیده گرفته شدن تغییر شکل

تئوری کلاسیک است. در تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول، 

های برشی عرضی و همچنین اثر اینرسی دورانی تاثیر کرنش

اند تویمرتبه اول م یشکل برش ییرتغ یهنظرشود. لحاظ می

و  میصفحات نسبتاً ضخ یرا برا ینسبتاً قابل قبول یجنتا

شکل  ییرحال، تغ ینا با صفحات نازک نشان دهد. ینهمچن

ود و شیدر نظر گرفته م یرناپذ ییردر جهت ضخامت تغ یبرش

را  بدون کشش یمرز یطشرا ،بدست آمده یتنش برش ینبنابرا

ای هارت دیگر با توجه به صفر نبودن تنشبه عب کند.ینقض م

برشی در سطوح آزاد ورق، یک ضریب تصحیح برش نیاز است. 

بدون  یمضخ هایورقمناسب در مورد  یهاینیبیشبه منظور پ

-وریتئاز  ی، انواع مختلفدر نظر گرفتن ضریب تصحیح برش

رتبه م یهاتئوریمرتبه بالاتر از جمله  یشکل برش ییرتغ یها

، 1های تغییر شکل برشی هارمونیکیتئوریسوم، مرتبه پنجم، 

پالایش صفحه  تئوری، 4و نمایی 3، پارابولیکی2هایپربولیکی

ها به دلیل در نظر در این تئوری شود.یارائه م یرهو غ 5یافته

گرفتن تنش برشی صفر در سطوح آزاد ورق دیگر نیازی به 

غییرات ت هایتئور این استفاده از ضریب تصحیح برشی نیست.

 و یخطیرغ تنش برشی در راستای ضخامت ورق را به صورت

ه نسبت ب یترمطمئن یهاحلکنند و راهیفرض م یکیپارابول

های پالایش تئوری .های کلاسیک و مرتبه اول هستندمدل

 یرچهار متغبا تنها  ]19[شیمپی بار توسط  یناول یبراشده 

با  ]21و  20[ط شیمپی و پاتل ناشناخته بدست آمده و توس

 یسیتهالاست یه، نظرینبر ا علاوه اصلاح شد. یراستفاده از دو متغ

که اثر کشش ضخامت را در  یبعدشبه سه یهو نظر یبعدسه

در مورد  یقیدق یهاینیبیشتوانند پیم یرندگینظر م

پژوهشگران بسیاری مطالعات  ارائه دهند. هاسازه یرفتارها

 .]23و  22[اند خود را به بررسی این تئوری استوار ساخته

                                                       
1 Harmonic Shear Deformation Theory 
2 Hyperbolic Shear Deformation Theory 
3 Parabolic Shear Deformation Theory 
4 Exponential Shear Deformation Theory 
5 Refined Plate Theory 
6 Winkler Elastic Foundation 

غیر  تنش عیو توز یانحراف خمش ]24[دایخ و همکاران 

 مدرج تابعی مستقر بر بستر یچینانوصفحات ساندو موضعی

را بر اساس تئوری شبه سه بعدی برشی  6نکلریو کیالاست

هایپربولیک را بررسی نمودند. از تئوری گرادیان کرنش برای 

در نظر گرفتن اثرات غیرموضعی استفاده کردند. اثرات مدرج را 

 با سه پیکربندی مختلف بررسی کردند. 

ر مستق یمتخلخل مدرج تابع یرهایارتعاشات و کمانش ت

با در نظر گرفتن   7ریرناک متغپاست-نکلریو کیبر بستر الاست

توسط  یلیمرتبه بالا به صورت تحل یشکل برش رییتغ یتئور

و همکاران  یمیکرمطالعه شده است.  ]25[ ملال و همکاران

 یچیصفحات ساندو یکیرفتار استات یلیتحل یبررس ]26[

 8یهسته لانه زنبور کیهمسانگرد و  یها هیساخته شده از رو

ائه مرتبه بالا را ار یشکل برش رییتغ یهایبا استفاده از تئور

به شدت بر  9هسته تهیکیدهد که اکستینشان م جینمودند. نتا

طاهر و  گذارد.یم ریتأث یچیسازه ساندو یکیپاسخ مکان

 یمدرج تابع یچیانتشار موج در صفحات ساندو ]27[همکاران 

شبه  یئورت کیرا با استفاده از  کیسکوالاستیمستقر بر بستر و

تابع  کیدادند. از  مرتبه بالا مورد مطالعه قرار یسه بعد

ا اعمال همراه ب یشکل برش رییدر نظر گرفتن تغ یبرا ینوسیس

معادلات  ضخامت استفاده کردند. یاثر کشش در راستا

استخراج شدند و  ل کار مجازیحاکم بر اساس اص لیفرانسید

انتشار موج فرموله شده  یبررس یبرا ژهیمسئله مقدار و کی

ارتعاشات  ]28[ قلعه ییرزایمامندی و م .دیمحاسبه گرد

را تحت  لرنکیمستقر بر بستر و کیزوتروپیا ریکروتیم یرخطیغ

ا در ب یبرنول لریا استفاده از مدل اوببار محوری فشاری  ریتاث

تنش کوپل اصلاح شده مطالعه کردند. در  هینظر گرفتن نظر

اثرات  یبررس یجامع برا یمطالعه پارامتر کی تینها

 ریکروتیم یو خط یرخطیهای غبر فرکانس تلفپارامترهای مخ

ی، محور رویین شیدهد که با افزاینشان م جینتا انجام گرفت.

 .بداییم شیافزا یبه فرکانس خط یرخطینسبت فرکانس غ

با  کیزوالکتریپ یهاهیناهمگن با رو یهاریاز ت یبرداشت انرژ

در نظر گرفتن حالات  با اصلاح شده یهایاستفاده از تئور

ارائه  ]29[ و همکاران یدیتوسط خورش یمرز طیمختلف شرا

7 Variable Winkler-Pasternak Elastic Foundation 
8 Honeycomb Core 
9 The auxeticity of The Core 
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ضخامت  یدر راستا یبه صورت توان را است. آنها خواصشده

شبه  تئوری ]30[زنکور و الغانمی در نظر گرفتند.  ریسازه متغ

 یچیصفحات ساندو بررسی خمش یبرا 1شده هیتصف یسه بعد

د. را توسعه دادن کیالاستمدرج تابعی واقع بر بستر متخلخل 

 در .دارندقرار  ینوسیس یکیمکان یصفحات در معرض بارها

 یمعادلات تعادل با استفاده از اصل کار مجازاین پژوهش؛ 

های رو تاثیر پارامتحل  ریاستخراج و با استفاده از روش ناو

مطالعه  ]31[است. حاجی و همکاران مختلف بررسی شده

مدرج  یچیکمانش و ارتعاش آزاد صفحات ساندو یهالیتحل

 ا هسته سختبمختلف  یمرز طیچند جهته را تحت شرا تابعی

صفحه  تئوری ازهمگن و هسته نرم همگن با استفاده 

بررسی  یبرا ی رالیتحل یهاحلراهارائه دادند.  شدههیتصف

 جی. نتادادندتوسعه  یچیصفحات ساندوکمانش و ارتعاش آزاد 

 یمبتن مدرج تابعیمواد  بیترکدهد که نشان میآمده دستبه

ن با استفاده از قانو ،یو عرض یبه صورت طول کیبر فلز و سرام

کمانش صفحات  لیو تحل هیتجز ، متفاوت است.توانی

مراه پاسترناک ه مدرج تابعی واقع بر بسترمتخلخل  یچیساندو

شبه سه  هایپربولیک یشکل برش رییتغ گرفتن تئوریدر نظر با 

مطالعه  ]32[توسط وو و همکاران  دیشده جد هیتصف یبعد

معادلات حاکم بر مسئله کمانش با استفاده از اصل است. شده

و بر اساس استفاده از روش ناویر به دست آمده  یکار مجاز

 جامع کیمطالعات پارامتردر نهایت  است.نتایج استخراج شده

شاخص کسر تخلخل، نوع  ان،یاثرات شاخص گراد برای بررسی

تراکم دو جهته و  تنسب ،یهندس یتخلخل، پارامترها عیتوز

 است.شده یبر کمانش صفحات بررس بستر یپارامترها یسفت

 یمحورتکآزاد متقارن  اتارتعاش ]33[اکبری و همکاران 

فحه ص یبا استفاده از تئور مدرج تابعی را یچیصفحات ساندو

ش رو اند.مختلف بررسی نموده یمرز طیشرا در یشبه سه بعد

گسسته کردن معادلات  یبرا 2افتهی میتعم لیفرانسید عیترب

است. نتایج به شدهاستفاده  یحلقو چیحاکم بر صفحه ساندو

 یاهفرکانس قیبه طور دق یکاربرد یتئور داد کهنشان  یخوب

را با ضخامت  مدرح تابعی یحلقو چیصفحات ساندو یعیطب

ا در ب ]34[و همکاران  یسلطان آران کند.یم ینیبشیدلخواه پ

شده و  هیتصف یشبه سه بعد یمرتبه بالا ینظر گرفتن تئور

نانو صفحه  کی یرمحلیرفتار ارتعاش آزاد غ یاثرات سطح

را  کیپاسترناک ارتوتروپ سکویمستقر بر بستر و یمدرج تابع

                                                       
1 Refined Quasi-3D Theory 

 انیادگر یرا با استفاده از تئور یمحل رینمودند. اثرات غمطالعه 

را به منظور حفظ  یسطح خنث تیموقع اعمال کردند و کرنش

 مهیدر نظر گرفتند. پس از حل ن یتقارن در صفحه مدرج تابع

 یسو برر سهیمختلف، به مقا یمرز طیمعادلات در شرا یلیتحل

 یهامدل ،یو شبه سه بعد یدوبعد یهادر مدل یارتعاش جینتا

 لیتحل ]35[وان و هنگ  یها پرداختند. یرمحلیو غ یمحل

صفحات متخلخل  کنواختیریکمانش و ارتعاش آزاد ضخامت غ

 کیر را د  کیالاست یها هیمستقر بر پا یمدرج تابع یچیساندو

 هیصفت یشبه سه بعد یبر اساس تئور یحرارت-یرطوبت طیمح

مل عوا ریجامع از تأث لیتحل کی تیشده مطالعه کردند. در نها

 جیکمانش و ارتعاشات آزاد ارائه دادند. نتا یهاسخمختلف بر پا

-یرطوبت طیمح د،یتخلخل جد یدهد که الگوهایآنها نشان م

 یبر رفتارها یتوجهقابل ریمختلف تأث یمرز طیو شرا یحرارت

 صفحات متخلخل دارند.  یکیمکان

 نیترو مدرن نیترشرفتهیاز پ یکی یچیساندو یهاسازه

بر اساس مصالح به  یاستحکام بخش یها هستند که براسازه

 ی. انبارهارندیگیها مورد استفاده قرار مکار رفته در ساخت آن

 ،ییفضا یهاسازه ،یفلز عیصنا ار،یثابت و س یاسردخانه

کاربرد  از ییهانمونه یصنعت مهیو ن یصنعت یهاسردخانه

 کیزوالکتری. مواد پاستمختلف  عیدر صنا یچیساندو یهاسازه

 یهاستمیبه طور گسترده به عنوان حسگر و محرک در س

از  ن،ی. علاوه بر اگیرندقرار میستفاده امورد  یکیالکترومکان

 تسیز یمهندس ،یمختلف در برداشت انرژ کیزوالکتریمواد پ

به  نیبنابرا ؛استفاده شده است یو ساخت مواد افزودن یپزشک

 کیرزوالکتیپ یهاچیساندو ک،یزوالکتریپ یهاهیوجود لا لیدل

 یبازساز ،یسازغضروف ،یاز جمله دارورسان یپزشک عیدر صنا

 ینظام عیصنا نیو همچن هاچهیها و ماهاعصاب، پوست، تاندون

 دارند. یفراوان دکاربرو اپتیکی 

تار رف یاز محققان به بررس یاریر طول قرون گذشته، بسد

ون اکن ،فناوری شرفتیو پ عیاند. با رشد صناها پرداختهسازه

 به یابیدست یبرا دیجد یهاها و روشضرورت استفاده از مدل

 یهاهی. استفاده از روشودیو قابل اعتماد احساس م قیدق جینتا

حفاظت از  نیبه عنوان حسگر و محرک، همچن کیزوالکتریپ

 تیهما ،آن دیتول ندیو فرآ نهیبا توجه به هز ،یتابع هسته مدرج

 سندگان،یجامع و دانش نو نهیشیپ بهدارد. با توجه  ییبالا

و دو  یمحورتکرفتار کمانش  یبررس یبرا یتلاش چیتاکنون ه

2 Generalized Differential Quadrature Method 
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 یهاهیپوشش داده شده با رو یورق مدرج تابع یمحور

 زهیصورت نگرفته است. انگ یهمراه با اثرات کشش کیزوالکتریپ

کمانش شبه  لیتحل یبرا قیدق یحلمطالعه، ارائه راه نیا

 کیترزوالکیپ یهاهیبا رو کپارچهی یصفحه مدرج تابع یبعدسه

 ریحت تأثت افتهیبهبود  یشکل برش رییتغ یبا استفاده از تئور

ش درک رفتار کمان ن،یهمچن ؛است یخارج یکیالکتر لیپتانس

 یدگرهایکاربرد در تشد یبرا تواندیم یچیساندو یهاستمیس

 رار اثب نیاول یمطالعه برا نیباشد. ا یدیکل یکیالکترومکان

فتار ر سهیو مقا یبررس یرا برا یبعدشبه سه یکشش و تئور

ر د یمدرج تابع یچیصفحات ساندو یبعدو شبه سه یدو بعد

 جیارائه نتا ق،یتحق نیا یهایاز نوآور تاً،ینظر گرفته است. نها

سازه  یبار کمانش بحران یمختلف برا یهادر مدل یاسهیمقا

 ت.اس یچیساندو

 

 مدلسازی معادلات -2

ن شد تیبه واقع کینزد نیرفتار سازه و همچن سازیشبیه یبرا

در نظر  سه بعدیشبه  هیرفتار مواد، معادلات بر اساس نظر

از  یمرتبه بالاتر راتییتغ یشنهادیپ یاست. تئورگرفته شده

 در امتداد جهت ضخامت را در نظر گرفته است.  یعرض ییجابجا

 است که  نیفرض بر ا یبه طور کل𝜎3 با هسیدر مقا 𝜏13 و 

𝜏23 کوچک است، به بسیار  ،پوسته یبه جز در لبه ها

حات صف یاز رفتار واقع یخوب بیتقر هیفرض نیکه ا یطور

 . دهدارائه می میضخ

 آل به هسته دهیها به طور ا رویهاست که  نیفرض بر ا

و  هارویه نیب یلغزش طیشرا گونهچیه .شوندیمتصل م

بر قرار ها هیلا نیکامل ب یوستگیپو  هسته وجود ندارد

 شود. یدر نظر گرفته م کپارچهدر نتیجه سازه ی ؛است

 ماده  کیبه عنوان است که مواد مدرج تابعی فرض شده

یم یسازمدل میاز تسل شیپ طیدر شرا یخط کیالاست

و خواص مکانیکی هسته در راستای ضخامت آن به  شود

 صورت پیوسته و بر اساس قانون توانی در حال تغییر است.

  است.مواد به صورت الاستیک در نظر گرفته شدهخواص 

  اثرات دما و گرادیان حرارتی ثابت در نظر گرفته شده

 است. 

های پیزوالکتریک و هسته یک ورق سه لایه متشکل از رویه

، عرض 𝑎طول با تابعی، تحت میدان پتانسیل یکنواخت  مدرج

𝑏  کلی و ضخامتℎ  کلی است. ضخامت نشان داده شده 1شکل

ℎ  هسته ضخامت شامل ℎ𝑐هاو ضخامت رویه ℎ𝑝 رویهاست .-

های پیزوالکتریک به عنوان عملگر و سنسور مورد استفاده قرار 

نظر تحت بارگذاری درون صفحه در دو  اند. ورق موردگرفته

است. دستگاه مختصات راستای طولی و عرضی فرض شده

𝑥صفحه که در آن  کارتزین به طوری انتخاب شده − 𝑦  منطبق

 بر صفحه میانی هسته باشد.
 

 تابعی خاصیت مدرج -2-1

در این پژوهش هسته ورق مورد مطالعه از مواد تابعی مدرج در 

نظر گرفته شده و خواص مکانیکی به صورت پیوسته در راستای 

 طهبالاترین نقضخامت بر اساس خاصیت یک ماده سرامیکی در 

𝑧 = ℎ 𝑧 ترین نقطهو یک ماده فلزی در پایین ⁄2 = −ℎ  در ⁄2

محاسبه  حال تغییر است. خواص مؤثر مواد از روش اختلاط

گردد. بر این اساس، کسر حجمی مواد و در نتیجه خواص می

هسته با استفاده از یک تابع توانی در راستای ضخامت تعیین 

  .]11و  10[گردد می

 

 
شماتیکی از دستگاه مختصات و هندسه ورق  -1شکل 

 سه لایه

 

(1) 𝑉𝐶 = (
1

2
+
𝑧

ℎ𝑐
)
𝑘

 

(2) 𝑉𝐶 + 𝑉𝑀 = 1 

 

اخص تغییرات خواص یا نسبت ش 𝑘 در رابطه فوق اندیس

شود. این پارامتر  حجمی مواد در راستای ضخامت نامیده می

𝑘برای مقادیر  ≥ . با در نظر گرفتن کندمعادلات را ارضا می 0

مقدار صفر، هسته دارای خاصیت سرامیکی خالص و با افزایش 

نهایت، خاصیت سرامیکی به خاصیت فلزی آن به سمت بی

 ل بالک و مدول برشی مؤثر ورق مدرجتبدیل خواهد شد. مدو

توصیف  1گیری کسر حجمی ارائه شده در رابطه کارتابعی با به

ترتیب مربوط به مواد به  𝐶و 𝑀هایاندیس، 2شود. در رابطه می
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خواص مؤثر مواد بر اساس . ]12-10[فلزی و سرامیکی است

فرضیات بیان شده در فوق برای دو ماده فلز و سرامیک، در 

در این رابطه فرض بر این است که  است.ارائه شده 4و  3رابطه 

خواص در راستای ضخامت هسته، جدایش بین لایه  با تغییر

کسر حجمی  𝑉خواص مواد و   𝑃در این روابط  ها حادث نگردد.

 فلز و سرامیک است.

 

(3) 𝑃 = 𝑃𝐶𝑉𝐶 + 𝑃𝑀𝑉𝑀 

(4) 𝑃(𝑧) = (𝑃𝐶 − 𝑃𝑀) (
1

2
+
𝑧

ℎ𝑐
)
𝑘

+ 𝑃𝑀 

 

 میدان جابجایی و کرنش -2-2

میدان جابجایی شبه سه بعدی بر اساس فرضیات تئوری بهبود 

شود. در این مدل، یافته صفحات، مطابق روابط زیر ارائه می

تئوری چهار متغیره برای در نظر گرفتن اثرات کششی ضخامت 

است. این تئوری بدون در نظر گرفتن ضریب توسعه داده شده

یک ابزار قدرتمند برای اعمال اثرات  اصلاح برشی، به عنوان

های برشی عرضی مورد های و کرنشکششی ضخامت و تنش

( جابجایی 1گیرد. فرضیات این تئوری شامل )استفاده قرار می

عرضی و درون صفحه از سه بخش خمشی، برشی و کششی 

های خمشی جابجایی درون صفحه ( بخش2است )تشکیل شده

( 3ئوری ورق کلاسیک هستند )های خمشی  تمشابه با بخش

های برشی جابجابی درون صفحه بر اساس تغییرات مرتبه بخش

های شوند و از این رو تنشهای برشی ایجاد میسوم کرنش

هایی در بالا و پایین ورق صفر برشی مربوط به چنین کرنش

میدان جابجایی بر اساس فرضیات رابطه کلی هستند. نهایتا 

توجه  که با است، به صورت زیر قابل بیان بیان شده در هر نقطه

ان ها به زمبه استاتیکی بودن مساله حاضر، از وابستگی ترم

 :]29[ استنظر شدهصرف

 

(5) 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢0 − 𝑧
𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑥

− 𝑓(𝑧)
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

 

(6) 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣0 − 𝑧
𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑦

− 𝑓(𝑧)
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑦

 

(7) 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑤𝑏 + 𝑤𝑠 + 𝑔(𝑧)𝜑 

 در راستای محورهای جابجایی 𝑣0و  𝑢0در معادلات فوق 

𝑥  و𝑦 دستگاه مختصات در صفحه میانی بوده و همچنین 𝑤𝑏 

به ترتیب اجزای خمشی و  برشی جابجایی عرضی هستند.  𝑤𝑠و 

به منظور به حساب آوردن تنش نرمال  𝜑 علاوه بر این جابجایی

های به صورت 𝑓(𝑧)است. تابع شکل )اثر کششی( اضافه شده

مختلفی همچون توابع مرتبه اول، مرتبه سوم، مثلثاتی، توانی 

تواند ارائه شود. در اینجا از مدل مرتبه سوم میو هایپربولیکی 

  .]31[است استفاده شده

در  صفحه عمق در نرمال هایتنش تأثیرات نظریه ایندر 

ها در ها و تنشاست و همچنین تغییر شکلنظر گرفته شده

 د.شونمی فرض پیوسته صفحه نقاطتمام 
 

(8) 𝑓(𝑧) = 𝑧 [−
1

4
+
5

3
(
𝑧

ℎ
)
2

] 

(9) 𝑔(𝑧) = 1 − 𝑓′(𝑧) 

 

های غیر صفر مطابق بر اساس میدان جابجایی، کرنش

 آیند.به دست می 10رابطه 

(10) 

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑧
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

− 𝑓(𝑧)
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

 

𝜀𝑦𝑦 =
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

− 𝑧
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑦2

− 𝑓(𝑧)
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑦2

  

𝜀𝑦𝑦 =
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

− 𝑧
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑦2

− 𝑓(𝑧)
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑦2

 

𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

− 2𝑧
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥𝜕𝑦

− 2𝑓(𝑧)
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥𝜕𝑦

 

𝛾𝑥𝑧 = 𝑔(𝑧) {
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

+
𝜕𝜑

𝜕𝑥
} 

𝛾𝑥𝑦 = 𝑔(𝑧) {
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑦

+
𝜕𝜑

𝜕𝑦
} 

𝜀𝑧𝑧 = 𝑔
′(𝑧)𝜑 

 

 روابط ساختاری و جابجایی الکتریکی بر اساس تئوری

 برای دو رویه پیزوالکتریک بالایی و پایینی الاستیسیته -پیزو

 .]32[باشند می 11-12به صورت روابط 

(11) 

𝜎𝑥𝑥 = 𝐶11𝜀𝑥𝑥 + 𝐶12𝜀𝑦𝑦 + 𝐶13𝜀𝑧𝑧  − 𝑒31𝐸𝑧
𝜎𝑦𝑦 = 𝐶12𝜀𝑥𝑥 + 𝐶22𝜀𝑦𝑦 + 𝐶23𝜀𝑧𝑧 − 𝑒32𝐸𝑧
𝜎𝑧𝑧 = 𝐶13𝜀𝑥𝑥 + 𝐶23𝜀𝑦𝑦 + 𝐶33𝜀𝑧𝑧 − 𝑒33𝐸𝑧
𝜏𝑦𝑧 = 𝐶44𝛾𝑦𝑧 − 𝑒24𝐸𝑦
𝜏𝑥𝑧 = 𝐶55𝛾𝑥𝑧 − 𝑒15𝐸𝑥
𝜏𝑥𝑦 = 𝐶66𝛾𝑥𝑦
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(12) 
𝐷𝑥 = 𝑒15𝛾𝑥𝑧 + 𝜅11𝐸𝑥
𝐷𝑦 = 𝑒24𝛾𝑦𝑧 + 𝜅22𝐸𝑦
𝐷𝑧 = 𝑒31𝜀𝑥𝑥 + 𝑒32𝜀𝑦𝑦 + 𝑒33𝜀𝑧𝑧 + 𝜅33𝐸𝑧

 

 

ها بوده ها و کرنشمعرف تنش𝜀𝑖𝑗 و  𝜎𝑖𝑗  در این معادلات

به ترتیب بیانگر ضرایب سفتی الاستیک،  𝜅𝑖𝑗و  𝑒𝑖𝑗و  𝐶𝑖𝑗و 

اجزای میدان  𝐸𝑖 همچنین ؛پیزوالکتریک و دی الکتریک هستند

کند که بر اساس در آن توزیع پتانسیل الکتریکی را بیان می

ع و یک تابالکتریکی به صورت ترکیبی از یک تابع خطی 

 .]32-36[است مثلثاتی فرض شده

 

(13) {

𝐸𝑥
𝐸𝑦
𝐸𝑧

} = −

{
  
 

  
 
𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦
𝜕

𝜕�̃�}
  
 

  
 

Φ(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

(14) Φ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2
�̃� 𝑉0
ℎ𝑝

− cos (
𝜋�̃�

ℎ𝑝
)𝜙(𝑥, 𝑦) 

 

𝑉0 های پیزوالکتریک ولتاژ اولیه خارجی اعمال شده به رویه

,𝜙(𝑥و 𝑦)  تغییرات پتانسیل در دو راستای𝑥  و𝑦  را نمایش

�̃�همچنین  ؛دهدمی = 𝑧 ∓
ℎ𝑐

2
∓
ℎ𝑝

2
بیانگر ارتفاع موثر برای  

پیزوالکتریک است. از طرف دیگر معادلات ساختاری های رویه

 .]32-36[شودتابعی به صورت زیر ارائه می برای هسته مدرج

 

(15) 

𝜎𝑥𝑥 = 𝐶𝑐11𝜀𝑥𝑥 + 𝐶𝑐12𝜀𝑦𝑦 + 𝐶𝑐13𝜀𝑧𝑧
𝜎𝑦𝑦 = 𝐶𝑐12𝜀𝑥𝑥 + 𝐶𝑐22𝜀𝑦𝑦 + 𝐶𝑐23𝜀𝑧𝑧
𝜎𝑧𝑧 = 𝐶𝑐13𝜀𝑥𝑥 + 𝐶𝑐23𝜀𝑦𝑦 + 𝐶𝑐33𝜀𝑧𝑧
𝜏𝑦𝑧 = 𝐶𝑐44𝛾𝑦𝑧
𝜏𝑥𝑧 = 𝐶𝑐55𝛾𝑥𝑧
𝜏𝑥𝑦 = 𝐶𝑐66𝛾𝑥𝑦

 

 

شوند بیان می 16طبق رابطه  الاستیکآن ضرائب  که در

]37[. 

(16) 

𝐶𝑐11 = 𝐶𝑐22 = 𝐶𝑐33 =
(1 − 𝜐)𝐸

(1 − 2𝜐)(1 + 𝜐)
 

𝐶𝑐12 = 𝐶𝑐13 = 𝐶𝑐23 =
𝜐𝐸

(1 − 2𝜐)(1 + 𝜐)

𝐶𝑐44 = 𝐶𝑐55 = 𝐶𝑐66 =
𝐸

2(1 + 𝜐)

 

 

 معادلات حرکت -2-3

برای استخراج معادلات حرکت استفاده شده  کار مجازیاصل 

 𝑊،17 شود. در رابطهتعریف می 17 که این اصل طبق رابطه

انرژی  𝑈کننده کار انجام شده توسط نیروی خارجی وبیان

 .]38-40[ استکرنشی 

 

(17)  ∫(𝛿𝑈 − 𝛿𝑊)𝑑𝑡

𝑡

0

= 0 

 

با استفاده از اصل کمترین انرژی پتانسیل، تغییرات انرژی 

های پیزوالکتریک تابعی و رویه سازه شامل هسته مدرجکرنشی 

 . ]41[ شودمحاسبه می

 

(18)  𝛿𝑈 =∭[𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗 − 𝐷𝑖𝛿𝐸𝑖] 𝑑𝑉 

(19) 

 𝛿𝑈

= ∬(−
𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

𝛿𝑢 −
𝜕𝑁𝑥𝑦
𝜕𝑦

𝛿𝑢 −
𝜕𝑁𝑦
𝜕𝑦

𝛿𝑣

−
𝜕𝑁𝑥𝑦
𝜕𝑥

𝛿𝑣 −
𝜕2𝑀𝑏𝑥

𝜕𝑥2
𝛿𝑤𝑏 −

𝜕2𝑀𝑏𝑦

𝜕𝑦2
𝛿𝑤𝑏

− 2
𝜕2𝑀𝑏𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝛿𝑤𝑏 −

𝜕2𝑀𝑠𝑥

𝜕𝑥2
𝛿𝑤𝑠  

−
𝜕2𝑀𝑠𝑦

𝜕𝑦2
𝛿𝑤𝑠 − 2

𝜕2𝑀𝑠𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝛿𝑤𝑠

− (
𝜕𝑄𝑦𝑧
𝜕𝑦

+
𝜕𝑄𝑥𝑧
𝜕𝑥

) [𝛿𝑤𝑠 − 𝛿𝜑]

+ 𝑅𝑐𝑧 (
𝜕𝐷𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝐷𝑦
𝜕𝑦

) 𝛿𝜙 + 𝑅𝑠𝑧 [
𝐷𝑧𝜋

ℎ𝑝
] 𝛿𝜙

+ 𝑁𝑧𝛿𝜑)  𝑑𝐴 

های الکتریکی در رابطه فوق ها و میدانبا جایگذاری کرنش

بر اساس  19رابطه گیری در راستای ضخامت سازه، و با انتگرال

 ها به صورتمنتجهد. آیهای نیرویی و ممانی به دست میمنتجه
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به ترتیب معرف ℎ𝑟+1 و ℎ𝑟  شوند.تعریف می 20-22روابط 

 .ام هستند𝑟 های پایین و بالای ضخامت در لایه کران

 

(20) 
 [

𝑁𝑥 𝑀𝑏𝑥 𝑀𝑠𝑥

𝑁𝑦 𝑀𝑏𝑦 𝑀𝑠𝑦

𝑁𝑥𝑦 𝑀𝑏𝑥𝑦 𝑀𝑠𝑥𝑦

]

=∑∫ (1 𝑧 𝑓(𝑧)) {

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑦𝑦
𝜎𝑥𝑦

}
ℎ𝑟+1

ℎ𝑟

3

𝑟=1

 𝑑𝑧 

(21) 
 [𝑄𝑥𝑧 𝑄𝑦𝑧]

= ∑∫ 𝑔(𝑧){𝜎𝑥𝑧 𝜎𝑦𝑧}
ℎ𝑟+1

ℎ𝑟

3

𝑟=1

 𝑑𝑧 

(22)  𝑁𝑧 =∑∫ 𝑔′(𝑧){𝜎𝑧𝑧}
ℎ𝑟+1

ℎ𝑟

3

𝑟=1

 𝑑𝑧 

(23) 
 [𝑅𝑐𝑧 𝑅𝑠𝑧]

= ∑∫ {cos (
𝜋�̃�

ℎ𝑝
) sin (

𝜋�̃�

ℎ𝑝
)}

ℎ𝑟+1

ℎ𝑟

3

𝑟=1

 𝑑𝑧 

 

 پتانسیل الکتریکی منتجه کار خارجی اعمال شده ناشی از

توان به صورت زیر مدل خارجی و نیروهای درون صفحه را می

ناشی از پتانسیل الکتریکی و  𝑁𝑒𝑦 و 𝑁𝑒𝑥نمود. در این رابطه 

ناشی از بارهای درون صفحه در راستای 𝑁𝑦𝑦  و𝑁𝑥𝑥  همچنین

 .]40-43[طولی و عرضی هستند 

 

(24)  𝑁 = {
𝑁𝑥𝑥 + 𝑁𝑒𝑥
𝑁𝑦𝑦 + 𝑁𝑒𝑦

} (
𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝜕2

𝜕𝑦2
) (𝑤𝑏 +𝑤𝑠) 

 

سازه سه لایه تحت بارهای دو محوره فشاری درون صفحه 

𝑁𝑥𝑥 به صورت  = −𝑁0 و  𝑁𝑦𝑦 = −𝛾𝑁0 که در آنقرار دارد 

 𝛾 = 𝑁𝑦𝑦 𝑁𝑥𝑥⁄نیروی مربوط به پتانسیل از سوی دیگر  .است

  صورت با استفاده از ولتاژ خارجی به در دو محور الکتریکی

  𝑁𝑒𝑥 = 𝑁𝑒𝑦 = −2𝑒31𝑉0شود. سر انجام تغییرات توصیف می

 .است( قابل ارائه 25کار خارجی بر اساس رابطه )

(25)  𝛿𝑊 =∬(�̅�)𝛿𝑤 𝑑𝐴 

و جداسازی و  18در رابطه  19و  25روابط با جایگذاری 

,𝛿𝜑 برابر صفر قرار دادن ضرائب  𝛿𝑤𝑠, 𝛿𝑤𝑏 , 𝛿𝑣, 𝛿𝑢 و

 𝛿𝜙 تابعی  متشکل از هسته مدرجمعادلات حاکم سازه سه لایه

های پیزوالکتریک تحت میدان الکتریکی، بر اساس و رویه

 آید.ها به دست میمنتجه

 

(26)  𝛿𝑢:   
𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝑥𝑦
𝜕𝑦

= 0 

(27)  𝛿𝑣:   
𝜕𝑁𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑁𝑥𝑦
𝜕𝑥

= 0 

(28)  𝛿𝑤𝑏 :   
𝜕2𝑀𝑏𝑥

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑀𝑏𝑦

𝜕𝑦2
+ 2

𝜕2𝑀𝑏𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑁

= 0 

(29) 
 𝛿𝑤𝑠 :   

𝜕2𝑀𝑠𝑥

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑀𝑠𝑦

𝜕𝑦2
+ 2

𝜕2𝑀𝑠𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕𝑄𝑦𝑧
𝜕𝑦

+
𝜕𝑄𝑥𝑧
𝜕𝑥

+ 𝑁 = 0 

(30)  𝛿𝜑:   
𝜕𝑄𝑦𝑧
𝜕𝑦

+
𝜕𝑄𝑥𝑧
𝜕𝑥

− 𝑁𝑧 = 0 

(31)  𝛿𝜙:   𝑅𝑐𝑧 (
𝜕𝐷𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝐷𝑦
𝜕𝑦

) + 𝑅𝑠𝑧 [
𝐷𝑧𝜋

ℎ𝑝
] = 0 

و استفاده از روابط  20-22روابط در نهایت با جایگذاری 

ها به صورت زیر ارائه ، معادلات حاکم بر اساس جابجایی14-10

 .شودمی
 

(32) 

𝛿𝑢:     𝐴11
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝐴12

𝜕2𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑥
− 𝐵11

𝜕3𝑤𝑏
𝜕𝑥3

+ 𝐸11
𝜕𝜙

𝜕𝑥
− 𝐹11

𝜕3𝑤𝑠
𝜕𝑥3

− 𝐹12
𝜕3𝑤𝑠
𝜕𝑦2𝜕𝑥

− 𝐵12
𝜕3𝑤𝑏
𝜕𝑦2𝜕𝑥

+ 𝐴66
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝐴66

𝜕2𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑥

− 2𝐵66
𝜕3𝑤𝑏
𝜕𝑦2𝜕𝑥

+ 𝐷11
𝜕𝜑

𝜕𝑥
− 2𝐹66

𝜕3𝑤𝑠
𝜕𝑦2𝜕𝑥

 

(33) 

𝛿𝑣:     𝐴12
𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
+ 𝐴11

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
− 𝐵12

𝜕3𝑤𝑏
𝜕𝑦𝜕𝑥2

+ 𝐸11
𝜕𝜙

𝜕𝑦
− 𝐹12

𝜕3𝑤𝑠
𝜕𝑦𝜕𝑥2

− 𝐹11
𝜕3𝑤𝑠
𝜕𝑦3

+ 𝐴66
𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
− 𝐵11

𝜕3𝑤𝑏
𝜕𝑦3

+ 𝐴66
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2

− 2𝐵66
𝜕3𝑤𝑏
𝜕𝑦𝜕𝑥2

− 2𝐹66
𝜕3𝑤𝑠
𝜕𝑦𝜕𝑥2

+ 𝐷11
𝜕𝜑

𝜕𝑦
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(34) 

 𝛿𝑤𝑏:     𝐵11
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+ 𝐵12

𝜕3𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑥2
− 𝐽11

𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

− 2𝐽12
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑦2𝜕𝑥2

− 𝑅11
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

− 2𝑅12
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑦2𝜕𝑥2

+ 𝐷22
𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
+ 𝐸22

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+ 𝐵12

𝜕3𝑢

𝜕𝑦2𝜕𝑥

+ 𝐵11
𝜕3𝑣

𝜕𝑦3
− 𝐽11

𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑦4

− 𝑅11
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑦4

+ 𝐷22
𝜕2𝜑

𝜕𝑦2
+ 𝐸22

𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
+ 2𝐵66

𝜕3𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑥2

+ 2𝐵66
𝜕3𝑢

𝜕𝑦2𝜕𝑥
− 4𝐽66

𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑦2𝜕𝑥2

− 4𝑅66
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑦2𝜕𝑥2

+𝑁 

(35) 

𝛿𝑤𝑠:     𝐹11
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+ 𝐹12

𝜕3𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑥2
− 𝑅11

𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

− 2𝑅12
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑦2𝜕𝑥2

− 𝐿11
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

− 2𝐿12
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑦2𝜕𝑥2

+ 𝐷33
𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
+ 𝐸33

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+ 𝐹12

𝜕3𝑢

𝜕𝑦2𝜕𝑥

+ 𝐹11
𝜕3𝑣

𝜕𝑦3
− 𝑅11

𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑦4

− 𝐿11
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑦4

+ 𝐷33
𝜕2𝜑

𝜕𝑦2
+ 𝐸33

𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
+ 2𝐹66

𝜕3𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑥2

+ 2𝐹66
𝜕3𝑢

𝜕𝑦2𝜕𝑥
− 4𝑅66

𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑦2𝜕𝑥2

− 4𝐿66
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑦2𝜕𝑥2

+ 𝐺11
𝜕2𝜑

𝜕𝑦2
+ 𝐺11

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑦2

+𝑁

− 𝐻11
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
+ 𝐺11

𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
+ 𝐺11

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

− 𝐻11
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
 

(36) 

𝛿𝜑:     𝐺11
𝜕2𝜑

𝜕𝑦2
+ 𝐺11

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑦2

− 𝐻11
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2

+ 𝐺11
𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
+ 𝐺11

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

− 𝐻11
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
− 𝐷11

𝜕𝑢

𝜕𝑥

− 𝐷11
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝐴33𝜑 + 𝐷22

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+ 𝐷22
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑦2

+ 𝐷33
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

− 𝐵33𝜙 + 𝐷33
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑦2

 

(37) 

𝛿𝜙:     𝐻11
𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
+𝐻11

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+ 𝐼11
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2

+𝐻11
𝜕2𝜑

𝜕𝑦2
+ 𝐻11

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑦2

+ 𝐼11
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
+ 𝐸11

𝜕𝑢

𝜕𝑥

+ 𝐸11
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝐵33𝜑 − 𝐸22

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

− 𝐸22
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑦2

− 𝐸33
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

− 𝐼33𝜙 − 𝐸33
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑦2

 

(38) {

𝐴𝑖𝑗
𝐵𝑖𝑗
𝐽𝑖𝑗

} =∑∫ 𝐶𝑖𝑗 {
1
𝑧
𝑧2
}

ℎ𝑟+1

ℎ𝑟

3

𝑟=1

 𝑑𝑧       𝑖, 𝑗

= 1,2,6 

(39) {

𝐹𝑖𝑗
𝑅𝑖𝑗
𝐿𝑖𝑗

} =∑∫ 𝐶𝑖𝑗 {

𝑓(𝑧)
𝑧𝑓(𝑧)

𝑓2(𝑧)

}
ℎ𝑟+1

ℎ𝑟

3

𝑟=1

 𝑑𝑧      𝑖, 𝑗

= 1,2,6 

(40) 

[𝐷𝑖𝑖]

=∑∫  𝐶13 𝑔
′(𝑧) {

1
𝑧
𝑓(𝑧)

} 
ℎ𝑟+1

ℎ𝑟

3

𝑟=1

 𝑑𝑧         𝑖

= 1,2,3 

 

-ز سادهاضرائب سفتی و پیزوالکتریک و دی الکتریک پس 

 .سازی به صورت زیر قابل بیان است

 

 روش حل -3
تابعی  برای بررسی رفتار کمانشی و تعیین بار بحرانی ورق مدرج

تحلیلی استفاده های پیزوالکتریک، از روش حل همراه با رویه

برای حالتی که ورق دارای هندسه ساده این تحلیل است. شده

 ، موردباشدها میگاهی چهار طرف ساده در لبهبا شرایط تکیه

ین معادلات ا استفاده است و شرایط مرزی دیگر با توجه به

گاه ساده، لبه در تکیه باشند.قابل بررسی نمی ،فرض شده

گاه ساده لبه تکیهاز طرفی صفحه اجازه چرخش آزادانه دارد. 

(41) 

[𝐸𝑖𝑖]

= ∑∫
𝜋 𝑒31
ℎ𝑝

sin (
𝜋𝑧̅

ℎ𝑝
) {
1
𝑧
𝑓(𝑧)

}
ℎ𝑟+1

ℎ𝑟

3

𝑟=1

 𝑑𝑧     𝑖

= 1,2,3 

(42) 

 𝐼11 =∑∫  ∈11  sin
2 (
𝜋𝑧̅

ℎ𝑝
) 

ℎ𝑟+1

ℎ𝑟

3

𝑟=1

 𝑑𝑧

𝐻11 =∑∫  𝑒15  𝑔(𝑧) cos (
𝜋𝑧̅

ℎ𝑝
) 

ℎ𝑟+1

ℎ𝑟

3

𝑟=1

 𝑑𝑧

𝐺11 =∑∫  𝑒15  𝑔
2(𝑧) 

ℎ𝑟+1

ℎ𝑟

3

𝑟=1

 𝑑𝑧

 

(43) 

𝐴33 =∑∫  𝐶33  (𝑔′(𝑧))
2 

ℎ𝑟+1

ℎ𝑟

3

𝑟=1

 𝑑𝑧

𝐵33 =∑∫  
𝜋

ℎ𝑝
𝑒33 𝑔′(𝑧)  sin (

𝜋𝑧̅

ℎ𝑝
) 

ℎ𝑟+1

ℎ𝑟

3

𝑟=1

 𝑑𝑧

𝐼33 =∑∫  
𝜋2

ℎ𝑝
2 ∈33   sin

2 (
𝜋𝑧̅

ℎ𝑝
) 

ℎ𝑟+1

ℎ𝑟

3

𝑟=1

 𝑑𝑧
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تواند به طور عمودی حرکت کند، اما این جابجایی به می

ع، کند. در واقصورتی است که تغییر شکل صفحه را محدود می

گاه ساده، ممان در تکیه .تواند به طور افقی جابجا شودلبه نمی

شرایط مرزی به صورت زیر قابل بیان  فر است.خمشی در لبه ص

 هستند:

 

(44) 

𝐴𝑡   𝑥 = 0    𝑎𝑛𝑑      𝑥 = 𝑎 

𝑣0 = 𝑤𝑏 = 𝑤𝑠 =
𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑦

=
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑦

= 𝑁𝑥 = 𝑀𝑏𝑥

= 𝑀𝑠𝑥 = 𝜑 = 0 

(45) 

𝐴𝑡   𝑦 = 0    𝑎𝑛𝑑      𝑦 = 𝑏 

𝑢0 = 𝑤𝑏 = 𝑤𝑠 =
𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑥

=
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

= 𝑁𝑦 = 𝑀𝑏𝑦

= 𝑀𝑠𝑦 = 𝜑 = 0 

(46) 

𝑢0(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑𝑈𝑚𝑛cos(𝜂𝑥)sin(𝜉𝑦)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

𝑣0(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑𝑉𝑚𝑛sin(𝜂𝑥)cos(𝜉𝑦)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

𝑤𝑏(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑𝑊𝑏𝑚𝑛sin(𝜂𝑥)sin(𝜉𝑦)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

𝑤𝑠(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑𝑊𝑠𝑚𝑛sin(𝜂𝑥)sin(𝜉𝑦)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

𝜑(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑𝜑𝑚𝑛sin(𝜂𝑥)sin(𝜉𝑦)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

𝜙(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑𝜙𝑚𝑛sin(𝜂𝑥)sin(𝜉𝑦)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

 

قدرتمند و محبوب در  یهااز روش یکی یرناو یلروش تحل

 یروش بر مبنا ینصفحات است. ا یلها و تحلسازه یکمکان

قرار دارد.  یقدق یاضیاتر یقساده و قابل حل از طر یاتفرض

ساده مثل  یمرز یطصفحات با شرا یروش عمدتاً برا ینا

  .شودیساده استفاده م گاهیهتک یمرز یطشرا یصفحات دارا

معادلات  یقحل دق یافتنامکان  هایسازساده ینا

 طیبا استفاده از شرا یر. روش ناوآوردیرا فراهم م یفرانسیلد

 یلتحل یقدرتمند برا یابزار یق،دق یاضیاتساده و ر یمرز

به منظور بررسی شرایط مرزی  .کندیها و صفحات فراهم مسازه

استفاده ها با جابجایی هره گرفت.های عددی بدیگر باید از روش

 آیند. این روشاز روش ناویر با دقت بسیار بالایی به دست می

های ها به صورت سریها و چرخشنیازمند بسط دادن جابجایی

  .]45-42و  39[ت فوریه دوگانه به شکل زیر اس

 تعریف 46روابط برای این منظور توابع سعی به صورت 

شرایط مرزی  ،(46)شوند. توابع سعی ارائه شده در رابطه می

 کنند. چهار طرف تکیه گاه ساده را ارضا می

,𝜙𝑚𝑛در این روابط  𝜑𝑚𝑛 ,𝑊𝑠𝑚𝑛 ,𝑊𝑏𝑚𝑛 , 𝑉𝑚𝑛, 𝑈𝑚𝑛 

𝜂ضرایب سری فوریه و  = 𝑚𝜋 𝑎⁄  و𝜉 = 𝑛𝜋 𝑏⁄ با باشند. می

و پس از ساده سازی،  31-36روابط در  43رابطه جایگذاری 

ارائه شده  46 رابطهمعادلات ماتریسی به فرم بسته به صورت 

تابعی یکپارچه  مدرج که با حل آن، بار بحرانی کمانش ورق

ماتریس  [𝑲]آید که های پیزوالکتریک به دست میشده با رویه

ماتریس ضرائب نیروهای درون صفحه برای ورق  [𝑺]سفتی و 

 باشند.تابعی می مدرج

 

 نتایج عددی و بحث -4
در این بخش، نتایج تحلیلی تعیین بار بحرانی کمانش سازه سه 

های پیزوالکتریک تابعی و رویه مدرج هستهلایه، ساخته شده از 

با استفاده از تئوری بهبود یافته شبه سه بعدی استخراج شده

-است. در ابتدا و پیش از ارائه نتایج، به منظور ارزیابی و صحت

سنجی تئوری ارائه شده، نتایج حاصل از تئوری حاضر با نتایج 

و نتایج تئوری پالایش  ]47-49[های مرتبه بالا تحلیلی تئوری

به منظور مقایسه  میدان جابجاییاست. شده مقایسه ]36[شده 

در نظر گرفته شده 48-50طه و ارزیابی نتایج به صورت راب

 است.

(48) 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢0 − 𝑧
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

− 𝑓(𝑧)𝜃𝑥 

(49) 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣0 − 𝑧
𝜕𝑤0
𝜕𝑦

− 𝑓(𝑧)𝜃𝑦 

(50) 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑤0 

های مرتبه بالا به صورت تئوری تغییر شکل برشی تئوری

برشی  ، تئوری تغییر شکل (𝐹𝑆𝐷𝑇)مرتبه اول

 (𝑆𝑆𝐷𝑇)تئوری تغییر شکل برشی سینوسی (𝑃𝑆𝐷𝑇)پارابولیک

(47) ([𝐾] − [𝑆])

{
 
 

 
 
𝑈𝑚𝑛
𝑉𝑚𝑛
𝑊𝑏𝑚𝑛

𝑊𝑠𝑚𝑛
𝜑𝑚𝑛
𝜙𝑚𝑛 }

 
 

 
 

= 0 
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مورد  (𝑁𝐻𝑆𝐷𝑇)و تئوری تغییر شکل برشی هایپربولیک جدید

ارائه  1که این روابط در جدول شماره  استفاده قرار گرفته است

 گردیده است.

 ]49-47[و  ]36[های جابجایی مختلف میدان -1 جدول
 تئوری رابطه

f(z) = z FSDT [47] 

f(z) = z (1 −
4z2

3h2
) PSDT [48] 

f(z) =
h

π
sin (

πz

h
) SSDT[49] 

f(z) =

h

π
sinh (

πz

h
) − z

cosh (
π

2
− 1)

 NHSDT[36] 

 

-در این مقایسه بار بحرانی بدون بعد برای نسبت ضخامت

های توانی متفاوت ارائه شده های مختلف برحسب شاخص

است. همانطور که نشان داده شده، تطابق مناسبی بین نتایج 

 های دیگر برقرار است.مدل حاضر و نتایج موجود در پژوهش

و دو  یمحورتکقایسه بار بحرانی کمانشی نیز م 2در شکل 

های مختلف عرض محوری صفحه مدرج تابعی بر اساس نسبت

به ضخامت مورد بررسی قرار گرفته است. همانطور که مشاهده  

شود، با افزایش نسبت عرض به ضخامت صفحه، بار بحرانی می

-تکشود که بار بحرانی همچنین مشاهده می ؛یابدکاهش می

مقادیر بالاتری نسبت به بار بحرانی دو محوری دارد.  یمحور

ن نتایج یبشود، تطابق مناسبی همانطور که از نتایج دریافت می

شود که دقت و کارایی روش حاضر و نتایج موجود مشاهده می

 دهد.روش حاضر را مورد تایید قرار می

 

 های مدرج تابعیمقایسه بار بحرانی بدون بعد ورق ساندویچی با هسته همگن و رویه -2جدول 

k Theory 
 بار بحرانی کمانشی بدون بعد

1-0-1 2-1-2 2-1-1 1-1-1 2-2-1 1-2-1 

0 

FSDT [47] 50224/6 50224/6 50224/6 50224/6 50224/6 50224/6 

 008/0 577/0 008/0 911/0 008/0 008/0 درصد اختلاف

PSDT [48] 50248/6 50248/6 50248/6 50248/6 50248/6 50248/6 

 004/0 573/0 004/0 907/0 004/0 400/0 درصد اختلاف

SSDT [49] 50303/6 50303/6 50303/6 50303/6 50303/6 50303/6 

 -004/0 569/0 -005/0 899/0 -004/0 -004/0 درصد اختلاف

NHSDT [36] 50276/6 50276/6 50276/6 50276/6 50276/6 50276/6 

 0 0 0 903/0 0 0 درصد اختلاف

Present Model 50276/6 50276/6 56199/6 50273/6 53998/6 50276/6 

1 

FSDT [47] 57118/2 90690/2 05810/3 21946/3 46286/3 47182/3 

 506/7 597/0 597/0 695/1 438/0 423/0 درصد اختلاف

PSDT [48] 58357/2 92003/2 09697/3 23237/3 47472/3 57282/3 

 007/0 256/0 -004/0 409/0 -011/0 -017/0 درصد اختلاف

SSDT [49] 58423/2 92060/2 09731/3 23270/3 47490/3 75314/3 

 -001/0 251/0 -014/0 398/0 -031/0 -042/0 درصد اختلاف

NHSDT [36] 58315/2 91970/2 09686/3 23225/3 47490/3 75359/3 

 0 251/0 0 412/0 0 0 درصد اختلاف

Present Model 58314/2 91970/2 10968/3 23224/3 48364/3 75356/3 

5 

FSDT [47] 31921/1 51126/1 69269/1 77979/1 04642/2 35737/2 

 420/0 688/0 535/0 940/0 621/0 691/0 درصد اختلاف

PSDT [48] 32910/1 52129/1 70176/1 78978/1 05605/2 36734/2 

 -001/0 221/0 -023/0 410/0 -039/0 -053/0 درصد اختلاف

SSDT [49] 33003/1 52203/1 70224/1 79032/1 05644/2 36744/2 

 -005/0 202/0 -054/0 382/0 -087/0 -123/0 درصد اختلاف

NHSDT [36] 32839/1 52071/1 70140/1 78937/1 05578/2 36731/2 
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 0 0 0 0 0 0 درصد اختلاف

Present Model 32839/1 52070/1 70876/1 78936/1 06060/2 36731/2 

 449/0 739/0 580/0 031/1 682/0 672/0 درصد اختلاف

PSDT [48] 24363/1 37316/1 54595/1 56736/1 85376/1 13995/2 

 -007/0 238/0 847/1 464/0 -049/0 -061/0 درصد اختلاف

SSDT [49] 24475/1 37422/1 56721/1 59728/1 57287/1 19087/2 

 -386/2 345/15 -026/0 -905/0 -126/0 -151/0 درصد اختلاف

NHSDT [36] 24287/1 37249/1 54556/1 59687/1 58343/1 13982/2 

 0 786/14 -001/0 489/0 0 0 درصد اختلاف

Present Model 24287/1 37249/1 55316/1 59686/1 85818/1 13981/2 

 

از صحت مدل استفاده شده، با در نظر  ینانبه منظور اطم

و  قیمناسب، به طور دق یو صحت سنج یابیارز دینگرفتن فرا

 . ردیگیقرار م یمورد انتظار مورد بررس یجنتا ینانیقابل اطم

های عددی به منظور بررسی رفتار مثالدر این بخش 

است. هسته مدرج تابعی از کمانشی سازه سه لایه ارائه شده

جنس فلز و سرامیک ساخته شده که مدول یانگ فلز 

𝐸𝑚)آلومینیوم( و سرامیک )آلومینا( به ترتیب برابر با  = و  70

𝐸𝑐 = . علاوه بر این نسبت پوآسون هر استگیگاپاسکال  380

𝜐𝑐صورت برابر با دو ماده به  = 𝜐𝑚 = در نظر گرفته شده  0.3

های پیزوالکتریک از جنس باریم . از طرف دیگر رویه]36[است 

 -است که خواص الکترودر نظر گرفته شده (𝐵𝑎𝑇𝑖𝑂3)تیتانات 

 .]40[است ارائه شده 3در جدول مکانیکی آن 

به منظور بررسی نتایج، از پارامتر بار بحرانی بدون بعد بر 

�̂�حسب  = 𝑁0(1000 ∗ 𝑎
2 𝐸0 ∗ ℎ

3⁄ استفاده شده که در آن  (

𝐸0 = است. تاثیر ولتاژ خارجی مگاپاسکال در نظر گرفته شده 1

های اولیه بر بار بحرانی بدون بعد ورق سه لایه با رویه

-تکالت حپیزوالکتریک تحت تاثیر پتانسیل الکتریکی در دو 

 است. نمایش داده شده 3و دو محوری در شکل  یمحور
 

 

 

 
بار بحرانی بدون بعد بر حسب مقایسه  - 2شکل 

  نسبت عرض به ضخامت

 

𝑎در این مثال  𝑏 = 𝜅و  ⁄2 =  در نظر گرفته شده است. 2

 نیبه ا یاصفحه یروهایبه سازه به عنوان ن یاعمال ولتاژ خارج

به عنوان  یببه ترت یمثبت و منف یرصورت است که مقاد

 .شودیها در نظر گرفته مدر لبه یو فشار یکشش یروهاین

 یبرا یازمورد ن یبار بحران ی،منف یبا اعمال ولتاژها 

 انیبار بحر یشافزا ینا .شودیم یشترکمانش سازه ب

 یسازه تحت ولتاژها یکیاستات یداریدهنده بهبود پانشان

ر بار ب یزوالکتریکپ هاییهاثر ضخامت رو ین،همچن ؛است یمنف

 .شده است ینمودار بررس ینسازه در ا یبحران

 هاییهضخامت رو یشکه با افزا دهندینمودارها نشان م

 یزن انشمک یشده و بار بحران یشترسازه ب یسخت یزوالکتریک،پ

 یروهایبه سازه، ن یبا اعمال ولتاژ خارج .یابدیم یشافزا

 بیبه ترت یمثبت و منف یرکه مقاد شوندیم یجادا یاصفحه

  .کنندیم سازییهها شبدر لبهرا  یو فشار یکشش یروهاین

 یریبه محدود کردن تغ یلتما یفشار یروهایکه ن ییاز آنجا

سازه  یداریپا یشافزا بسازه دارند، اعمال آن موج یهاشکل

 روییبه ن یازکمانش ن یتبه وضع یدنرس یو سازه برا شودیم
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ه ب یزن یزوالکتریکپ هاییهضخامت رو یشافزا .دارد یشتریب

 به یشترچون ضخامت ب شود،یسازه منجر م یسخت یشافزا

ها و بارها است. شکل ییردر برابر تغ یشترمقاومت ب یمعن

تر شده و بار سازه سخت ها،یهرو ضخامت یشبا افزا ین،بنابرا

است که  یمعن ینبه ا ینا. یابدیم یشافزا یزکمانش ن یبحران

 ترییشبار ب تواندیکمانش، م یتبه وضع یدنسازه قبل از رس

 .را تحمل کند

از سوی دیگر تاثیر پتانسیل اولیه با افزایش ضخامت رویه 

های پیزوالکتریک نیز بالاتر خواهد بود. همانطور که مشاهده 

شیب نمودارهای مربوط به ضخامت های بالاتر، بیشتر  ،شودمی

تر است که در نتیجه این از موارد مربوط به ضخامت های پایین

کاهش بار بحرانی در هر یابد. رفتار، پایداری سازه افزایش می

ℎ𝑝 دو حالت کمانشی، از ولتار منفی به مثبت برای =  و 0.01

ℎ𝑝 = ℎ𝑝 و 0.005  = و  2/49، 9/35با  به ترتیب برابر 0.001 

همچنین میزان کاهش بار با تغییر حالت از است؛ درصد  9/68

درصد  80به کمانش دو محوری برابر با  یمحورتککمانش 

 است.تعیین شده

 
الکتریک خواص الاستیک، الکتریک و دی -3جدول 

 ]40[ مواد پیزوالکتریک
 مقادیر واحد ضرایب

 𝐺𝑃𝑎 الاستیک

𝐶11  = 𝐶22 = 166
𝐶13  = 𝐶23 = 78
𝐶44 = 𝐶55 = 43 
𝐶12  = 77 
𝐶33 = 162
𝐶66  = 44.5

 

𝐶 الکتریکی 𝑚2⁄  
𝑒31  = 𝑒32 = −4.4
𝑒33  = 18.6
𝑒15  = 𝑒24 = −6.5

 

𝐶 الکتریکدی 𝑚2⁄ 𝑁 𝜅11 = 𝜅22 = 11.2
𝜅33 = 12.6

 

 

 اببار بحرانی بدون بعد سازه سه لایه با هسته مدرج تابعی 

 4 در شکلابعاد سازه  های پیزوالکتریک برحسب نسبترویه

در این شکل بار بحرانی برای مقادیر است. نشان داده شده

ه عرض بسازه برحسب نسبت  نسبت ضخامت به طولمختلف 

در این است. به منظور بررسی نتایج بررسی شدهطول ورق 

ℎ𝑐بخش  ℎ𝑝 = 10, 𝑉0 =  2و مقدار شاخص توان برابر  ⁄10

(𝜅 =  است. فرض شده (2

 

 
 حالت دو محوری

 
  یمحورتکحالت 

بار بحرانی بدون بعد بر حسب ولتاژ اولیه با  -3شکل 

 تغییرات ضخامت لایه پیزوالکتریک

 

 شیاز افزا ینسبت عرض به طول سازه که ناش یشبا افزا

کاهش طول سازه است، سطح ورق در هر دو حالت  یاعرض 

تر به . سطح بزرگیابدیم یشافزا یو دو محور یمحورتک

ر سازه است که د یو کاهش سفت یشترب یریپذانعطاف یمعنا

. از شودیم بدون بعد یکمانش یباعث کاهش بار بحران یجهنت

 یلنسبت ضخامت به طول ورق به دل یشافزا یگر،د یسو

 دشویم یبار بحران یشسازه، منجر به افزا یجرم حجم یشافزا

 ر،یشتبا ضخامت ب یا. سازهبخشدیسازه را بهبود م یداریو پا

ند را تحمل ک یشتریبار ب تواندیدارد و م یشتریاستحکام ب

 یداریاپ هبودمسئله باعث ب یندچار کمانش شود. ا ینکهقبل از ا

شود، تاثیر برداشت می 4از شکل همانطور که . شودیسازه م

 عرض به طولنسبت ضخامت به طول ورق برای مقادیر نسبت 
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ازه سکه مشخصا به دلیل کاهش سطح  تر استتر برجستهپایین

که نسبت  ییهادر سازه. استو افزایش جرم حجمی سازه 

تر است و دارند، سطح سازه کوچک یینعرض به طول پا

سازه  یلبر رفتار ک یشتریب یردر ضخامت تاث ییرهر تغ ینبنابرا

قابل  یشموجب افزا یطشرا ینضخامت در ا یشدارد. افزا

 ریکه به نوبه خود تاث شودیسازه م یدر جرم و سفت یتوجه

درصد کاهش بار  کمانش دارد. یبر بار بحران یتوجه ابلق

 به دو محوری برای یمحورتکبحرانی با تغییر حالت از کمانش 

ℎهر سه مقدار  𝑎⁄ 𝑏  در  𝑎 = 0.3⁄ 𝑏و    𝑎 = به ترتیب برابر  ⁄1

 درصد است. 50و  7/91  با

 

 

 حالت دو محوری

 

  یمحورتکحالت 

تغییرات بار بحرانی بدون بعد بر حسب  -4شکل 

 نسبت ابعاد
بار بحرانی بدون بعد ورق سه لایه را در  5شکل 

ℎ𝑐 ℎ𝑝 = 10, 𝑉0 = 10⁄ برحسب سانتیمتر  6ضخامت کل و  

های توانی برای شاخص عرض به طول سازه ساندویچینسبت 

از آنجایی که هسته به صورت مدرج تابعی دهد. مختلف ارائه می

است، بر ماده فلز و سرامیک در نظر گرفته شدهمتشکل از دو 

𝜅نگامی که اساس رابطه فرض شده ه = هسته به باشد،  0

حالت، تمام نقاط هسته خواص  ینصورت همگن است که در ا

ست ا یکخواص مطابق با سرام یندارند و ا یکسانی یکیمکان

خص شا یشبا افزا و استحکام بالاست.  یسخت یکه معمولاً دارا

 یشترهسته ب یفلز یت(، خاص4( بر اساس معادله )κ) یتوان

ت. هسته اس یبمقدار فلز در ترک یشافزا یکه به معنا شودیم

 کیو الاست یکیخواص مکان یدارا هایکفلزات نسبت به سرام

تر از که فلزات معمولاً نرم ییهستند. از انجا ترییینپا

دارند، هسته  ترییینپا یانگهستند و مدول  هایکسرام

 یتو خاص تریفضع یکیاز نظر مکان κ یشبا افزا یبیترک

سته، ه یانگو مدول  یبا کاهش سخت دارد.تری یینپا یکالاست

 ین. ایابدیکاهش م یاعمال یروهایمقاومت هسته در برابر ن

کمتر  یتر تحت بارهاکه سازه راحت شودیموضوع باعث م

 3-5های از شکل .ابدیکاهش  یکند و بار بحران یداکمانش پ

بار بحرانی بالاتری را  یمحورتکشود که کمانش مشاهده می

دهد. میزان کاهش بار نسبت به کمانش دو محوری ارائه می

 یمحورتکبحرانی برای همه مقادیر شاخص توانی در حالت 

-درصد می 82درصد و در حالا دو محوری حدود  97حدود 

 باشد. 

 

 

 حالت دو محوری
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  یمحورتکحالت 

بار بحرانی بدون بعد بر حسب تغییرات  -5شکل 

 شاخص توانی

 

سازی معادلات و انجام سریع به منظور سهولت در مدل

رایج است که پژوهشگران از مدل ها و تئوری های محاسبات، 

، هاریاین تئو در نتیجه فرضیاتکه کنند دو بعدی استفاده می

ند. شوبالاتری محاسبه میخطای درصد با به دست آمده  نتایج

 ها وتر نتایج، مدلبه منظور رفع این مشکل و بررسی دقیق

ئوری در این ت شوند.های شبه سه بعدی به کار گرفته میتئوری

شود و ها، رفتار سازه به صورت شبه سه بعدی مدل سازی می

 .تاستر به شرایط واقعی نتایج به دست آمده بسیار نزدیک

و دو  یمحورتکهای بحرانی کمانش در حالت مقایسه بار

بعدی بر اساس های دو بعدی و شبه سهمحوری برای تئوری

است. نمایش داده شده 6در شکل  عرض به طول سازهنسبت 

ℎ𝑐در این حالت  ℎ𝑝 = 10, 𝑉0 = 10⁄ 𝜅و   = در نظر گرفته  2

تئوری شبه سه بعدی  ،شودشده است. همانطور که مشاهده می

هد دنسبت به تئوری دو بعدی ارائه می بحرانی کمتریبار نتایج 

بعدی سازگاری بیشتری های سهکه با نتایج مربوط به مدل

شود که تئوری شبه سه بعدی تاثیر همچنین ملاحظه می؛ دارد

 دارد. در نظر گرفتن تئوری شبه یمحورتکبیشتری بر کمانش 

رصد کاهش بار بحرانی در د 2/13 سه بعدی منجر به

𝑏 𝑎 = 𝑏درصد کاهش در  16و  ⁄0.3 𝑎 =  شود.می ⁄0.6

، تاثیر مدل شبه سه 5بر خلاف نتایج شکل  ،شودمشاهده می

. با استتر های عرض به طول بالاتر برجستهبعدی برای نسبت

توان می 6توجه به نتایج مدل دو بعدی و مقایسه نتایج در شکل

 ردریافت که استفاده از تئوری های شبه سه بعدی و در نظ

گرفتن شرایط نزدیک به واقعیت سازه برای درک بهتر رفتار 

 ها یک امر ضروری و غیرقابل انکار است.سازه

 

 
مقایسه بار بحرانی بدون بعد در حالات  -6شکل 

 مختلف دو بعدی و شبه سه بعدی
 

 

بار بحرانی بدون بعد برای تغییرات ضخامت  -7شکل 

 در حالات دو بعدی و شبه سه بعدی

 

بار بحرانی کمانش دو محوری ورق سه لایه متشکل بررسی 

مدرج تابعی برحسب ضخامت  هستههای پیزوالکتریک و از رویه

های دو بعدی و شبه سه بعدی در ها و بر اساس تئوریلایه

است. شرایط پارامتری به صورت  نشان داده شده 7شکل 

𝑎 𝑏 = 2, 𝑉0 = 10⁄ 𝜅و   = نشان  یجنتافرض شده است.  1

 تریشو هسته، همانطور که پ یهضخامت رو یشکه افزا دهندیم

 شیسازه، منجر به افزا یتصلب یشافزا یلشد، به دل یانب یزن

مت مقاو یبالاتر به معنا یت. صلبشودیکمانش م یبار بحران

بار  ن،یبنابرا ؛وارده است یها و بارهاشکل ییردر برابر تغ یشترب
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. ابدییم یشحمل کند، افزات تواندیم هکمانش که ساز یبحران

ر تبالاتر برجسته یهادر ضخامت یژهوضخامت به یشافزا ینا

ر . دشودیم یرترگچشم یطشرا ینکمانش در ا یراست و تأث

تار رف تریقدق یشقادر به نما یبالاتر، مدل دو بعد یهاضخامت

 تریشب یبرش یهادر ضخامت و تنش ییراتتغ یراز ؛سازه است

که مدل  شودیمشاهده م ینهمچن ؛گیرندیتوجه قرار م ردمو

 دارد و یشتریب یرگذاریبالاتر تأث یهادر ضخامت یدو بعد

. در یابدیم یشافزا شدهیدو مدل بررس یناختلاف ب

ازه در س یشتریب یها و انحناهاشکل ییربالاتر، تغ یهاضخامت

کمتر  رکه منجر به بروز کمانش زودتر و با با شودیم یجادا

 رییسازه به تغ یشترب یتدهنده حساسنشان ین. اشودیم

 یزیاختلاف ناچ یینپا یهاضخامت است. در واقع، در ضخامت

 یهاوجود دارد. در ضخامت یو سه بعد یدو بعد یهامدل ینب

تر است سازه کم یکیو خواص مکان یتدر صلب ییراتتغ یین،پا

ارائه  یترمشابه تایجن یو سه بعد یدو بعد یهامدل ینو بنابرا

رفتن با در نظر گ یبعدرفتار شبه سه ینکه. با توجه به ادهندیم

 یشاست، افزاضخامت اعمال شده یکرنش در راستا

 یجبر نتا یریگچشم یرتأث هایههسته و رو یهاضخامت

 یبعدو شبه سه یدو بعد یهامدل یسهآمده در مقادستبه

 .دهدینشان م

شی ورق سه لایه بر اساس تاثیر نیم پاسخ کمان 8در شکل 

است. در این مدل مطالعه شده 𝑛و 𝑚 های طول  و عرضی موج

𝑎نتایج بر اساس  𝑏 = 2, 𝑉0 = 10⁄ , ℎ𝑐 ℎ𝑝 = 𝜅و  ⁄10 = 1 

افزایش بار بحرانی  منجر به 𝑛و 𝑚 است. افزایش بررسی شده

ازه سافزایش پایداری استاتیکی و در نتیجه کمانش دو محوری 

 شود.می سه لایه

 

 
های طولی و عرضی مختلف تاثیر نیم موج - 8شکل 

 بر بار بحرانی بدون بعد

بررسی تاثیر نسبت ضخامت رویه به هسته بر بار بحرانی 

برای صفحه مدرج تابعی   و دو محوری یمحورتککمانش 

ضخامت کلی ثابت  های پیزوالکتریک دریکپارچه شده با رویه

پارامترهای مورد مطالعه به  سایراست. ارائه شده 9در شکل 

𝑎صورت  𝑏 = 2, 𝑉0 = 10, 𝜅 = ℎو  ⁄1 = 10 𝑐𝑚  در نظر

ها نسبت به هسته سفتی است. از آنجایی که رویهگرفته شده

ℎ𝑝 کمتری دارند، با افزایش ℎ𝑐⁄ میزان سفتی مجموعه کاهش  

 یابد. افزایشکاهش می کمانشیافته و در نتیجه بار بحرانی 

ℎ𝑝ها از نسبت ضخامت ℎ𝑐⁄ = ℎ𝑝تا  0 ℎ𝑐⁄ = باعث  0.2

رصد برای هر دو حالت د 8/21 کاهش بار بحرانی به میزان

خواص  یلبه دل هایهروشود. و دو محوری می یمحورتک

. با دارند یکمتر یمختلف نسبت به هسته، سفت یکیمکان

ه مجموع یکل یبه هسته، سفت یهنسبت ضخامت رو یشافزا

 ییرغت یتقابل یشافزا یبه معنا ی. کاهش سفتیابدیکاهش م

موضوع  ینشکل و کاهش مقاومت در برابر کمانش است که ا

 ددهینشان م یلتحل ین. ادهدیکمانش را کاهش م یبار بحران

 یراتأثت تواندیم یدر نسبت ضخامت و نوع بارگذار ییراتکه تغ

 د.ها داشته باشسازه یداریو پا یکیبر رفتار مکان یقابل توجه

ذکر است که تغییرات بار بحرانی از همچنین لازم به 

در هر نقطه از  یمحورتککمانش دو محوری به کمانش 

 .استدرصد  80نمودارها برابر 

 

 

تاثیر نسبت ضخامت رویه به هسته بر بار  -9شکل 

 بحرانی بدون بعد
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 نتیجه گیری -5
در این پژوهش رفتار شبه سه بعدی ورق سه لایه با هسته 

های پیزوالکتریک با استفاده از تئوری بهبود رویهمدرج تابعی و 

است. سازه مذکور تحت تاثیر پتانسیل یافته بررسی شده

الکتریکی قرار گرفته است. هسته مدرج تابعی به صورت 

سازی مدل وترکیبی از فلز و سرامیک در نظر گرفته شده 

 -وبا استفاده از تئوری پیز برای رویه های پیزوالکتریک معادلات

معادلات حاکم بر اساس  و در نهایتالاستیسیته انجام شده 

است. به منظور حل معادلات استخراج شده کار مجازیاصل 

حرکت، از روش تحلیلی ناویر استفاده شده است. تاثیر 

ها و پارامترهای مختلف همچون نسبت ابعاد، نسبت ضخامت

ده شولتاژ خارجی اولیه بر پاسخ کمانشی ورق سه لایه بررسی 

زایی سدهد که ولتاژ خارجی اولیه تاثیر بهاست. نتایج نشان می

-بر رفتار کمانشی ورق دارد. تاثیر ولتاژ خارجی برای ضخامت

وان تهمچنین از نتایج می ؛تر استها، برجستههای بالاتر رویه

دریافت که تاثیر نسبت ضخامت به طول ورق و شاخص توانی 

یابد. افزایش ق کاهش میبا افزایش نسبت عرض به طول ور

نسبت ضخامت رویه به هسته در ضخامت ثابت باعث کاهش 

شود. از مقایسه نتایج سفتی و کاهش بار بحرانی کمانش می

توان دریافت که بار بحرانی و دو محوری می یمحورتککمانش 

درصد بار بحرانی کمانش در  20در حالت دو محوری حدود 

دهد که ها نشان میررسیهمچنین ب ؛است یمحورتکحالت 

در نظر گرفتن مدل شبه سه بعدی منجر به افزایش دقت نتایج 

بر اساس این موضوع که تاثیر رفتار شبه سه شود. کمانشی می

بعدی با در نظر گرفتن اثرات کشش و همچنین کرنش در 

راستای ضخامت اعمال شده است، افزایش ضخامت های هسته 

ر نتایج به دست آمده در مقایسه گیری بو رویه ها تاثیر چشم

-انتظار میدهد. مدل های دو بعدی و شبه سه بعدی نشان می

-سازی رفتار سازهرود که نتایج مدل ارائه شده به منظور شبیه

های ساندویچی و چند لایه مورد استفاده در صنایع، مفید واقع 

 گردد.
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