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 چکیده
صفحه تیرهای کامپوزیتی با لایه چینی دلخواه با استفاده از روش آیزوژئومتریک  بروناین مقاله به تحلیل ارتعاشات درون صفحه و 

پرداخته است. در این بررسی، از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول و توابع نربز به عنوان توابع شکل روش آیزوژئومتریک استفاده 

ی، پیچشی همراه با اثرات تغییر شکل برش-و کششیپیچشی -کششی، خمشی-های خمشیهای مواد یعنی کوپلینگشود. کوپلینگمی

اند. نتایج به دست آمده با استفاده از روش آیزوژئومتریک تطابق مناسبی با نتایج به دست اینرسی دورانی و اثر پواسون در نظر گرفته شده

است و به این محاسبه شده kو  h ،pد ها با استفاده از سه روش بهبود. همگرایی پاسخنآمده از حل اجزاء محدود و نیمه تحلیلی دار

هایی به مراتب کمتر از روش اجزاء محدود به همگرایی و جواب توان با تعداد المانشود که در روش آیزوژئومتریک میترتیب مشاهده می

قابل قبول رسید. در انتها تاثیر نسبت لاغری، ناهمسانگردی مواد و تاثیر نسبت عرض به ضخامت روی چهار مود ارتعاشی خمشی درون 

 صفحه، خمشی خارج از صفحه، محوری و پیچشی مورد بررسی قرار گرفته است. 

 یل آیزوژئومتریک؛ توابع نربز؛ تیر کامپوزیتی چند لایه؛ ارتعاشات خارج از صفحه؛ ارتعاشات درون صفحه.تحل :کلمات کلیدی

 
Employing the Isogeometric method for analyzing the in-plane and out-of-plane 

vibrations of multi-layered composite beams 
 

3*Talookolaei-A. Jafari–, R. 2, S. Sadripour1T. Shakib 

, IranMSc, Mech. Eng., Babol Univ., Babol1 

, Iran Ph.D, Mech. Eng., Babol Univ., Babol 2 

Iran Assoc. Prof., Mech. Eng., Babol Univ., Babol, 3 
 

Abstract 
This research mainly presents the in-plane and out-of-plane vibration analysis of laminated composite 

beams with arbitrary lay-ups using isogeometric approach. In this study, the first-order shear deformation 

theory and NURBS basis functions are used to obtain the free vibration response of the structure. The 

material couplings, i.e., bending-stretching, bending-twisting, and stretching-twisting couplings, and the 

effects of shear deformation, rotary inertia and poisson’s effect are considered. The obtained results using 

the isogeometric approach show excellent agreement with the results which are available in the open 

literature. The convergence study has been done using three different refinement schemes such as h-, p-, 

and k-refinement. It is observed that p-refinement has a faster convergence than h-refinement, and k-

refinement is more suitable than p-refinement due to the lower number of degrees of freedom. It can also 

be concluded that using isogeometric analysis, the frequencies converged rapidly compared to the finite 

element method. Finally, the effects of slenderness ratio, material anisotropy, and width to thickness ratios 

on the in-plane, out-of-plane, axial, and torsional vibration modes in different boundary conditions are 

studied. 

Keywords: Isogeometric analysis; NURBS functions; Laminated composite beam; Out-of-plane vibration; 

In-plane vibration. 
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 مقدمه -1
ای هدر صنایع مهندسی، برای بهبود کیفیت کار اغلب از سازه

کامپوزیتی به دلیل دارا بودن خواص منحصر به فرد از جمله 

مقاومت بالا، وزن کم و ایمن بودن در برابر خوردگی و خستگی 

های بنابراین، مطالعه و بررسی سازه ؛شوداستفاده می

ها از اهمیت بالایی های دینامیکی آنکامپوزیتی و درک ویژگی

 برخوردار است. 

ها به سه روش تحلیلی، نیمه تحلیلی و از طرفی سازه

-گیرند. روشبررسی قرار میهای عددی مورد تحلیل و روش

شود که در آن پاسخ هایی گفته میهای تحلیلی به روش

سیستم با استفاده از حل معادلات ریاضی به صورت یک تابع 

 دست آمدهآید، در روش تحلیلی پاسخ بهریاضی به دست می

خی براما این روش تنها برای مسائل ساده با  ،کاملا دقیق است

اده است و حتی برای چنین مسائلی شرایط مرزی قابل استف

بسیار زیاد  ،هزینه و زمان حل با توجه به مساله ممکن است

-باشد. در روش نیمه تحلیلی، پاسخ سیستم به صورت سری

های مذکور حداقل شود که بایستی سریهایی حدس زده می

شرایط مرزی ضروری سیستم را اقناع نمایند. یافتن سری قابل 

ه تحلیلی در بسیاری از مسائل که دارای قبول برای روش نیم

باشند، عملا غیر هایی در هندسه و بارگذاری میپیچیدگی

باشد، لازم به ذکر است که دقت ممکن و یا بسیار مشکل می

تحلیلی تقریبی و وابسته به دست آمده در روش نیمهپاسخ به

ای دیگر از های عددی دستهسری حدس اولیه است. روش

های عددی دامنه حل گسسته هستند، در روشهای حل روش

اسخ توان پشده و با یافتن پاسخ بر روی این دامنه گسسته می

های عددی روش را به سایر نقاط نیز بسط داد. از میان روش

پذیرترین روش ترین و انعطافاجزاء محدود شناخته شده

 های اخیر، برای بهبود نواقص این روش. در سالاستعددی 

ددی جدیدی تحت عنوان روش آیزوژئومتریک ایجاد روش ع

 گردیده است.

ها در جهت درک رفتار به منظور بررسی و تحلیل سازه

ها به ها کاربردهای متفاوت سازهدینامیکی و استاتیکی آن

های های کامپوزیتی، منجر به استفاده از روشخصوص سازه

ای که است. به گونهشده هاآن مختلف برای تحلیل

های ارتعاشی به مطالعه ویژگی [1]کریشناسوامی و همکاران 

تیرهای کامپوزیتی چند لایه با لایه چینی دلخواه با استفاده از 

حل تحلیلی پرداختند. تاثیر تغییر شکل برشی عرضی، اینرسی 

واد های مدورانی، اینرسی درون صفحه، اثر پواسون و کوپلینگ

ها برآیند نیرو/ است. آنها در نظر گرفته شدهی آندر مطالعه

همچنین   ؛خارج از صفحه نادیده گرفتندممان را در جهت 

رفتار ساختاری تیرهای کامپوزیتی  [2]فریدمن و آبراموویچ 

های چند لایه تحت فشار محوری با استفاده از لایه

دل ها یک مپیزوالکتریک را بررسی نمودند. در این بررسی، آن

ز تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول ریاضی را با استفاده ا

های جاییتوسعه دادند و روابطی را برای زاویه خمش، جابه

محوری و جانبی در امتداد تیر برای شرایط مرزی مختلف ارائه 

های طبیعی و شکل مودهای مرتبط با دادند. سپس فرکانس

های ها و همچنین بارهای کمانشی برای تیرهای با لایهآن

ک و بدون تاثیر پیزوالکتریک را بررسی نمودند. پیزوالکتری

پاسخ تحلیلی برای تحلیل ارتعاشات  [3]جعفری و همکاران 

آزاد تیرهای کامپوزیتی متورق شده دوار با لایه چینی دلخواه 

این پژوهش برای استخراج معادلات حاکم از ارائه کردند. در 

اصل همیلتون و اثرات تغییر شکل برشی، اینرسی دورانی، 

شود. راه حل های مواد و اثر پواسون استفاده میکوپلینگ

های طبیعی و شکل مودها با تحلیلی برای محاسبه فرکانس

استفاده از روش ضرایب لاگرانژ ارائه شده است و آیدوغان نیز 

به تحلیل کمانش حرارتی تیرهای کامپوزیتی چند لایه  [4]

متقاطع با شرایط مرزی مختلف پرداخته است. در این پژوهش، 

تحلیل براساس تئوری تغییر شکل برشی با سه درجه آزادی 

تی با استفاده از روش انجام شده و دماهای بحرانی کمانش حرار

اند که در آن سه مولفه جابجایی در یک ریتز به دست آمده

 اند.ای ساده بیان شدهسری چندجمله

در استفاده از روش نیمه تحلیلی، جعفری و همکاران با 

[ به بررسی تحلیل 1بندی ارائه شده در ]استفاده از فرمول

یر اس تئوری تارتعاشات آزاد تیرهای کامپوزیتی چند لایه براس

. [5]تیموشنکو و با استفاده از روش ضرایب لاگرانژ پرداختند 

اثرات تغییر شکل برشی، اینرسی دورانی، اثر پواسون و 

-کششی، خمشی-های مواد شامل کوپلینگ خمشیکوپلینگ

پیچشی در این پژوهش در نظر -پیچشی و کوپلینگ کششی

بندی و با فرمولاست. همچنین با استفاده از همان گرفته شده

در نظر گرفتن شرایطی مشابه حالت قبل، ارتعاش اجباری تیر 

کامپوزیتی متورق شده با لایه چینی دلخواه را براساس تئوری 

همچنین  ؛ارائه نمودند [6]تغییر شکل برشی مرتبه اول 

یک روش نیمه تحلیلی نسبتا جدید  [7]کارگرنوین و همکاران 
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برای تحلیل ارتعاشات آزاد تیرهای تیموشنکو کامپوزیتی چند 

حل نیمه لایه متورق شده ارائه نمودند. یک راهلایه با تک 

تیرهای با سطح مقطع تحلیلی برای تحلیل ارتعاشات آزاد 

متغیر که روی پایه الاستیک و تحت نیروی محوری قرار 

. ایشان ابتدا معادلات [8]توسط میرزابیگی ارائه شد  ،داشتند

عد بهای بیشات آزاد را استخراج و سپس فرکانسحاکم بر ارتعا

را با استفاده از یک روش نیمه تحلیلی ارائه نمود و نشان داد 

بعد بر نیروهای محوری حساس هستند. با های بیکه فرکانس

نیز مدل  [9]استفاده از روش اجزاء محدود، بانگرا و چاندرا 

ای مشابه حالت قبل را با استفاده از تئوری اجزاء محدود مسئله

تغییر شکل برشی مرتبه بالاتر ارائه نمودند. تا به اینجا در 

تیرهای کامپوزیتی چند لایه با لایه چینی دلخواه ارتعاشات 

توجه خارج از صفحه با استفاده از روش اجزاء محدود مورد 

 رخای محققان قرار نگرفت. ارتعاشات خارج از صفحه در صفحه

ارتعاشات  .که شامل محور طولی تیر و عرض آن است دهدیم

ای اشاره دارد که شامل محور طولی تیر درون صفحه به صفحه

های از تعدادی لایه و ضخامت آن است. ضخامت تیر

 [10]است. تا اینکه کیرال و ییلدیرم ارتوتروپیک تشکیل شده

ارتعاشات خارج از صفحه را در مطالعه  [11]و همچنین چالیم 

چند  یرهایت بهاول  مطالعهای که خود در نظر گرفتند. به گونه

 یکینامیفقط رفتار د یشود و دومیمتقاطع محدود م هیلا

در  .ردیگیمتقارن را در نظر م هیچند لا تیکامپوز یرهایت

 [12]ها، جعفری و همکاران نهایت با استفاده از این پژوهش

تحلیل ارتعاشات درون صفحه و خارج از صفحه تیرهای 

کامپوزیتی چند لایه نازک تا نسبتا ضخیم با لایه چینی دلخواه 

را با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول ارائه کردند. 

های های مواد شامل کوپلینگدر این پژوهش کوپلینگ

 پیچشی همراه با-پیچشی و کششی-کششی، خمشی-خمشی

اثرات تغییر شکل برشی، اینرسی دورانی و اثر پواسون در نظر 

همچنین ایشان در نتایج استخراج شده نشان  ؛گرفته شده است

-جایی خارج از صفحه در مدلدهند که نادیده گرفتن جابهمی

ر تواند منجر به خطاهای قابل توجهی دهای یک بعدی می

 محاسبه مودهای پیچشی تیرهای کامپوزیتی چند لایه شود.  

این در حالی است که در روش آیزوژئومتریک ارتعاشات 

خارج از صفحه به خصوص در تیرهای کامپوزیتی چند لایه با 

لایه چینی دلخواه مورد تحلیل و بررسی قرار نگرفته است. به 

تیرهای گونه ای که مطالعاتی روی تحلیل ارتعاشات آزاد 

تیموشنکو با استفاده از روش آیزوژئومتریک توسط لی و پارک 

-. ایشان با استفاده از این روش فرکانس[13]انجام شده است 

های طبیعی تیر براساس تئوری تیر تیموشنکو را با در نظر 

ه دست ی دورانی بگرفتن اثر تغییر شکل برشی عرضی و اینرس

نشان  kو  h ،pکارگیری سه روش بهبود آوردند. همچنین با به

های بالاتر توابع پایه مشکل پدیده قفل دادند که در مرتبه

 آید، برطرفهای عددی به وجود میشدگی برشی که در تحلیل

ای در پژوهش خود خلاصه [14]شوند. بورداس و همکاران می

های اخیر در زمینه آیزوژئومتریک را ارائه ندها و پیشرفتاز رو

کردند. ایشان به بررسی و ارائه فرمول بندی به روش 

آیزوژئومتریک برای مسائل یک، دو و سه بعدی پرداختند و 

مسائل مختلفی را در این زمینه مورد بررسی قرار دادند. 

[ تحلیل 13رایطی مشابه ]با ش [15]همچنین لی و پارک 

استاتیکی تیرهای تیموشنکو را با استفاده از روش 

نیز به بررسی  [16]آیزوژئومتریک ارائه کردند. کیم و همکاران 

ارتعاشات آزاد تیرهای منحنی شکل با انحنای دلخواه با استفاده 

از تحلیل آیزوژئومتریک براساس تئوری تیر منحنی شکل 

تیموشنکو پرداختند. ایشان اثرات کشش محوری، تغییر شکل 

برشی و اینرسی دورانی را در مطالعه خود در نظر گرفتند. 

لف لایه با شرایط مرزی مخت تحلیل کمانش تیر کامپوزیتی چند

با استفاده از روش آیزوژئومتریک توسط وانگ و همکاران انجام 

لمان تیر با چهار درجه آزادی در . ایشان یک ا[17]شده است 

هر نقطه کنترل و با استفاده از توابع پایه نربز را مورد بررسی 

تحلیل مودال و استاتیکی  [18]قرار دادند. سانگامش و هری 

لیل آیزوژئومتریک انجام های مختلف را با استفاده از تحسازه

های مختلف یک و دو دادند. ایشان ماتریس سفتی و جرم سازه

مچنین ه ؛آورنداسپلاین به دست بعدی را با استفاده از توابع بی

تحلیل آیزوژئومتریک تیرهای خمیده  [19]حسینی و همکاران 

آزاد و کاربرد آن در طراحی و تحلیل پره توربین بادی را مورد 

آیزوژئومتریک اند. در این پژوهش، از تحلیل مطالعه قرار داده

برای حل مسئله یک تیر منحنی شکل با هندسه پیچیده، 

پذیر متغیر استفاده بارگذاری دلخواه و سفتی محوری/ انعطاف

ی تیرهای چندلایه کامپوزیت [20]پاوان و همکاران  است.شده

را از دیدگاه استاتیکی، ارتعاشاتی و کمانش با استفاده از روش 

ه گزینی مورد بررسی قرار دادند و بترکیبی آیزوژئومتریک نقطه

 های معمولاین نتیجه رسیدند که این روش در مقایسه با روش

 المان محدود کارایی بیشتری دارد.
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، تیرهای کامپوزیتی با سطح [21]پژند غفاری و رضائی

مقطع دلخواه را با استفاده از روش آیزوژئومتریک و روش 

دست آمده در کاهش ابعادی مورد بررسی قرار دادند. نتایج به

این مقاله با روش المان محدود مورد مقایسه قرار گرفت و نتایج 

سپیلاین موجب تسریع نشان داد که استفاده از توابع پایه ا

با  [22]بخوچا  شود.تر هندسه میسازی دقیقهمگرایی و مدل

استفاده از روش آیزوژئومتریک به بررسی ارتعاشات آزاد درون 

ت. خبرنولی با سطح مقطع یکنواخت پردا-صفحه تیر دوار اولر

در این مقاله کوپلینگ میان تغییرشکل محوری و خمشی با 

استفاده از یک ترم کوریولیس درنظر گرفته شد. در این پژوهش 

ای، نسبت لاغری، شعاع هاب و شرایط مرزی اثر سرعت زاویه

، ارتعاشات آزاد [23]مورد بررسی قرار گرفت. لوو و همکاران 

اس براس و منحنیکامپوزیتی چندلایه عمیق به شکل  تیرهای

تیموشنکو و با شعاع انحنای دلخواه را با استفاده از تئوری 

تحلیل آیزوژئومتریک برمبنای توابع نربز مورد تحلیل و بررسی 

منظور اعتبارسنجی روش قرار دادند. در این پژوهش به

ه تیر نمونبعد چند های بیکار رفته، فرکانسآیزوژئومتریک به

دست آمد و چندلایه کامپوزیتی از نوع دایروی و بیضوی به

 دست آمده با نتایج موجود مورد مقایسه قرار گرفت.نتایج به

ی گذشته به عنوان روش آیزوژئومتریک در طول یک دهه

رد ها مویک روش قدرتمند در حوزه تحلیل به ویژه تحلیل سازه

همچنین با توجه به مطالعات  ؛توجه محققین قرار گرفته است

شود که ها مشاهده میانجام شده در راستای تحلیل سازه

ارتعاشات خارج از صفحه تیرها به خصوص تیرهای کامپوزیتی 

 با لایه چینی دلخواه کمتر مورد توجه محققان قرار گرفته است.

صفحه و برون به این منظور در این پژوهش ارتعاشات آزاد درون

 چینی دلخواه بار چندلایه کامپوزیتی با لایهصفحه یک تی

های مادی با استفاده از روش درنظر گرفتن کوپلینگ

آیزوژئومتریک مورد بررسی قرار گرفته است. هدف و نوآوری 

عنوان یک روش این پژوهش کاربرد روش آیزوژئومتریک به

قدرتمند در حل این مساله و بررسی اعتبار و مزایای آن در 

 ت.روش المان محدود اس مقایسه با

 

 

 

 

 

 مدلسازی ریاضی -2
 مرور مختصری بر بی اسپیلاین و نربز -1 -2

 بی اسپیلاین -1 -1 -2

 بردار گره -2-1-1-1

 شوند. بردار گرهتعریف می Ξها بر روی بردار گرهی اسپلاینبی

یک مجموعه از اعداد حقیقی متوالی و غیر نزولی در فضای 

 است.پارامتری به صورت زیر 

 

(1) Ξ = {ξ1, ξ2, … , ξn+p+1} 

 

𝑖)ام  𝑖گره  𝜉𝑖در این بردار  = 1,2, … , 𝑛 + 𝑝 + ، که در (1

تعداد توابع پایه است. در بردار  𝑛ای و مرتبه چند جمله 𝑝آن 

ه کند کها فضای پارامتری را به فواصلی تقسیم میگره، گره

𝜉𝑖]دهانه گرهی  , 𝜉𝑖+1) شود. در صورتی که فاصله نامیده می

ها برابر باشد، بردار گره یکنواخت نامیده می شود و در بین گره

غیر این صورت بردار گرهی غیر یکنواخت است. اگر مقدار یک 

گره بیش از یک بار وجود داشته باشد، یک گره تکراری نامیده 

𝑝شود. بردار گرهی که مقادیر ابتدا و انتهای آن می + مرتبه  1

 شود.امیده میتکرار شوند، بردار گرهی باز ن
 

 توابع بی اسپیلاین -2-1-1-2

 اسپلاینتوان توابع پایه بیبا داشتن یک بردار گرهی می

𝑁𝑖,𝑝(𝜉)  در فضای پارامتری از مرتبه𝑝  را به صورت زیر تعریف

 نمود:

 

(2) 

𝑝 = 0:    

 𝑁𝑖,0(𝜉) = {
1 𝑖𝑓  𝜉𝑖 ≤ 𝜉 ≤ 𝜉𝑖+1
0 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 

 

𝑝 ≥ 1:  
𝑁𝑖,𝑝(𝜉)

=
𝜉 − 𝜉𝑖
𝜉𝑖+𝑝 − 𝜉𝑖

𝑁𝑖,𝑝−1(𝜉)

+
𝜉𝑖+𝑝+1 − 𝜉

𝜉𝑖+𝑝+1 − 𝜉𝑖+1
𝑁𝑖+1,𝑝−1(𝜉) 

 

-. برخی از ویژگیاستشمارنده نقاط کنترلی  𝑖که در آن 

توان به صورت زیر بیان اسپلاین را میهای برجسته توابع بی

 نمود:
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  هر تابع پایه بر روی دامنه پارامتری همواره مثبت

𝑁𝑖,𝑝(𝜉))است  ≥ 0). 

  دلخواهدر بازه [𝜉𝑖 , 𝜉𝑖+1)  مجموع مقادیر این توابع

∑)برابر واحد است  𝑁𝑖,𝑝(𝜉)
𝑝+1
𝑖=1 = 1). 

 .این توابع مستقل خطی هستند 

  تعداد حداکثر𝑝 + مقدار از این توابع در بازه  1

[𝜉𝑖 , 𝜉𝑖+1) .غیر صفر هستند 

ها دارای روی گره pبه طور کلی توابع پایه از مرتبه 

است.  ∞𝐶و بین دو گره مجزا دارای پیوستگی  𝐶𝑝−1پیوستگی 

دارد. در این حالت  𝐶𝑝−𝑘مرتبه تکرار، پیوستگی  kیک گره با 

د باشنباشد، توابع در آن گره درونیاب می pاگر مقدار تکرار برابر 

𝑝و اگر مقدار تکرار  + گسستگی رخ  ،در نظر گرفته شود 1

کرار هر یک از دهد. در حالت کلی در یک بردار گرهی با تمی

 یابد.نقاط، یک درجه از پیوستگی نقطه گرهی کاهش می

-اسپلاین از رابطه زیر به دست میمشتق اول تابع پایه بی

 آید.
 

(3) 
𝑑

𝑑𝜉
𝑁𝑖,𝑝(𝜉) =

𝑝

𝜉𝑖+𝑝−𝜉𝑖
𝑁𝑖,𝑝−1(𝜉) −

𝑝

𝜉𝑖+𝑝+1−𝜉𝑖+1
𝑁𝑖+1,𝑝−1(𝜉)  

 

محاسبه ( 4ام تابع پایه با استفاده از رابطه )-kمشتق مرتبه 

 شود.می

 

(4) 𝑁𝑖,𝑝
(𝑘)(𝜉) = 𝑝 (

𝑁𝑖,𝑝−1
(𝑘−1)(𝜉)

𝜉𝑖+𝑝−𝜉𝑖
−

𝑁𝑖+1,𝑝−1
(𝑘−1) (𝜉)

𝜉𝑖+𝑝+1−𝜉𝑖+1
)  

 

 اسپیلاینمنحنی بی -2-1-2

اسپلاین از ترکیب خطی توابع ای بیای تکهمنحنی چندجمله

 آید:( به دست می5پایه و نقاط کنترلی به صورت رابطه )

 

(5) 𝐶(𝜉) =∑𝑁𝑖,𝑝(𝜉)𝑃𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 

اسپلاینی هستند که روی بردار توابع بی 𝑁𝑖,𝑝(𝜉)که در آن 

𝑃𝑖شوند و گره تعریف می ∈ 𝑅
𝑑  استمختصات نقاط کنترلی. 

 

 

 بهبود -2-1-3

های بهبود ها، روشاسپلاینهای شاخص بییکی از ویژگی

 توان توابع را غنی سازیها میشبکه هستند که با استفاده از آن

ها به سه دسته افزایش آیزوژئومتریک این روشنمود. در روش 

مرتبه و افزایش مرتبه و پیوستگی تقسیم بندی   گره، افزایش

در  pو بهبود  hشوند. دو روش اول به ترتیب معادل بهبود می

گفته  kروش اجزاء محدود هستند. روش سوم که به آن بهبود 

این  شود، معادلی در روش اجزاء محدود ندارد. ویژگی مهممی

ها، منحنی از نظر ها این است که با اعمال هر یک از آنروش

 ماند.هندسی و پارامتری بدون تغییر می

 

 hبهبود  -2-1-3-1

اولین روش، اضافه کردن گره جدید به بردار گرهی موجود و 

Ξ. فرض کنید استها در نتیجه افزایش تعداد المان =

{𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛+𝑝+1}  بردار گرهی اولیه باشد، با وارد کردن گره

𝜉̅جدید و دلخواه  ∈ [𝜉𝑘 , 𝜉𝑘+1) یک واحد به توابع پایه اضافه ،

𝑛بنابراین  ؛شودمی + تابع پایه جدید طبق روابط بازگشتی  1

𝑛همچنین  ؛آیند( به دست می2) + نقطه کنترلی جدید  1
{𝑃̅1, 𝑃̅2, … , 𝑃̅𝑛+1} از ترکیب خطی نقاط کنترلی اصلی ،
{𝑃1, 𝑃2, … , 𝑃𝑛 } :به صورت زیر محاسبه خواهند شد 

 

(6) 𝑃̅𝑖 = 𝛼𝑖𝑃𝑖 + (1 − 𝛼𝑖)𝑃𝑖−1 

(7) 

𝛼𝑖 = 

{
 
 

 
 1,                         1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 𝑝

𝜉̅ − 𝜉𝑖
𝜉𝑖+𝑝 − 𝜉𝑖

,                 𝑘 − 𝑝 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘

0,                                 𝑖 ≥ 𝑘 + 1

 

 

جدید، پیوستگی در آن در این روش با افزودن یک گره 

 یابد.نقطه یک مرتبه کاهش می

 

 pبهبود  -2-1-3-2

ا هدومین روش، افزایش مرتبه توابع بدون افزایش تعداد المان

. در این روش، با افزودن یک واحد به مرتبه تعداد تکرار است

یابد. با افزایش تعداد هر گره به اندازه یک واحد افزایش می

و خارجی به اندازه یک واحد، تعداد نقاط های داخلی تکرار گره

گی ها و پیوستکنترل و توابع پایه افزایش یافته و تعداد المان

 ماند.در مرزهای المان ثابت باقی می
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 kبهبود  -2-1-3-3

که معادلی در روش اجزا محدود ندارد، ترکیبی از دو  kبهبود 

با پرهیز از معایب  kبه طوریکه روش بهبود  ؛استروش قبلی 

زمان، روشی قدرتمند دو روش افزایش گره و مرتبه به طور هم

آید. روند کار در این روش به این صورت است که به حساب می

وارد شود.  𝜉̅افزایش یابد و سپس گره  qدر ابتدا مرتبه به مقدار 

𝜉̅ ،𝑞در این حالت پیوستگی مشتقات توابع پایه در  − -می 1

 شود.گفته می kروند بهبود باشد. به این 

 

 نربز -2-1-4

 ،سازی اشکال پیچیده  مناسب هستندها برای مدلبی اسپلاین

اما توانایی نمایش دقیق مقاطع مخروطی را ندارند. به همین 

ز در ای به نام نربهای تعمیم یافتهاسپلایندلیل است که از بی

ود. شمیرسم دقیق اشکال ساده مانند دایره و بیضی استفاده 

ه در حالی ک ،ای هستندای قطعهها توابع چند جملهاسپلاینبی

باشند. تمام ای میهای کسری قطعهاینربزها چند جمله

دق ها بیان شد، برای نربز نیز صاسپلاینهایی که برای بیویژگی

 کنند.می

 

 توابع نربز -2-1-4-1

 شوند:توابع پایه نربز به صورت زیر تعریف می

 

(8) 𝑅𝑖,𝑝(𝜉) =
𝑁𝑖,𝑝(𝜉)𝑤𝑖
𝑊(𝜉)

 

(9) 𝑊(𝜉) =∑𝑁𝑖,𝑝(𝜉)𝑤𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 

و  pاسپلاین از مرتبه توابع پایه بی 𝑁𝑖,𝑝(𝜉)در روابط بالا 

𝑤𝑖 های مناسب امکان های نربز هستند. انتخاب وزنوزن

ها و ایها از جمله چند جملهتوصیف انواع مختلف منحنی

 نماید.فراهم میای را های دایرهکمان

 

 منحنی نربز -2-1-4-2

منحنی نربز که از ترکیب نقاط کنترلی و توابع نربز به دست 

 شود:آید، به صورت زیر بیان میمی

(10) 𝐶(𝜉) =∑𝑅𝑖,𝑝(𝜉)𝑃𝑖

𝑛

𝑖=1

 

. استنقاط کنترلی  𝑃𝑖توابع نربز و  𝑅𝑖,𝑝(𝜉)که در آن 

ساختاری شود، رابطه بالا از لحاظ همانطور که مشاهده می

 .استاسپلاین مشابه منحنی بی

 

 بندی پایهفرمول -2 -2

، سطح مقطع 𝐿تیر کامپوزیتی چند لایه، به طول  1شکل 

دهد. مبداء را نشان می 𝑏و عرض  ℎ، ضخامت 𝐴مستطیلی 

در جهت  𝑥مختصات در سطح میانی تیر قرار دارد که محور 

در جهت  𝑧در جهت عرض تیر و محور  𝑦طول تیر، محور 

ها است که ضخامت و جنس لایهضخامت تیر است. فرض شده

با هم برابر بوده است. با در نظر گرفتن حرکات درون صفحه و 

ای تیر و براساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه برون صفحه

اول، میدان تغییر مکان برای تیر مورد نظر به صورت زیر نوشته 

 شود:می

 

(11) 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) + 𝑧𝜓(𝑥, 𝑡)
− 𝑦𝜃(𝑥, 𝑡) 

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑣0(𝑥, 𝑡) − 𝑧𝜑(𝑥, 𝑡) 
𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑤0(𝑥, 𝑡) + 𝑦𝜑(𝑥, 𝑡) 

 

گر جابجایی یک نقطه بیان 𝑤و  𝑢 ،𝑣که در رابطه فوق 

همچنین  ؛است 𝑧و  𝑥 ،𝑦دلخواه از تیر به ترتیب در جهات 

,𝑢0پارامترهای ) 𝜑)( ،𝑣0, 𝜓( و )𝑤0, 𝜃 های جابجایی( به ترتیب

 𝑧و  𝑥 ،𝑦های سطح مقطع تیر در راستای محور میانی و دوران

نمایش داده  2باشند. جهت مثبت این پارامترها در شکل می

 است.شده

های غیر صفر کرنش در (، مولفه11با استفاده از معادله )

 شود:هر نقطه از تیر به صورت زیر محاسبه می

 

(12) 

𝜀𝑥 = 𝑢,𝑥 = 𝑢0,𝑥 + 𝑧𝜓,𝑥 − 𝑦𝜃,𝑥
= 𝜀𝑥

0 + 𝑧𝜅1 − 𝑦𝜅2 

𝜀𝑥𝑦 = 𝑢,𝑦 + 𝑣,𝑥 = −𝜃 + 𝑣0,𝑥 − 𝑧𝜑,𝑥
= 𝜀𝑥𝑦

0 − 𝑧𝜅 

𝜀𝑥𝑧 = 𝑢,𝑧 + 𝑤,𝑥 = 𝜓 +𝑤0,𝑥 + 𝑦𝜑,𝑥
= 𝜀𝑥𝑧

0 + 𝑦𝜅 
 

𝜀𝑥𝑦بیانگر کرنش نرمال و ) 𝜀𝑥که  , 𝜀𝑥𝑧)  های برشی کرنش

𝜀𝑥همچنین پارامترهای  ؛یک نقطه دلخواه از تیر هستند
و  0

(𝜀𝑥𝑦
0 , 𝜀𝑥𝑧

 های برشی در سطحنرمال و کرنش به ترتیب کرنش  (0

𝜅1میانی تیر است. علاوه بر این،  = 𝜓,𝑥  و𝜅2 = 𝜃,𝑥  به ترتیب
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هستند و  𝑥𝑦و  𝑥𝑧انحناهای خمشی صفحه میانی در صفحات 

𝜅 = 𝜑,𝑥  توجه داشته استانحنای پیچشی صفحه میانی .

باشید که در اینجا زیرنویس ویرگول به معنای مشتقات جزئی 

𝑢0,𝑥است. به عنوان مثال،  =
𝜕𝑢0

𝜕𝑥
کرنش -است. رابطه تنش 

توان به صورت برای ماده ارتوتروپیک در مختصات اصلی را می

 زیر بیان نمود:

 

(13) 

 

{
 
 

 
 
𝜎11
𝜎22
𝜎33
𝜎23
𝜎13
𝜎12}

 
 

 
 

= 

[
 
 
 
 
 
𝐶11 𝐶12 𝐶13 0 0 0
𝐶12 𝐶22 𝐶23 0 0 0
𝐶13 𝐶23 𝐶33 0 0 0
0 0 0 𝐶44 0 0
0 0 0 0 𝐶55 0
0 0 0 0 0 𝐶66]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝜀11
𝜀22
𝜀33
𝜀23
𝜀13
𝜀12}
 
 

 
 

 

 

 

 
 [12] چند لایه کامپوزیتیهندسه تیر  -1شکل 

 

 
 [12] هاو دوران هاجابجایی مثبتجهات  -2شکل 

 

های تانسور تنش و کرنش در به ترتیب مولفه 𝜀𝑖𝑗و  𝜎𝑖𝑗که 

ضرایب الاستیک ماده ارتوتروپیک  𝐶𝑖𝑗مختصات ماده هستند و 

به منظور محاسبه رابطه  .است در سیستم مختصات اصلی

، در رابطه 1متناظر برای مدل تیر چند لایه یک بعدی شکل 

𝜎33( ابتدا 13) = ای اصلاح شده از تنش قرار داده تا رابطه 0

سپس نتایج از سیستم مختصات اصلی ای به دست آید. صفحه

 xyzبه سیستم مختصات مسئله، یعنی سیستم مختصات 

 شود.تبدیل می

 

(14) 

{

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

}

(𝑘)

= [

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16
𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26
𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

]

(𝑘)

{

𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝜀𝑥𝑦
}

(𝑘)

 

(15) {
𝜏𝑦𝑧
𝜏𝑥𝑧
}
(𝑘)

= [
𝑄̅44 𝑄̅45
𝑄̅45 𝑄̅55

]

(𝑘)

{
𝜀𝑦𝑧
𝜀𝑥𝑧
}
(𝑘)

 

 

𝑄̅𝑖𝑗که 
𝑘  سفتی کاهش یافته در سیستم مختصاتxyz  برای

است. برای تبدیل از مدل دو بعدی ای اصلاح شدهتنش صفحه

𝜎𝑦به یک بعدی،  = 𝜏𝑦𝑧و  0 = در حالی  ؛شوندقرار داده می 0

که مولفه تنش برشی مربوط به تغییر شکل خارج از صفحه 

𝜏𝑥𝑦  و مولفه برشی درون صفحه𝜏𝑥𝑧 شوند. نادیده گرفته نمی

 شود.( به صورت زیر بازنویسی می14بنابراین در ابتدا معادله )

 

(16) 
{
𝜎𝑥
𝜏𝑥𝑦

}
(𝑘)

= [
𝑄̅11 𝑄̅16
𝑄̅16 𝑄̅66

]

(𝑘)

{
𝜀𝑥
𝜀𝑥𝑦
}
(𝑘)

+ [
𝑄̅12
𝑄̅26

]

(𝑘)

𝜀𝑦
(𝑘) 

(17) 𝜎𝑦
(𝑘) = 0 = [𝑄̅12 𝑄̅26]

(𝑘) {
𝜀𝑥
𝜀𝑥𝑦
}
(𝑘)

+ 𝑄̅22
(𝑘)
𝜀𝑦
(𝑘) 

 

𝜀𝑦( 17از معادله )
(𝑘)   برحسب{

𝜀𝑥
𝜀𝑥𝑦

}
(𝑘)

آید به دست می 

 ( داریم:16که با جایگذاری آن در رابطه )

 

(18) {
𝜎𝑥
𝜏𝑥𝑦

}
(𝑘)

= [
𝑄̿11 𝑄̿16

𝑄̿16 𝑄̿66
]

(𝑘)

{
𝜀𝑥
𝜀𝑥𝑦
}
(𝑘)

 

(19) 

𝑄̿11 = 𝑄̅11 −
𝑄̅12

2

𝑄̅22
,           

  𝑄̿16 = 𝑄̅16 −
𝑄̅12𝑄̅26

𝑄̅22
,       

𝑄̿66 = 𝑄̅66 −
𝑄̅26

2

𝑄̅22
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 𝜏𝑦𝑧( نیز با برابر صفر قرار دادن 15به طور مشابه رابطه )

 آیدبه دست می (20به صورت معادله )

 

(20) 
𝜏𝑥𝑧

(𝑘) = 𝑄̿55
(𝑘)
𝜀𝑥𝑧

(𝑘) = (𝑄̅55 −

𝑄̅45
2

𝑄̅44
)
(𝑘)

𝜀𝑥𝑧
(𝑘)  

 

( روابط سازنده برای تیر چند لایه 20( و )18معادلات )

و  yحاضر در حضور ارتعاشات خارج از صفحه در جهت 

هستند. در ادامه از این روابط  zارتعاشات درون صفحه در جهت 

برای توسعه معادلات نیرو و گشتاور برآیند در جهات مختلف 

های تنش غیر صفر به شود. با استفاده از مولفهاستفاده می

گیری روی حجم ( و با انتگرال20( و )18دست آمده در معادله )

 شود:تیر، انرژی کرنشی سیستم به صورت زیر بیان می

 

(21) 

𝑈𝐵

=
1

2
∫ ∫ ∫ (𝜎𝑥

(𝑘)𝜀𝑥
(𝑘)

ℎ/2

−ℎ/2

𝑏/2

−𝑏/2

𝐿

0

+ 𝜏𝑥𝑦
(𝑘)𝜀𝑥𝑦

(𝑘)

+ 𝜏𝑥𝑧
(𝑘)𝜀𝑥𝑧

(𝑘))𝑑𝑧 𝑑𝑦 𝑑𝑥 

 

 (، داریم:21( در رابطه )12با جایگذاری رابطه )

 

(22) 

𝑈𝐵

=
1

2
∫ ∫ ∫ (𝜎𝑥

(𝑘)𝜀𝑥
(𝑘)

ℎ/2

−ℎ/2

𝑏/2

−𝑏/2

𝐿

0

+ 𝜏𝑥𝑦
(𝑘)𝜀𝑥𝑦

(𝑘)

+ 𝜏𝑥𝑧
(𝑘)𝜀𝑥𝑧

(𝑘))𝑑𝑧 𝑑𝑦 𝑑𝑥 
 

 
 [12] برآیندهای نیرو و گشتاور -3شکل 

 

 
ها در تیر کامپوزیتی چند نحوه نامگذاری لایه -4شکل 

 [12] لایه

 

های برآیند که روی سطح (، تنش22با استفاده از معادله )

 شوند:به صورت زیر فرض می ،شودمقطع تیر اعمال می

 

(23) 
{
 
 

 
 
𝑁𝑥
𝑁𝑥𝑦
𝑀1𝑥
𝑀2𝑥

𝑇
𝑄𝑥𝑧}

 
 

 
 

= 

∫ ∫

{
 
 
 

 
 
 

𝜎𝑥
(𝑘)

𝜏𝑥𝑦
(𝑘)

𝜎𝑥
(𝑘)𝑧

𝜎𝑥
(𝑘)𝑦

𝜏𝑥𝑧
(𝑘)𝑦 − 𝜏𝑥𝑦

(𝑘)𝑧

𝜏𝑥𝑧
(𝑘) }

 
 
 

 
 
 

𝑑𝑧 𝑑𝑦
ℎ/2

−ℎ/2

𝑏/2

−𝑏/2

 

 

به  𝑄𝑥𝑧و  𝑁𝑥𝑦نیروی برآیند محوری،  𝑁𝑥در روابط بالا، 

-ترتیب برآیندهای نیروی برشی درون صفحه و عرضی می

برآیند  𝑇برآیندهای گشتاور خمشی و  𝑀2𝑥و  𝑀1𝑥باشند. 

اند. با نشان داده شده 3که در شکل  استگشتاور پیچشی 

گیری ( و با انتگرال23( در رابطه )20) -( 18جایگذاری روابط )

بر روی ضخامت و عرض تک لایه معادل، معادله ماتریسی رابطه 

 است.آید که در پیوست زیر آورده شده( به دست می24)
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(24) {
 
 

 
 
𝑁𝑥
𝑁𝑥𝑦
𝑀1𝑥
𝑀2𝑥

𝑇
𝑄𝑥𝑧}

 
 

 
 

= 

[
 
 
 
 
 
 
𝑏𝐴11 𝑏𝐴16 𝑏𝐵11 0 𝑏𝐵16 0
𝑏𝐴16 𝑏𝐴66 𝑏𝐵16 0 𝑏𝐵66 0
𝑏𝐵11 𝑏𝐵16 𝑏𝐷11 0 𝑏𝐷16 0

0 0 0 (𝑏3/12)𝐴11 0 0

𝑏𝐵16 𝑏𝐵66 𝑏𝐷16 0 𝑏𝐷66 + (𝑏
3/12)𝐴55 0

0 0 0 0 0 𝑏𝐴55]
 
 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝜀𝑥
0

𝜀𝑥𝑦
0

𝜅1
𝜅2
𝜅
𝜀𝑥𝑧
0 }
 
 

 
 

 

,𝐷𝑖𝑗 (𝑖و  𝐴𝑖𝑗 ،𝐵𝑖𝑗ضرایب  𝑗 = -برحسب مولفه 𝐴55و  (1,6

𝑄̿𝑖𝑗های سفتی لایه 
(𝑘) شوند.به صورت زیر تعریف می 

 

{
 
 

 
 
𝑁𝑥
𝑁𝑥𝑦
𝑀1𝑥
𝑀2𝑥

𝑇
𝑄𝑥𝑧}

 
 

 
 

= 

𝐴𝑖𝑗 = ∑ 𝑄̿𝑖𝑗
(𝑘)(𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘)

𝑛𝑡
𝑘=1   , (𝑖, 𝑗 = 1,6)  

𝐵𝑖𝑗 =
1

2
∑ 𝑄̿𝑖𝑗

(𝑘)(𝑧𝑘+1
2 − 𝑧𝑘

2)𝑛𝑡
𝑘=1   , (𝑖, 𝑗 = 1,6)   

𝐷𝑖𝑗 =
1

3
∑ 𝑄̿𝑖𝑗

(𝑘)(𝑧𝑘+1
3 − 𝑧𝑘

3)𝑛𝑡
𝑘=1   , (𝑖, 𝑗 = 1,6)   

𝐴55 = ∑ 𝑘𝑠𝑄̿55
(𝑘)(𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘)

𝑛𝑡
𝑘=1   , 𝑘𝑠 =

5

6
  

(25)  

 

 kهای تیر مورد نظر و تعداد کل لایه 𝑛𝑡در این روابط، 

برای شناسایی هر لایه،  4شماره هر لایه است. با توجه به شکل 

و  𝑧𝑘اختصاص داده شده که در آن  𝑧ای از مختصات مجموعه

𝑧𝑘+1 ی ی سطوح بالا و پایین لایهبه ترتیب فاصلهk- ام تا سطح

 .استضریب تصحیح برش  𝑘𝑠میانی است. 

(، انرژی کرنشی تیر 22سازی معادله )بنابراین پس از ساده

-براساس نیروها و گشتاورهای برآیند به صورت زیر بیان می

 شود:

(26) 
𝑈𝐵 =

1

2
∫ [𝑁𝑥𝜀𝑥

0 +𝑀1𝑥𝜅1𝑥 +𝑀2𝑥𝜅2𝑥

𝐿

0

+ 𝑁𝑥𝑦𝜀𝑥𝑦
0 + 𝑇𝜅

+ 𝑄𝑥𝑧𝜀𝑥𝑧
0 ]𝑑𝑥 

 

(، 26( در رابطه )11( و )24سپس با جایگذاری معادلات )

انرژی کرنشی تیر کامپوزیتی براساس میدان تغییر مکان به 

 آید:صورت زیر به دست می
 

(27) 

𝑈𝐵 =
1

2
∫ {𝑏𝐴11𝑢0,𝑥

2 + 𝑏𝐷11𝜓,𝑥
2 +

𝐿

0

𝑏3

12
𝐴11θ,𝑥

2 + 2𝑏𝐵11𝑢0,𝑥𝜓,𝑥 +

𝑏𝐴66(θ
2 + 𝑣0,𝑥

2 − 2θ𝑣0,𝑥) + (𝑏𝐷66 +

𝑏3

12
𝐴55)𝜑,𝑥

2 − 2𝑏𝐵66(𝜑,𝑥𝑣0,𝑥 −

θ𝜑,𝑥) + 2𝑏𝐴16(𝑢0,𝑥𝑣0,𝑥 − θ𝑢0,𝑥) +

2𝑏𝐵16(𝜓,𝑥𝑣0,𝑥 − θ𝜓,𝑥 − 𝑢0,𝑥𝜑,𝑥) −

2𝑏𝐷16𝜓,𝑥𝜑,𝑥 + 𝑏𝐴55(𝜓
2 + 𝑤0,𝑥

2 +

2𝜓𝑤0,𝑥)} 𝑑𝑥  

 

ی انرژی جنبشی برای تیر کامپوزیتی علاوه بر این، رابطه

 آید:میبه صورت زیر به دست 

 

(28) 𝐾 =
1

2
∫ ∫ ∫ 𝜌(𝑘)(𝑢,𝑡

2 + 𝑣,𝑡
2

ℎ/2

−ℎ/2

𝑏/2

−𝑏/2

𝐿

0

+ 𝑤,𝑡
2)𝑑𝑧 𝑑𝑦 𝑑𝑥 

 

 ( داریم:28( در معادله )11با جایگذاری معادله )

 

(29) 

𝐾 =
1

2
∫ [𝐼1𝑏(𝑢0,𝑡

2 + 𝑣0,𝑡
2 + 𝑤0,𝑡

2 )
𝐿

0

+ 𝐼3𝑏(𝜑,𝑡
2 + 𝜓,𝑡

2)

+ 𝐼1
𝑏3

12
(𝜑,𝑡

2 + 𝜃,𝑡
2)

+ 2𝐼2𝑏(𝑢0,𝑡𝜓,𝑡

− 𝜑,𝑡𝑣0,𝑡)] 𝑑𝑥 

 که

(30) 𝐼1 =∑𝜌(𝑘)(𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘)

𝑛𝑡

𝑘=1

,  
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𝐼2 =
1

2
∑𝜌(𝑘)(𝑧𝑘+1

2 − 𝑧𝑘
2)

𝑛𝑡

𝑘=1

,       

𝐼3 =
1

3
∑𝜌(𝑘)(𝑧𝑘+1

3 − 𝑧𝑘
3)

𝑛𝑡

𝑘=1

 

 

های چگالی جرمی هر لایه است. با داشتن انرژی 𝜌(𝑘)که 

 اصل همیلتون برای مدلجنبشی و کرنشی سیستم ارتعاشی، 

∫δمورد بررسی به صورت  (𝐾 − 𝑈𝐵)𝑑𝑡 = 0
𝑡1

0
شود که نوشته می 

لحظه زمانی دلخواه  𝑡1نماد تغییرات مرتبه اول بوده و  δدر آن 

. در نهایت معادلات حرکت برای ارتعاشات آزاد و شرایط است

مرزی تیر مورد نظر با جایگذاری روابط انرژی جنبشی و کرنشی 

 آید:در رابطه اصل همیلتون به صورت زیر به دست می

 

(31) 

𝑁𝑥,𝑥 = 𝐼1𝑏𝑢0,𝑡𝑡 + 𝐼2𝑏𝜓𝑡𝑡 
 

𝑁𝑥𝑦,𝑥 = 𝐼1𝑏𝑣0,𝑡𝑡 − 𝐼2𝑏𝜑𝑡𝑡 
 

𝑄𝑥𝑧,𝑥 = 𝐼1𝑏𝑤0,𝑡𝑡 
 

𝑁𝑥𝑦 +𝑀2𝑥,𝑥 =
𝐼1𝑏

3

12
𝜃,𝑡𝑡 

 

𝑀𝑥𝑦,𝑥 = 𝐼3𝑏𝜑,𝑡𝑡 +
𝐼1𝑏

3

12
𝜑,𝑡𝑡 − 𝐼2𝑏𝑣0,𝑡𝑡 

 

 𝑀1𝑥,𝑥 − 𝑄𝑥𝑧 = 𝐼3𝑏𝜓,𝑡𝑡 + 𝐼2𝑏𝑢0,𝑡𝑡 

 

 شرایط مرزی:

 

(32) 

𝑥 = 0: 
𝑁𝑥 = 0,   𝑀1𝑥 = 0,   𝑀2𝑥 = 0,    
𝑁𝑥𝑦 = 0,   𝑇 = 0,   𝑄𝑥𝑦 = 0, 

 

𝑥 = 𝐿: 
𝑁𝑥 = 0,   𝑀1𝑥 = 0,   𝑀2𝑥 = 0,    
𝑁𝑥𝑦 = 0,   𝑇 = 0,   𝑄𝑥𝑦 = 0, 

 

 بندی آیزوژئومتریکفرمول -3

در تحلیل آیزوژئومتریک، توابع پایه نربز برای تقریب میدان 

ئله شود. در مسجایی تیر کامپوزیتی چند لایه استفاده میجابه

که  استحاضر، هر نقطه کنترلی دارای شش درجه آزادی 

 𝑤𝑖و  𝑣𝑖، خیزهای جانبی و عرضی 𝑢𝑖جایی محوری شامل جابه

𝑖که در آن  𝜓𝑖و  𝜃𝑖 ،𝜑𝑖و سه دوران مستقل  = 1: 𝑛 است .𝑛 

 جاییهای جابهبنابراین، میدان ؛تعداد کل نقاط کنترل است

 شود:ر بیان میالمان تیر به صورت زی

 

(33) 

𝑢𝑒 =∑𝑅𝑖𝑢𝑖

𝑛

𝑖=1

 

𝑣𝑒 =∑𝑅𝑖𝑣𝑖

𝑛

𝑖=1

 

𝑤𝑒 =∑𝑅𝑖𝑤𝑖

𝑛

𝑖=1

 

𝜃𝑒 =∑𝑅𝑖𝜃𝑖

𝑛

𝑖=1

 

𝜑𝑒 =∑𝑅𝑖𝜑𝑖

𝑛

𝑖=1

 

𝜓𝑒 =∑𝑅𝑖𝜓𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 

تعداد توابع پایه  𝑛توابع پایه نربز و  𝑅𝑖که در رابطه بالا، 

بنابراین بردار درجات آزادی برای  است؛غیر صفر روی هر المان 

 شود:( بیان می34المان تیر به صورت رابطه )

 

(34) 
{𝛿} = 

{
𝑢1, 𝑣1, 𝑤1, 𝜑1, 𝜓1, 𝜃1, 𝑢2, 𝑣2, 𝑤2, 𝜑2,
𝜓2, 𝜃2, … , 𝑢𝑛, 𝑣𝑛, 𝑤𝑛, 𝜑𝑛, 𝜓𝑛, 𝜃𝑛

}
𝑇

 

 

 است؛تعداد نقاط کنترل مربوط به هر المان  𝑛که در آن 

( بازنویسی 35توان به صورت رابطه )( را می33بنابراین، رابطه )

 نمود.

 

(35) 

𝑢 =  [𝑅𝑢]{𝛿} = [𝑅1  0  0  0  0  0  𝑅2  0  0  0  0  0  …   𝑅𝑛  0  0  0  0  0] {𝛿} 

𝑣 =  [𝑅𝑣]{𝛿} = [0  𝑅1  0  0  0  0  0  𝑅2  0  0  0  0 …   0  𝑅𝑛  0  0  0  0] {𝛿} 

𝑤 = [𝑅𝑤]{𝛿} = [0  0  𝑅1  0  0  0  0  0  𝑅2  0  0  0 …   0  0  𝑅𝑛  0  0  0] {𝛿} 

𝜃 =  [𝑅𝜃]{𝛿} = [0  0  0  𝑅1  0  0  0  0  0  𝑅2  0  0 …   0  0  0  𝑅𝑛  0  0] {𝛿} 

𝜑 = [𝑅𝜑]{𝛿} = [0  0  0  0  𝑅1  0  0  0  0  0  𝑅2  0 …   0  0  0  0  𝑅𝑛 0] {𝛿} 
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𝜓 = [𝑅𝜓]{𝛿} = [0  0  0  0  0  𝑅1  0  0  0  0  0  𝑅2  …   0  0  0  0  0 𝑅𝑛] {𝛿} 

𝑛در روابط فوق  = 𝑝 + مرتبه تابع است. با  𝑝بوده و  1

( انرژی پتانسیل کرنشی 27( در رابطه )35جایگذاری رابطه )

هر المان بر اساس بردار درجات آزادی به صورت زیر نوشته 

 شود:می

(36) 𝑈𝐵
(𝑒)
=
1

2
{𝛿}𝑇[𝐾𝑒]{𝛿} 

(37) 

[𝐾𝑒] = ∫ [
1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑢,𝜉̃⌋

𝑇
𝑏𝐴11

1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑢,𝜉̃⌋ +

1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜓,𝜉̃⌋

𝑇
𝑏𝐷11

1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜓,𝜉̃⌋ +

1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜃,𝜉̃⌋

𝑇 𝑏3

12
𝐴11

1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜃,𝜉̃⌋

1

−1

+ 𝑏𝐵11 (
1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑢,𝜉̃⌋

𝑇 1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜓,𝜉̃⌋ +

1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜓,𝜉̃⌋

𝑇 1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑢,𝜉̃⌋)

+ 𝑏𝐴66 (⌊𝑅𝜃⌋
𝑇⌊𝑅𝜃⌋ +

1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑣,𝜉̃⌋

𝑇 1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑣,𝜉̃⌋ −

1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑣,𝜉̃⌋

𝑇
⌊𝑅𝜃⌋ − ⌊𝑅𝜃⌋

𝑇
1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑣,𝜉̃⌋)

+ (𝑏𝐷66 +
𝑏3

12
𝐴55)

1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜑,𝜉̃⌋

𝑇 1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜑,𝜉̃⌋

+ 𝑏𝐵66 (⌊𝑅𝜃⌋
𝑇
1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜑,𝜉̃⌋ +

1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜑,𝜉̃⌋

𝑇
⌊𝑅𝜃⌋ −

1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑣,𝜉̃⌋

𝑇 1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜑,𝜉̃⌋

−
1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜑,𝜉̃⌋

𝑇 1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑣,𝜉̃⌋)

+ 𝑏𝐴16 (−
1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑢,𝜉̃⌋

𝑇

⌊𝑅𝜃⌋ − ⌊𝑅𝜃⌋
𝑇
1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑢,𝜉̃⌋ +

1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑢,𝜉̃⌋

𝑇 1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑣,𝜉̃⌋

+
1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑣,𝜉̃⌋

𝑇 1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑢,𝜉̃⌋) − 𝑏𝐵16 (

1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑢,𝜉̃⌋

𝑇 1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜑,𝜉̃⌋ +

1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜑,𝜉̃⌋

𝑇 1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑢,𝜉̃⌋)

+ 𝑏𝐵16 (−
1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜓,𝜉̃⌋

𝑇
⌊𝑅𝜃⌋ − ⌊𝑅𝜃⌋

𝑇
1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜓,𝜉̃⌋ +

1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜓,𝜉̃⌋

𝑇 1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑣,𝜉̃⌋

+
1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑣,𝜉̃⌋

𝑇 1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜓,𝜉̃⌋) − 𝑏𝐷16 (

1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜓,𝜉̃⌋

𝑇 1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜑,𝜉̃⌋ +

1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜑,𝜉̃⌋

𝑇 1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝜓,𝜉̃⌋)

+ 𝑏𝐴55 (⌊𝑅𝜓⌋
𝑇
⌊𝑅𝜓⌋ +

1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑤,𝜉̃⌋

𝑇 1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑤,𝜉̃⌋ +

1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑤,𝜉̃⌋

𝑇
⌊𝑅𝜓⌋

+ ⌊𝑅𝜓⌋
𝑇 1

𝐽𝜉
⌊𝑅𝑤,𝜉̃⌋)] |𝐽| 𝑑𝜉 

ژاکوبین مربوط به نگاشتی است که با توجه  𝐽که در آن، 

کند و به صورت زیر سه فضا را به هم مرتبط می 5به شکل 

 شود:بیان می

 

(38) |𝐽| = |𝐽𝜉||𝐽𝜉̃| 

 

نگاشت از فضای اصلی به فضای پارامتری و   𝐽𝜉̃که در آن 

𝐽𝜉   ه و ب استنگاشت از فضای پارامتری به فضای فیزیکی

 شود:صورت زیر تعریف می

(39) 𝐽𝜉̃ =
1

2
(𝜉𝑖+1 − 𝜉𝑖) 

(40) 𝑥𝑒(𝜉) =∑𝑃𝑖
𝑒𝑅𝑖

𝑒(𝜉)

𝑛

𝑖=1

 

 

(41) 𝐽𝜉 =
𝜕𝑥

𝜕𝜉
=∑𝑃𝑖

𝑒
𝜕𝑅𝑖

𝑒(𝜉)

𝜕𝜉

𝑛

𝑖=1

 

 

تعداد توابع پایه غیر صفر مربوط به هر المان  𝑛که در آن، 

 .است هندسه مسئله 𝑥𝑒(𝜉)و 
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، پارامتری و فیزیکینگاشت بین سه فضای  -5شکل 

 [24]اصلی

 

( 29( در معادله )35به روش مشابه، با جایگذاری رابطه )

 شود:بیان می انرژی جنبشی هر المان به صورت زیر

(42) 𝑇𝐵
(𝑒)
=
1

2
{𝛿̇}

𝑇
[𝑀𝑒]{𝛿̇} 

ماتریس جرم المان تیر کامپوزیتی  [𝑀𝑒]در رابطه بالا، 

 گردد:است که به صورت زیر حاصل می

[𝑀𝑒] = ∫ [𝐼1𝑏(⌊𝑅𝑢⌋
𝑇⌊𝑅𝑢⌋ + ⌊𝑅𝑣⌋

𝑇⌊𝑅𝑣⌋
1

−1

+ ⌊𝑅𝑤⌋
𝑇⌊𝑅𝑤⌋)

+ 𝐼3𝑏 (⌊𝑅𝜑⌋
𝑇
⌊𝑅𝜑⌋

+ ⌊𝑅𝜓⌋
𝑇
⌊𝑅𝜓⌋)

+
𝐼1𝑏

3

12
(⌊𝑅𝜑⌋

𝑇
⌊𝑅𝜑⌋

+ ⌊𝑅𝜃⌋
𝑇⌊𝑅𝜃⌋)

+ 𝐼2𝑏 (⌊𝑅𝑢⌋
𝑇⌊𝑅𝜓⌋

+ ⌊𝑅𝜓⌋
𝑇
⌊𝑅𝑢⌋ − ⌊𝑅𝑣⌋

𝑇⌊𝑅𝜑⌋

− ⌊𝑅𝜑⌋
𝑇
⌊𝑅𝑣⌋)] |𝐽| 𝑑𝜉 

(43)  

 

در نهایت، معادلات حاکم بر حرکت کل سیستم در حالت 

 شود:ارتعاشات آزاد به صورت زیر نوشته می

(44) [𝑀]{Δ̈} + [𝐾]{Δ} = {0} 

 

بردار شامل درجات آزادی کل سیستم است. با  {Δ}که 

{Δ}فرض  = {Δ0}𝑒
𝑖̂𝜔𝑡  و𝜆 = 𝜔2 ( به شکل زیر 44معادله )

 بازنویسی خواهد شد:

 

(45) ([𝐾] − 𝜆[𝑀]){Δ0} = {0} 

شکل مود  {Δ0}فرکانس طبیعی تیر مورد نظر و  𝜔که 

( را 45معادله ) یبرا یضرور ریغ یهاحلراهمتناظر آن است. 

𝑑𝑒𝑡([𝐾] توان با حل معادلهیم − 𝜆[𝑀]) = به دست آورد  0

 مربوطه نرمال یهامد( و ژهیو ری)مقاد یعیطب یکه فرکانس ها

ی تیکامپوز هیچند لا ریارتعاش آزاد ت(  مرتبط با ژهیو ی)بردارها

 دهد. یبه دست مرا 

 

 نتایج و بحث -4
 هایدر این بخش، با استفاده از روش آیزوژئومتریک مشخصه

ارتعاشی تیر کامپوزیتی چند لایه با لایه چینی دلخواه استخراج 

ها، تیر کامپوزیتی با سطح مقطع تمام قسمت شده است. در

𝐿یکنواخت مستطیل شکل، با نسبت طول به ضخامت  

ℎ
= 15 

𝑏)و عرض واحد  =  هایدر نظر گرفته شده است. در تحلیل (1

های تیر از جنس گرافیت/اپوکسی انجام شده تمامی لایه

(AS4/3501)  استو با خواص مکانیکی به صورت زیر: 

 

(46) 

𝐸11 = 144.8 𝐺𝑃𝑎,      
𝐸22 = 9.65 𝐺𝑃𝑎,    
𝐺12 = 𝐺13 = 4.14 𝐺𝑃𝑎, 
𝐺23 = 3.45 𝐺𝑃𝑎,        
𝜗12 = 0.33,              
𝜌 = 1389.23 𝑘𝑔 𝑚3⁄  

 

 مطالعه همگرایی -4-1

ابتدا، نرخ همگرایی حل آیزوژئومتریک با استفاده از سه روش 

مقایسه  ]12[محاسبه شده و با نتایج مرجع  kو  h  ،pبهبود 

45]چینی نامتقارن تیرهای با لایهشود. می −45 45 −45⁄⁄⁄ ]  

است. ( و دو شرایط مرزی متفاوت در نظر گرفته شده4)شکل 

است. پنج ها از بردار گره باز استفاده شدهدر تمام قسمت

تا  1فرکانس طبیعی اول برای سه بهبود مورد نظر در جداول 

 هآزاد نشان داد-گیردار و گیردار-برای شرایط مرزی گیردار 6

ها را افزایش دادیم و مشاهده شد که است. ما تعداد المانشده

ها نسبت به روش اجزامحدود در روش آیزوژئومتریک پاسخ

رسند. شکل مودهای مربوط به پنج تر به همگرایی میسریع

فرکانس طبیعی اول این تیر با شرایط مرزی دو سر گیردار در 

، خطوط کلاست. در این شترسیم شده 6در شکل  1جدول 

نقطه به رنگ مشکی به ترتیب بیانگر -توپر، خط تیره و خط



 

 

 

 129 | و همکاران شکیب 

 

 4/ شماره 14/ دوره 1403ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

های خمشی جایی، جابه(𝑈)جایی محوری دامنه ارتعاش جابه

باشند. علاوه بر می (𝑊)و درون صفحه  (𝑉)خارج از صفحه 

نقطه به رنگ آبی به ترتیب -این، خطوط توپر، خط تیره و خط

ای خمشی درون صفحه ه، دوران(𝜑)دامنه ارتعاش پیچشی 

(𝜓)  و خارج از صفحه(𝜃) توان همچنین می ؛دهندرا نشان می

نتیجه گرفت که شکل مودهای اول، سوم و پنجم، مودهای 

خمشی درون صفحه اول، دوم و سوم و شکل مودهای دوم و 

چهارم، مودهای خمشی خارج از صفحه اول و دوم را نشان 

 دهند.می

 

 

𝟒𝟓]بعد تیر کامپوزیتی با لایه چینی های طبیعی بیبررسی همگرایی و مقایسه فرکانس -1جدول  −𝟒𝟓 𝟒𝟓 −𝟒𝟓⁄⁄⁄ و شرایط  [

𝑳)مرزی دو سر گیردار  𝒉⁄ =  𝒉با استفاده از بهبود  (𝟏𝟓

Mode No. 
𝒏𝒆𝒍 𝑷 5 4 3 2 1 

9.5762 5/6429 5/1433 2/0658 1/9538 10 
 

2 
9/4717 5/5493 5/1179 2/0520 1/9500 20 

9/4674 5/5449 5/1167 2/0513 1/9498 30 

9/4696 5/5449 5/1167 2/0511 1/9498 10 
 

3 
9/4664 5/5438 5/1164 2/0511 1/9498 20 

9/4664 5/5438 5/1164 2/0511 1/9498 30 

9/4665 5/5438 5/1164 2/0511 1/9498 10 

4 9/4664 5/5438 5/1164 2/0511 1/9498 20 

9/4664 5/5438 5/1164 2/0511 1/9498 30 

9/4646 5/5434 5/1154 2/0508 1/9493 Ana [12] 

9/4647 5/5435 5.1154 2/0508 1/9493 FEM [12] 

 

𝟒𝟓] لایه چینیبعد تیر کامپوزیتی با های طبیعی بیبررسی همگرایی و مقایسه فرکانس -2جدول  −𝟒𝟓 𝟒𝟓 −𝟒𝟓⁄⁄⁄ و شرایط  [

𝑳) آزاد-مرزی گیردار 𝒉⁄ =  𝐡با استفاده از بهبود  (𝟏𝟓
Mode No. 

𝒏𝒆𝒍 𝑷 5 4 3 2 1 

5/1005 2/0314 1/9416 0/3268 0/3180 10 
 

2 
5/1005 2/0223 1/9389 0/3266 0/3179 20 

5/1005 2/0218 1/9387 0/3266 0/3179 30 

5/1005 2/0217 1/9387 0/3266 0/3179 10 
 

3 
5/1005 2/0217 1/9387 0/3266 0/3179 20 

5/1005 2/0217 1/9387 0/3266 0/3179 30 

5/1005 2/0217 1/9387 0/3266 0/3179 10 

4 5/1005 2/0217 1/9387 0/3266 0/3179 20 

5/1005 2/0217 1/9387 0/3266 0/3179 30 

5/1091 2/0213 1/9383 0/3265 0/3178 Ana [12] 

5/1091 2/0214 1/9383 0/3265 0/3178 FEM [12] 
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 اول ی)الف( شکل مودها

 

 
 دوم ی)ب( شکل مودها

 

 
 سوم ی)ج( شکل مودها

 

 
 چهارم ی)د( شکل مودها

 

 
 پنجم ی)ه( شکل مودها

 لایه چینیپنج شکل مود اول تیر با  -6شکل 
[𝟒𝟓 −𝟒𝟓 𝟒𝟓 −𝟒𝟓⁄⁄⁄ و شرایط مرزی دو سر گیردار  [

(𝑳 𝒉⁄ = 𝟏𝟓) 
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𝟒𝟓]بعد تیر کامپوزیتی با لایه چینی های طبیعی بیبررسی همگرایی و مقایسه فرکانس -3جدول  −𝟒𝟓 𝟒𝟓 −𝟒𝟓⁄⁄⁄ و  [

𝑳)شرایط مرزی دو سر گیردار  𝒉⁄ =  𝐩 با استفاده از بهبود (𝟏𝟓
Mode No. 

𝑷 𝒏𝒆𝒍 5 4 3 2 1 

9/5364 5/6077 5/1371 2/0618 1/9533 2 
 

10 
 

9/4668 5/5440 5/1165 2/0511 1/9498 3 

9/4664 5/5438 5/1164 2/0511 1/9498 4 

9/4811 5/5584 5/1207 2/0535 1/9505 2 
 

15 
9/4664 5/5438 5/1164 2/0511 1/9498 3 

9/4664 5/5438 5/1164 2/0511 1/9498 4 

9/4711 5/5487 5/1178 2/0519 1/9500 2 

20 9/4664 5/5438 5/1164 2/0511 1/9498 3 

9/4664 5/5438 5/1164 2/0511 1/9498 4 

9/4646 5/5434 5/1154 2/0508 1/9493 Ana [12] 

9/4647 5/5435 5/1154 2/0508 1/9493 FEM [12] 

 

𝟒𝟓] بعد تیر کامپوزیتی با لایه چینیهای طبیعی بیبررسی همگرایی و مقایسه فرکانس -4جدول  −𝟒𝟓 𝟒𝟓 −𝟒𝟓⁄⁄⁄ و  [

𝑳) آزاد-شرایط مرزی گیردار 𝒉⁄ =  𝐩با استفاده از بهبود  (𝟏𝟓

Mode No. 
𝑷 𝒏𝒆𝒍 5 4 3 2 1 

5/1005 2/0286 1/9411 0/3267 0/3180 2 
 

10 
 

5/1005 2/0217 1/9387 0/3266 0/3179 3 

5/1005 2/0217 1/9387 0/3266 0/3179 4 

5/1005 2/0233 1/9392 0/3266 0/3179 2 
 

15 
5/1005 2/0217 1/9387 0/3266 0/3179 3 

5/1005 2/0217 1/9387 0/3266 0/3179 4 

5/1005 2/0222 1/9389 0/3266 0/3179 2 

20 5/1005 2/0217 1/9387 0/3266 0/3179 3 

5/1005 2/0217 1/9387 0/3266 0/3179 4 

5/1091 2/0213 1/9383 0/3265 0/3178 Ana [12] 

5/1091 2/0214 1/9383 0/3265 0/3178 FEM [12] 
 

 
𝟒𝟓] بعد تیر کامپوزیتی با لایه چینیهای طبیعی بیبررسی همگرایی و مقایسه فرکانس -5جدول  −𝟒𝟓 𝟒𝟓 −𝟒𝟓⁄⁄⁄ و  [

𝑳 دو سر گیردارشرایط مرزی  𝒉⁄ =  𝐤با استفاده از بهبود  (𝟏𝟓

Mode No. 
𝑷 𝒏𝒆𝒍 5 4 3 2 1 

9/5762 5.6429 5.1433 2.0658 1.9538 2  

10 9/4696 5/5449 5/1167 2/0511 1/9498 3 
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9/4665 5/5438 5/1164 2/0511 1/9498 4  

9/4845 5/5618 5/1213 2/0539 1/9505 2 
 

15 
9/4666 5/5439 5/1164 2/0511 1/9498 3 

9/4664 5/5438 5/1164 2/0511 1/9498 4 

9/4717 5/5493 5/1179 2/0520 1/9500 2 

20 9/4664 5/5438 5/1164 2/0511 1/9498 3 

9/4664 5/5438 5/1164 2/0511 1/9498 4 

9/4646 5/5434 5/1154 2/0508 1/9493 Ana [12] 

9/4647 5/5435 5/1154 2/0508 1/9493 FEM [12] 
 

 
𝟒𝟓] بعد تیر کامپوزیتی با لایه چینیهای طبیعی بیبررسی همگرایی و مقایسه فرکانس -6جدول  −𝟒𝟓 𝟒𝟓 −𝟒𝟓⁄⁄⁄ و  [

𝑳) آزاد-شرایط مرزی گیردار 𝒉⁄ =  𝐤با استفاده از بهبود  (𝟏𝟓

Mode No. 
𝑷 𝒏𝒆𝒍 5 4 3 2 1 

5/1005 2/0314 1/9416 0/3268 0/3180 2 
 

10 
 

5/1005 2/0217 1/9387 0/3266 0/3179 3 

5/1005 2/0217 1/9387 0/3266 0/3179 4 

5/1005 2/0236 1/9393 0/3266 0/3179 2 
 

15 
5/1005 2/0217 1/9387 0/3266 0/3179 3 

5/1005 2/0217 1/9387 0/3266 0/3179 4 

5/1005 2/0223 1/9389 0/3266 0/3179 2 

20 5/1005 2/0217 1/9387 0/3266 0/3179 3 

5/1005 2/0217 1/9387 0/3266 0/3179 4 

5/1091 2/0213 1/9383 0/3265 0/3178 Ana [12] 

5/1091 2/0214 1/9383 0/3265 0/3178 FEM [12] 
 

 با لایه چینی مختلف یتیر چند لایه کامپوزیت -2 -4

چینی قسمت، تیرهای چند لایه کامپوزیت با لایهدر این 

-مختلف و شرایط مرزی دو سر گیردار مورد مطالعه قرار گرفته

اند. سه فرکانس طبیعی اول این تیرها برای چهار حالت 

ارتعاشات خمشی درون صفحه، خمشی برون صفحه، محوری 

است. برای ارائه شده 10تا  7و پیچشی به ترتیب در جداول 

ای و نامتقارن های متعامد، متقارن زاویهچینیمنظور، لایهاین 

ی چیناست. در نتایج به دست آمده برای لایهدر نظر گرفته شده

است که هر چه زاویه قرارگیری فیبرها متقارن مشاهده شده

نسبت به راستای طول تیر بیشتر شود، فرکانس طبیعی کمتر 

 شود.است و سفتی کلی تیر نیز کمتر می
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های مختلف و شرایط چینیسه فرکانس طبیعی اول برای ارتعاشات خمشی درون صفحه تیر کامپوزیتی در لایه -7جدول 

 C-C مرزی

Unsymmetric Angle ply [𝜃/−𝜃]𝑠 Cross ply 
Mode 

No. 
[𝟔𝟎/𝟒𝟓]𝟐 [𝟔𝟎/𝟗𝟎]𝟐 [𝟎/𝟒𝟓]𝟐 𝜽 = 𝟕𝟓 𝜽 = 𝟔𝟎 𝜽 = 𝟒𝟓 [𝟎/𝟗𝟎]𝟐 [𝟗𝟎]𝟒 [𝟎]𝟒 

1/7376 1/6204 3/7663 1/6054 1/6269 1/8924 3/7030 1/6150 4/8413 Ω1 
4/5924 4/2997 8/9217 4/2610 4/3186 4/9735 8/8152 4/2835 10/8147 Ω2 

8/5586 8/0481 15/2981 7/9783 8/0867 9/2145 15/0452 8/0141 17/8057 Ω3 
 

 

های مختلف و شرایط چینیسه فرکانس طبیعی اول برای ارتعاشات خمشی خارج از صفحه تیر کامپوزیتی در لایه -8جدول 

 C-C مرزی

Unsymmetric Angle ply [𝜃/−𝜃]𝑠 Cross ply 
Mode 

No. 
[𝟔𝟎/𝟒𝟓]𝟐 [𝟔𝟎/𝟗𝟎]𝟐 [𝟎/𝟒𝟓]𝟐 𝜽 = 𝟕𝟓 𝜽 = 𝟔𝟎 𝜽 = 𝟒𝟓 [𝟎/𝟗𝟎]𝟐 [𝟗𝟎]𝟒 [𝟎]𝟒 

1/8617 1/6449 4/3726 1/6234 1/6578 2/0512 4/0636 1/6294 5/0285 Ω1 
5/0236 4/4265 10/9643 4/3597 4/4767 5/5444 9/7732 4/3621 11/4228 Ω2 

9/5461 8/4207 19/3870 8/2693 8/5453 10/5950 16/7947 8/2449 18/9674 Ω3 
 

 
 C-C های مختلف و شرایط مرزیچینیدر لایهسه فرکانس طبیعی اول برای ارتعاشات پیچشی تیر کامپوزیتی  -9جدول 

Unsymmetric Angle ply [𝜃/−𝜃]𝑠 Cross ply 
Mode 

No. 
[𝟔𝟎/𝟒𝟓]𝟐 [𝟔𝟎/𝟗𝟎]𝟐 [𝟎/𝟒𝟓]𝟐 𝜽 = 𝟕𝟓 𝜽 = 𝟔𝟎 𝜽 = 𝟒𝟓 [𝟎/𝟗𝟎]𝟐 [𝟗𝟎]𝟒 [𝟎]𝟒 

9/5906 8/0182 9/1324 7/6706 8/7181 10/5290 7/4830 7/3342 7/6289 Ω1 
19/2019 16/0504 18/2134 15/3411 17/4327 21/0597 14/9661 14/6685 15/2578 Ω2 

28/6806 24/0808 27/4010 23/0112 26/1529 31/4669 22/4491 22/008 22/8868 Ω3 
 

 
 C-C های مختلف و شرایط مرزیچینیسه فرکانس طبیعی اول برای ارتعاشات محوری تیر کامپوزیتی در لایه -10جدول 

Unsymmetric Angle ply [𝜃/−𝜃]𝑠 Cross ply 
Mode 

No. 
[𝟔𝟎/𝟒𝟓]𝟐 [𝟔𝟎/𝟗𝟎]𝟐 [𝟎/𝟒𝟓]𝟐 𝜽 = 𝟕𝟓 𝜽 = 𝟔𝟎 𝜽 = 𝟒𝟓 [𝟎/𝟗𝟎]𝟐 [𝟗𝟎]𝟒 [𝟎]𝟒 

9/5906 8/0182 9/1324 7/6706 8/7181 10/5290 7/4830 7/3342 7/6289 Ω1 
19/2019 16/0504 18/2134 15/3411 17/4327 21/0597 14/9661 14/6685 15/2578 Ω2 

28/6806 24/0808 27/4010 23/0112 26/1529 31/4669 22/4491 22/008 22/8868 Ω3 
 

 

تاثیر نسبت لاغری و ناهمسانگردی مواد روی -4-3

 ارتعاشات آزاد

𝐿)تاثیر نسبت لاغری  ℎ⁄ بعد تیر ی بیهای اولیهبر فرکانس (

ارتعاشات محوری، خمشی درون صفحه، خمشی خارج از برای 

نشان داده  7صفحه و پیچشی با شرایط مرزی مختلف در شکل 

 [°45 °0 °45 °0]چینی نامتقارن است. در این قسمت لایهشده

است. برای محاسبه نتایج در این حالت، در نظر گرفته شده

کند. تغییر می 𝐿ثابت نگه داشته شده و طول تیر  ℎضخامت تیر 

بعد در این های بیعلاوه بر این، برای مقایسه، تمام فرکانس

𝐿مثال براساس نسبت لاغری ثابت  ℎ⁄ = اند. محاسبه شده 15

های شود که، فرکانسهای زیر مشاهده میبا دقت در شکل

. یابنداولیه در تمام جهات با افزایش نسبت لاغری کاهش می

𝐿برای مقادیر کوچک   ℎ⁄ ی اولیه با یک نسبت هاتمام فرکانس

𝐿در حالی که برای مقادیر بالاتر  ؛یابندسریع کاهش می ℎ⁄ ،

𝐿ها تمایل دارند ثابت باشند و تاثیر آن ℎ⁄  .تقریبا ناچیز است

𝐿توان گفت که برای مقادیر بالاتر براین اساس، می ℎ⁄ تئوری ،
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مچنین ه ؛تغییر شکل برشی و کلاسیک نتایج یکسانی دارند

های محوری و پیچشی برای که فرکانسشود مشاهده می

 شرایط مرزی دو سر گیردار و ساده بسیار نزدیک به هم هستند.

 یهای اولیهسپس، اثرات ناهمسانگردی مواد بر فرکانس

بدون بعد مودهای ارتعاشی محوری، خمشی دورن صفحه، 

چند لایه کامپوزیتی مورد  خمشی خارج از صفحه و پیچشی تیر

مطالعه قرار گرفته است. در این حالت، تیری با نسبت لاغری 

𝐿 ℎ⁄ = در نظر  [°45 °0 °45 °0]چینی نامتقارن و با لایه 15

، تاثیر ناهمسانگردی مواد را بر 8گرفته شده است. شکل

ند.  دههای اولیه تیر با شرایط مرزی مختلف نشان میفرکانس

𝐸11ه صورت نسبت ناهمسانگردی مواد ب 𝐸22⁄ شود تعریف می

[. توجه به این نکته ضروری است که در محاسبه این 1]

ای هدر حالی که سایر ثابت ؛کندتغییر می 𝐸11ها مقدار فرکانس

شوند ثابت نگه داشته می 𝐺23و  𝐸22 ،𝐺12 ،𝐺13الاستیک یعنی 

در رابطه  (AS4/3501)و برابر با خواص ماده گرافیت/اپوکسی 

های ( هستند. علاوه بر این برای مقایسه، تمام فرکانس46)

𝐸11بعد با استفاده از اولیه در حالت بی = 144.8 GPa  ارائه

های طبیعی تیر برای شود که تمام فرکانساند. مشاهده میشده

ارتعاشات محوری، خمشی درون صفحه، خمشی خارج از 

ابند. یمواد افزایش می صفحه و پیچشی با افزایش ناهمسانگردی

نسبت تغییر برای مقادیر پایین ناهمسانگردی مواد سریعتر از 

.مقادیر بالاتر آن است
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 )د( مود پیچشی

𝑳) تاثیر نسبت لاغری -7شکل  𝒉⁄  تیر کامپوزیتی چند لایه با شرایط مرزی مختلفبعد های اولیه بیروی فرکانس (
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 )ب( مود خمشی درون صفحه
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 )د( مود پیچشی

𝑬𝟏𝟏) تاثیر ناهمسانگردی مواد -8شکل  𝑬𝟐𝟐⁄ های اولیه بی بعد تیر کامپوزیتی چند لایه با شرایط مرزی بر روی فرکانس (

 مختلف

تاثیر نسبت عرض به ضخامت بر روی ارتعاشات  -4-4

 آزاد

𝑏)در بخش انتهایی، تاثیر نسبت عرض به ضخامت  ℎ⁄ بر  (

های اولیه بدون بعد مودهای ارتعاشی محوری، خمشی فرکانس

 9درون صفحه، خمشی خارج از صفحه و پیچشی در شکل 

𝐿نشان داده شده است. تیر مورد نظر دارای نسبت لاغری  ℎ⁄ =

باشد. در این می [°45 °0 °45 °0]چینی نامتقارن و با لایه 15

ها، ضخامت تیر ثابت نگه داشته حالت برای محاسبه فرکانس

-کند. با توجه به شکل مشاهده میده و عرض تیر تغییر میش

بعد برای ارتعاشات محوری و خمشی های بیشود که فرکانس

درون صفحه به طور قابل توجهی تحت تاثیر افزایش نسبت 

𝑏 ℎ⁄  قرار نگرفته است، در حالی که ارتعاشات خمشی خارج از

، اند. به عبارت دیگرصفحه و پیچشی تحت تاثیر قرار گرفته

𝑏برای مقادیر کوچک  ℎ⁄ مودهای ارتعاشی در جهت خارج از ،

صفحه کوچکتر از مودهای مربوطه در جهت درون صفحه 

𝑏هستند، در حالی که برای مقادیر بزرگتر  ℎ⁄ عکس آن اتفاق ،

𝑏افتد. مودهای پیچشی نیز با افزایش نسبت می ℎ⁄  کاهش

یابند.می
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 گیردار-ر)الف( شرط مرزی گیردا

 
 آزاد-)ب( شرط مرزی گیردار

 
 ساده-)ج( شرط مرزی ساده
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 گیرینتیجه -5
در این مقاله با استفاده از روش آیزوژئومتریک که یک روش 

-به بررسی ویژگی ،شودهای عددی محسوب مینوین در حل

های دینامیکی تیرهای کامپوزیتی چند لایه با لایه چینی 

دلخواه و شرایط مرزی مختلف در حضور تغییر شکل خارج از 

توجه به اهداف پژوهش، بنابراین با ؛ صفحه پرداخته شده است

از توابع پایه نربز به عنوان توابع شکل جهت تحلیل 

است. به منظور آیزوژئومتریک تیر کامپوزیتی استفاده شده

بررسی همگرایی با استفاده از سه روش بهبود موجود در تحلیل 

-بعد در شرایط تکیههای طبیعی بیآیزوژئومتریک، فرکانس

های مختلف محاسبه و مرتبه هاگاهی مختلف و برای المان

اند. با مطابقت مناسب میان نتایج به دست آمده از این شده

روش و نتایج روش اجزاء محدود به درستی نتایج به دست آمده 

همچنین  ؛با استفاده از روش آیزوژئومتریک پی برده شد

-توان با تعداد المانمشاهده شد که در روش آیزوژئومتریک می

کمتر از روش اجزاء محدود به همگرایی و جواب هایی به مراتب 

بنابراین سرعت رسیدن به جواب درست در  ؛قابل قبول رسید

-این روش افزایش و به مراتب خطاهای محاسباتی کاهش می

 یابند.

به منظور یافتن پاسخ ارتعاش آزاد تیر از تئوری تغییر شکل 

شکل  بنابراین اثر تغییر ؛استبرشی مرتبه اول استفاده شده

برشی عرضی، اینرسی دورانی و همچنین اثر پواسون و 

های محوری، درون صفحه و های مواد در جابجاییکوپلینگ

است. به این ترتیب، تمام خارج از صفحه در نظر گرفته شده

مودهای ارتعاشی یعنی مودهای خمشی درون صفحه، خارج از 

صفحه، مودهای محوری و پیچشی تیرهای کامپوزیتی چند 

لایه با لایه چینی دلخواه به کمک روش آیزوژئومتریک به دست 

 آمده است. 

برای تمام مودهای ارتعاشی بیان شده، تاثیر نسبت لاغری 

ر بعد دهای طبیعی بیخامت( بر فرکانس)نسبت طول به ض

نتایج  اند. ازگاهی مختلف با یکدیگر مقایسه شدهشرایط تکیه

رفت با همانطور که انتظار می، شودبه دست آمده مشاهده می

ر بعد دهای اولیه بیافزایش نسبت طول به ضخامت فرکانس

-گاهی کاهش میتمام مودهای ارتعاشی و در تمام شرایط تکیه

بند و در شرایط مرزی دو سر گیردار نسبت به شرایط مرزی یا

های طبیعی مشاهده شده دیگر حساسیت بیشتری در فرکانس

 است.

ولیه های اهمچنین تاثیر ناهمسانگردی مواد نیز بر فرکانس

گاهی مختلف مورد بررسی قرار گرفت و بعد در شرایط تکیهبی

در تمام مودهای مشاهده شد که با افزایش ناهمسانگردی مواد 

های طبیعی گاهی مختلف فرکانسارتعاشی و شرایط تکیه

تر یابند و نسبت تغییر در مقادیر پایینافزایش می

 تر از مقادیر بالاتر آن است.ناهمسانگردی مواد سریع

همچنین از بررسی تاثیر نسبت عرض به ضخامت بر 

 بعد در تمام مودهای ارتعاشی خمشیهای اولیه بیفرکانس

صفحه، خارج از صفحه، محوری و پیچشی و برای شرایط درون 

عد بهای بیگاهی مختلف مشاهده شده است که فرکانستکیه

برای ارتعاشات محوری و خمشی درون صفحه به طور قابل 

توجهی تحت تاثیر افزایش نسبت عرض به ضخامت قرار 

𝑏اند. مودهای پیچشی با افزایش نسبت نگرفته ℎ⁄  کاهش

ارتعاشی خارج از صفحه در  اند. در حالی که مودهاییافته

𝑏مقادیر کوچک  ℎ⁄  کوچکتر از مودهای مربوطه در جهت درون

 صفحه بوده و در مقادیر بزرگتر عکس آن اتفاق افتاده است.

نویسندگان متعهد هستند که مطالب این  تاییدیه اخلاقی:

 اند.مقاله را در هیچ مجله دیگری به چاپ نرسانده

تمامی مطالب مذکور توسط نویسندگان انجام  منافع: تعارض

 شده و هیچ فرد یا نهادی در تهیه آن نقش نداشته است.
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