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 چکیده
یمای تحت خمش اورتان سخت با استفاده از دیسک دارای ترک لبهفوم پلی یبرا Jانتگرال  معیارارزیابی بررسی و به  پژوهش حاضر

با رهیافتی جدید مبتنی  Jاولاً ارائه روابط انتگرال مطالعه،  نیا ی. هدف اصلشودبارگذاری می I/IIIو  I/IIکه تحت مودهای ترکیبی  پردازد

برای  مربوطهابتدا روابط  است. بدین منظور، یک ماده الاستیک خطی بارگذاری شده تحت مودهای ترکیبی در بر چگالی انرژی کرنشی

با استفاده از معیار  شکستبینی بار پیش ،هدف ثانویه این پژوهش شکل استخراج شده و سپس به ترک تعمیم داده شده است. Vشیار 

گیری از نتایج تجربی صحت معیار، با بهره یبررس یراباست. اورتان سخت های پلیفوم در I/IIIو  I/IIدر مودهای ترکیبی  Jانتگرال 

و  I/IIبار شکست نمونه در مودهای ترکیبی ، با ترکشده  فیتضع دیسکیک نمونه  یعدد سازیپیشین و با استفاده از مدل یپژوهش

I/III  طبق معیار انتگرالJ ها در مودهای ترکیبی بینی بار شکست نمونهنشان از دقت بالای معیار در پیش جینتا. شده استبینی پیش

 بوده است.  %8ای که حداکثر درصد خطا گونههدارد؛ ب

 .؛ تحلیل المان محدودمتوسط چگالی انرژی کرنشی ؛I/IIIو  I/IIمودهای ترکیبی ؛ اورتانفوم سخت پلی؛ Jترک؛ انتگرال  :کلمات کلیدی
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Abstract 

The present study investigates and evaluates the J-integral criterion for rigid polyurethane foam using a 

cracked disk specimen subjected to bending with mixed mode I/II and I/III loading conditions. The primary 

objective of this study is to assess relationships for the J-integral based on a new approach involving the 

strain energy density in a linear elastic material loaded under mixed mode conditions. To do so, the relevant 

relationships for a V-notch specimen are first derived and then extended to a cracked sample. The secondary 

aim of this research is to predict the fracture load using the J-integral criterion in mixed mode I/II and I/III 

loading conditions in rigid polyurethane foams. To validate the criterion, finite element modeling of a 

cracked disk specimen is carried out and the fracture load of the specimen under mixed mode I/II and I/III 

conditions is predicted according to the J-integral criterion. The results reveal the high accuracy of the 

criterion in predicting the fracture load of specimens under mixed mode conditions, with a maximum error 

percentage of 8%. 

Keywords: Crack; J-integral; Rigid polyurethane foam; Mixed mode I/II and I/III; Average strain energy 

density; Finite element analysis. 
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 مقدمه -1
 یمریپل یها، فومیکیزیو ف یکیمکان اتیبا توجه به خصوص

 طی سالیان گذشته در در 1(PUR)اورتان یسخت مانند پل

 ی. داشتن چگالندامتنوعی پیدا کرده یکاربردها صنایع متفاوت

در  ژهیبه و(بالا  یجذب انرژ تیو ظرف )متخلخل بودن(کم 

مواد است که باعث شده  نیا یژگیتنها دو و )ایضربه بارگذاری

مورد  یچیساندو یهادر سازه هستهآنها به عنوان  ،است

-1] مناسب باشند و ... ایخودرو، هوافضا، دردر صنعت  استفاده

الاستیک رفتار  کی یمعمولاً دارا سخت یمریپل یهافوم [.6

در نظر گرفته  ترد عنوان یک ماده با رفتارهبهستند و ی خط

 یفشار بارگذاریدر  این دسته از مواد اینکهوجود با  د.شونیم

 ترکرشد و ایجاد  ولی دهند،نشان میاز خود استحکام بالایی 

 نیعمده در ا یهاینگرانیکی از  ،هادر فوم یکشش بارگذاریدر 

  .[7] استاد مو

های در سازهفوم با توجه به کاربردهای گسترده  ،رواز این

ها، بررسی چنین حساسیت بالا در امنیت سازهمهندسی و هم

امری  ی دارای عوامل تمرکز تنش مانند ترکهافومشکست 

مواد  ماهیت رفتاریدلیل است که به علت آنضروری است. 

همان لحظه شکست  در این مواد، ترک شروع رشد، لحظه ترد

 ایی هشداردهندهنشانه گونهچیقطعه است و شکست بدون ه

-جبرانباعث صدمات  تواندمیدهد و روی می بصورت ناگهانی

با توجه به های دارای ترک، سازه شود. دربه مجموعه  ناپذیری

 زاموقعیت و تمرکز تنش بالا در نوک ترک، امکان رشد ترک 

بنابراین لازم است که مطالعاتی درباره  ؛وجود دارد نواحیاین 

انجام شود تا با استفاده از اقدامات  هادر فوم ترک وجود

ینی بامکان وقوع شکست در قطعات را از قبل پیشپیشگیرانه، 

  کرد.

 مکانیک شکست الاستیک خطی مبانیبر اساس 

(LEFM)2تنش دهد که ضرایب شدتهنگامی رخ می ، شکست 

ی مقدار بحران به یک( برحسب حالات بارگذاری یا ترکیب آنها)

 که ماده کاملاً این نظریه بر این فرض استوار استبرسند. 

یک پلاست از اثر ناحیه بتوان بوده و در نتیجه خطی الاستیک

در  .کرد نوک ترک به علت کوچکی صرف نظر اطراف در

                                                                                                                                          
1 Polyurethane 
2 Linear Elastic Fracture Mechanics 
3 J-integral 
4 Rice 
5 Shih 
6 Crack Tip Opening Displacement 

به این  از نظر توازن انرژی حقیقت انرژی کرنشی آزاد شده

ترک که رشد شروع  نرخ انرژی آزاد شده برای صورت است که

باید با انرژی سطح ترک  ،گرددنهایت به شکست منجر میدر 

مقدار انرژی لازم بر واحد سطح  برابر باشد. انرژی سطح در واقع

پیوندهای بین دو سطح ترک است که  برای گسیختن تمامی

 .[8] قرار دارند در آستانه جدایش

 برای ارزیابی در علم مکانیک پارامتر کی J3انتگرال 

 ترک رشدشروع و  لیتحل و فیتوص یشکست است که برا

 ،دهدیمرا امکان  این یعدد یهاوشرشود. یم استفاده

نوع باتوجه به  نیچنترک و هم دارای یمادههر  یبرا Jانتگرال 

برای نخستین بار  [9] 4رایسدر واقع، . شود یابیارز یبارگذار

نوک ترک  کردن رفتار غیرخطی مواد درمشخص جهت

-رفتار الاستیک سازیمعادلمعرفی نمود و با  یپارامتر

ای برای توانست رابطه پلاستیک به رفتار الاستیک غیرخطی

دست آورد. او نشان غیرخطی به نرخ آزادسازی انرژی در مواد

صورت انتگرال خط مستقل از توان بهمی داد که این مقدار را

 نامیـد. J کرد. رایس این انتگرال خطی را انتگرال مسیر عنوان

 CTOD6و  J شان دادند که بین انتگرالن [10]و همکاران  5شیه

پارامترها برای سنجش  این یاز هر دو که وجود داردای رابطه

 . در ادامهتوان استفاده نمودمی وضعیت شکست در اجسام

و  7یآمستو، 1981 در سال Jتحقیقات در مورد انتگرال 

سه بعدی را معرفی  تحت شرایط Jانتگرال  [11]همکاران 

مجموع دو انتگرال تشکیل  در این حالت از Jکردند. انتگرال 

ها، انتگرال خط و دیگری انتگرال انتگرال شده است. یکی از این

هرکدام از این اجزاء وابسته به آنها نشان دادند که سطح است. 

 شیه و .استمستقل از مسیر  اما مجموع آنها ؛مسیر بوده

حالتی  را برای Jرابطه انتگرال  [12] ی دیگردر پژوهش همکاران

دست به که جسم سه بعدی تحت تنش حرارتی قرار داشته

حالتی که  را برای Jانتگرال  [13] 8ساکاتا ،چنینهم ؛آوردند

 بسط ،باشد داشته دار تحت نیروهای اینرسی قرارجسم ترک

عنوان یک معیار شکست، به Jدر حوزه بررسی انتگرال  .داد

 کیرفتار شکست ، 1986در سال  [14] همکارانو  9سینگ

بر  شکست یهاشیآزمارا با انجام  کربنات یپل کیترموپلاست

7 Amestoy 
8 Sakata 
9 Singh 
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رال انتگ معیار و بررسی کردندتک لبه  ارداریش یهانمونه یرو

J  ن، چنیهم ؛کردند یابیارز ینرخ انرژ ریبا استفاده از تفسرا

به دست آمده مستقل از طول  Jانتگرال مقدار  ،آنها نشان دادند

شدت  بیبا ضر یبه خوب Jترک و طول نمونه است و انتگرال 

در تحقیق دیگری  .ردبه دست آمده مطابقت دا یتنش بحران

شکست  یچقرمگ [15] و همکاران 1، ووکلیک2011در سال 

طور عددی ارزیابی بهرا  AISI 431و  AISI 420دو نوع فولاد 

رفتار  سهیمقا یبرا یاریبه عنوان مع Jانتگرال  کردند و از

استفاده فولادهای ذکر شده ساخته شده از  یهاشکست نمونه

 تمیالگور کی قیاز طررا  J انتگرال ریمقاد درنهایت، آنها .کردند

ن تنش الما لیتحل جیبا استفاده از نتا افتهیتوسعه  دیجد

 .نمودند نیی( تعFEمحدود )

پلیمری سخت طی  هایه بررسی شکست در فومزدر حو

 2نامارساویهایی صورت پذیرفته است. سالیان گذشته پژوهش

 هایموفق به انجام آزمون شکست نمونه [16]و همکاران 

 از جنس فوم 3(ASCBای نامتقارن تحت خمش )دایرهنیم

کیلوگرم بر  300و  145، 100 هایاورتان با چگالیسخت پلی

شدند.  (I/II) ایصفحه مترمکعب تحت بارگذاری ترکیبی درون

، I (KIc) شده توسط چقرمگی شکست مودحاصل نتایج تجربی 

 Iهای بین دو مود صورت نقاط با نسبتبه سپسبعد شده و بی

مختلف  ارائه شدند و درنهایت با حد شکست معیارهای IIو 

در  مارساوینا و همکاران ،چنینهم بررسی قرار گرفتند. مورد

های مختلف به بررسی با استفاده از آزمون  [17] پژوهشی دیگر

 I/IIاورتان تحت بارگذاری سخت پلی چقرمگی شکست فوم

نمونه را با  شده از هر پرداختند و درنهایت نتایج تجربی حاصل

در سال  [18سلیمانی و همکاران ] یکدیگر مقایسه کردند.

با را  ی فومهای کامپوزیتگسترش ترک در نمونه ،2018

از معیار بسته شدن مجازی ترک و روش اجزای محدود استفاده 

 ترک از زیر غلتک ،اند و نشان دادندبررسی کرده توسعه یافته

ی زیر پوسته واقع در فوم شروع شده، تا در ناحیه بارگذاری

ی فوم رشد کرده و در نهایت با کاهش زاویه، به مرکز هسته

 به سطح و یابدمیدار در نمونه گسترش ی شیبسمت ناحیه

چنین، پیرمحمد و کیانی هم ؛رسدتماس هسته و پوسته می

                                                                                                                                          
1 Vukelic 
2 Marsavina 
3 Asymmetric Semi-Circular Bend 
4 Aliha 
5 Maximum Tangential Strain Energy Density 
6 Edge Notch Disc Bend 

به منظور محاسبه ضرایب شدت تنش در نوک ترک نمونه [ 19]

ای نمونه پیشنهادی با پارامترهای هندسی و بارگذاری مختلف،

ترک مورب  که دارای بعدیدیسک حاوی ترک سهنیمبه نام 

درنهایت، آنها . دادندقرار خمش سه نقطه آزمون  تحت را بوده

بوده،  I/III که این نمونه قادر به ایجاد مود مرکب ندنشان داد

 .یابدافزایش می III طوری که با افزایش زاویه ترک، سهم مودهب

 اورتان سختپلی فوم [20] و همکاران 4علیها، 2018در سال 

شکست  یو چقرمگکرده را استفاده مختلف  هایچگالیبا 

بی ی مود ترکیبارگذار طیشرا تحترا  فوم این تئوریو  یتجرب

I/III یکرنش یانرژ چگالی حداکثر اری. آنها از معنددست آوردهب 

بی مود ترکی شکست جیو نتا کردهاستفاده  5(MTSEDی )مماس

I/III های تستآنها  ،نیبر اکردند. علاوه ینیبشیپ تیرا با موفق

دیسک دارای  به نام دینمونه جد کیبا استفاده از  را تجربی

که توسط  دادندانجام  6(ENDB) تحت خمش ایترک لبه

 یبه تازگ I/IIIمود ترکیبی  قاتیانجام تحق یبرا سندگانینو

، 2019در سال  [21] علیها و همکاران .[20] است افتهیتوسعه 

و کرده ( استفاده ENDBاز جمله ) مختلف یهاهندسهاز 

اورتان سخت را از نظر پلیفوم  I/IIIو  I/II مود ترکیبی شکست

 یها نشان دادند که چقرمگ. آنتجربی مورد بررسی قرار دادند

شکست به نوع نمونه و  ریشروع شکست و مس هیشکست، زاو

در  [22]و همکاران  7شهبازیان .دارد یبستگ یبارگذار مود

صورت بهسخت را اورتان یدر فوم پل ترد شکست، 2022سال 

 I/IIIو  I/II ی مود ترکیبیبارگذار طیتحت شرا تئوریو  یتجرب

ی دیسک نمونهآنها منظور،  نیا ی. برادادندقرار  یمورد بررس

و متعاقباً،  بکار بردهرا  (ENDBای تحت خمش )دارای ترک لبه

صورت به را شکست یچقرمگ ریشکست و مقاد یهاهیزاو

مختلف شکست، از  اریسه معچنین، هم. آوردنددست هب یتجرب

 تنش، حداکثر 8(SEDی )کرنش یانرژ یجمله حداقل چگال

ECD- به نامبر کرنش  یمبتن جدیدی اریو مع 9(MPSی )صلا

SN10  یجاد ا مؤثر یفاصله بحران کیکه بر اساس درنظر گرفتن

اورتان در پلی فوم بار شکست یتئور تخمین یبراشده است، 

که  دتئوری نشان داو  یتجرب جینتا نیب سهیمقا نظر گرفتند.

 یشکست و چقرمگ هیزاو از یبهتر ینیبشیپ ECD-SN اریمع

7 Shahbazian 
8 Strain Energy Density 
9 Maximum Principal Stress 
10 Effective Critical Distance-Strain 
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در تحقیق  دهد.یممود ترکیبی این فوم را ارائه شکست 

دارای  ، دیسک2022در سال  [23]و همکاران  ایمانیدیگری، 

 معرض در را 1(AENDB)نامتقارن  تحت خمش ایترک لبه

 چنین، چقرمگیهم ؛دادندنامتقارن قرار  اینقطه سه خمش

 نمونه برای را شکست شروع زاویه و I/II مود ترکیبی شکست

 300 تا 100 محدوده در چگالی سه از شده ساخته مذکور

آوردند. در تحقیق جدیدی که  دستبه مترمکعب بر کیلوگرم

، 2023در سال  [42]و همکاران  2وانتادوری، اخیراً منتشر شده

 یصورت تجرببهسخت را اورتان یفوم پل کیشکست  یچقرمگ

اندازه نمونه  بهآن  یتا وابستگ هدادقرار  یمورد بررس یو عدد

ان اورتفوم سخت پلی، شیانجام آزما یبراآنها د. نکن یرا بررس

 یتحت بارگذار ی رامختلف هندس یهابا اندازهدارای ترک 

 و مدل دو پارامتر اصلاح شده قرار دادند ایسه نقطه شخم

(MTPM)3 حداکثر بار اعمالی و مقدار بازشدگی دهانه  شامل

استفاده  تشکس چقرمگی یریگاندازه یبرا را 4(CMODترک )

 یچقرمگدست آمده نشان دادند که آنها در نتایج به .کردند

کار به یمدل عدد و پارامتر مستقل از اندازه است کی ،شکست

محاسبه  یمورد استفاده برا یرفته قادر به برآورد پارامترها

 .است بالاییشکست با دقت  یچقرمگ

توان دریافت که های پیشین میبا بررسی پژوهش

در  بینی شکستمعیارهای استفاده شده پیشین در حوزه پیش

های سخت، علیرغم داشتن دقت قابل قبول، دارای سهولت فوم

در استفاده و بکارگیری نبوده و از منظر محاسباتی، هزینه 

از ر حاض در پژوهشبالایی داشتند. از این رو،  محاسباتی نسبتاً

ی هادر فوم بینی شکستو پیش برای بررسی Jمعیار انتگرال 

 I/IIIو  I/IIدارای ترک که تحت مودهای ترکیبی اورتان پلی

به همین منظور، ابتدا  .شده استبارگذاری شده است، پرداخته 

با  I/IIIو  I/II کلی اعم از تحت مود ترکیبی Jروابط انتگرال 

انرژی کرنشی بدست آورده چگالی رویکردی جدید مبنی بر 

با استفاده از نتایج تجربی منتشر شده در  سپس است. شده

 چنین،صحت روابط حصول شده و هم های پیشین،پژوهش

-بینی شکست در فومجهت پیش Jمیزان کارایی معیار انتگرال 

  اورتان سخت ارزیابی شده است.های پلی

 

                                                                                                                                          
1 Asymmetric Edge Notch Disc Bend 
2 Vantadori 
3 Modified Two-Parameter Model  

در مودهای ترکیبی  Jانتگرال  وابط تئوریر -2

I/II  وI/III  ترکقطعه دارای برای 

 مبانی رهیافتی جدید بر اساس با Jانتگرال  در این بخش، رابطه

پیش از این و در  استخراج شده است.چگالی انرژی کرنشی 

، Iبرای مودهای  Jانتگرال رابطه ، منابع معتبر مکانیک شکست

II  وIII  ایی تنش و جابجتکینگی با استفاده از روابط بارگذاری

  [.25شده است ] دست آوردهاطراف نوک ترک به

شکل  V 5شیاربرای  Jاز رابطه انتگرال ابتدا در این پژوهش، 

شیار با زاویه عنوان ه )ب برای ترکدر نهایت استفاده شده و 

 Jرابطه کلی انتگرال شود. میسازی معادل رأس صفر درجه(

 :[9] شودزیر تعریف می صورتبه

 

(1) Jk = ∮(Wnk − Ti
∂ui
∂xk

ds)    k = 1,2 

 

ترتیب، ( به1در رابطه )  Jk و nk  ،ui  ،Ti ،Wپارامترهای  

، 6بردار عمود بر سطح ترک، مؤلفه جابجایی، بردار ترکشن

بنابراین، طبق  ؛هستند Jچگالی انرژی کرنشی و مقدار انتگرال 

 J، مقدار انتگرال yو محور  xبا درنظر گرفتن محور  (1)شکل 

 شود:به دو بخش تقسیم می

 

(2) J1 = ∮(Wdy − Ti
∂ui
∂x
ds)      

(3) J2 = ∮(Wdx − Ti
∂ui
∂y
ds)      

 

 
 بارگذاری Iشکل در مود  Vشیار حجم کنترل  -1 شکل

4 Crack Mouth Opening Displacement 
5  Notch 
6 Traction Vector 
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برابر  J2 ، مؤلفهاستشیار ساز نیم xباتوجه به اینکه محور 

J2) است صفر = های لبهدلیل اینکه روی چنین، بههم؛ (0

( و 2) دوم روابطعبارت شرایط ترکشن آزاد وجود دارد، ، شیار

Ti یعنی (3)
∂ui

∂x
ds و Ti

∂ui

∂y
ds بنابراین، رابطه  ؛دنشوحذف می

-ساده توانمی صورت زیربه را شکل Vشیار برای  Jانتگرال 

 :سازی کرد

 

(4) J = ∮(Wdy)    

 

ا های شیار تزاویه بین لبهتر کردن رابطه فوق، هبرای ساد

 α−حجم کنترل از اینکه باتوجه به و را در نظر گرفته  xمحور 

 )مشخص ABCدر طول مسیر  Jمقدار انتگرال  ،است α+تا 

 :[26] صورت زیر استبهشکل  Vشیار برای  (1در شکل  شده

 

(5) J = ∫ W(θ)ρ cos(θ) dθ
+α

−α

  

 

 θو شیار  شعاع ρ چگالی انرژی کرنشی، W در رابطه فوق،

 . استشیار لبه نقاط روی  ایِمختصات زاویه

سازی ترک با شیار، در اینجا از برای معادل از طرف دیگر،

استفاده  1(ASEDمبانی معیار چگالی انرژی کرنشی متوسط )

ره یک دای ،ترک برای حجم کنترلمعیار، این  مطابق با شود.می

π− که از است π+تا  ⁄2 ( نشان 2که در شکل ) قرار دارد ⁄2

  داده شده است.

 

 
طبق معیار ترک  اطراف نوک حجم کنترل -2 شکل

ASED 

                                                                                                                                          
1 Averaged Strain Energy Density 
2 Matvienko 

ت رصوبهتوان را میبرای ترک  Jبنابراین، رابطه انتگرال 

 :بیان کردزیر 

 

(6) J = ∫ W(θ)ρ cos(θ) dθ
+π 2⁄

−π 2⁄

  

 

برای ترک صفر است، رابطه نیز  ρباتوجه به اینکه مقدار 

 شود:میتعمیم داده زیر رابطه حدی صورت ( برای ترک به6)

(7) J = lim
ρ→0

[∫ W(θ)ρ cos(θ) dθ
+π 2⁄

−π 2⁄

]  

 

ترک  برای W انرژی کرنشیچگالی  مقداراز طرف دیگر، 

 :[72] شده استپیشنهاد بصورت رابطه زیر  2توسط ماتوینکو

 

(8) W(θ) = Wmaxcos (θ)  
 

حداکثر چگالی انرژی کرنشی است.  Wmaxدر رابطه فوق، 

برای  Jمقدار انتگرال  ،(7( در رابطه )8گذاری رابطه )یبا جا

 آید:دست میصورت زیر بهترک به

 

J = lim
ρ→0

[
 
 
 

ρWmax∫ cos2(θ)dθ
+π 2⁄

−π 2⁄⏟          
=π 2⁄ ]

 
 
 

  

(9) = lim
ρ→0

[
π

2
ρWmax]  

 

برای ماده الاستیک خطی تحت شرایط از طرف دیگر، 

توان با استفاده از تنش را می Wmaxای، مقدار کرنش صفحه

 :[82] دست آوردبه 3میشل-معادل بلترامی

 

(10) Wmax =
1

2E
σapex
2 (1 − ν2)  

 

با  مقدار تنش در نوک ترک است. σapex در رابطه فوق، که 

 :نوشتتوان ( می9( در رابطه )10قرار دادن رابطه )

(11) J = lim
ρ→0

[
π

4E
ρσapex

2 (1 − ν2)]  

3 Beltrami-Michel 
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توان با استفاده چنین، مقدار تنش در نوک ترک را میهم

 :[26] بیان کرد بصورت ضریب تمرکز تنشرابطه از 

 

(12) σapex = Ktσ∞ 

 

Kt  وσ∞ ترتیب، ضریب تمرکز تنش و مقدار تنشبه 

 اعمال شده به جسم است. دوردست

توان رابطه ( می11( در رابطه )12رابطه ) جایگذاریبا 

 دست آورد:برای ترک بهرا  Jساده شده انتگرال 

 

(13) J = lim
ρ→0

[
π

4E
ρKt

2σ∞
2 (1 − ν2)]  

 

یب ابا ضر Jارتباط انتگرال از رابطه فوق و  ρحذف برای 

زیر استفاده  وابطاز ر (KIIو  KIیعنی ) IIو  Iشدت تنش مود 

 :[26] شودمی

 

(14) 

{
 
 

 
 KI

2 = lim
ρ→0

[
π

4
ρKt

2σ∞
2 ]               

KII
2 = lim

ρ→0
[
π

4
ρKt

2σ∞
2 ]               

KIII
2 = lim

ρ→0
[
π

4
ρKt

2σ∞
2 (1 − ν)]

 

 

از  IIIو  IIو  I هاییب شدت تنش موداضرگذاری یبا جا

ماده الاستیک  برای Jمقدار انتگرال  ،(13( در رابطه )14رابطه )

 IIو  I هایای در موددارای ترک در حالت کرنش صفحهخطی 

 آید:دست میبارگذاری به IIIو 

 

(15) JI =
1

E
KI
2(1 − ν2) 

(16) JII =
1

E
KII
2 (1 − ν2) 

(17) JIII =
1

E
KIII
2 (1 + ν) 

 

دارای  اده الاستیک خطیمبرای  Jمقدار انتگرال درنهایت، 

با جمع   I/IIبرای مود ترکیبی  ایترک در حالت کرنش صفحه

با جمع روابط  I/IIIبرای مود ترکیبی  ( و16( و )15روابط )

 :آیدبدست میصورت زیر هب  (17( و )15)

                                                                                                                                          
1 Brittle Fracture 

 

(18) JI/II =
1 − ν2

E
[KI
2 + KII

2 ] 

(19) JI/III =
1

E
[(1 − ν2)KI

2 + (1 + ν)KIII
2 ] 

 

توان با بررسی روابط فوق و روابط موجود در منابع دیگر می

 Jبا روابط انتگرال روابط حاصل شده در اینجا مشاهده کرد که 

 [. 25دست آمده در منابع دیگر برابر است ]به

 

تجربی در  هایآزمایشصحت سنجی روابط با  -3

 پیشین مقالات
یان شد، برای بررسی میزان نیز ب همانطور که پیش از این

 بینی شکست در فومدر پیش Jکارایی استفاده از معیار انتگرال 

های سخت، از نتایج تجربی منتشر شده در یکی از پژوهش

 1شکست ترد هایاست. در اینجا از دادهپیشین استفاده شده

از  (ENDBای تحت خمش )دیسک دارای ترک لبه نمونه برای

کیلوگرم بر مترمکعب  40با چگالی اورتان سخت جنس فوم پلی

[ 22که در پژوهش مرجع ] I/IIIو  I/II های ترکیبیمودتحت 

خواص مکانیکی فوم  .استشدهصورت پذیرفته، استفاده 

  است.شدهآورده  1در جدول استفاده شده 

 

 [22اورتان سخت ]مکانیکی فوم پلیخواص  -1جدول 

E(MPa) ν σult(MPa) 

25 22/0 43/0 

 

  ،ضریب پواسون νمدول الاستیسیته،  Eدر جدول فوق، 

σult هندسه (3) در شکل است.فوم  کششی نهایی کامحاست ،

طور به I/IIIو  I/II و نحوه بارگذاری هندسه در مودهای ترکیبی 

هندسه دیسکی استفاده شده شماتیک نشان داده شده است. 

برابر  ترتیببه (𝑎) و طول ترک (B) ، ضخامت(Rشعاع ) دارای

 هگا. فاصله هر دو تکیهبوده استمتر میلی 12و  30، 5/27 با

(S = S′)  در مودI  و در مود  بوده مترمیلی 75/24خالصII 

 15/2به  (′Sتا محل ترک ) هاگاهتنها فاصله یکی از تکیه ،خالص

( S) کتا تر گاه دیگرکرده و فاصله تکیهمتر کاهش پیدا میلی

چنین، زاویه ترک . هممتر باقی مانده استمیلی 75/24همان 
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خالص،  Iدر مود  ب(-3در شکل  β) نسبت به جهت بارگذاری

درجه افزایش پیدا  63خالص به  IIIصفر درجه و در مود 

 . [22] کندمی

 

 
 )الف(

 
 )ب(

مود  استفاده شده برای )الف( ENDBهندسه  -3 شکل

  I/III [22]مود ترکیبی  ب(و ) I/IIترکیبی 

 

آزمایشات مرجع  مقادیر بار شکست تجربی بعلاوه،

ارائه  3و  2در جداول و مقادیر مربوطه دست آمده به[ 22]

 شده است.

 
های مود بار شکست تجربی نمونه مقادیر -2جدول 

 [22]مرجع  از I/IIترکیبی 

S′/R Pc (N) 

9/0 0/112 

231/0 2/315 

154/0 0/398 

117/0 0/445 

078/0 4/492 

 

های مود بار شکست تجربی نمونه مقادیر -3جدول 

 [22]از مرجع  I/IIIترکیبی 

β (deg) Pc (N) 

0 0/112 

30 2/170 

45 0/309 

55 0/420 

63 5/462 

 

 محدود اجزای سازی مدل -4
به منظور ارزیابی دقت روابط ارائه شده و کارایی معیار 

 های پلیمری سختفومبینی شکست در پیشدر  Jانتگرال 

سازی المان محدود نمونه ، مدلدارای ترک در مود ترکیبی

ENDB  در مودهای ترکیبیI/II  وI/III افزار توسط نرم

[ انجام شده 22های تجربی مرجع ]آباکوس مطابق با داده

های تجربی مرجع و مطابق با داده به همین منظور .است

 30متر، ضخامت میلی 5/27 شعاعدیسکی به  [22]

افزار آباکوس متر در نرممیلی 12متر و طول ترک میلی

نمایی از جبهه ترک را  (4)شکل . ه استسازی شدشبیه

 دهدینشان م R−و  R+ مختصاتباتوجه به درنظرگرفتن 

 است. شده استفاده 8و  7 هایشکل نمودارکه برای رسم 

 

 
 𝐑− و 𝐑+ مختصاتنمایی از جبهه ترک و  -4شکل 

 

ها ثابت و برابر گاهخالص، فاصله تکیه Iبرای ایجاد مود 

-3). طبق شکل شودمیمتر درنظر گرفته میلی 75/24با 

گاه سمت فاصله تکیه ،I/IIبرای ایجاد مود ترکیبی  ،(الف

صورت تدریجی کاهش متر بهمیلی 75/24 مقدار راست را از

زمانی که این فاصله  [22]های پژوهش داده و مطابق با داده

افتد. خالص اتفاق می IIمتر برسد، مود میلی 15/2به 
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، I/IIIبرای ایجاد مود ترکیبی  ،(ب-3)چنین، طبق شکل هم

درجه صفر  مقدار زاویه ترک نسبت به جهت بارگذاری از

، [22]های مرجع و مطابق با داده داده شده افزایشتدریج به

خالص رخ  III، مود شوددرجه  63برابر با هنگامی که 

ها در اطراف نوک دهد. باید توجه داشت که اندازه المانمی

ز تا حد امکان ری بعد از آنالیز حساسیت به اندازه المان ترک

 دست آید.طور دقیق بهبه Jتا مقدار انتگرال انتخاب شده 

 Analytical نوع از (هاساپورت) هاگاههیتک یسازمدل نحوه

rigid صورتو به Shell سطوح نیب سختو از تماس  بوده 

 طیشرا جادیا یبرا .است شده استفاده نمونه و هاساپورت

 نییپا یهاساپورت یمناسب، تمام درجات آزاد یمرز

 بالا ساپورت یدرجات آزاد تمام. بعلاوه، شده است گرفته

به ساپورت  یاعمال بار نوعو  است شده بسته y جهت جزب

 نییجهت پا در کنواختیگسترده  یروینصورت بالا به

بندی هندسه چنین، برای مشهم ؛است شده گرفته درنظر

ENDB بعدی مرتبه دوم با های کانتینیوم سهاز المان

است و تعداد استفاده شده (C3D20انتگرال کامل )

المان بوده  29000حدود  های مختلفنمونههادر المان

 بندیترتیب، نحوه مشنیز به (6)و  (5)های در شکلاست. 

بندی اطراف نوک ترک نشان و نحوه مش ENDBهندسه 

 است.داده شده

 

 
  ENDBهندسه بندی نحوه مش -5 شکل

 
 ترکاطراف نوک های نمایی نزدیک از المان -6 شکل

 

 و بحث نتایج -5
توضیح داده شد، برای صحت سنجی  پیش از این طور کههمان

بینی بار شکست در مودهای و پیش ارائه شده Jروابط انتگرال 

سازی المان محدود در ، شبیهJترکیبی توسط معیار انتگرال 

مرجع های تجربی ارائه شده در کوس طبق دادهاافزار آبنرم

( 18دست آمده از روابط )به Jمقادیر انتگرال و  هانجام شد [22]

 .ه استافزار مقایسه شد( با نرم19و )

پیش از مقایسه مقادیر عددی و مقادیر تحلیلی مطابق با 

در  Jروابط استحصال شده، لازم است تا روند تغییرات انتگرال 

نمودار مقادیر طول جبهه ترک بررسی گردد. بدین منظور، 

دستگاه مختصات نشان  در طول جبهه ترک باتوجه به Jانتگرال 

بصورت عددی استخراج شده و نتایج  (4)شکل  داده شده در

و  I/II های ترکیبیترتیب برای مودبه (8)و  (7)های در شکل

I/III .شود، بدلیل همانطور که مشاهده می ترسیم شده است

 (،Z/R=0در طرفین قسمت میانی ) تقارن مسئله، نمودارها

 متقارن هستند.

 

 
در طول جبهه ترک در مود  Jمقادیر انتگرال  -7 شکل

 𝐒′/𝐑برای فواصل مختلف  I/IIترکیبی 

 

 
در طول جبهه ترک در مود  Jمقادیر انتگرال  -8 شکل

 به ازای زوایای مختلف I/IIIترکیبی 
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در طول جبهه ترک، مقدار  Jبا توجه به تغییرات انتگرال 

میانگین این پارامتر در کل طول جبهه ترک بعنوان پارامتر 

در اینجا مورد استفاده قرار گرفته  Jکننده انتگرال یابیزنهایی ار

 4در طول جبهه ترک در جداول  Jو  میانگین مقادیر انتگرال 

، 5و  4در جداول گزارش شده است. لازم به ذکر است که  5و 

صورت به I/IIIو  I/IIدر مودهای ترکیبی  Jانتگرال  مقادیر

شده و درصد اختلاف میان مقدار عددی و  محاسبه نیزتئوری 

 است.آورده شده در ستون آخر تئوری

 
تئوری و عددی در مود ترکیبی  Jمقادیر انتگرال  -4جدول 

I/II 
S′/R ( تئوریPa.m) ( عددیPa.m) )%( اختلاف 

9/0 38/45 15/45 5/0 

231/0 54/20 12/20 1/2 

154/0 82/17 27/17 2/3 

117/0 92/15 25/15 4/4 

078/0 45/14 68/13 6/5 

 

تئوری و عددی در مود ترکیبی  Jمقادیر انتگرال  -5جدول 
I/III 

β (deg) (تئوریPa.m) (عددیPa.m) )%( اختلاف 

0 38/45 15/45 5/0 

30 63/18 28/18 9/1 

45 42/15 88/14 6/3 

55 67/13 03/13 9/4 

63 28/12 54/11 4/6 

 

مقادیر ارائه شده در ستون آخر در دو جدول فوق نشان از 

از رهیافت انرژی تطابق بسیار خوبی  Jآن دارد که مقدار انتگرال 

 با مقادیر عددی متناظر دارد.

بینی در پیش Jمعیار انتگرال سی دقت ربرای بر، ادامهدر 

 I/IIIو  I/IIکه تحت مودهای ترکیبی  هاییبار شکست نمونه

مقادیر بار شکست نمونه در مودهای ، بارگذاری شده است

 است:بینی شدهبدین صورت پیش ترکیبی ذکر شده

( باید Jc) Jانتگرال بحرانی ، مقدار Jمطابق با معیار انتگرال 

نمونه ؛ بنابراین، در اینجا [14] در تمام مودها ثابت باشد

خالص به عنوان نمونه مرجع  Iبارگذاری شده تحت مود 

در نظر گرفته  Jcآن به عنوان  Jاستفاده شده و مقدار انتگرال 

س این ها بر اسابینی بار شکست سایر نمونهبرای پیششود. می

در  Jافزار را تغییر داده تا مقدار انتگرال معیار، بار اعمالی در نرم

 برسد.  Jcبه مقدار  I/III و I/IIمودهای ترکیبی 

 هانمونه ( برایPc) بار شکستمقادیر  ،با اعمال روش فوق 

و  آمدهدست بهبصورت عددی  I/IIIو  I/IIدر مودهای ترکیبی 

 است.ارائه شده 7و  6نتایج در جداول 

 

مود  هایبار شکست نمونه بینیپیش مقادیر -6جدول 

 J بر اساس معیار انتگرال I/IIترکیبی 

S′/R Pc (N) 

9/0 9/112 

231/0 8/321 

154/0 0/412 

117/0 5/470 

078/0 0/528 

 
مود های بار شکست نمونه بینیپیش مقادیر -7جدول 

 J بر اساس معیار انتگرال I/IIIترکیبی 

β (deg) Pc (N) 

0 9/112 

30 5/174 

45 7/321 

55 4/447 

63 5/500 

 

با استفاده از معیار دست آمده برای بررسی دقت نتایج به

درصد اختلاف در بار شکست در مودهای ترکیبی ، Jانتگرال 

شده  ارائهطبق معیار را نسبت به بار شکست تجربی متناظر )

 (10) و (9)های شکل در آمده ودست ( به3و  2در جداول 

 هایوددر م تجربیمقادیر بار شکست تئوری و ترتیب، نمودار به

و درصد خطای هر یک از  استرسم شده I/IIIو  I/IIترکیبی 

 است.نوشته شده همودهای ترکیبی بالای نمودار مربوط
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 تئوری و تجربی و درصد خطا بار شکستمقادیر  -9 شکل

 I/IIبرای مود ترکیبی 

 

 
تئوری و تجربی و درصد  مقادیر بار شکست -10 شکل

 I/IIIبرای مود ترکیبی خطا 

 

 دصهمانطور که از دو شکل فوق مشخص است، حداکثر در

بینی بار شکست در هر کدام از مودهای ترکیبی خطا در پیش

بینی در پیش Jاز دقت معیار انتگرال  که نشانبوده  %8حدود 

 اورتان دارد.های سخت پلیشکست در فوم

 

 گیرینتیجه -6
های ترکهنمونبرای  Jروابط انتگرال در ابتدا در این پژوهش، 

با  بارگذاری شده است، I/IIIو  I/IIکه در مودهای ترکیبی  دار

 و همددست آبه رهیافتی جدید مبتنی بر چگالی انرژی کرنشی

با استفاده از روابط ارائه شده تحلیلی صورت به Jمقادیر انتگرال 

گزارش  های تجربیسپس با استفاده از داده .محاسبه گردید

یک دیسک دارای ترک  ،منتشر شده پیشین شده در مقالات

افزار در نرم I/IIIو  I/IIای تحت خمش در مودهای ترکیبی لبه

 Jمقادیر انتگرال  و هشدسازی آباکوس شبیهاجزای محدود 

و تحلیل  Jمقادیر انتگرال و گردیده صورت عددی تعیین به

 از دقت بالای نتایج این قسمت نشان. سنجی شدعددی صحت

ای که حداکثر گونههروابط ارائه شده با مقادیر عددی دارد؛ ب

کارایی معیار ، در ادامه بوده است. %6خطا در این مورد حدود 

های فوم سخت بینی بار شکست در نمونهبرای پیش Jانتگرال 

با استفاده از پژوهش  I/IIIو  I/IIدارای ترک در مود ترکیبی 

ت قادیر بار شکسم تجربی پیشین مورد بررسی قرار گرفته و

دست آورده شده و با به I/IIIو  I/IIنمونه در مودهای ترکیبی 

طا درصد خبا بررسی  مقایسه شد. تجربیر بار شکست یدامق

، درصد خطا در هر یک از مودهای ترکیبی توان دریافتمی

که حداکثر درصد خطا درخصوص طوری؛ بهپایین بوده

 Jرال اورتان با معیار انتگبینی بار شکست فوم سخت پلیپیش

بینی بار قابلیت پیش Jمعیار انتگرال  ،بنابراین ؛است %8حدود 

که تحت مودهای ترکیبی دارد  را اورتانفوم سخت پلی شکست

I/II  وI/III .بارگذاری شده است  

 

 فهرست علائم -7
J  انتگرالJ ،Pa.m 

JI  مقدار انتگرالJ  در مودI خالص ،Pa.m 

JII  مقدار انتگرالJ  در مودII خالص ،Pa.m 

JIII  مقدار انتگرالJ  در مودIII خالص ،Pa.m 

JI/II  مقدار انتگرالJ  در مود ترکیبیI/II ،Pa.m 

JI/III  مقدار انتگرالJ  در مود ترکیبیI/III ،Pa.m 

W  کرنشیچگالی انرژی ،Pa 

KI  ضریب شدت تنش در مودI خالص ،√mPa 

KII  ضریب شدت تنش در مودII خالص ،√mPa 

KIII  ضریب شدت تنش در مودIII خالص ،√mPa 

Kt واحدبدون ، ضریب تمرکز تنش 

σapex مقدار تنش در نوک ترک ،Pa 

σ∞ مقدار تنش دوردست اعمال شده به جسم ،Pa 

E  ،2مدول الاستیسیتهN/m 

ν واحدبدون ، ضریب پواسون 

ρ شعاع شیار ،m 

θ ای نقاط روی ضلع شیارمختصات زاویه ،deg 

Ti بردار ترکشن ،Pa 

ui بردار جابجایی ،m 

nk  واحدبدون ، بردار عمود بر سطح ترک 
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