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 چکیده
فلز مدرج -یکسرام ینهبا زم یکربن یهاشده با نانولولهیتناقص تقو یمخروطهای پوسته یرخطیغ ینامیکیپاسخ دمقاله حاضر به تحلیل 

 وطیمخر های کربنی با سه الگوی مختلف در راستای ضخامت پوستهپردازد. نانولولهمیقرار دارد  هارمونیکبارگذاری تحت که  یتابع

ماده زمینه پوسته ترکیبی از فلز و سرامیک درنظرگرفته شده است که خواص آن در راستای ضخامت پوسته به صورت  اند.توزیع شده

به منظور تحلیل دینامیکی این سیستم، ابتدا معادلات دینامیکی غیرخطی پوسته مخروطی براساس تئوری  کند.تابع توانی تغییر می

، معادلات سازی گالرکینشوند. سپس به کمک روش گسستهبجایی ون کارمن استخراج میجا-تغییرشکل برشی مرتبه اول و روابط کرنش

ی از برای حل دستگاه معادلات دیفرانسیل غیرخط گردند.دیفرانسیل جزئی سیستم به معادلات دیفرانسیل معمولی تابع زمان تبدیل می

 شود تا اثرات پارامترهای مختلف سیستم همچونتری ارائه میشود. در نهایت، یک مطالعه پارامبشفورث استفاده می-روش عددی آدامز

دامنه نیروی تحریک روی پاسخ دینامیکی های هندسی پوسته و نسبت کسرحجمی و الگوی توزیع نانولوله های کربنی، اندیس توانی،

 شود.تبر قبلی مقایسه و ارائه میبه منظور اعتبارسنجی، نتایج مقاله حاضر با نتایج مراجع مع غیرخطی پوسته مخروطی بررسی گردد.

 .بشفورث-روش آدامز ؛های کربنی مدرج تابعینانولوله ؛ناقص یمخروط پوسته ؛یرخطیغ دینامیکیپاسخ  :کلمات کلیدی
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Abstract 
This paper analyzes the nonlinear dynamic response of truncated conical shells reinforced with carbon 

nanotubes with functional graded ceramic-metal matrix subjected to harmonic excitation. Carbon nanotubes 

are distributed with three different patterns along the length and thickness of the conical shell. The matrix 

material of the shell is considered to be a combination of metal and ceramic, whose properties change as a 

power function along the thickness of the shell. In order to analyze the dynamic of this system, firstly, the 

nonlinear dynamic equations of the conical shell are derived based on the first order shear deformation 

theory and von Karman's strain-displacement relations. Then, with the help of Galerkin discretization 

method, partial differential equations of the system are converted into time-dependent ordinary differential 

equations. Adams-Bashforth numerical method is used to solve the system of nonlinear differential 

equations. Finally, a parametric study is presented to investigate the effects of some parameters of the 

system, such as the power index, volume fraction and distribution pattern of carbon nanotubes, the 

geometric characteristics of the shell, and amplitude of the excitation force on the nonlinear dynamic 

response of the conical shell. In order to validate, the results of this article are compared and presented with 

the results of previous valid references. 

Keywords: Nonlinear dynamic response; Truncated conical shell; Functionally graded carbon nanotubes; 

Adams-Bashforth method. 
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 مقدمه -1
متشکل از مواد  یجساختار را یکبه عنوان  یمخروط یهاپوسته

ها مانند مخازن از سازه یاریمختلف به طور گسترده در بس

 یمهندس یهاسازه یرو سا هایردریاییز یماها،تحت فشار، فضاپ

کمانش، ارتعاشات و پاسخ  یلو تحل یه. تجزشوندیاستفاده م

برخوردار  یاژهیو تیماز اه یمخروط یهاپوسته ینامیکید

 .انجام شده است ینهزماین در  یاریرو مطالعات بس یناز ا است.

ارتعاشات  تئوری کلاسیک، بر اساس [1]و همکاران  بچکارو

با استفاده از روش را  حاوی سیالهای مخروطی ناقص پوسته

باقری و بررسی کردند. یافته یمتعم یفرانسیلد مربعاتروش 

-های ترکیبی مخروطیارتعاشات آزاد پوسته [2]همکاران 

 براساس تئوری تغییرشکل برشی مرتبه اول و روش کروی را

بررسی کردند. آمابیلی و یافته یمتعم یفرانسیلد مربعات

 یهاپوسته یرخطیغ یارتعاشات اجبار [3]بالاسوبرامانیان 

 یریتغ یبا استفاده از تئور را یهلاچند ییتکامپوز یمخروط

 یک [4]چای و وانگ  بررسی کردند. شده اصلاح یشکل برش

 یهاارتعاش آزاد پوسته یلو تحل یهتجز یبرا یکل یکردرو

 دلخواه یمرز یطدر حال چرخش با شرا یااستوانه-یمخروط

بختیاری و همکاران  براساس تئوری پوسته دانل ارائه کردند.

های ناقص مخروطی را براساس ارتعاشات غیرخطی پوسته [5]

سه تئوری مختلف دانل، سندرز و نمث تحلیل کردند و اثر 

پارامترهای مختلف را روی رفتار ارتعاشات غیرخطی بررسی 

 نمودند.

و خواص منحصر  هایژگیو یلدر صنعت به دل یمدرج تابع مواد

مواد، که در ساختار خود  یندارند. ا یادیز یتبه فرد خود اهم

 از یاریدر خواص دارند، در بس یجیو تدر یوستهپ ییراتتغ

 یتهما یلبه دل ین،بنابرا ؛گیرندیمورد استفاده قرار م یعصنا

 یو ارتعاش ینامیکید تاررف یرو یادیمواد، مطالعات ز ینا یژهو

به عنوان مثال،  است.جنس انجام شده یناز ا یهاسازه

دینامیکی غیرخطی تیرهای مدرج  [6] مرادزاده و همکارانعلی

نولی بر-براساس تئوری اولردرحال حرکت را  تحت نیروی تابعی

مرادزاده و . همچنین در تحقیقی دیگر، علیبررسی کردند

طی میکروتیرهای مدرج تابعی که ارتعاشات غیرخ [7]همکاران 

روی بستر الاستیک غیرخطی قرار داشتند را براساس تئوری 

ات ارتعاش ینهدر زم تنش کوپلی بهبودیافته بررسی کردند.

ارتعاشات  یل[ تحل8] یو جعفر یهاشم ی،مدرج تابع یهاورق

 یبا استفاده از تئور یمدرج تابع یلیصفحات مستط یرخطیغ

صلاحپوانکاره ا-یندشتدمرتبه اول و روش ل یبررش ییرشکلتغ

بر  یالس یر[ تأث9] یو جعفر یاند. هاشمکرده یشده را بررس

ا با ر یمدرج تابع یلیصفحات مستط یهاول یرخطیفرکانس غ

اول و روش  مرتبه یبررش ییرشکلتغ یاستفاده از تئور

و  یاند. هاشمکرده یپوانکاره اصلاح شده بررس-یندشتدل

با  یمدرج تابع ی[ ارتعاشات آزاد ورق حلقو10همکاران ]

 کیبسترالاست یکه روکردند  لیتحل را یکیالاست یمرزها

های مخروطی مدرج تابعی، در زمینه پوسته قرار داشت. ینکلرو

های ارتعاشات آزاد غیرخطی پوسته [11]شادمانی و همکاران 

مخروطی از جنس مواد مدرج تابعی با خواص متغیر در دوجهت 

را به کمک روش لیندشتد پوانکاره بهبودیافته بررسی کردند. 

اثر محیط حرارتی  [12]شادمانی و همکاران  در تحقیقی دیگر،

های مخروطی مدرج طبیعی غیرخطی پوسته را روی فرکانس

به  [13]تبار و همکاران ه بررسی کردند. یوسفتابعی دوجهت

کمک روش تعادل هارمونیکی و براساس تئوری تغییرشکل 

برشی مرتبه اول، اثر تخلخل با توزیع یکنواخت و غیریکنواخت 

های مخروطی مدرج را بر فرکانس طبیعی غیرخطی پوسته

 تابعی دوجهته بررسی کردند.

و درست پس  شدند کشف یکربن یهانانولوله ،1991در سال 

 یحرارت یکی،متوجه خواص الکتر گرانمحققان و صنعتاز آن، 

به  یکربن یهانانولوله. نمواد شد ینقابل توجه ا یکیو مکان

بالا، وزن کم و نسبت ابعاد بزرگ،  یاستحکام بالا، سخت یلدل

ز این ااند. موثر در نظر گرفته شده کنندهیتتقو یکبه عنوان 

های ی روی رفتار ارتعاشاتی و دینامیکی سازهرو، تحقیقات زیاد

است. بابایی و های کربنی انجام شدهشده با نانولولهتقویت

 هایاثر محیط حرارتی را بر ارتعاشات آزاد پوسته [14] جعفری

مخروطی مدرج تابعی تقویت شده با -ایترکیبی استوانه

براساس فرضیات لاو بررسی کردند. بیشه   های کربنینانولوله

 یتیکامپوز یااستوانه یهاپوسته یارتعاش هاییژگیو [15]

 یهوشمند که رو ایلایه یکربن یهابا نانولوله شدهیتتقو

 را تحلیل کردند. ژائو با مدار باز قرار دارند یکالاست بسترهای

پانل استوانه آزادارتعاش  یلو تحل یهتجزبه  [16]و همکاران 

رافن و نانوذرات گ یکربن یهابا نانولوله شدهیتتقو یبیترک یا

وو و  که توسط بسترهای الاستیک احاطه شدند. پرداختند

 یهاپوسته یرخطیغ یاجبار اتارتعاش [17]همکاران 

 یبا نانولوله کربن شدهیتتقو ییتکامپوز اییرهدا یااستوانه

مدرج تابعی را مورد بررسی قرار دادند. آنسپنسکی و همکاران 
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با هسته لانه  یااستوانه یچیساندو هایارتعاشات پوسته [18]

 ییتکامپوز یهاشده با رسوب ذوب شده و ورق ختپردا یزنبور

در یک  را بررسی کردند. یکربن یهاشده با نانولولهیتتقو

 یهانانولوله یرتأث [19]مطالعه مروری، چاکرابورتی و همکاران 

ی اهصفحات و پانل یارتعاش هاییژگیو و یداریبر پا یکربن

 را بررسی کردند. خلف و حسن یحرارت یطدر مح قرار گرفته

 یقطعات پوسته حلقو یرخطیغ یاجبار اتارتعاش [20]

توسط  دهشیتتقومدرج تابعی  یسه فاز یبیترک یتینانوکامپوز

 .را تحلیل کردندگرافن  یهانانوپلاکت و یکربن یهانانولوله

 یکربن یهاکه افزودن نانولوله دهدیموجود نشان م یقاتتحق

 یبه طور قابل توجه تواندیم یمرهاو پل هایکبه فلزات، سرام

-DFGمواد  یا،مزا ینبخشد. بر اساس ا هبودها را بخواص آن

CNT یهابا پ یو مواد مدرج تابع یکربن یهامتشکل از نانولوله 

ساختار پوسته مواد  یکیتواند خواص مکانیفلز م-یکسرام

 یشینپ یاتمرور ادب بابهبود بخشد. تا حد زیادی را  یمدرج تابع

 یرخطیغ ینامیکیپاسخ دکه تاکنون  یدمشخص گرد

با  یکربن یهابا نانولوله شدهیتناقص تقو یمخروط یهاپوسته

 تحتکه  استنشدهگزارش  یفلز مدرج تابع-یکسرام ینهزم

 یمطالعه حاضر بررس ین،بنابرا ؛قرار دارند یکهارمون یکتحر

 دینامیکی تاربر رف DFG-CNTمواد را در مورد اثر  یدیجد

. کندیم یناقص معرف یمخروط یهاپوسته یرخطیغ

ت ضخام یمختلف در راستا یبا سه الگو یکربن یهانانولوله

 ینا یینامیکد یلاند. به منظور تحلشده یعتوز یپوسته مخروط

 یپوسته مخروط یرخطیغ ینامیکیابتدا معادلات د یستم،س

-مرتبه اول و روابط کرنش یبرش ییرشکلتغ یبراساس تئور

 نیگالرک شسپس به کمک رو وون کارمن استخراج  ییجابجا

اثرات   یت،. در نهادنشویم حلبشفورث -آدامز یروش عدد و

 ی،کربن یهانانولوله یعتوز یو الگو یکسرحجم ی،توان یساند

 یکتحر یرویپوسته، فرکانس و دامنه ن یمشخصات هندس

می یبررس یپوسته مخروط یرخطیغ ینامیکیپاسخ د یرو

 گردد.

 

 پوسته مخروطیسازی هندسی مدل -2
شده با  یتناقص تقو یپوسته مخروط یک یکشمات 1شکل

، Lطول  با و فلز یکسرام ینهبا ماده زم یکربن ینانولوله ها

مخروط  یهو زاو h، ضخامت 2R، شعاع بزرگ 1Rشعاع کوچک 

α ا. مبداء مختصات استوانهدهدیرا نشان م( یx,θ,z )یرو 

واقع شده  Oنقطه  یپوسته و رو یانیم یهمحور گذرنده از لا

 zو  xمشخص است، مختصات  لشک یناست. همانطور که از ا

طول پوسته و جهت عمود برسطح دهنده جهت نشان یببه ترت

 1از مبداء مختصات هستند. به علاوه، شکل یپوسته مخروط

 ییکو سرام یپوسته از دو فاز فلز ماده زمینهکه  دهدینشان م

ضخامت پوسته به  یشده است که خواص آن در راستا یلتشک

 آبی با رنگ یکه قسمت فلز کندیم ییرتغ یصورت مدرج تابع

 ؛استنشان داده شده سفیدرنگ با  یکیو قسمت سرام

های کربنی در درون ماده زمینه و در راستای همچنین نانو لوله

 اند.ضخامت پوسته توزیع شده

 

 

 
تقویت شده با ناقص  یپوسته مخروط یکشمات -1شکل 

 زمینه سرامیک و فلزهای کربنی با ماده نانولوله
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 خواص مکانیکی سازه -3
 هینمورد مطالعه از دو فاز ماده زم یتیکامپوز پوسته مخروطی

( یس)ماتر ینهاست که ماده زمشده یلتشک کنندهیتو تقو

ترکیبی از سرامیک و فلز بوده که خواص آن در راستای 

نقش  یکربن یهانانولوله ضخامت پوسته متغیر است.

 یقتزر ینهکه به درون ماده زم کنندیم یفارا ا کنندهیتتقو

 وستهپضخامت  یدر راستا یکربن یهانانولوله یع. توزگردندیم

 ین.  لازم به ذکر است که در ااست یمدرج تابع ورتبه ص

 یهانانولوله یعتوز یالگو ینوع تابع مختلف برا چهار یقتحق

ه ک استدرنظر گرفته شده پوستهضخامت  یدر راستا یکربن

 پوسته یکی. خواص مکانشودیدر ادامه به آن پرداخته م

 با ماده زمینه سرامیک و فلز یکربن یهابا نانولوله شدهیتتقو

 [:21ردند ]گیم یانب یرصورت زبه

 

(1) 𝐸11(𝑧) = 𝜂1𝑉𝐶𝑁𝑇(𝑧)𝐸11
𝐶𝑁𝑇 + 𝑉𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥𝐸

𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥(𝑧) 

(2) 𝜂2

𝐸22(𝑧)
=

𝑉𝐶𝑁𝑇(𝑧)

𝐸22
𝐶𝑁𝑇 +

𝑉𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥

𝐸𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥(𝑧)
 

(3) 𝜂3

𝐺12(𝑧)
=

𝑉𝐶𝑁𝑇

𝐺12
𝐶𝑁𝑇 +

𝑉𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥

𝐺𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥(𝑧)
 

(4) 𝜈12(𝑧) = 𝑉𝐶𝑁𝑇(𝑧)𝜈12
𝐶𝑁𝑇 + 𝑉𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥𝜈

𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥(𝑧) 

(5) 𝜈21(𝑧) =
𝜈12(𝑧)

𝐸11(𝑧)
𝐸22(𝑧) 

(6) 𝜌(𝑧) = 𝑉𝐶𝑁𝑇(𝑧)𝜌
𝐶𝑁𝑇 + 𝑉𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥𝜌

𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥(𝑧) 

 

𝐸11که در روابط بالا 
𝐶𝑁𝑇 ،𝐸22

𝐶𝑁𝑇، 𝐺12
𝐶𝑁𝑇 ،𝜈12  و𝜌𝐶𝑁𝑇  به ترتیب

مدول  ،مدول یانگ در جهت طول، مدول یانگ در جهت عرض

 ؛باشندهای کربنی میو چگالی نانولوله ، ضریب پواسانبرشی

بیانگر ترتیب به  𝜌𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥و 𝐸𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥، 𝐺𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥 ،𝜈𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥 همچنین

ماده زمینه  و چگالی ، ضریب پواسانمدول برشی مدول یانگ،

𝜂 علاوه،به)ماتریس( هستند. 
𝑗

های پارامتر کارایی نانولوله 

ترتیب کسر حجمی به 𝑉𝐶𝑁𝑇و  𝑉𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥 همچنین ؛کربنی هستند

ه باشند که بایستی در رابطهای کربنی میو نانولوله زمینهماده 

 صدق کنند:ها قانون مخلوط

 

(7) 𝑉𝐶𝑁𝑇 + 𝑉𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥 = 1 

 

اده زمینه پوسته به صورت زیر است همچنین خواص مکانیکی م

[22:] 

(8) 𝐸𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥(𝑧) = 𝐸𝑚 + (𝐸𝑐 − 𝐸𝑚) (
𝑧

ℎ
+

1

2
)

𝑁𝑧

 

(9) 𝜌𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥(𝑧) = 𝜌𝑚 + (𝜌𝑐 − 𝜌𝑚) (
𝑧

ℎ
+

1

2
)

𝑁𝑧

 

(10) 𝑣𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥(𝑧) = 𝑣𝑚 + (𝑣𝑐 − 𝑣𝑚) (
𝑧

ℎ
+

1

2
)

𝑁𝑧

 

 

. استترتیب مربوط به فاز سرامیک و فلز به mو  cکه زیروند 

 . استاندیس توانی ماده زمینه مدرج تابعی  zNهمچنین، ضریب 

 یدر راستا یکربن یهانانولوله یعتوز ی، برا2لبا توجه به شک

و   UD  ،FGV ،FGO هاییعضخامت ورق چهار نوع تابع با توز

FGX  است.در نظرگرفته شده 

 

 
 های کربنیانواع الگوی توزیع نانولوله -1شکل 

 

( نشان 11) ابطونانوذرات در ر یعتوز یتوابع مربوط به انواع الگو

 [:21است ]داده شده

 

 𝑈𝐷:  𝑉𝑐𝑛𝑡 = 𝑉𝐶𝑁𝑇
∗  

(11) 
𝐹𝐺𝑉:  𝑉𝑐𝑛𝑡(𝑧) = (1 +

2𝑧

ℎ
)𝑉𝐶𝑁𝑇

∗  

𝐹𝐺𝑂:  𝑉𝑐𝑛𝑡 = 2𝑉𝐶𝑁𝑇
∗ (1 −

|𝑧|

ℎ
) 

 𝐹𝐺𝑋:  𝑉𝑐𝑛𝑡 = 2𝑉𝐶𝑁𝑇
∗ (

|𝑧|

ℎ
) 

 

*  یب( ضر11که در رابطه )
CNTV[:21] است یربه صورت ز 

 

(12) 𝑉𝐶𝑁𝑇 = 𝑉𝐶𝑁𝑇
∗ =

Λ𝐶𝑁𝑇

Λ𝐶𝑁𝑇 + (
𝜌𝐶𝑁𝑇

𝜌𝑚
) − (

𝜌𝐶𝑁𝑇

𝜌𝑚
) Λ𝐶𝑁𝑇

 

 

 یهانانولوله یدهنده کسر جرم( نشان12در رابطه ) CNTΛکه 

 است. یکربن
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 معادلات حاکم بر سیستم -4
نقطه  ( یکWی )و جانب (Vیطی )مح (Uی )طول یها ییجابجا

 کلییرشتغ یناقص براساس تئور یپوسته مخروط یدلخواه رو

 [:23] شودینوشته م یرمرتبه اول به صورت ز یبرش

 

 𝑈(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝜃, 𝑡) + 𝑧𝜙𝑥𝑥(𝑥, 𝜃, 𝑡) 

(13) 𝑉(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝜃, 𝑡) + 𝑧𝜙𝜃𝜃(𝑥, 𝜃, 𝑡) 

 𝑊(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝜃, 𝑡) 

 

 یانیسطح م ینقطه دلخواه رو یهاییجابجا w، و u ،vکه 

. باشندیم zو  x ،θدر جهت  یببه ترت یپوسته مخروط

 θو  xچرخش حول محور  یببه ترت θθϕو  xxϕ ینهمچن

کرنش  یهازمان است. مولفه tپارامتر  ینهمچن ؛باشندیم

ته نوش یرز ورتکارمن به صون ییجابجا-براساس روابط کرنش

 [:24] شوندیم

 

 𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢 

𝜕𝑥
+

1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

+ 𝑧
𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥
 

 
𝜀𝜃𝜃 =

𝑢 + 𝑧𝜙𝑥𝑥

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐 (𝛼)
𝜕𝑣 

𝜕𝜃

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐2(𝛼) (
𝜕𝑤

𝜕𝜃
)

2

2𝑥2

+
𝑐𝑜𝑡 (𝛼)𝑤 

𝑥
+

𝑧𝑐𝑠𝑐 (𝛼)
𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝜃

𝑥
 

(14) 

𝛾𝑥𝜃 =
𝑐𝑠𝑐(𝛼)

𝜕𝑢

𝜕𝜃

𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−

𝑣 + 𝑧𝜙𝜃𝜃

𝑥

+
𝑐𝑠𝑐(𝛼)

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝑥

+
𝑧𝑐𝑠𝑐(𝛼)

𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝜃

𝑥
+ 𝑧

𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝑥
 

 𝛾𝜃𝑧 = −
𝑐𝑜𝑡 (𝛼)𝑣

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐 (𝛼)
𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝑥
+ 𝜙𝜃𝜃 

 𝛾𝑥𝑧 =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜙𝑥𝑥 

 

هستند. روابط  یو برش یعمود یکرنش ها یببه ترت γو  εکه 

براساس قانون هوک به  یزوتروپیکمواد ا یکرنش برا-تنش

 [:23] شودیم یفتعر یرصورت ز

 

(15) 

(

 
 

𝜎𝑥𝑥

𝜎𝜃𝜃

𝜏𝜃𝑧

𝜏𝑥𝑧

𝜏𝑥𝜃)

 
 

=

[
 
 
 
 
𝑄11 𝑄12 0 0 0
𝑄12 𝑄22 0 0 0
0 0 𝑄44 0 0
0 0 0 𝑄55 0
0 0 0 0 𝑄66]

 
 
 
 

(

 
 

𝜖𝑥𝑥

𝜖𝜃𝜃

𝛾𝜃𝑧

𝛾𝑥𝑧

𝛾𝑥𝜃)

 
 

 

 شوندینوشته م یربه صورت ز ijQ یرمتغ یسخت یهاکه مولفه

[25:] 

 

(16) 𝑄11 = 𝑄22 =
𝐸

1 − 𝜈2
, 𝑄12 = 𝑣𝑄11 

(17) 𝑄44(𝑥, 𝑧) = 𝑄55(𝑥, 𝑧) = 𝑄66(𝑥, 𝑧) =
𝐸(𝑥, 𝑧)

2(1 + 𝜈)
 

 

پوسته  و کار نیروی خارجی یجنبش یانرژ ،یکرنش یانرژ

 [:23] شودیم یانب یرناقص به صورت ز یمخروط

 

(18) 
𝑉𝐸 =

1

2
∫ ∫ ∫ (𝜎𝑥𝑥𝜖𝑥𝑥 + 𝜎𝜃𝜃𝜖𝜃𝜃 + 𝜏𝜃𝑧𝛾𝜃𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

2𝜋

0

𝐿2

𝐿1

+ 𝜏𝑥𝑧𝛾𝑥𝑧

+ 𝜏𝑥𝜃𝛾𝑥𝜃) 𝑅(𝑥) 𝑑𝑧𝑑𝜃𝑑𝑥 

(19) 
𝐾𝐸 =

1

2
∫ ∫ ∫ 𝜌(𝑥, 𝑧) ((

𝜕𝑈

𝜕𝑡
)

2

+ (
𝜕𝑉

𝜕𝑡
)

2ℎ

2

−
ℎ

2

2𝜋

0

𝐿2

𝐿1

+ (
𝜕𝑊

𝜕𝑡
)

2

)𝑅(𝑥) 𝑑𝑧𝑑𝜃𝑑𝑥 

(20) 𝑃𝐸 = ∫ ∫ 𝐹 𝑊𝑑𝜃𝑑𝑥
2𝜋

0

𝐿2

𝐿1

= 0 

 

است. معادلات حاکم  tΩ(sin 0F=F(و  R)α(xsin)=x(که 

استخراج  یربه صورت ز یلتونبراساس اصل هام یستمبرس

 [:25] شودیم

 

(21) ∫ (𝛿𝑉𝐸 + 𝛿𝑃𝐸 − 𝛿𝐾𝐸) 𝑑𝑡 = 0
𝑇

0

 

 

( در 18( تا )7معادلات ) یگذاریاست. با جا یدوره زمان Tکه 

( و 21در معادله ) یجهنت یگذاری( و جا20( تا )19معادلات )

جزء و با برابر با صفر قرار دادن جزءبه یهااستفاده از انتگرال

 یستممعادلات حاکم برس( θθϕδ, xxϕδ, 0wδ, 0vδ, 0uδیب )ضرا

 :آیندیبدست م یربه صورت ز

 

(22) −
𝑠𝑖𝑛(𝛼)𝑁𝜃𝜃

𝑅(𝑥)
+

𝜕𝑁𝑥𝜃

𝜕𝜃

𝑅(𝑥)
+

𝑠𝑖𝑛(𝛼)𝑁𝑥𝑥

𝑅(𝑥)
+

𝜕𝑁𝑥𝑥

𝜕𝑥
= 𝐼0𝑢̈ + 𝐼1𝜙̈𝑥𝑥 

(23) 
𝜕𝑁𝜃𝜃

𝜕𝜃

𝑅 (𝑥)
+

2𝑠𝑖𝑛 (𝛼)𝑁𝑥𝜃

𝑅 (𝑥)
+

𝜕𝑁𝑥𝜃

𝜕𝑥
+

𝑐𝑜𝑠 (𝛼)𝑄𝜃𝜃

𝑅 (𝑥)
= 𝐼0𝑣̈ + 𝐼1𝜙̈𝜃𝜃 
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(24) 

2𝑁𝑥𝜃
𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝜃

𝑅 (𝑥)
+

𝑁𝜃𝜃
𝜕2𝑤

𝜕𝜃2

𝑅 (𝑥)2
+

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕𝑁𝜃𝜃

𝜕𝜃

𝑅 (𝑥)2
+

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕𝑁𝑥𝜃

𝜕𝑥

𝑅 (𝑥)

+

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑁𝑥𝜃

𝜕𝜃

𝑅 (𝑥)
+

𝑠𝑖𝑛 (𝛼)𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝑅 (𝑥)

−
𝑐𝑜𝑠(𝛼)𝑁𝜃𝜃

𝑅(𝑥)
+ 𝑁𝑥𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

+
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑁𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄𝜃𝜃

𝜕𝜃

𝑅(𝑥)

+
𝑠𝑖𝑛(𝛼)𝑄𝑥𝑥

𝑅(𝑥)
+

𝜕𝑄𝑥𝑥

𝜕𝑥
+ 𝐹

= 𝐼0
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
 

(25) 
𝜕𝑀𝑥𝜃

𝜕𝜃

𝑅(𝑥)
+

𝑀𝑥𝑥 − 𝑀𝜃𝜃

𝑥
+

𝜕𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥
− 𝑄𝑥𝑥 = 𝐼1𝑢̈ + 𝐼2𝜙̈𝑥𝑥 

(26) 
𝜕𝑀𝜃𝜃

𝜕𝜃

𝑅 (𝑥)
+

2𝑠𝑖𝑛 (𝛼)𝑀𝑥𝜃

𝑅 (𝑥)
+

𝜕𝑀𝑥𝜃

𝜕𝑥
− 𝑄𝜃𝜃

= 𝐼1𝑣̈ + 𝐼2𝜙̈𝜃𝜃 

 

 Qمنتجه،  یهاممان Mمنتجه،  یروهاین Nکه در روابط بالا 

 یپوسته مخروط ینرسیا یترم ها Iمنتجه و  یبرش یروهاین

 :شوندیمحاسبه م یرکه به صورت ز باشندیناقص م

 

(27) {

𝑁𝑥𝑥

𝑁𝜃𝜃

𝑁𝑥𝜃

} = ∫ {

𝜎𝑥𝑥

𝜎𝜃𝜃

𝜏𝑥𝜃

}
+

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

(28) {

𝑀𝑥𝑥

𝑀𝜃𝜃

𝑀𝑥𝜃

} = ∫ {

𝜎𝑥𝑥

𝜎𝜃𝜃

𝜏𝑥𝜃

}
+

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑧𝑑𝑧 

(29) {
𝑄𝑥𝑥

𝑄𝜃𝜃
} = 𝐾 ∫ {

𝜏𝑥𝑧

𝜏𝜃𝑧
}

+
ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

(30) {
𝐼0
𝐼1
𝐼2

} = ∫ {
1
𝑧
𝑧2

}
+

ℎ

2

−
ℎ

2

𝜌(𝑥, 𝑧)𝑑𝑧 

 

درنظر گرفته  8/0 بوده و برابر با یاصلاح برش یبضر Kکه 

( 27( در معادلات )15( و )6معادله) یگذاری. با جا[8] استشده

(، معادلات 26( تا )22در معادلات ) یجهنت یگذاری( و جا30تا )

پوسته بدست  ییجابجا یهابرحسب مولفه یستمحاکم برس

 :آیندیم

 

(31) 
𝑆11(𝑢) + 𝑆12(𝑣) + 𝑆13(𝑤) + 𝑆14(𝜙𝑥𝑥)

+ 𝑆15(𝜙𝜃𝜃) + 𝑃1

= 𝐼0𝑢̈ + 𝐼1𝜙̈𝑥𝑥 

(32) 
𝑆21(𝑢) + 𝑆22(𝑣) + 𝑆23(𝑤) + 𝑆24(𝜙𝑥𝑥)

+ 𝑆25(𝜙𝜃𝜃) + 𝑃2

= 𝐼0𝑣̈ + 𝐼1𝜙̈𝜃𝜃 

(33) 
𝑆31(𝑢) + 𝑆32(𝑣) + 𝑆33(𝑤) + 𝑆34(𝜙𝑥𝑥)

+ 𝑆35(𝜙𝜃𝜃) + 𝑃3 + 𝐹
= 𝐼0𝑤̈ 

(34) 
𝑆41(𝑢) + 𝑆42(𝑣) + 𝑆43(𝑤) + 𝑆44(𝜙𝑥𝑥)

+ 𝑆45(𝜙𝜃𝜃) + 𝑃4

= 𝐼1𝑢̈ + 𝐼2𝜙̈𝑥𝑥 

(35) 
𝑆51(𝑢) + 𝑆52(𝑣) + 𝑆53(𝑤) + 𝑆54(𝜙𝑥𝑥)

+ 𝑆55(𝜙𝜃𝜃) + 𝑃5

= 𝐼1𝑣̈ + 𝐼2𝜙̈𝜃𝜃 

 

و  یخط یمشتق یاپراتورها یببه ترت iPو  ijS یبکه ضرا

اند. الف ارائه شده یوستهستند که در پ یرمعادلات اخ یرخطیغ

، کوپل خمش و (ijAی )کشش یسفت یرمتغ یبضرا ینهمچن

 ،که درون معادلات اخیر هستند (ijD) یو خمش( ijB)کشش 

 :شوندیمحاسبه م یربه صورت ز

 

(36) 
(𝐴𝑖𝑗(𝑥), 𝐵𝑖𝑗(𝑥), 𝐷𝑖𝑗(𝑥))

= ∫ 𝑄𝑖𝑗(𝑥. 𝑧)(1, 𝑧, 𝑧2)𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

 

کوچک و بزرگ آن  یلبه ها یرو یپوسته مخروط مرزییطشرا

 برقرار هستند: یربه صورت ز

 

(37) 𝑎𝑡  𝑥 = 𝐿1, 𝐿2    𝑣 = 𝑤 = 𝑁𝑥𝑥 = 𝑀𝑥𝑥 = 𝑀𝑥𝜃 = 0 

 

 :شوندیارضاء م یراز روابط ز یهندس مرزییطشرا

 

(38) 𝑢(𝑥, 𝜃, 𝑡) = 𝑈(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 (
𝑚𝜋(𝑥 − 𝐿1)

𝐿
) 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 

(39) 𝑣(𝑥, 𝜃, 𝑡) = 𝑉(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 (
𝑚𝜋(𝑥 − 𝐿1)

𝐿
) 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) 

(40) 𝑤(𝑥, 𝜃, 𝑡) = 𝑊(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 (
𝑚𝜋(𝑥 − 𝐿1)

𝐿
) 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 

(41) 𝜙𝑥𝑥(𝑥, 𝜃, 𝑡) = 𝑋(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 (
𝑚𝜋(𝑥 − 𝐿1)

𝐿
) 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 

(42) 𝜙𝜃𝜃(𝑥, 𝜃, 𝑡) = 𝑌(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 (
𝑚𝜋(𝑥 − 𝐿1)

𝐿
) 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) 

 

به  .است یو طول یطیشماره شکل مود مح یببه ترت mو  nکه 

 یمعرف یربدون بعد ز یمساله، پارامترها سازییمنظور عموم

 :شوندیم

 

(43) 

(𝑈, 𝑉̅, 𝑊̅) =
(𝑈, 𝑉,𝑊)

ℎ
, 𝜏 =

𝑡

ℎ
√

𝐷𝑐

𝐼𝑐
     

𝑥̅ =
𝑥

𝐿
, 𝐿1

̅̅̅ =
𝐿1

𝐿
, 𝐿2

̅̅ ̅ =
𝐿2

𝐿
,    𝐻 =

ℎ

𝐿
 

(𝑎𝑖𝑗 , 𝑏𝑖𝑗 , 𝑑𝑖𝑗) = (
𝐴𝑖𝑗ℎ

2

𝐷𝑐

,
𝐵𝑖𝑗ℎ

𝐷𝑐

,
𝐷𝑖𝑗

𝐷𝑐

),  

(𝐼0, 𝐼1, 𝐼2) = (
𝐼0
𝐼𝑐

,
𝐼1
𝐼𝑐ℎ

,
𝐼2

𝐼𝑐ℎ
2
) , 𝐹̅ =

𝐹ℎ

𝐷𝑐

 



 

 

 

 49 | همکارانو شادمانی  شادمانی 

 

 3/ شماره 14/ دوره 1403ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

( 35( تا )31( در معادلات )42( تا )38معادلات ) یگذاریباجا

معادلات  ین،اعمال روش گالرک بعدسازی و سپسبی و

 یلیفرانسبه معادلات د یستمس یجزئ یفرانسیلد یرخطیغ

 :شوندیم یلتابع زمان تبد یمعمول

 

(44) 𝐿11𝑈̅ + 𝐿12𝑉̅ + 𝐿13𝑊̅ + 𝐿14𝑋 + 𝐿15𝑌 + 𝑁11𝑊̅
2

= 𝐼0𝑢̈ + 𝐼1𝜙̈𝑥𝑥 

(45) 𝐿21𝑈̅ + 𝐿22𝑉̅ + 𝐿23𝑊̅ + 𝐿24𝑋 + 𝐿25𝑌 + 𝑁21𝑊̅
2

= 𝐼0𝑣̈ + 𝐼1𝜙̈𝜃𝜃 

(46) 
𝐿31𝑈̅ + 𝐿32𝑉̅ + 𝐿33𝑊̅ + 𝐿34𝑋 + 𝐿35𝑌 + 𝑁31𝑈𝑊̅

+ 𝑁32𝑉̅𝑊̅ + 𝑁33𝑊̅
2

+ 𝑁34𝑊̅
3 + 𝑁35𝑋𝑊̅

+ 𝑁36𝑌𝑊̅ + 𝐹̅ + 𝐿36𝑊̈̅ = 0 

(47) 𝐿41𝑈̅ + 𝐿42𝑉̅ + 𝐿43𝑊̅ + 𝐿44𝑋 + 𝐿45𝑌 + 𝑁41𝑊̅
2

= 𝐼1𝑢̈ + 𝐼2𝜙̈𝑥𝑥 

(48) 𝐿51𝑈̅ + 𝐿52𝑉̅ + 𝐿53𝑊̅ + 𝐿54𝑋 + 𝐿55𝑌 + 𝑁51𝑊̅
2

= 𝐼1𝑣̈ + 𝐼2𝜙̈𝜃𝜃 

 

ه ک یرخطیو غ یبدون بعد خط یبضرا یببه ترت ijNو  ijLکه 

 .است یستمتابع جنس و هندسه س

کافیست  ،های طبیعی پوسته مخروطیبرای محاسبه فرکانس

( صرف نظر 48( تا )44های غیرخطی معادلات )ابتدا از ترم

 ماتریس زیر محاسبه شود:  سپس شود و

 

(49) 
[
 
 
 
 
 
𝐿11 + 𝐼0𝜔

2 𝐿12 𝐿13 𝐿14 + 𝐼1𝜔
2 𝐿15

𝐿21 𝐿22 + 𝐼0𝜔
2 𝐿23 𝐿24 𝐿25 + 𝐼1𝜔

2

𝐿31 𝐿32 𝐿33 + 𝐼0𝜔
2 𝐿34 𝐿35

𝐿41 + 𝐼1𝜔
2 𝐿42 𝐿43 𝐿44 + 𝐼2𝜔

2 𝐿45

𝐿51 𝐿52 + 𝐼1𝜔
2 𝐿53 𝐿54 𝐿55 + 𝐼2𝜔

2]
 
 
 
 
 

 

 

(، معادله 49با برابر با صفر قرار دادن دترمینان ماتریس معادله )

های حل آن فرکانسآید که از مشخصه سیستم بدست می

 گردند.طبیعی پوسته محاسبه می
 

 پاسخ دینامیکی غیرخطی -5
 بشفورث-روش آدامز -5-1

سخ دینامیکی غیرخطی  سبه پا سمت به منظور محا در این ق

از پوستتته که تحت بارگذاری هارمونیک ستتینوستتی قرار دارد 

ستفاده می بشفورث-روش عددی آدامز . به عبارت دیگر، شودا

گاه  عادلات )دستتتت حل ( 48تا ) (44م مک این روش  به ک

است که حل  یحروش صر یکباشفورث -روش آدامزگردد. می

 یبلق یراز مقاد یابیرا با برونی معمول یفرانستتیلد همعادل یک

با ایم یبتقر حل معادلات  یتوان آن را برایحال، م ینزند. 

 یهایکوابستتته به زمان با استتتفاده از تکن یل جزئیفرانستتید

ساز ضا یگسسته  اجزا  یاتفاضل محدود  یهامانند روش ییف

حدود گستتتترش داد حل روش آدامزم مه، الگوریتم  -. در ادا

 شود:بشفورث ارائه می

  شود:زیر درنظرگرفته می به شکل یهمسئله مقدار اول یک

 

(50) 𝑦(𝑡0) = 𝑦0 

𝑦′(𝑡)  =  𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡)) 

 

f که در آن t نسبت به  y مشتق تابع مجهول  است و شرط  

-آدامز روش .کندیمشخص م 0t یهرا در زمان اول y مقدار یهاول

 یبتقر یبرا یراه حل قبل یراز مقاد یاشفورث از مجموعهب

است  یاروش چند مرحله یک ینکند. ایاستفاده م یمقدار فعل

مقدار راه حل  ینبه چند یمحاسبه مقدار راه حل بعد یکه برا

 0t=  t ,یرا برا iy حل یرمقاد ،فرض کنید .دارد یازن یقبل

 it, ..., 1t 1یم خواهیو م شدهمحاسبهi +y مرحله  یرا برا

ار مقد یشفورث براب-آدامز فرمول یم.محاسبه کن یبعد یزمان

 :شودیارائه م یربه صورت ز یحل بعد

 

(51) 
𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + 𝑑𝑡 × (𝛽0 × 𝑓(𝑡𝑖 , 𝑦𝑖) + 𝛽1

× 𝑓(𝑡𝑖−1, 𝑦𝑖−1) + 𝛽𝑘

× 𝑓(𝑡𝑘−1, 𝑦𝑘−1)) 

 

هستند که به  یبیضرا 𝛽𝑘است، و  یگام زمان dtکه در آن 

تابع  یابیبا درون 𝛽𝑘 ضرایب دارند. یمرتبه خاص روش بستگ

f (t , y) شوندیم یینتع یشده قبلحل یربا استفاده از مقاد .

چند  یابیمورد استفاده معمولا از نوع درون یابیروش درون

ه از محاسب پس .یوتنن یالاگرانژ  یابیاست، مانند درون یاجمله

yi  یبعد یمراحل زمان یحل برا یربدست آوردن مقاد ی، برا 1+

مورد نظر پوشش داده  یکه بازه زمانشود  یتکرار م یتا زمان

 شود.

 

 نتایج و بحث -6

آلومینیوم و آلومینا به ترتیب برای فاز فلزی از  یبررس یندر ا

استفاده شده است که خواص  (یس)ماتر ینهماده زمو سرامیکی 

از  همچنین؛ است( ارائه شده1مکانیکی آنها در جدول)

( به عنوان 10،10) یرجداره آرمچتک یکربن یهانانولو

( و 2)در جدول آنخواص  که استاستفاده شده کنندهیتتقو

 اند. مشخص شده (3پارامترهای کارایی در جدول )
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 فلز خواص مکانیکی فاز سرامیک و -1جدول 

 ماده آلومینیوم آلومینا

380 70 E (GPa) 

3800 2702 )3(Kg/m ρ 

21/0 33/0 v 

 

 [21] های کربنینانولولهخواص مکانیکی  -2جدول 

𝑣12
𝐶𝑁𝑇 

𝜌𝑐𝑛𝑡 

(
𝑘𝑔

𝑚3
) 

𝐺12
𝑐𝑛𝑡 

(𝑇𝑝𝑎) 
𝐸22

𝑐𝑛𝑡(𝑇𝑝𝑎) 𝐸11
𝑐𝑛𝑡(𝑇𝑝𝑎) 

175/0 1400 9445/1 08/7 6466/5 

 

  [21] یکربن ینانولوله ها ییکارا یپارامترها -3جدول 
η3 η2 η1 VCNT

* 

941/0 934/0 149/0 11/0 

941/0 941/0 150/0 14/0 

941/0 381/1 149/0 17/0 

 

 گذاری نتایجصحه -6-1

𝜆بعد )های طبیعی خطی بدونفرکانس در این قسمت =

𝜔𝐿𝑅2√𝜌(1 − 𝜈2)/𝐸 پوسته مخروطی ناقص همگن برای )

مود و زاویه رأس مخروط محاسبه مختلف شماره شکلمقادیر 

ایسه گردد. نتایج این مقمی شده و با نتایج مقالات قبلی مقایسه

است. در این مقایسه ضرایب ثابت به ارائه شده 1ولدرجد

درنظرگرفته  =0.252L sin(α)/R=0.01, 2h/R1, m=صورت 

شود، نتایج از مشاهده می 1همان طور که از جدول است.شده

حال دلیل اختلاف ناچیز دقت بسیارخوبی برخوردار است. با این

این است که مرجع  [29]بین نتایج تحقیق حاضر و مرجع 

 اما در ،استها استفاده کردهاز تئوری کلاسیک پوسته [29]

تحقیق حاضر از تئوری تغییرشکل برشی مرتبه اول استفاده 

درنظرگرفتن اثرات برشی پوسته، به  دلیلاست که بهشده

 مراتب از دقت بیشتری برخوردار است.

 

 

 

 

 

 

 

 اعتبارسنجی فرکانس طبیعی پوسته مخروطی -2جدول 

α=45o n 

  حاضر [24] [26] [27] [28]

7655/0 7642/0 6879/0 7656/0 7661/0 2 

7212/0 7211/0 6973/0 7253/0 7261/0 3 

6739/0 6747/0 6664/0 6838/0 6849/0 4 

6323/0 6336/0 6304/0 6500/0 6513/0 5 

6035/0 6049/0 6032/0 6306/0 6320/0 6 

α=60o n 

  حاضر [24] [26] [27] [28]

6348/0 6342/0 5722/0 6364/0 6367/0 2 

6238/0 6236/0 6001/0 6296/0 6300/0 3 

6145/0 6146/0 6054/0 6259/0 6267/0 4 

6111/0 6113/0 6077/0 6295/0 6305/0 5 

6171/0 6172/0 6159/0 6435/0 6447/0 6 

 

 مطالعه پارامتری -6-2

پس از اعتبارسنجی مسأله و اطمینان از صحت نتایج در قسمت 

قبل، در این قسمت اثر پارامترهای مختلف پوسته مخروطی 

 پاسخ دینامیکی غیرخطیناقص مدرج تابعی دوجهته روی 

منظور از پاسخ دینامیکی گیرد. سیستم مورد بررسی قرار می

 1که در شکل zغیرخطی، جابجایی عرضی در راستای محور 

همچنین موقعیت پاسخ در مرکز  ؛استاست نشان داده شده

( z=2+L/1x=L ,0سطح خارجی پوسته یعنی موقعیت )

=m=n ,1در این بررسی ضرایب ثابت به صورت باشد. می

=0.28CNTV, o06=2, α=2L, 8=0.02h/R ،1=0.Ω ،=1 MPaF ،

=2zN اند و هرگونه استثنا در توضیحات هر درنظرگرفته شده

 شود.نمودار ارائه می

نمودار پاسخ دینامیکی غیرخطی پوسته مخروطی را  3شکل 

همانطور که . دهدنشان میبرای مقادیر مختلف اندیس توانی 

 فرکانس ،اندیس توانی، با افزایش مشخص است این نموداراز 

دلیل فیزیکی این کاهش در این  .یابدیطبیعی پوسته کاهش م

است که با افزایش اندیس توانی، فاز سرامیکی ماده زمینه در 

ی اید و در نتیجه سفتیپوسته کاهش و فاز فلزی آن افزایش می

یابد که به دنبال آن فرکانس طبیعی پوسته یپوسته کاهش م

علاوه، از این نمودارها مشخص است که با به  یابد.یکاهش م

افزایش اندیس توانی، دامنه نوسانات پوسته مستقل از الگوی 

چراکه با افزایش  ؛یابدیهای کربنی افزایش متوزیع نانولوله

اندیس توانی انعطاف پذیری پوسته افزایش یافته و رفتار 
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یم کند و در نتیجه دامنه نوسانات آن افزایشتری پیدا مینرم

  یابد.

 

 
 پاسخ دینامیکی غیرخطیاثر اندیس توانی روی  -3شکل 

 های کربنیشده با نانولولهتقویت یپوسته مخروط

 

نمودار پاسخ دینامیکی غیرخطی پوسته مخروطی را  4شکل

های کربنی نشان برای مقادیر مختلف کسرحجمی نانولوله

افزایش دهد. همانطور که از این نمودار مشخص است، با می

 فرکانس طبیعی پوسته افزایش های کربنی،کسرحجمی نانولوله

یابد. دلیل فیزیکی آن در این یو دامنه نوسانات پاسخ کاهش م

 ، سفتیهای کربنیکسرحجمی نانولولهاست که با افزایش 

یابد که به دنبال آن فرکانس طبیعی پوسته یپوسته افزایش م

 یابد.یمافزایش و دامنه نوسانات پاسخ کاهش 

  

 
های کربنی روی پاسخ اثر کسرحجمی نانولوله -4شکل 

شده با تقویت یپوسته مخروط دینامیکی غیرخطی

 های کربنینانولوله

 

پاسخ دینامیکی غیرخطی پوسته مخروطی را  نمودار 5شکل

 د.دهنشان میهای کربنی برای انواع الگوی توزیع نانولوله

ترتیب بیشترین بههمانطور که از این نمودارها مشخص است، 

و  FGXو کمترین فرکانس طبیعی مربوط به الگوی توزیع 

FGO به علاوه، بیشترین و کمترین دامنه نوسانات است .

. در واقع، است FGXو  FGOترتیب مربوط به الگوی توزیع به

ر سطوح های کربنی د، توزیع نانولولهFGXدر الگوی توزیع 

داخلی و خارجی پوسته مخروطی بیشتر از نواحی داخلی پوسته 

فتی س ،است که همین امر باعث شده تا در این نوع الگوی توزیع

ار خود رسیده و درنتیجه فرکانس پوسته به بیشترین مقد

طبیعی پوسته در این نوع الگوی توزیع بیشتر از مابقی الگوها 

این نوع الگوی توزیع کمتر از باشد و لذا دامنه نوسانات در می

، توزیع FGOمابقی الگوها است. درمقابل، در الگوی توزیع 

های کربنی در سطوح داخلی و خارجی پوسته مخروطی نانولوله

کمتر از نواحی داخلی پوسته است که همین امر باعث شده تا 

ار خود مقد کمتریندر این نوع الگوی توزیع، سفتی پوسته به 

رسیده و درنتیجه فرکانس طبیعی پوسته در این نوع الگوی 

و لذا دامنه نوسانات در این  استاز مابقی الگوها  کمترتوزیع 

 از مابقی الگوها است. بیشترنوع الگوی توزیع 

 

 
های کربنی روی پاسخ اثر الگوی توزیع نانولوله -5شکل 

شده با تقویت یپوسته مخروط دینامیکی غیرخطی

 های کربنینانولوله

 

نمودار پاسخ دینامیکی غیرخطی پوسته مخروطی را  6شکل

دهد. همانطور برای مقادیر مختلف زاویه رأس مخروط نشان می

 زاویه رأس مخروط، افزایش که از این نمودار مشخص است، با

فرکانس طبیعی پوسته افزایش و دامنه نوسانات پاسخ کاهش 

رأس  هیزاویابد. دلیل فیزیکی آن در این است که با افزایش یم

پذیری و نرمی پوسته کاهش و درمقابل سفتی ، انعطافمخروط

یابد که به دنبال آن فرکانس طبیعی پوسته یپوسته افزایش م

 یابد. یافزایش و دامنه نوسانات پاسخ کاهش م
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اثر زاویه رأس مخروط روی پاسخ دینامیکی  -6شکل 

های شده با نانولولهتقویت یپوسته مخروط غیرخطی

 کربنی

 
نمودار پاسخ دینامیکی غیرخطی پوسته مخروطی را  7شکل

نسبت ضخامت به شعاع بزرگ مخروط  مختلف برای مقادیر

دهد. همانطور که از این نمودار مشخص است، با نشان می

فرکانس  افزایش نسبت ضخامت به شعاع بزرگ مخروط،

یابد. یطبیعی پوسته افزایش و دامنه نوسانات پاسخ کاهش م

، سیاین نسبت هنددلیل فیزیکی آن در این است که با افزایش 

پذیری و نرمی پوسته کاهش و درمقابل سفتی پوسته انعطاف

یابد که به دنبال آن فرکانس طبیعی پوسته افزایش یافزایش م

 یابد. یو دامنه نوسانات پاسخ کاهش م

 

 
روی  نسبت ضخامت به شعاع بزرگ مخروطاثر  -7شکل 

با  شدهتقویت یپوسته مخروط پاسخ دینامیکی غیرخطی

 های کربنینانولوله

 

نمودار پاسخ دینامیکی غیرخطی پوسته مخروطی را  8شکل

دهد. این برای مقادیر مختلف دامنه بارگذاری خارجی نشان می

 افزایش دامنه بارگذاری خارجی،دهد که با نمودار نشان می

یدامنه نوسانات پاسخ افزایش م، رفتهمانطور که انتظار می

در واقع افزایش دامنه بارگذاری منجر به افزایش خیز یابد. 

  شود. پوسته و یا افزایش دامنه نوسانات آن می

 

 
اثر دامنه بارگذاری خارجی روی پاسخ  -8شکل 

شده با تقویت یپوسته مخروط دینامیکی غیرخطی

 های کربنینانولوله

 

 بندیجمع -7
 یهاتهپوس یرخطیغ ینامیکیپاسخ ددر این تحقیق، به تحلیل 

 هینبا زم یکربن یهابا نانولوله شدهیتناقص تقو یمخروط

 دابدین منظور، ابت. استپرداخته شده یفلز مدرج تابع-یکسرام

 یبراساس تئور یپوسته مخروط یرخطیغ ینامیکیمعادلات د

 ون ییجابجا-مرتبه اول و روابط کرنش یبرش ییرشکلتغ

. حل شدندبشفورث -آدامزروش عددی  وکارمن استخراج 

 اند:ای از نتایج در ادامه گزارش شدهخلاصه

  افزایش اندیس توانی ماده زمینه، منجر به کاهش فرکانس

طبیعی و افزایش دامنه نوسانات پوسته مخروطی 

 شود.های کربنی مینانولوله شده باتقویت

 کربنی منجر به افزایش فرکانس طبیعی  هایوجود نانولوله

که به طوری ،شودو کاهش دامنه نوسانات پوسته می

های کربنی این تغییرات افزایش کسرحجمی نانولوله

 شود.چشمگیرتر می

 کربنی، الگوی  هایدر بین انواع الگوهای توزیع نانولوله

دارای بیشترین فرکانس طبیعی و کمترین  FGXتوزیع 

دارای  FGOدامنه نوسانات است و در مقابل الگوی توزیع 

 .کمترین فرکانس طبیعی و بیشترین دامنه نوسانات است

  افزایش زاویه رأس مخروط منجر به افزایش فرکانس

 شود.طبیعی پوسته و کاهش دامنه نوسانات آن می
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 پوسته منجر به  افزایش نسبت ضخامت به شعاع بزرگ

افزایش فرکانس طبیعی پوسته و کاهش دامنه نوسانات 

 شود.آن می

  افزایش دامنه بارگذاری خارجی منجر به افزایش دامنه

 شود.نوسانات پوسته می

 

 ها و ارقامعلائم، نشانه -8
L طول پوسته 
R شعاع پوسته 
h ضخامت پوسته 
α رأس پوسته یهزاو  
E یسیتهالاست مدول  
I یجرم ینرسیا ممان  

M منتجه یخمش ممان  
N منتجه یعمود یروین  
Q منتجه یبرش نیروی  

ijQ یسفت ضرایب  
n یطیموج مح یمن شماره  
m یموج طول یمن شماره  

Øx حول محور چرخش x 
θØ رحول محو چرخشθ 

VE یکرنش انرژی  
KE یجنبش یانرژ 

ρ چگالی 
ε یعمود کرنش 
γ یبرش کرنشی 
τ یبرش تنش 
𝜎 یتنش عمود  
𝜈 پواسان ضریب  

𝜔𝐿  یخط یعیطب فرکانس  

 

 ضمایم -9

𝑆11 =
𝑐𝑠𝑐2𝛼 𝐴66

𝜕2𝑢

𝜕𝜃2

𝑥2
−

𝐴22𝑢

𝑥2
+ 𝐴11

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕𝐴11

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
 

+

𝜕𝐴12

𝜕𝑥
𝑢

𝑥
+

𝐴11
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝑥
 

𝑆12 =
𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐴12

𝜕2𝑣

𝜕𝑥 𝜕𝜃

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐴66
𝜕2𝑣

𝜕𝑥 𝜕𝜃

𝑥
−

𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐴22
𝜕𝑣

𝜕𝜃

𝑥2
 

−
𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐴66

𝜕𝑣

𝜕𝜃

𝑥2
+

𝑐𝑠𝑐𝛼 
𝜕𝐴12

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝜃

𝑥
 

𝑆13 = −
𝑐𝑜𝑡𝛼 𝐴22𝑤

𝑥2
+

𝑐𝑜𝑡𝛼 
𝜕𝐴12

𝜕𝑥
𝑤

𝑥
+

𝑐𝑜𝑡𝛼 𝐴12
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝑥
 

𝑆14 =
𝑐𝑠𝑐2𝛼 𝐵66

𝜕2𝜙𝑥𝑥

𝜕𝜃2

𝑥2
−

𝐵22𝜙𝑥𝑥

𝑥2
+ 𝐵11

𝜕2𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥2
 

+
𝜕𝐵11

𝜕𝑥

𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝐵11
𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥

𝑥
+

𝜕𝐵12

𝜕𝑥
𝜙𝑥𝑥

𝑥
 

𝑆15 =
𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐵12

𝜕2𝜙𝜃𝜃

𝜕𝑥 𝜕𝜃

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐵66
𝜕2𝜙𝜃𝜃

𝜕𝑥 𝜕𝜃

𝑥
−

𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐵22
𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝜃

𝑥2
 

−
𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐵66

𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝜃

𝑥2
+

𝑐𝑠𝑐𝛼 
𝜕𝐵12

𝜕𝑥

𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝜃

𝑥
 

𝑃1 =
𝑐𝑠𝑐2𝛼 𝐴12

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝜃

𝑥2
+

𝑐𝑠𝑐2𝛼 𝐴66
𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝜃

𝑥2
 

−
𝑐𝑠𝑐2𝛼 𝐴12 (

𝜕𝑤

𝜕𝜃
)

2

2𝑥3
−

𝑐𝑠𝑐2𝛼 𝐴22 (
𝜕𝑤

𝜕𝜃
)

2

2𝑥3
 

+
𝑐𝑠𝑐2𝛼 𝐴66

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2

𝑥2
+

𝑐𝑠𝑐2𝛼 
𝜕𝐴12

𝜕𝑥
(

𝜕𝑤

𝜕𝜃
)

2

2𝑥2
+ 𝐴11

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 

+
1

2

𝜕𝐴11

𝜕𝑥
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

+
𝐴11 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

2𝑥
−

𝐴12 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

2𝑥
 

𝑆21 =
𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐴12

𝜕2𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝜃

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐴66
𝜕2𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝜃

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐴22
𝜕𝑢

𝜕𝜃

𝑥2
 

+
𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐴66

𝜕𝑢

𝜕𝜃

𝑥2
+

𝑐𝑠𝑐𝛼 
𝜕𝐴66

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝜃

𝑥
 

𝑆22 = −
𝑐𝑜𝑡2𝛼 𝐴44𝑣

𝑥2
−

𝐴66𝑣

𝑥2
+ 𝐴66

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

𝜕𝐴66

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 

−

𝜕𝐴66

𝜕𝑥
𝑣

𝑥
+

𝐴66
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐2𝛼 𝐴22
𝜕2𝑣

𝜕𝜃2

𝑥2
 

𝑆23 =
𝑐𝑜𝑡𝛼 𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐴44

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝑥2
+

𝑐𝑜𝑡𝛼 𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐴22
𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝑥2
 

𝑆24 =
𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐵12

𝜕2𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥 𝜕𝜃

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐵66
𝜕2𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥 𝜕𝜃

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐵22
𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝜃

𝑥2
 

+
𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐵66

𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝜃

𝑥2
+

𝑐𝑠𝑐𝛼 
𝜕𝐵66

𝜕𝑥

𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝜃

𝑥
 

𝑆25 =
𝑐𝑜𝑡𝛼 𝐴44𝜙𝜃𝜃

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐2𝛼𝐵22
𝜕2𝜙𝜃𝜃

𝜕𝜃2

𝑥2
−

𝐵66𝜙𝜃𝜃

𝑥2
 

+𝐵66

𝜕2𝜙𝜃𝜃

𝜕𝑥2
+

𝜕𝐵66

𝜕𝑥

𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝑥
+

𝐵66
𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝑥

𝑥
−

𝜕𝐵66

𝜕𝑥
𝜙𝜃𝜃

𝑥
 

𝑃2 =
𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐴12

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝜃

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐴66
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝜃

𝑥
 

+
𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐴66

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐴66
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝑥2
+

𝑐𝑠𝑐3𝛼 𝐴22
𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2

𝑥3
 

+
𝑐𝑠𝑐𝛼 

𝜕𝐴66

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝑥
 

𝑆31 = −
𝑐𝑜𝑡𝛼

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝐴12

𝑥
−

𝑐𝑜𝑡𝛼𝑢𝐴22

𝑥2
 

𝑆32 = −
𝑐𝑜𝑡𝛼

𝜕𝑣

𝜕𝜃
𝐴22𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥2
−

𝑐𝑜𝑡𝛼
𝜕𝑣

𝜕𝜃
𝐴44𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥2
 

𝑆33 =

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
𝐴44𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥2
+

𝑐𝑜𝑡𝛼
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝑤𝐴12

𝑥
−

𝑐𝑜𝑡2𝛼𝑤𝐴22

𝑥2
 

+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝐴55

𝑥
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝐴55 − 𝐴11𝑇

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
−

𝐴11𝑇
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝑥
−

𝜕𝐴11𝑇

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
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−
csc2(𝛼)𝐴12𝑇

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2

𝑥2
− 𝐴12𝑇

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
−

𝐴12𝑇
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝑥
−

𝜕𝐴12𝑇

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
 

−
csc2(𝛼)𝐴12𝑇

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2

𝑥2
 

𝑆34 = −
𝑐𝑜𝑡𝛼

𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥
𝐵12

𝑥
+

𝐴55𝜙𝑥𝑥

𝑥
+

𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥
𝐴55 +

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝐵12

𝜕𝑥
𝜙𝑥𝑥

𝑥
 

+
𝜕𝐴55

𝜕𝑥
𝜙𝑥𝑥 +

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝐵12𝜙𝑥𝑥

𝑥
−

𝑐𝑜𝑡𝛼𝐵22𝜙𝑥𝑥

𝑥2
 

𝑆35 = −
𝑐𝑜𝑡𝛼

𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝜃
𝐵22𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥2
+

𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝜃
𝐴44𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥
 

𝑃3 =
3(

𝜕𝑤

𝜕𝜃
)

2 𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
𝐴22𝑐𝑠𝑐

4𝛼

2𝑥4
+

𝜕2𝑣

𝜕𝜃2

𝜕𝑤

𝜕𝜃
𝐴22𝑐𝑠𝑐

3𝛼

𝑥3
 

+

𝜕𝑣

𝜕𝜃

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
𝐴22𝑐𝑠𝑐

3𝛼

𝑥3
+

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2

𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝜃
𝐵22𝑐𝑠𝑐

3𝛼

𝑥3
 

+

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕2𝜙𝜃𝜃

𝜕𝜃2
𝐵22𝑐𝑠𝑐

3𝛼

𝑥3
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(

𝜕𝑤

𝜕𝜃
)

2 𝜕𝐴12

𝜕𝑥
𝑐𝑠𝑐2𝛼

2𝑥2
 

+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(

𝜕𝑤

𝜕𝜃
)

2 𝜕𝐴66

𝜕𝑥
𝑐𝑠𝑐2𝛼

𝑥2
+

𝜕𝑢

𝜕𝜃

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕𝐴66

𝜕𝑥
𝑐𝑠𝑐2𝛼

𝑥2
 

+

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕𝐵66

𝜕𝑥

𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝜃
𝑐𝑠𝑐2𝛼

𝑥2
−

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(

𝜕𝑤

𝜕𝜃
)

2

𝐴12𝑐𝑠𝑐
2𝛼

2𝑥3
 

+
(

𝜕𝑤

𝜕𝜃
)

2 𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝐴12𝑐𝑠𝑐

2𝛼

2𝑥2
+

(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2 𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
𝐴12𝑐𝑠𝑐

2𝛼

2𝑥2
 

+

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
𝐴12𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2

𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥
𝐵12𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥2
 

+

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕2𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐴12𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥2
+

2
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐴12𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥2
 

+

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕2𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐵12𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥2
+

𝑐𝑜𝑡𝛼 (
𝜕𝑤

𝜕𝜃
)

2

𝐴22𝑐𝑠𝑐
2𝛼

2𝑥3
 

+

𝜕𝑢

𝜕𝜃

𝜕𝑤

𝜕𝜃
𝐴22𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥3
+

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝜃
𝐵22𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥3
+ 

(
𝜕𝑤

𝜕𝜃
)

2 𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝐴66𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥2
+

(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2 𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
𝐴66𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥2
 

−

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝜃
𝐵66𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥3
+

4
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐴66𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥2
 

−

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(

𝜕𝑤

𝜕𝜃
)

2

𝐴66𝑐𝑠𝑐
2𝛼

𝑥3
+

𝜕2𝑢

𝜕𝜃2

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝐴66𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥2
 

−

𝜕𝑢

𝜕𝜃

𝜕𝑤

𝜕𝜃
𝐴66𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥3
+

𝜕𝑣

𝜕𝜃

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝐴12

𝜕𝑥
𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥
 

+

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕2𝜙𝑥𝑥

𝜕𝜃2
𝐵66𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥2
+

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕2𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐴66𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥2
 

+
2

𝜕𝑢

𝜕𝜃

𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐴66𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥2
+

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕𝐵66

𝜕𝑥

𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝑥
𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥
 

+
2

𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝜃

𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐵66𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥2
+

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕2𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐵66𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥2
 

+

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
𝐵22𝜙𝑥𝑥𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥3
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕𝐴66

𝜕𝑥
𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥
 

+

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝐵12

𝜕𝑥

𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝜃
𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥
−

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕𝐴66

𝜕𝑥
𝑣𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥2
+

𝜕𝑣

𝜕𝜃

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝐴12𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥
 

+

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝜃
𝐵12𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥
−

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝜃
𝐴66𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥2
 

+

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕2𝑣

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐴12𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕2𝜙𝜃𝜃

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐵12𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥
−

𝜕𝑣

𝜕𝜃

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝐴66𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥2
 

+

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2

𝜕𝑤

𝜕𝜃
𝐴66𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥
−

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝑥
𝐵66𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥2
−

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝜃
𝐵66𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥2
 

+

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕2𝜙𝜃𝜃

𝜕𝑥2
𝐵66𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝐴55

𝜕𝑥
 

+

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕2𝑣

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐴66𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥
+

2
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐴66𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥
 

+
2

𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐵66𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥
−

2
𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐵66𝜙𝜃𝜃𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥2
 

+

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕2𝜙𝜃𝜃

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐵66𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥
+

𝜕𝑤

𝜕𝜃
𝑣𝐴66𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥3
−

2
𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝑣𝐴66𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥2
 

−

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕𝐵66

𝜕𝑥
𝜙𝜃𝜃𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥2
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥
𝐵12

𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝐴11

𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝐴12

𝑥
 

+

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
𝑢𝐴22𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥3
+

𝑐𝑜𝑡𝛼
𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
𝑤𝐴22𝑐𝑠𝑐

2𝛼

𝑥3
 

+

𝜕𝑤

𝜕𝜃
𝐵66𝜙𝜃𝜃𝑐𝑠𝑐𝛼

𝑥3
+

1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

3 𝜕𝐴11

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝐴11

𝜕𝑥
 

+
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝐵11

𝜕𝑥

𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝐴12

𝜕𝑥
𝑢

𝑥
+

𝑐𝑜𝑡𝛼
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝐴12

𝜕𝑥
𝑤

𝑥
+

(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

3

𝐴11

2𝑥
 

+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝐴11 +

3

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2 𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝐴11 +

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝐴11 

+

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥
𝐵11

𝑥
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥
𝐵11 +

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝑢𝐴12

𝑥
 

+
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕2𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥2
𝐵11 +

𝑐𝑜𝑡𝛼 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

𝐴12

2𝑥
 

𝑆41 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝐵11

𝜕𝑥
+

𝜕𝐵12

𝜕𝑥
𝑢

𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝐵11

𝑥
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝐵11 −

𝑢𝐵22

𝑥2
 

+
𝑐𝑠𝑐2𝛼

𝜕2𝑢

𝜕𝜃2
𝐵66

𝑥2
 

𝑆42 =
𝑐𝑠𝑐𝛼

𝜕𝑣

𝜕𝜃

𝜕𝐵12

𝜕𝑥

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐𝛼
𝜕2𝑣

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐵12

𝑥
−

𝑐𝑠𝑐𝛼
𝜕𝑣

𝜕𝜃
𝐵22

𝑥2
 

−
𝑐𝑠𝑐𝛼

𝜕𝑣

𝜕𝜃
𝐵66

𝑥2
+

𝑐𝑠𝑐𝛼
𝜕2𝑣

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐵66

𝑥
 

𝑆43 =
𝑐𝑜𝑡𝛼

𝜕𝐵12

𝜕𝑥
𝑤

𝑥
+

𝑐𝑜𝑡𝛼
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝐵12

𝑥
−

𝑐𝑜𝑡𝛼𝑤𝐵22

𝑥2
−

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝐴55 

𝑆44 =
𝜕𝐷11

𝜕𝑥

𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥
𝐷11

𝑥
+

𝜕2𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥2
𝐷11 

+
𝑐𝑠𝑐2𝛼

𝜕2𝜙𝑥𝑥

𝜕𝜃2
𝐷66

𝑥2
+

𝜕𝐷12

𝜕𝑥
𝜙𝑥𝑥

𝑥
−

𝐷22𝜙𝑥𝑥

𝑥2
− 𝐴55𝜙𝑥𝑥 

𝑆45 =
𝑐𝑠𝑐𝛼

𝜕𝐷12

𝜕𝑥

𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝜃

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐𝛼
𝜕2𝜙𝜃𝜃

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐷12

𝑥
−

𝑐𝑠𝑐𝛼
𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝜃
𝐷22

𝑥2
 

−
𝑐𝑠𝑐𝛼

𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝜃
𝐷66

𝑥2
+

𝑐𝑠𝑐𝛼
𝜕2𝜙𝜃𝜃

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐷66

𝑥
 

𝑃4 =
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2 𝜕𝐵11

𝜕𝑥
+

𝑐𝑠𝑐2𝛼 (
𝜕𝑤

𝜕𝜃
)

2 𝜕𝐵12

𝜕𝑥

2𝑥2
+

(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

𝐵11

2𝑥
 

+
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝐵11 −

(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

𝐵12

2𝑥
+

𝑐𝑠𝑐2𝛼
𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐵66

𝑥2
 

−
𝑐𝑠𝑐2𝛼 (

𝜕𝑤

𝜕𝜃
)

2

𝐵12

2𝑥3
+

𝑐𝑠𝑐2𝛼
𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝜃
𝐵12

𝑥2
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−
𝑐𝑠𝑐2𝛼 (

𝜕𝑤

𝜕𝜃
)

2

𝐵22

2𝑥3
+

𝑐𝑠𝑐2𝛼
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
𝐵66

𝑥2
 

𝑆51 =
𝑐𝑠𝑐𝛼𝐵12

𝜕2𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝜃

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐𝛼𝐵66
𝜕2𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝜃

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐𝛼𝐵22
𝜕𝑢

𝜕𝜃

𝑥2
 

+
𝑐𝑠𝑐𝛼𝐵66

𝜕𝑢

𝜕𝜃

𝑥2
+

𝑐𝑠𝑐𝛼
𝜕𝐵66

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝜃

𝑥
 

𝑆52 =
𝑐𝑠𝑐2𝛼𝐵22

𝜕2𝑣

𝜕𝜃2

𝑥2
−

𝐵66𝑣

𝑥2
+ 𝐵66

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

𝑐𝑜𝑡𝛼𝐴44𝑣

𝑥
 

+
𝜕𝐵66

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−

𝜕𝐵66

𝜕𝑥
𝑣

𝑥
+

𝐵66
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝑥
 

𝑆53 =
𝑐𝑜𝑡𝛼 𝑐𝑠𝑐𝛼 𝐵22

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝑥2
−

𝑐𝑠𝑐𝛼𝐴44
𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝑥
 

𝑆54 =
𝑐𝑠𝑐𝛼𝐷12

𝜕2𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥 𝜕𝜃

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐𝛼𝐷66
𝜕2𝜙𝑥𝑥

𝜕𝑥 𝜕𝜃

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐𝛼𝐷22
𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝜃

𝑥2
 

+
𝑐𝑠𝑐𝛼𝐷66

𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝜃

𝑥2
+

𝑐𝑠𝑐𝛼
𝜕𝐷66

𝜕𝑥

𝜕𝜙𝑥𝑥

𝜕𝜃

𝑥
 

𝑆55 =
𝐷66

𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝑥

𝑥
−

𝜕𝐷66

𝜕𝑥
𝜙𝜃𝜃

𝑥
− 𝐴44𝜙𝜃𝜃 +

𝑐𝑠𝑐2𝛼𝐷22
𝜕2𝜙𝜃𝜃

𝜕𝜃2

𝑥2
 

−
𝐷66𝜙𝜃𝜃

𝑥2
+ 𝐷66

𝜕2𝜙𝜃𝜃

𝜕𝑥2
+

𝜕𝐷66

𝜕𝑥

𝜕𝜙𝜃𝜃

𝜕𝑥
 

𝑃5 =
𝑐𝑠𝑐𝛼𝐵12

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝜃

𝑥
+

𝑐𝑠𝑐𝛼𝐵66
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝜃

𝑥
 

+
𝑐𝑠𝑐3𝛼𝐵22

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2

𝑥3
+

𝑐𝑠𝑐𝛼𝐵66
𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝑥
 

+
𝑐𝑠𝑐𝛼𝐵66

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝑥2
+

𝑐𝑠𝑐𝛼
𝜕𝐵66

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝑥
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