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 چکیده
هایی بسیار ظریف با ابعاد بسیار کوچک هستند. لذا هرگونه عیب و ایراد ناشی از فرآیند ساخت و اجرای ها دستگاهتشدیدگرمیکرو/نانو

یر یک میکرو ت برای معادلات کلی حاکم، در این مطالعهتواند منجر به تغییرات اساسی در رفتارهای ارتعاشی آنها شود. آزمایشگاهی می

گرفته  قرارتحریک خارجی  تحت که به صورت یک سطح مقطع بیضوی مدل شده است و نامتقارنمقطع با سطح ( دوسر گیردار لوله )نانو

لازم جهت تحلیل رفتارهای خطی  فرکانسی معادلات، ن سطح مقطعددایروی بوو فرض  حذف نامتقارنیبا ، سپس .شوداستخراج میاست، 

خوبی با مراجع آزمایشگاهی طابق ها تنتایج حاصل از شبیه سازی گردد.استخراج میهای زمانی چندگانه روش مقیاس بهو غیرخطی 

 تر سوق دادهآل به یک مدل واقعی، سیستم از یک مدل ایدهتشدیدگربا اعمال نامتقارنی در سطح مقطع  نهایتاً. داردموجود در ادبیات 

 مزایا و معایب ناشی در پایان گیرد.داخلی مورد بررسی و مطالعه قرار می تشدیدشده و اثر سطح مقطع نامتقارن در ایجاد، تعدیل و حذف 

 گردد.تر و با بازدهی بالاتر تبیین میتر، کاملهای بدیعگردد و راه کارهایی جهت رسیدن به مدلها تشریح میاز نامتقارنی

 شدیدگرت ؛های زمانی چندگانهروش مقیاس ؛داخلی تشدید ؛کوپلینگ مودال داخلی ؛های مکانیکیتشدیدگرمیکرو/نانو :کلمات کلیدی
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Investigating the effects of cross section asymmetry on the vibration behavior of the 

nonlinear nanoresonator under internal resonance conditions 
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Abstract 
Since resonant micro/nanoresonators are very delicate devices with very small dimensions, therefore, any defects 

and faults caused by the process of manufacturing and laboratory implementation can lead to fundamental 

changes in their vibration behaviors. Therefore, the effects of the mentioned disadvantages should be considered 

as much as possible to obtain more accurate sensors with higher efficiency. In this study, a general model of a 

doubly clamped microbeam (nanotube) with asymmetric cross-section with external excitation is considered. 

Then, linear and non-linear behaviors of an ideal nanotube with circular cross section are investigated. The results 

of the simulations indicate a good agreement with the experimental references available in the literature. Then, 

taking into account the asymmetry in the resonator cross-section, the system is moved away from an ideal model 

to a more real model, and the possible effects of the asymmetric cross-section in adjustment, reduction, and 

vanish of internal resonance are investigated and studied. Finally, the advantages and disadvantages caused by 

asymmetries and the optimal use of such an opportunity to obtain more innovative and complete models with 

higher efficiency are explained. 

Keywords: Nonlinear micro/nano-mechanical resonators; intermodal coupling; internal resonance; Multiple 

Scales perturbation method; asymmetric resonator. 
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  مقدمه -1
 های مکانیکی،ی گذشته، کوچکسازی دستگاهدر طی چند دهه

ای دههای گسترپیشرفتموجب رهای مکانیکی تشدیدگ به ویژه

مهندسی و فیزیک  هایکاربرد دردر زمینه نانوتکنولوژی 

بنیادین شده است. این ساختارهای مکانیکی کوچک و 

، کنندشان که آنها را کنترل میمدارهای میکروالکترونیکی

شناخته 1های میکرو/ نانوالکترومکانیکیتحت عنوان سیستم

 هاییرها دستگاهتشدیدگن میان، میکرو/نانوشوند. در ایمی

نانو مکانیکی در یکی از مودهای  عنصرکه  ،هستند 2تشدیدگر

، عرضی و یا [1]و در جهات متفاوتی نظیر خمشی 3تشدید

های های ورودی ناشی از مبدلتوسط سیگنال [2]پیچشی

الکترواستاتیک، الکترومغناطیس، ترموالاستیک و پیزوالکتریک 

شود. پاسخ این ابزارهای مکانیکی کوچک به میتحریک 

های داخلی، از طریق خمش، اختلالات خارجی و یا سیگنال

های پاسخ کشش یا پیچش و به صورت تغییر در ویژگی

اصلی  یشود. ویژگی )نظیر دامنه و فرکانس( نمایان میفرکانس

سیار ی ارتعاشی باین حرکت نانو مکانیکی، فرکانس بالا و دامنه

کوچکشان است به طوری که حرکتشان عموماً در حوزه 

 شود.الکتریکی تحریک و شناسایی می

های میکرو/ نانومکانیکی، بسته به کاربردشان، از تشدیدگر

–3]ها نظیر میله ایپیوستههای مکانیکی ساختارها و هندسه

ها و و یا در شکل [10]غشاها ، [9]صفحه ها، [8]ها ، رشته[7

تر و در ابعاد بسیار کوچکِ چند میکرون تا های پیچیدههندسه

ها در این سایز تشدیدگرشوند. زیر یک میکرون ساخته می

 از شتراساسی بی تشدیدهای توانند با فرکانسبسیار کوچک می

گیگا هرتز مرتعش شوند که متضمن ویژگی فرکانسی فوق  یک

العاده بالاست. علاوه بر این، فاکتورهای کیفیتِ قابل تنظیم در 

 ها تا چندین میلیون قابل افزایش است. بدین این دستگاه

نوان توانند به عهای قابل تنظیم میتشدیدگرترتیب این نانو

در  [12]و فیلترهای متغیر [11]مراجع فرکانسی متغیر

کاربردهای پردازش سیگنال مورد استفاده قرار بگیرند. بنابراین 

یار از جمله جرم بسزیادی های مکانیکی به دلایل تشدیدگرنانو

، رفتار [13]نسیکم، سایز زیر میکرومتر، تنظیم پذیری فرکا

طیف  [14]دینامیکی با فرکانس بسیار بالا و فاکتور کیفیت بالا 

                                                        
1 Micro/Nano Electro Mechanical Systems 
2 Resonator 
3 Resonance 

 کاربردهای تا یکیولوژیو ب ییایمیش یهادکاربروسیعی از 

 اند.عمومی را در بر گرفته

های منحصر به فرد مذکور، آنها امکان با توجه به ویژگی

ق دقی قابل اطمینان و صیتشخ یبرا ی رااسابقهیب تیحساس

، [15]جایی در مقیاس نانومترهای فیزیکی نظیر جابهکمیت

، [19]، فشار[18]، نرخ چرخش[17]، دما[16]شتاب

های مولکولی با وضوح ، جرم[21]، چگالی[20]ویسکوزیته

و نیز سنجش نیروهای بسیار  [22]اتوگرم یا حتی یوکتوگرم

فراهم  [23]ر دمای اتاقضعیف در حد اتونیوتن و زپتونیوتن د

های گازی یا آبی، بخارات شناسایی دقیق محیطکنند. می

با استفاده از انواع  [25]زیستی  هایمولکولو  [24]شیمیایی

که در اثر  شده است، به طوری ها انجاممختلفی از این دستگاه

، دستخوش تغییراتی در فرکانس و یا دامنه مادهاتصال )الحاق( 

 شوند.شان میتشدید

فرکانس مشخص یک در  تشدیدگرپاسخ  ،یخط ناحیهدر 

. است وابستهاعمال شده  یروین هب یبه طور خط

 یبرا یخط یکینامیدر محدوده دها تشدیدگرمیکرو/نانو

 4سنجیو زمان یمانند اهداف سنجش یمتعدد یکاربردها

های زیادی در راستای توسعه تاکنون تلاش .[26]است مطلوب

 ها انجام شده است.و بهبود عملکرد این نوع از دستگاه

ها در ناحیه خطی مشکلات و دستگاهبا این حال، اجرای 

های جدی و اساسی نظیر عمل کردن در شرایط خلا محدودیت

های هنگفت و تجهیزات را به دنبال دارد که به تحمیل هزینه

ایز ها به علت ستشدیدگرنانوانجامد. از سوی دیگر، پیچیده می

کوچک و جرم بسیار کم به آسانی از محدوده دینامیکی خطی 

-دهند. پدیدهخارج شده و رفتارهای غیرخطی از خود بروز می

ها برای تبیین و توضیح تشدیدگرهای غیرخطی در حوزه نانو

ورد منتایج آزمایشگاهی در کاربردهای عملی و فیزیک بنیادین 

اند. با افزایش دامنه ارتعاشی، زیادی قرار گرفتهمحققین توجه 

 یهناحتوانند نوسانات را در جایی دیگر نمیشناساگرهای جابه

کار کردن در ناحیه غیرخطی و  خطی اندازه بگیرند و متعاقباً

های دینامیک غیرخطی اجتناب ناپذیر لزوم استفاده از پتاسیل

های غیرخطی برای اهداف مختلفی نظیر تشدیدگرنانو شود.می

، [28]افزایش ناحیه دینامیک خطی ،[27]سنجشیکاربردهای 

 .شوندساخته می [30]و پردازش سیگنال  [29]مهندسی انرژی
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، های جالب توجه در ناحیه غیرخطییکی از پدیده

ل پاسخ مودا. در این پدیده باشدمی کوپلینگ مودال غیرخطی

ه تغییر و منجر ب گیردبه شدت تحت تاثیر قرار می تشدیدگرنانو

ن . در ایشودو فاکتور کیفیت در آنها می تشدیدهای فرکانس

های تشدیدگرهای مطالعه رفتارها و پاسخ جهت حالت

نقش تعاملات مودال غیرخطی در در نظر گرفتن غیرخطی 

-میضروری  توزیع انرژی ارتعاشی بین مودهای مختلف، امری

های ارتعاشی چند درجه آزادی، که در سیستم هنگامی .باشد

های طبیعی متناسب یا تقریباً یک یا چند مود ویژه فرکانس

این  شود.ایجاد می 1داخلی تشدیدمتناسبی داشته باشند، 

شرایط منجر به تعاملات دینامیکی پیچیده بین مودهای 

گ لینمنجر به کوپ تشدید داخلیشود. مکانیزم می تشدید

تاد. شوتر و انتقال انرژی بیشتری بین مودهای درگیر میقوی

تیرهای در ساختارهای مختلفی نظیر  تشدید داخلیکنون، 

 [35]، غشاها[33،34]، تیرهای منحنی[31،32]سرگیرداریک

 اند.قرار گرفته مورد مطالعه [38–36] 2های کربنیلولهنانو و

 1:3با نسبت فرکانسی  تشدید داخلیاولین اجرای آزمایشگاهی 

بین مودهای خمشی و عرضی در یک میکروتیر دوسرگیردار 

الکترواستاتیک محقق شد که به عنوان یک  تحریکتحت 

 ستفادهامورد تثبیت کننده )پایدار کننده ( فرکانسی  مکانیزمِ

تشدید در شریط ن داده شد که . نشا[39]قرار گرفته است

ن مود فرکانس پاییتخلیه انرژی از مود فرکانس بالا به ، داخلی

تثبیت دامنه در مود فرکانس پایین  منجر به کاهش و نهایتاً

بین مودهای انرژی  تبادل با استفاده از مکانیزمشود. لذا می

در محدوده شرایط نانوتشدیدگر ، فرکانس خروجی درگیر

. به طور مشابه در مطالعه دیگری شودپایدار می تشدید داخلی

نشان داده شد که علیرغم قطع نیروی تحریک و از طریق تبادل 

بین مود خمشی و پیچشی  1:3 تشدید داخلیانرژی در شرایط 

، دامنه ارتعاشات خمشی برای مدتی تشدیدگردر همان میکرو

. با [40]کندمعین ثابت مانده و سپس شروع به اتلاف می

حرارتی و تحریک الکترواستاتیک، انواع  استفاده از تنظیم الکترو

رتعاشی خمشی در مختلفی از تعاملات غیرخطی بین مودهای ا

سرگیردار ایجاد شده است. در واقع عبور دوکم انحنای های میله

 تشدیدگراز میان  DCجریان الکتریکی ناشی از ولتاژ ثابت 

 تنظیم نسبت منجر به گرمایش و ایجاد تنش محوری و نهایتاً

                                                        
1 Internal resonance (IR) 
2 Carbon Nano Tube 

تاثیر پارامترهایی اخیراً، . [34]شودمی تشدیدگرهای فرکانس

رفتار غیرخطی یک تیر دوسر  در dcنظیر فاصله هوایی و ولتاژ 

گیردار با کوپلینگ ارتعاشات عرضی و طولی و تحت تحریک 

نیروی الکترواستاتیک مورد بررسی و مطالعه قرار گرفته است. 

دهد که در مقایسه با تغییرات فاصله نتایج حاصل نشان می

 های طبیعی نانوتشدیدگربر فرکانس dcهوایی، تغییرات ولتاژ 

-گذارد. از این ویژگی میتری را بر جا میحظهاثرات قابل ملا

م های قابل تنظیتوان برای طراحی نانوتشدیدگرها با فرکانس

شرایط آشوبناک در یک میکرو علاوه بر این،  .[38]استفاده کرد

تشدیدگر با کوپلینگ ارتعاشی بین دو مود طولی و عرضی مورد 

 یپارامترها ریتأث. در این مطالعه [41]بررسی قرار گرفته است

-یعرض کوپلینگ ک،یمانند فرکانس تحر ستمیمختلف س

پاسخ  یبر رو یخمش تیو صلب acدامنه ولتاژ  ،یطول

که  ستا نتایج حاکی از آن شده است. یبررس میکروتشدیدگر

در نظر گرفتن اثرات کوپلینگ طولی منجر به تفاوت اساسی 

ن، همچنی در مسیرهای آشوبناک و پاسخ میکروتشدیدگر شود.

گرافنی چند لایه مورد تشدیدگردر یک  1:3 تشدید داخلیاثر 

است که منجر به رفتارهای ارتعاشی غیر  بررسی قرار گرفته

-هنگام میرا شدن پاسخ با قطع نیروی تحریک می ایمنتظره

 . [42]شود

 اخلیتشدید د به ویژهبنابراین کوپلینگ مودال غیرخطی و 

 وتواند به عنوان بستری مفید جهت سناریوهای مهندسی _می

 برداری قرار گیرد.ها مورد بهرهتشدیدگربرداشت انرژی در نانو

معایب و نقایص ناشی از ساخت و اجرای از سوی دیگر، 

ها در ناحیه خطی همواره مورد بحث و مطالعه تشدیدگرنانو

برداری بوده و محققان همواره به دنبال راهکارهایی برای بهره

-نوان مثال، با اندازهاند. به عهایی بودهبهینه از چنین چالش

یر تگیری مودهای چندگانه سه بعدی در طیف ارتعاشی میکرو 

ا ر تشدیدگرتوان مقدار جرم اضافه شده به می سرگیرداریک

کوپلینگ پیچیده بین ایجاد شناسایی کرد. در این مطالعه، 

حرکات خمشی، پیچشی و عرضی به علت نقایص هندسی در 

پیزوکریستال، دو مود  با تحریک عمودیِ شود تاباعث میتیر 

 همزمان در سه مودِ تیرپیچشی و عرضی هم تحریک شده و 

شود. این پدیده به وضوح با خمشی، عرضی و پیچشی مرتعش 

شود. نتایج تبیین می 3ویژه استفاده از تئوری انحنای مودهای

3 Eigenvalue veering 
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ه فرکانسی و فاکتور کیفیت حاصل شد تغییرحاکی از آنست که 

عرضی به طور قابل  ین مود پیچشی و اولین مود خمشیِدر اول

توجهی بیشتر از مقادیر مذکور در مود خمشی اساسی است و 

به این ترتیب این مودها توانایی شناساییِ جرمی بهتری را ارائه 

. همچنین استفاده از کوپلینگ بین مودهای [43]دهندمی

یک های هندسی در مختلف و ناشی از معایب و نامتقارنی

منجر به بهبود کیفیت تصویربرداری  1میکروسکوپ نیروی اتمی

و که با طراحی  ها شده است. به طوریتشدیدگر نوعدر این 

ایجاد عمدی نامتقارنی در نوک میکروسکوپ نیروی اتمی 

برداری از _تحریک و بهره شکل( و متعاقباً T )طراحی نوکِ

ترِ نیروهای گیری هرچه دقیقارتعاشات پیچشی جهت اندازه

 های نیروی، محدودیت و نقطه ضعف میکروسکوپنمونه -نوک

مرتفع  گیری نیروهای متغیر با زماناتمی معمولی در اندازه

 گردید. چرا که ارتعاشات پیچشی نسبت به ارتعاشات خمشیِ

ری را تاساسی، پاسخ بزرگتر )حساسیت( و پهنای باند گسترده

کنند که به نوبه خود منجر به بهبود کیفیت تصویر فراهم می

. علاوه بر این، وجود نامتقارنی اولیه در [44]شودمی نمونهدر 

کوپل شده منجر به یک روش منحصر به  تشدیدگریک آرایه 

شده است که از محلی  مادهفرد برای شناسایی همزمان چندین 

عنوان سیگنال خروجی ه فرکانسی ب تغییرسازی ارتعاشات و 

  .[45]بهره برده است

یک بررسی و دسته بندی جامعی از نانوتشدیدگرهای  اخیراً

ر مهندسی به چاپ رسیده مکانیکی و کاربردهایشان از منظ

بر اساس مکانیکی  هایدستگاهنانو این مقالهدر  .[46]است

 ،ایو آرایه کیخطی و غیرخطی، تشدیدگر تنانوتشدیدگرهای 

تنی تشدیدگرهای مب تشدیدگرهای مبتنی بر تغییر فرکانس و

اند و مزایا و معایب هر دسته تغییر دامنه تقسیم بندی شده بر

ته بر اساس دس شان تبیین و تشریح گردید.ردبه فراخور کارب

انجام گرفته است،  [46]بندی و بررسی جامعی که در مرجع 

بررسی معایب و نقایص ناشی از ساخت و توان گفت که می

رهای غیرخطی و اثرات تشدیدگدر نانو ی آزمایشگاهیاجرا

ژه در آنها به وی ارتعاشیهای مترتب بر پاسخ احتمالیِ نامتقارنی

 فته است و اعمالکمتر مورد توجه قرار گر تشدید داخلیناحیه 

نامتقارنی در سطح مقطع نانو تشدیدگر تا کنون مورد مطالعه 

لذا در این مطالعه حرکت ارتعاشی خطی و  قرار نگرفته است.

نامتقارنی در سطح مقطع که به صورت با  لولهوغیرخطی یک نان

                                                        
1 Atomic Force Microscope 

 شودمیبا دو محور اینرسی اصلی مدل سطح مقطع بیضوی 

-تحت نیروی تحریک الکترواستاتیکی مورد مطالعه قرار می

پاسخ فرکانسی نانوتشدیدگر به ویژه در ناحیه تشدید گیرد. 

 ودشمیبا انجام شبیه سازی های لازم تحلیل و بررسی داخلی 

هایی به تفصیل مورد و نهایتاً مزایا و معایب چنین نامتقارنی

 گیرند.بررسی و تحلیل قرار می

برای یک کلی استا ابتدا معادلات حرکت در این ر

)که به صورت مقطع نانوتشدیدگر با سطح مقطع نامتقارن 

شود. سپس معادلات بیضوی مدل شده است( بازنویسی می

از طریق روش گلرکین به معادلات حرکت پیوسته مذکور 

-ی غیرخطی با دو درجه آزادی تبدیل میکاهش یافته-مرتبه

  .شود

غیرخطی حاصل با استفاده از روش  در ادامه معادلات

قطع آل با مهای زمانی، ابتدا برای یک نانوتشدیدگر ایدهمقیاس

دهند که علیرغم نتایج حاصل نشان می شوند.حل می دایروی

تحریک تشدیدگر در یک بعُد، با افزایش ولتاژ تحریکِ متناظر 

با نیروی تحریک، نوسانات تک بعُدیِ تشدیدگر تحت تاثیر 

شوند. تشدید داخلی به نوسانات در دو بعُد منجر می پدیده

با احتساب اثرات نامتقارنی ناشی از سطح مقطع به  نهایتاً

 .شوده میپرداختتوصیف و تحلیل پاسخ فرکانسی نانوتشدیدگر 
 

استخراج معادلات و تحلیل حرکت ارتعاشی یک  -2

  لولهنانو تشدیدگر

 ،Lبه طول  رِ مرتعشتشدیدگاز یک نانو ایطرحواره( 1شکل )

 و سطح مقطع Iگشتاور سطح  ،E، مدول الاستیسیته d به قطر

A در بالای یک شیار به ارتفاع  تشدیدگر .دهدرا نشان میh 

  و در معرض نیروی الکترواستاتیک قرار گرفته است.معلق شده 
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ای از یک تشدیدگر نانولوله کربنی در طرحواره -1شکل 

 الکترواستاتیکمعرض نیروی 

 

یکی از معایب و نقایص رایج و محتمل  ،سطح مقطع نامتقارن

هاست. ناشی از ساخت و اجرای آزمایشگاهی در نانوتشدیدگر

یک نامتقارنی نشان داده شده است،  (2)طور که در شکل  همان

منجر به دو محور اصلی اینرسی  لولهنانو کوچک در سطح مقطعِ

به صورت سطح مقطع  توانمی . این نامتقارنی راشودمی

-بیضوی مدل کرد که در دو محور آهسته و سریع نوسان می

کند. این دو محور اینرسی اصلی ممکن است نسبت به محور 

این مطالعه،  دربا این حال،  .دباشن 𝛼اعمال نیرو دارای زاویه 

 تعاقباًم تشدید داخلی و ایجاد و حذف تاثیر نامتقارنی بر بررسی

 .پاسخ ارتعاشی در بعد عرضی مد نظر است داخلی بر اثر تشدید

شود که محور اعمال نیرو  با یکی از محورهای فرض می بنابراین

 اینرسی اصلی منطبق باشد.

 

 
 سطح مقطع نامتقارن با مقطع بیضوی-2شکل 

 

 وندمعادلات دیفرانسیل جزئی کوپل شده ببا اقتباس از 

تعمیم آن  و [47] مرجعدر متقارن  بعد حاکم بر تشدیدگر

ت توان معادلا، مینامتقارن تشدیدگر با سطح مقطعیک برای 

 .کرد( بازنویسی 1به صورت معادلات ) حاکم را
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 بعد به صورت زیر هستند،پارامترهای بی که

 

(2) 
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𝑤  ارتعاشات عمودی و𝑣  ارتعاشات در بعد عرضی را نشان

بعد نیز بدین صورت به نیروی الکترواستاتیک بی دهند.می

 :[48]آیددست می

 

(3) 𝐹(𝑋, 𝜏) = −
2𝑆𝜋𝜀0(𝑉𝑑𝑐𝑉0 ℎ2⁄ ) cos Ω𝜏

[ln 4 𝐷⁄ ]2
 

 
 

دامنه ولتاژ  𝑉0 اعمال شده به گیت و dcولتاژ  𝑉𝑑𝑐که در آن 

ac اعمال شده به گیت است ،𝜀0 ودهی خلا ضریب گذر 

 𝑆 = 𝐿4 𝐸𝐼𝑧𝑧𝛽
 است. ⁄4

پایه و اساس بیشتر معادلات ارتعاشی غیرخطی تیرها از 

ست امعادله دافینگ  نمایانگر یککند که می( تبعیت 1معادله )

که جمله غیرخطیِ درجه سه ناشی از کشش صفحه  به طوری

 شدیدتفرکانس نزدیک به  تشدیدگرکه  هنگامی میانی است.
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شود با اقتباس از روش گلرکین، اولین مود خمشی تحریک می

 شود:فرض می

 

(4) 
𝑊(𝑋, 𝜏) = 𝑢1(𝜏)𝜑(𝑋) 
𝑉(𝑋, 𝜏) = 𝑢2(𝜏)𝜑(𝑋) 

 
 

برنولی با -اولین مود ویژه در یک تیر اولر 𝜑(𝑋)که در آن 

شرایط مرزی دوسر گیردار است و به صورتی نرمالایز شده که 

∫ 𝜑2(𝑋)𝑑𝑋 = 1
1

0
𝛽بعد پارامتر بیو  باشد  = است. با  4.73

( و انتگرالگیری 1( در معادلات )4های مفروض )جایگذاری حل

به صورت  تشدیدگر، مدل دو درجه آزادی تشدیدگردر طول 

 شود.زیر حاصل می
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پاسخ  u2 دینامیک نوسانگر در صفحه اعمال نیرو و u1که 

 αفاکتور کیفیت،  Q. دهندصفحه نوسانگر را نشان می-برون

باشند که از دامنه نیروی تحریک می 𝐹0پارامتر غیرخطی و 

 شوند.محاسبه می (8)و  (7)روابط 

 

(7) 𝛼1,2 =
1

16𝐾1,2
2𝛽4

(∫ 𝜑′2
1

0

𝑑𝑋)

2

 

 

(8) 𝐹0 =
𝑆𝜋𝜀0(𝑉𝑑𝑐𝑉0 ℎ2⁄ )

[ln 4 𝐷⁄ ]2
∫ 𝜑 𝑑𝑋
1

0

 

 

 

( مشهود است، 6( و )5همانطوریکه از معادله )

-غیر ای وغیرخطی کِششی مسبب کوپلینگ دینامیک صفحه

  ای است.صفحه

 

 آل با سطح مقطع متقارنتشدیدگر نانولوله ایده-2-1
، گشتاورهای در یک تشدیدگر متقارن با سطح مقطع دایروی

𝐼1) سطح = 𝐼2) ،تشدید های، فرکانسمعادلات حاکم (𝜔1 =

𝜔2 = 5.02 𝑀𝐻𝑧 )( و ضرایب غیرخطی𝛼1 = 𝛼2 در )

و همین امر شرایط ایجاد کوپلینگ مودها را دو بعد یکسانند 

  کند.فراهم می IR=1:1 تشدید داخلیدر حد 

های مختلفی از جمله توان به روشرا می( 6( و )5)معادلات 

ه غیر زمانی و هایمقیاس ،گیریهارمونیک بالانس، میانگین

های زمانی، حل نمود. در این قسمت با استفاده از روش مقیاس

-وابسته به صورت زیر حاصل می-یک دستگاه از معادلات زمان

 شود.

(9) 

𝑇0 = 𝑡,         𝑇1 = 𝜀𝑡,          

 𝑇2 = 𝜀2𝑡            𝐷𝑛 =
𝜕

𝜕𝑇𝑛
 

𝑢1 = 𝜀𝑢11(𝑇0, 𝑇2) + 𝜀3𝑢13(𝑇0, 𝑇2)
+ ⋯ 

𝑢2 = 𝜀𝑢21(𝑇0, 𝑇2) + 𝜀3𝑢23(𝑇0, 𝑇2)
+ ⋯ 

 

( و معادل قرار 6( و )5( در معادلات )9با جایگذاری معادلات )

 شود.، معادلات زیر حاصل می 𝜀های مشابه دادن ضرایب توان

 

(10) 

𝜀1: 
𝐷0
2𝑢11 + 𝜔0
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  تشدید داخلیشرایط ایجاد 
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 تشدید داخلیدر شرایط  𝜎2و  𝜎1 تنظیمدر اینجا پارامترهای 

 شوند:به صورت زیر معرفی می

 

(13) 
𝐼𝑅 = 1: 1 →       𝜔2 ≅ 𝜔1 →     

 𝜔2 = 𝜔1 + 𝜀2𝜎1 
Ω ≅ 𝜔1 →        Ω = 𝜔1 + 𝜀2𝜎2 

 

صفر قرار  با(، یعنی 12( و )11سکولار از )های ترمبا حذف 

 داریم: 𝑒𝑖𝜔2𝑇0و  𝑒𝑖𝜔1𝑇0دادن ضرایب 
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 معادلات مذکوردر فرم قطبی:با نوشتن 
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1
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 شوند:معادلات به صورت زیر حاصل می نهایتاً
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به صورت تابع غیر صریح زمان  فرکانسیدر ادامه معادلات 

 شوند:نویسی میباز
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(20) 

𝛾1́ =
1

𝑎1𝜔1

[3𝛼𝑎1
3 + 𝛼𝑎1𝑎2

2[2

+ cos(2𝛾1)]

+ 𝐹0 cos 𝛾2]

−
1

𝑎2𝜔2

[3𝛼𝑎2
3

+ 𝛼𝑎2𝑎1
2[2

+ cos(2𝛾1)]] − 𝜎1 

𝛽2́ تعریفبا  = 𝛾2́ − 𝛾1́ + 𝜎2 − 𝜎1 ( را به 20معادله )

  توان بازنویسی نمود.صورت زیر نیز می
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(21) 

𝑎2 (𝛾2́ − 𝛾1́ + 𝜎2 − 𝜎1

−
1

𝜔2

[3𝛼𝑎2
2

+ 𝛼𝑎1
2[2

+ cos(2𝛾1)]]) = 0 
 که در آن

 

(22) 

𝛾1 = 𝛽1 − 𝛽2 − 𝜎1𝑇2;           

  𝛾1́ =
𝜕𝛾1
𝜕𝑇2

= 𝛽1́ − 𝛽2́ − 𝜎1 

𝛾2 = 𝛽1 − 𝜎2𝑇2;         

    𝛾2́ =
𝜕𝛾2
𝜕𝑇2

= 𝛽1́ − 𝜎2 

 که در حالت پایا داریم: 
 

(23) 
𝑎1́ = 𝑎2́ = 𝛾1́ = 𝛾2́ = 0 

𝛽1́ = 𝜎2,            𝛽2́ = 𝜎2 − 𝜎1 

 
 

به صورت عددی و با  (20)تا  (17)معادلات  ترتیببه این 

و  𝜔1  ،𝜔2  ،𝑄 ،𝐹0، 𝛼  ها و مقادیر معلوماستفاده از ورودی

جهت تعیین  𝛺در یک طیف فرکانسی معین از نیروی تحریک 

 MATLABدر نرم افزار  ode 45با استفاده از  𝑎2و  𝑎1های دامنه

 شود.حل می

 ای خطی و غیرخطی دینامیک صفحه
 تشدیدگر

اقتباس  باآزمایشگاهی  لولهنانو تشدیدگرمقادیر پارامترهای یک 

مانطوری که ه آورده شده است. (1)در جدول  [49]مرجع  از

شود، به ازای نیروهای تحریک ( مشاهده میa3در شکل )

𝑉0کوچک و متناظر با ولتاژهای پایین ) = 8.8𝑚𝑉 که به )

شود، تشدیدگر دینامیک خطی را به الکترود گیت اعمال می

 ایصفحه-ارتعاشات برون به طوری که دامنه گذاردمینمایش 

𝑎2 .برابر صفر است 
 

 

 

 

                                                        
1 Sdddle-node bifurcation 
 

 [49]لولهمقادیر مشخصات یک تشدیدگر نانو -1جدول 

𝒅 قطر =  .𝟓𝒏𝒎 

ℎ ارتفاع شیار )فاصله هوایی( = 500𝑛𝑚 

𝐸 مدول یانگ = 5.86 × 1010 

𝐿 طول = 1.75𝜇𝑚 

𝑉𝑑𝑐 گیتdc ولتاژ  = 9 𝑚𝑉 

 

( پاسخ فرکانسی آزمایشگاهی نانوتشدیدگر b3شکل )

𝑉0را به ازای ولتاژ تحریک ) [49]خطی در مرجع  = 8.8𝑚𝑉 )

شود که دامنه تشدید در هر دو شکل مشاهده می دهد.نشان می

𝜔در  در فرکانس مشابهی = 5.1 𝑀𝐻𝑧 شود.حاصل می 

( نشان داده شده است با افزایش 4همانطور که در شکل )

𝑉0ولتاژ تحریک به مقدار  = 20 𝑚𝑉  ضمن افزایش دامنه ،

شود که ایجاد می 1زینی-ارتعاشی یک جفت دوشاخگی نقطه

 شود.منجر به رفتار پرشی در پاسخ فرکانسی می
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پاسخ فرکانسی تشدیدگر در ناحیه خطی به  -3شکل 

پاسخ حاصل از شبیه سازی:  .aفرکانس تحریک.ازای 

( مربوط به فرکانس V( و سبز )Wخطوط قرمز ستاره دار )

( مربوط V( و آبی خط چین )Wرفت و خطوط آبی ممتد )

پاسخ فرکانسی  .bبرگشت است.  به فرکانس

آزمایشگاهی تشدیدگر که محور عمودی تنظیم جریان را 

 .[49]دهد نشان می

 

 
پاسخ فرکانسی تشدیدگر در ناحیه غیرخطی  -4شکل 

( و W. خطوط قرمز )𝜴 ای به ازای فرکانس تحریکصفحه

نقطه -( مربوط به فرکانس رفت و خطوط آبی خطVسبز )

(W)  و آبی خط چین(V) .مربوط به فرکانس برگشت است 

 

𝑎2ای در حرکت صفحه = 0,   𝑎1 ≠ که در حالت است   0

𝑎1́پایا -حرکت  = 𝛾2́ = ( 18( و )17و از معادلات ) است 0

 شود.معادلات حالت تعادل به صورت زیر حاصل می

 

(24) 

𝑎1
2 [(

𝜔1

2𝑄
)
2

+ (𝜎2𝜔1 − 3𝛼𝑎1
2)2] = 𝐹0

2, 

 
Ω

𝜔1

= 1 +
3𝛼𝜀2

𝜔1
2 𝑎1

2

∓ √(
𝐹0𝜀

2

𝑎1𝜔1
2)

2

− (
𝜀2

2𝑄𝜔1

)

2

 

 

 تشدیدگرای صفحه-دینامیک برون 

شود با افزایش بیشتر ( مشاهده میa5همانطور که از شکل )

𝑉0ولتاژ تحریک تا  = 40 𝑚𝑉 شاخه دیگری از حرکت ،

 دگرتشدیشود که حرکت دافینگ مانند ظاهر می تشدیدگرنانو

دهد و منجر به کاهش شعاع قرارمی تحتدر صفحه تحریک را 

  شود.می تشدید داخلیدامنه ارتعاشی در محدوده 

های نقاط دوشاخگی در شکل فرکانسبین مقایسه یک 

(a5) و سازی  در شبیه(b5)  صورت گرفته است. [49]از مرجع 

شود، توافق خوبی بین نتایج همانطور که ملاحظه می

به عبارت دیگر در  دارد. دآزمایشگاهی و شبیه سازی وجو

𝜔نمودار رفت، فرکانس دوشاخگی در هر دو نمودار  =

5.75 𝑀𝐻𝑧  است و در نمودار برگشت، فرکانس دوشاخگی

𝜔در هر دو نمودار  = 5.5 𝑀𝐻𝑧 باشد.می 

𝑎1ای )صفحه-در حرکت برون ≠ 0, 𝑎2 ≠ و در حالت ( 0

(، معادلات حالت تعادل 20( تا )17پایا با استفاده از معادلات )

 ند.شوصورت زیر حاصل میه ب تشدید داخلیفعال شدن  هنگام
 

(25) 

sin 2𝛾1 = −
𝜔1

2𝑄𝛼𝑎1
2 

𝑎2
2 = 𝑎1

2 +
𝐹0

𝑎1𝛼(1 − cos 2𝛾1)
cos 𝛾2 

sin 𝛾2 =
1

2𝑄𝑎1𝐹0
(𝑎1

2 +
𝜔1

𝜔2

𝑎2
2), 

𝜎2

=
𝛼𝑎1

2

𝜔2

(5 + cos 2𝛾1)

+
3𝐹0
𝑎1𝜔2

cos 𝛾2
(1 − cos 2𝛾1)
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بنابراین با افزایش بیشتر ولتاژ تحریک شدت افزایش دامنه در 

ای بیشتر از افزایش دامنه در مود هم صفحه صفحه-مود برون

𝑉0که در ولتاژ تحریک  طوریه نیرو است ب = 0.1 𝑉 دامنه ،

-هم صفحه نیرو میی دامنه مود ای به اندازهمود برون صفحه

  (.6شود شکل )

دو ای، رفت در مود برون صفحههمانطور که انتظار می

چرا که  ،چنگالی است دو شاخگیحاصل شده از نوع  شاخگی

آل ایده وبسیار متقارن  تشدیدگرفرض اولیه بر مبنای یک نانو

چنگالی همواره نتیجه تقارن بسیار زیاد در  دو شاخگیبوده و 

را از حالت  تشدیدگردر ادامه  های دینامیکی است.سیستم

تر را مورد های واقعیتشدیدگرآل خارج کرده و بسیار ایده

 دهیم.بررسی قرار می

 

 

 

 

ای تشدیدگر پاسخ فرکانسی غیر هم صفحه -5شکل 

شبیه سازی پاسخ فرکانسی . a دو بعدایده آل در 

پاسخ فرکانسی  .bنانوتشدیدگر در صفحه نیرو 

شبیه . c. [49]نیرو آزمایشگاهی نانوتشدیگر در صفحه

ای نانوتشدیدگر و صفحه-سازی پاسخ فرکانسی برون

 ناشی از تشدید داخلی
 

 
ای تشدیدگر پاسخ فرکانسی غیر هم صفحه-6شکل

 متقارن در دو بعد به ازای ولتاژهای تحریک بالاتر
 

با احتساب نامتقارنی در  تشدیدگربررسی پاسخ -2-2

 سطح مقطع 

ه به با توجدر یک تشدیدگر با سطح مقطع نامتقارن بیضوی، 

𝑅1متقارنی بسته به مقدار نا ،(26)( و 6(، )5)معادلات 

𝑅2
 ،

سیار د بنتواندو محور اینرسی اصلی میهای تشدید در فرکانس

 واندتمی فرکانس تشدید در . این افزایش اختلافدنمتمایز شو

 شود. نوتشدیدگردر نا تشدید داخلیمنجر به حذف  نهایتاً

( را 7( و )1ضرایب غیرخطی در معادلات ) همچنین نامتقارنی،

معادله در نیز علاوه بر این، مقدار نیرو  دهد.تحت تاثیر قرار می

مختلف  هایدر نامتقارنی 𝐼1گشتاور سطح  به علت تغییر در( 3)

 . شودمیدستخوش تغییراتی 

-لازم به ذکر است که در این حالت پاسخ ارتعاشی در شبیه

𝜎1ها به ازای مقادیر مختلفی از سازی ≠  شود._حاصل می  0

 

(26) 
𝜔1 = 𝛽2√

𝐸𝐼𝑓

𝜌𝐴
= 𝛽2√

𝐸𝐼𝑚𝑎𝑥

𝜌𝐴

= 𝛽2√
𝐸

𝜌𝐴
(
1

4
𝜋𝑅2𝑅1

3) 
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𝜔2 = 𝛽2√
𝐸𝐼𝑠
𝜌𝐴

= 𝛽2√
𝐸𝐼𝑚𝑖𝑛

𝜌𝐴

= 𝛽2√
𝐸

𝜌𝐴
(
1

4
𝜋𝑅1𝑅2

3) 

𝜔1

𝜔2

=
𝜔𝑓𝑎𝑠𝑡

𝜔𝑠𝑙𝑜𝑤

=
𝑅1
𝑅2

 

 

 

( مشهود است، ایجاد یک 8( تا )7)های همانطور که از شکل

تواند منجر به تغییرات نامتقارنی کوچک در سطح مقطع می

-محسوسی در رفتار ارتعاشی خطی و غیرخطی این نوع از نانو

رل با ایجاد و کنت های مذکور،با توجه به شکلها شود. تشدیدگر

 و تشدید داخلیتوان عملکرد در سطح مقطع می نامتقارنی

را جهت کاربردهای مطلوب  تشدیدگرپاسخ ارتعاشی  نهایتاً

 کنترل نمود.

حداقل و حداکثر پاسخ ارتعاشی  دستیابی به( 9در شکل )

 تشدید داخلیو ناشی از ای( صفحه-)مود برون در مود عرضی

به ازای مقادیر مختلف نامتقارنی در سطح مقطع نشان داده 

. همانطور که در شکل نشان داده شده به ازای شده است

𝑅2های نامتقارنی

𝑅1
≤  و 0.93

𝑅2

𝑅1
≥  تشدیدعملکرد  ،1.1

رود. بنابراین در مواردی که شده و از بین می غیرفعال داخلی

-فقط منتج به اتلاف و برون تشدید داخلیفعال شدن  عملاً

منجر به کاهش فاکتور  متعاقباً شده و تشدیدگررفت انرژی از 

توان د، میشوهای کربنی میلولهنانوگرافنی و  تشدیدگرکیفیت 

به عنوان مثال رسوب دادن جرم در )با افزایش نامتقارنی 

و تبادل انرژی  تشدید داخلیاز ایجاد  (محورهای اینرسی اصلی

 ا جلوگیری به عمل آورد.بین موده

این، با ایجاد عمدی نامتقارنی در سطح مقطع  علاوه بر

ود شفعال می تشدید داخلیتوان ناحیه فرکانسی که در آن می

 را به فراخور کاربرد تغییر داد.

 

 

 
ای به صفحه-ای و برونپاسخ فرکانسی صفحه -7شکل 

 ازای نامتقارنی های مختلف سطح مقطع

 

 

 
 ی بدون نیروتغییرات پاسخ فرکانسی در صفحه -8شکل 

های مختلف در و ناشی از تشدید داخلی به ازای نامتقارنی

 سطح مقطع

 

 
حداقل و حداکثر پاسخ ایجاد شده در مود  -9شکل

ای به ازای مقادیر مختلف نامتقارنی در سطح صفحه-برون

 مقطع
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 و تحلیل نتایج نتیجه گیری -3
با بررسی رفتارهای خطی و غیرخطی یک  در این مطالعه

ها یدو شاخگانواع با  تشدید داخلیتحت شرایط  تشدیدگرنانو

 هایی در راستای دستیابی، تلاشزینی -نظیر چنگالی و نقطه

-تر و چشم اندازی وسیعتر جهت طراحی و بهینهبه بینشی غنی

های میکرو/نانو مقیاس با کاربردهای تشدیدگرسازی عملکرد 

های سنجشی، مراجع فرکانسی و مهندسی اعم از برنامه

-نشان داده شد که ایجاد نامتقارنی مهندسی اتلاف انجام شد.

های ناشی از معایب فرآیند ساخت و اجرای آزمایشگاهی که 

یدی تغییرات شد باعث شود وتحمیل می تشدیدگربر نانوعموما 

 نه ،ودشمی تشدید داخلیی در پاسخ فرکانسی و در محدوده

شود بلکه با بررسی دقیق تنها منجر به کاهش عملکرد آن نمی

 یتواند منجر به بهبود و تقویت گسترهو مدیریت بهینه می

 شود. تشدیدگرعملکردی نانو

ز انامتقارن نانو تشدیدگر مناسب در این بررسی طراحی 

یک  طراحیدو منظر قابل توجه است. اولین مورد که در آن 

های هبا دامن تشدید داخلیشرایط  ایجاد عمدیِ با نانوتشدیدگر،

 .مد نظر استای( بزرگ ارتعاشی در مود فرعی )مود غیرصفحه

 عملحفاظت از اضافه بار  میزمکان کیبه عنوان تواند میکه 

ا برود، یفراتر م یمقدار بحران کیاز  روینکه  یهنگامکند و 

. به ددهکاهش را  انیجرتنظیم  ،شروع ارتعاش در مود فرعی

تواند به عنوان یک مکانیزم صفحه ای می-علاوه، حرکت غیر

 1تشدید-کاهنده دامنه در نوسانگرهای الکترومکانیکی خود

با توجه به نتایج در این راستا و  مورد بهره برداری قرار گیرد.

ز احاصل از این مطالعه نشان داده شد که دستیابی به این نوع 

های نامتقارنیی امنی از محدودهبه ازای  تواندمی طراحی

0.96 ≤
𝑅2

𝑅1
≤ با  ایصفحه-حرکت برونکه در آن  1.06

𝑎2ی قابل توجهی )دامنه ≥ 2 × )که  شود( فعال می10−9

ی بالای خط چین نشان داده شده در محدوده (9)در شکل 

  ، حاصل شود.است(

که طراحی یک نانوتشدیدگر  هستند، مواردی از سوی دیگر

برای مثال،  .شوداتلاف هدف گذاری می با چشم انداز مهندسیِ

تورهای با فاک لولههای گرافنی و نانوتشدیدگردر کاربردهایی که 

 در این تشدید داخلیفعال شدن ، کیفیت بالا مطلوب است

انتقال و اتلاف انرژی از مود اصلی  مهمِها یکی از علل سیستم

                                                        
1 Self-resonating electromechanical oscillator 

-محسوب می )فرعی( و مورد بهره برداری به مودهای ناخواسته

کاهش فاکتور کیفیت شود. این تبادل انرژی بین مودها باعث 

شود. در مواردی از این قبیل، می این دست از نانوتشدیدگرهادر 

تشدید و حذف  نانوتشدیدگرایجاد عمدی نامتقارنی در  با

ین انرژی ب یناخواسته توان مشکلات ناشی از تعاملمی، یداخل

 هایی با فاکتورهایتشدیدگرنانو مودها را مرتفع نموده و نهایتاً

در راستای دستیابی به این هدف و . کردکیفیت بالاتر حاصل 

در این مطالعه نشان داده شد که  با توجه به نتایج حاصل

تواند به ازای میی امن طراحی بهینه در این مورد محدوده

𝑅2های نامتقارنی

𝑅1
≤ و   0.9

𝑅2

𝑅1
≥ حاصل شود که در   1.15

 رود.غیرفعال شده و از بین می تشدید داخلیآن عملکرد 

به ازای درصد  نشان داده شد که (7در شکل ) علاوه بر این،

نامتقارنی که تشدیدگرهای  ،(%3 های یکسان )یعنینامتقارنی

𝑅2تر )یعنی صلبمود مستقیماً در آن 

𝑅1
< شود، ( تحریک می1

 هد.دها را پوشش میپهنای بزرگتری از فرکانس تشدید داخلی

د مو تشدیدگر نامتقارن در مستقیمِ تحریکاز سوی دیگر، 

𝑅2)ترمنعطف

𝑅1
> در طیف  تشدید داخلی شود تاباعث می( 1

 تواند بهاین عامل نیز می ها فعال شود.کوچکتری از فرکانس

ت با قابلیدر طراحی بهینه یک نانوتشدیدگر  کاربردفراخور 

 مد نظر قرار داده شود.تنظیم فرکانسی 
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