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 چکیده
انجام شده است. خواص ماده به صورت مدرج  یتحت فشار داخل میاستوانه جدارضخ کی یرخطیغ تهیسیترموالاست لیمقاله تحل نیدر ا

. شودمیدر استوانه  یتیشدن معادلات انتقال حرارت هدا یخط ریسبب غ که شودیو تابع دما در نظر گرفته م یشعاع یدر راستا یتابع

استوانه به  ییدما یمرز طی. شراشودیانتقال حرارت استوانه استفاده م یرخطیحل معادلات غ یاغتشاش برا یاز تئور قیتحق نیدر ا

وانه در ضخامت است ییدما دانیاستخراج م بادر نظر گرفته شده است.  یدما و شار حرارت کیاز تحر یبیطور کاملاً دلخواه و به صورت ترک

معادلات تعادل  سازیگسسته ی. براآیدبدست میدر استوانه  ییتنش و جابجا دانیم ته،یسیآن در معادلات تعادل الاست ریو اعمال تاث

 ی. جهت اعتبارسنجشودیم استفاده( GDQ) افتهی میتعم یلیفرانسیمربعات د یاز روش عدد یمرز طیحاکم بر مسئله و شرا تهیسیالاست

ول انطباق قابل قب یشده است که دارا سهیمقا گرید یمستخرج از منابع علم جیبا نتا یاز حل معادلات در حالت خط اصلح جینتا ،روش

 یکیخواص مکان راتییآن بر تغ ریاستخراج و تاث ییمرتبه صفر، مرتبه اول و مرتبه دوم دما هایبیتقر پس از آن. استمناسب  ییو همگرا

دهد که با افزایش اختلاف دما مابین نشان می نتایج .ردگییمورد مطالعه قرار م یشعاع یتنش در راستا عیتوز زیماده وابسته به دما و ن

ه های بیشتر از سری اغتشاشی استفادناسب برای استخراج توزیع دما، باید از ترمسطوح داخلی و خارجی استوانه و برای رسیدن به دقت م

 نمود. 

 .کیترموالاست لیتحل ؛خواص وابسته به دما ؛FGاستوانه  ؛ (DQ) یلیفرانسیروش مربعات د ؛اغتشاش یتئور :كلمات كلیدی
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Abstract 
In this article, thermo-elastic analysis of a thick hollow cylinder under internal pressure is investigated. The 

material properties are considered to be temperature-dependent and functionally graded in radial direction. 

This temperature dependency caused the heat conduction equations to be nonlinear. The perturbation theory 

is performed for solving nonlinear heat conduction equations of the cylinder. Arbitrary combined thermal 

boundary conditions containing temperature and temperature gradient are considered. As the temperature 

field is extracted, it can be used to solve decoupling thermal stress governing equations. These thermo-

elastic equations and related boundary conditions are discretized in strong form using differential 

quadrature method. Numerical results extracted from the suggested semi-analytical approach in a linear 

regime are then compared to the existing results. It is depicted that the presented method benefits from the 

low computational and high convergence behavior. The stress distribution of the cylinder is computed by 

considering the approximation of the temperature in zeroth-order, one-order as well as second-order. In 

order to achieve proper accuracy, more terms of the perturbation approximation series should be considered 

for the higher temperature difference between the inner and outer surfaces of the cylinder. 

Keywords: Perturbation theory; Differential quadrature (DQ) method; FG cylinder; Temperature-dependent 

material properties; Thermo-elastic analysis. 
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 مقدمه -1
ی مهندسی مدرن، شرایط خاصی وجود دارند که مواد در حیطه

های فنی توانند تمام نیازمندیهمگن ساده مانند فولاد نمی

ایجاد شده به دلیل کاربردهای مداوم در شرایط مختلف دمایی 

استفاده از حلی جدید برای این مسائل، را فراهم آورند. راه

( است. FGMs) 1های پیشرفته با نام مواد مدرج تابعیکامپوزیت

این مواد معمولاً همسانگرد بوده و همیشه ناهمگن هستند. 

یعنی مشخصات مواد به طور مداوم در یک یا چند جهت در 

حال تغییر هستند تا اهداف معینی در فرایند طراحی به دست 

ی کلاسیک اقعی فرضیه. در مسائل مهندسی در دنیای وآید

که اغلب در  است ساز¬مشکلاستقلال خواص مواد از دما 

که شود. مخصوصاً زمانیمحاسبات مهندسی استفاده می

 کند. اینهای دمایی بسیار زیادی را تجربه میساختار، تفاوت

وابستگی خواص به دما باعث غیرخطی شدن معادلات انتقال 

حل مسائل غیرخطی حرارتی حاکم بر مسأله خواهد شد. 

 . [3-1] تاکنون مورد توجه محققان بسیاری بوده است

رابر دمای بالا و ها مقاومت در بFGMیک ویژگی مهم از 

بنابراین تحلیل حرارتی و در  ؛های حرارتی القاء شده استتنش

ها FGMنهایت، تحلیل ترموالاستیک ساختارهای برگرفته از 

از موارد کاربرد این مواد هدفمند، اهمیت چشمگیری دارد. 

 درتوان به موتورهای توربین گاز هوائی اشاره نمود. می

 افزایش و وزن کاهش جهت هوایی گاز توربین موتورهای

 ردیف چندین شامل روتور طراحی جای به موتور، عملکرد

 یک از کنند،می تحمیل سیستم به را زیادی وزن که دیسک

 استفاده نظر مورد موقعیت در هاپره نگهداری جهت دوار استوانه

حرارتی و  بار تحت دارد. درام نام درام استوانه این. شودمی

 و بارهای خارجی محیط در هاپره دوران از ناشیاختلاف فشار 

 FGMساخت درام از مواد  .دارد قرار متراکم هوای فشار از ناشی

تواند عملکرد بدون عیب موتور توربین گازی را در شرایط می

 . [6-4] حرارتی و فشار محیطی تضمین کند

مخازن تحت فشار رآکتور از اجزاء اصلی یک نیروگاه 

مخازن در شرایط عملیاتی شود. این محسوب می ایهسته

کنند. از از جمله دمای بالا و فشار بالا کار می بسیار سخت

شود، ای ساخته میآنجاییکه غالب این مخازن به صورت استوانه

اخلی دتحت فشار روابط ترموالاستیک یک استوانه جدارضخیم 

. این روابط در مقاله حاضر با استفاده از [7] بر آن حاکم است

                                                        
1 Functionally Graded Materials 

تحلیلی اغتشاشات و مربعات دیفرانسیلی برای یک -روش نیمه

 استوانه جدار ضخیم تحلیل شده است. 

در دوحالت تحریک دمایی متقارن و  [8]لیو و همکاران 

 های حرارتینامتقارن محوری، حل تحلیلی برای بررسی تنش

ایه ار در یک استوانه توخالی ساخته شده از مواد مدرج تابعی را 

اپذبر نترموالاستیک غیرخطی برای یک کره تراکمدادند. تحلیل 

با خواص مدرج تابعی و وابسته به دما با استفاده از تئوری 

انجام شده است. یک  [9]اغتشاش توسط موسائی و پناهی 

-رزی در شبیهروش عددی نوین مبتنی بر الگوریتم المان م

های حرارتی در یک سازی و مدلسازی غیرخطی تنش

کامپوزیت با خواص غیرهمسانگرد مدرج تابعی و تابع دما توسط 

معرفی شده است. خواص مدرج تابعی وابسته به  [10]فهمی 

در تحلیل غیرخطی  [11]دما توسط نجیبی و همکاران 

ترموالاستیک یک استوانه کوتاه درنظر گرفته شد. دهقان و 

با استفاده از ترکیب روش المان محدود و تبدیل  [12]همکاران 

انتگرال توانستند تحلیل ترموالاستیک استوانه جدارضخیم با 

شرایط مرزی دمایی نامتقارن محوری را انجام دهند. 

از سه روش کدنویسی المان  [13]شاهزمانیان و همکاران 

( و روش تحلیلی در بررسی APDLمحدود، نرم افزار انسیس )

های حرارتی در یک دیسک جدارضخیم ساخته شده از تنش

 بهره گرفتند. FGماده 

با استفاده از تئوری اغتشاش، تحلیل غیرخطی حرارتی یک 

ته نهایت با خواص وابسبیناپذیر جدارضخیم نیمهاستوانه تراکم

جباری و همکاران انجام شده است.  [14]به دما توسط موسائی 

حل تحلیلی معادله حرارت هدایتی و معادلات لامه ناویر  [15]

تحلیل غیرخطی برای یک استوانه جدار ضخیم را انجام دادند. 

های حرارتی در یک کره ساخته شده از مواد هدفمند با تنش

طیفی چپایشف توسط یلدیریم و -استفاده از روش شبه

رفتار غیرخطی یک  [17]عارفی انجام شد.  [16]همکاران 

استوانه پیزوالکتریک هدفمند تحت بارهای الکتریکی، حرارتی 

تاثیر تغییرات محوری و مکانیکی را مورد بررسی قرار داد. 

بارهای مکانیکی و حرارتی بر رفتار ترموالاستیک پوسته 

ای ساخته شده از مواد هدفمند توسط عارفی و همکاران استوانه

روش المان محدود و توابع مورد بررسی قرار گرفته است.  [18]

برای  [19]فرد و نجیبی ژ مرتبه بالا توسط شجاعیشکل لاگران

ضخیم با  ارتحلیل انتقال حرارت گذرا در یک استوانه جد
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خواص وابسته به دما مورد استفاده قرار گرفت. پس از آن، مدل 

های حرارتی در تحلیل غیرخطی تنش Mori-Tanakaمادی 

. روش [20]برای استوانه توخالی با طول بلند بکار گرفته شد 

یافته و تئوری برشی مرتبه سه رانسیلی تعمیممربعات دیف

در تحلیل ترموالاستیک استوانه  [21]توسط جعفری و سبحانی 

طویل با خواص وابسته به دما مورد بررسی قرار گرفت. حسینی 

با استفاده از روش تحلیلی و توابع بسل، انتقال  [22]و همکاران 

حرارت هدایتی گذرا در یک استوانه با خواص تابعی را بررسی 

توانستند با استفاده از روش  [23]کردند. آزادی و شریعت 

تبدیل لاپلاس و المان محدود، انتقال حرارت گذرای استوانه 

FG .تحلیل با خواص تابع دما را مورد تحلیل قرار دهند 

ارتعاشات دامنه بالا حاصل از تحریک حرارتی در یک استوانه 

و  سط اسماعیلیبا خواص تابع دما و با استفاده از روش ریتز تو

های تحلیلی مختلفی تاکنون روش .انجام شد [24]همکاران 

ای جدارضخیم مورد های استوانهدر بررسی رفتار پوسته

 .[28-25]استفاده قرار گرفته است 

حرارتی و ترموالاستیسیته ی هدایت در این مقاله، مسئله

با خواص  FGشده از مواد ی ساختهمتقارن محوری یک استوانه

مواد وابسته به دما، به صورت نیمه تحلیلی مطالعه شده است. 

 2برای مسائل با اغتشاش عادی 1بدین منظور، روش پوینکر

 شود.استفاده می

  

 معادلات حاكم بر مسئله -2
 حرارتی حل معادله غیرخطی هدایت -2-1

ی هدایت در این بخش، معادله دیفرانسیل حاکم بر مسئله

با خواص  FGMشده از گرمایی در یک استوانه توخالی ساخته

وابسته به دما به همراه شرایط مرزی دلخواه در نظر گرفته 

دست آوردن میدان دمای موجود شود. این معادله برای بهمی

اینجا خواص ماده به  شود. دردر استوانه توخالی استخراج می

صورت مدرج تابعی در راستای شعاعی و تابعی از میدان دمایی 

 شود:در نظر گرفته شده و به فرم زیر تعریف می

 

(1) 𝐸 = 𝐸(𝜗, 𝑟) = (𝐸0 − 𝐸1𝜗 − 𝐸2𝜗2) (
𝑟

𝑅𝑜
)

𝑚1

 

(2) 𝛼 = 𝛼(𝜗, 𝑟) = (𝛼0 + 𝛼1𝜗) (
𝑟

𝑅𝑜
)

𝑚2

 

                                                        
1 Poincare Method 

(3) 𝜆𝑡 = 𝜆𝑡(𝜗, 𝑟) = (𝜆𝑡0 − 𝜆𝑡1𝜗) (
𝑟

𝑅𝑜
)

𝑚3

 

به  𝜆و  𝐸  ،𝛼معرف میدان دمایی و  𝜗 که در این روابط

ترتیب مدول الاستیسیته، ضریب انبساط حرارتی و ضریب 

، 𝐸0 ،𝐸1شعاع خارجی استوانه و  𝑅𝑜هدایت حرارتی هستند. 

𝐸2 ،𝛼0 ،𝛼1 ،𝜆𝑡0 ،𝜆𝑡1 ثوابت ماده می( باشند. نسبت پواسون𝜈 )

 ثابت در نظر گرفته شده است. FGبرای ماده 

بسیار کوچک است؛ یعنی  𝜆𝑡0در مقایسه با  𝜆𝑡1معمولاً 

𝜆𝑡1 ≪ 𝜆𝑡0. توان گفت که ضریب هدایت در این صورت می

ه شود. معادلگرمایی با کمترین تغییرات دما دچار اغتشاش می

دیفرانسیل حاکم بر میدان دما، با استفاده از قانون پایستگی 

 حرارتی به صورتانرژی، معادله متشکله فوریه برای هدایت 

 آید.به دست می (4معادله )

 

(4) 𝛻. (𝜆𝑡𝛻𝜗) = 0 
 

در رابطه بالا بیانگر گرادیان در مختصات قطبی  𝛻 نماد

 توان نوشت:( می4)باشد. لذا برای معادله می

 

(5) 1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜆𝑡(𝜗, 𝑟)

𝑑𝜗

𝑑𝑟
) = 0 

 

( 3ای مشتق و جایگذاری )ی زنجیرهبا به کارگیری قاعده

 شود.( حاصل می6معادله ) ،(5در )

 

(6) 
[(1 + 𝑚3)(𝜆𝑡0 − 𝜆𝑡1𝜗) − 𝑟𝜆𝑡1

𝑑𝜗

𝑑𝑟
]

𝑑𝜗

𝑑𝑟
 

+𝑟(𝜆𝑡0 − 𝜆𝑡1𝜗)
𝑑2𝜗

𝑑𝑟2 = 0 

 

نظر گرفتن وابستگی  دهد که درنشان می (6) معادله

حاکم  شود تا معادلهضریب هدایت حرارتی به دما، باعث می

به فرم  (6) غیرخطی شود. شرایط مرزی متناظر با معادله

 د.نشودر نظر گرفته می (7روابط )عمومی 

 

(7) {
𝐻11𝜗(𝑟 = 𝑟𝑖) + 𝐻12𝜗′(𝑟 = 𝑟𝑖) = 𝑓1

𝐻21𝜗(𝑟 = 𝑟𝑜) + 𝐻22𝜗′(𝑟 = 𝑟𝑜) = 𝑓2

 

 

2 Regular Perturbation 
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ای از ثوابت هستند. این معادله، مجموعه 𝑓𝑖و  𝐻𝑖𝑗که 

حالات مختلفی از شرایط مرزی دمایی شامل دمای معین و 

یا خارج استوانه را  ترکیب دما و شار حرارتی سطح داخل و

 دهد.نتیجه می

در ادامه با استفاده از تئوری اغتشاش به حل معادله حرارت 

شود. با تقسیم دو طرف رابطه هدایتی غیرخطی پرداخته می

𝜀و تعریف پارامتر کوچک  𝜆0 ( بر ثابت6) =
𝜆𝑡1

𝜆𝑡0
≪ معادله   1

 آید.( به دست می8)

 

(8) 
[(1 + 𝑚3)(1 − 𝜀𝜗) − 𝜀𝑟

𝑑𝜗

𝑑𝑟
]

𝑑𝜗

𝑑𝑟
 

+𝑟(1 − 𝜀𝜗)
𝑑2𝜗

𝑑𝑟2 = 0 

 

یک معادله دیفرانسیل معمولی غیرخطی است  ،(8)معادله 

کارگرفته و روش اغتشاش )تکنیک پوینکر( برای حل آن به

بسط داده  𝜀بر حسب 𝜗ین منظور، میدان دمایه اشود. بمی

 شود: می

 

(9) 𝜗 = �̂�0 + 𝜀�̂�1 + 𝜀2�̂�2+. . . = ∑ 𝜀𝑘�̂�𝑘

∞

𝑘=0

 

 

این بسط شامل مراتب متنوعی از های مختلفی از برش

 توان برای تقریب میدان دمایی در نظر گرفت.را می 𝜀 پارامتر

 

(10) 𝜗0 = �̂�0 
(11) 𝜗1 = �̂�0 + 𝜀�̂�1 

(12) 𝜗2 = �̂�0 + 𝜀�̂�1 + 𝜀2�̂�2 

 

سازی ( و مرتب8( در معادله )9با جایگذاری بسط رابطه )

 خواهیم داشت: 𝜀روابط برای مراتب مختلف پارامتر

                                                        
1 Reduced equation 

(13) 

𝜀0 [𝑟
𝑑2�̂�0

𝑑𝑟2 + (1 + 𝑚3)
𝑑�̂�0

𝑑𝑟
] 

+𝜀1 [𝑟
𝑑2�̂�1

𝑑𝑟2 + (1 + 𝑚3)
𝑑�̂�1

𝑑𝑟
 

−�̂�0 (𝑟
𝑑2�̂�0

𝑑𝑟2 + (1 + 𝑚3)
𝑑�̂�0

𝑑𝑟
)

− 𝑟
𝑑�̂�0

𝑑𝑟

𝑑�̂�0

𝑑𝑟
] 

+𝜀2 [𝑟
𝑑2�̂�2

𝑑𝑟2 + (1 + 𝑚3)
𝑑�̂�2

𝑑𝑟
 

−�̂�0 (𝑟
𝑑2�̂�1

𝑑𝑟2 + (1 + 𝑚3)
𝑑�̂�1

𝑑𝑟
) 

−�̂�1 (𝑟
𝑑2�̂�0

𝑑𝑟2 + (1 + 𝑚3)
𝑑�̂�0

𝑑𝑟
)

− 2𝑟
𝑑�̂�0

𝑑𝑟

𝑑�̂�1

𝑑𝑟
] 

+𝑂(𝜀3) = 0 
 

برقرار  𝜀از آنجاکه رابطه بالا باید برای مقادیر دلخواه از 

. ها باید برابر صفر باشدباشد، لذا هر یک از ضرائب درون براکت

 .شودانجام می( 𝜀0)ضریب  1یافتهابتدا حل معادله کاهش

 

(14) 𝑟
𝑑2�̂�0

𝑑𝑟2 + (1 + 𝑚3)
𝑑�̂�0

𝑑𝑟
= 0 

 

اویلر همگن است که -یک معادله کوشی (14)معادله 

 است: (15رابطه )دارای حل عمومی به فرم 

 

(15) �̂�0(𝑟) = 𝐶1
0 +

𝐶2
0

𝑟𝑚3
 

 

، ثوابت �̂�0( برای تابع 7با ارضای شرایط مرزی رابطه )

 شود.رابطه بالا به فرم زیر نتیجه می

 

(16) 

𝐶1
0 = (𝑅𝑖

𝑚3+1𝐻21𝑓1𝑅𝑜 − 𝑅𝑖
𝑚3+1𝐻22𝑓1𝑚3

− 𝑅𝑜
𝑚3+1𝐻11𝑓2𝑅𝑖

+ 𝑅𝑜
𝑚3+1𝐻12𝑓2𝑚3)

/(𝐻21𝐻11𝑅𝑜𝑅𝑖
𝑚3+1−𝐻22𝐻11𝑚3𝑅𝑖

𝑚3+1

− 𝐻21𝐻11𝑅𝑖𝑅𝑜
𝑚3+1

+ 𝐻12𝐻21𝑚3𝑅𝑜
𝑚3+1) 
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𝐶2
0 = (𝑅𝑖

𝑚3+1𝑅𝑜
𝑚3+1(𝐻11𝑓2 − 𝐻21𝑓1))

/(𝐻21𝐻11𝑅𝑖
𝑚3+1𝑅𝑜−𝐻22𝐻11𝑚3𝑅𝑖

𝑚3+1

− 𝐻21𝐻11𝑅𝑖𝑅𝑜
𝑚3+1 + 𝐻12𝐻21𝑚3𝑅𝑜

𝑚3+1) 

 

( را برابر صفر قرار 13در رابطه ) 𝜀1اکنون ضریب عبارت 

 داده تا رابطه زیر حاصل شود: 

 

(17) 
𝑟

𝑑2�̂�1

𝑑𝑟2 + (1 + 𝑚3)
𝑑�̂�1

𝑑𝑟
= 

�̂�0 (𝑟
𝑑2�̂�0

𝑑𝑟2 + (1 + 𝑚3)
𝑑�̂�0

𝑑𝑟
) + 𝑟

𝑑�̂�0

𝑑𝑟

𝑑�̂�0

𝑑𝑟
 

 

با استناد به رابطه  (17)ترم اول از سمت راست معادله 

اویلر -مانده یک معادله کوشیباقی. معادله است( برابر صفر 14)

ناهمگن است که جواب عمومی آن از دو قسمت جواب همگن 

 شود.و جواب خصوصی تشکیل می

 

(18) �̂�1(𝑟) = 𝐶1
1 +

𝐶2
1

𝑟𝑚3
+

(𝐶2
0)2

2𝑟2𝑚3
 

 

𝐶1ثوابت 
𝐶2و  1

با ارضای فرم همگن شرایط مرزی رابطه  1

 قابل محاسبه است. (19رابطه )، به فرم �̂�1( برای تابع 7)

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

(19) 

𝐶1
1 = −

1

2
((𝐶2

0)2(𝑟𝑜
𝑚3+1𝑟𝑖

(2𝑚3+1)𝐻11𝐻21

− 2𝑟𝑜
𝑚3𝑟𝑖

(2𝑚3+1)𝐻11𝐻22𝑚3

− 𝑟𝑜
𝑚3+1𝑟𝑖

(2𝑚3)𝐻12𝐻21𝑚3

+ 2𝑟𝑜
𝑚3𝑟𝑖

(2𝑚3)𝐻12𝐻22𝑚3
2 

−𝑟𝑜
(2𝑚3+1)𝑟𝑖

𝑚3+1𝐻11𝐻21 

+𝑟𝑜
(2𝑚3)𝐻22𝐻11𝑚3𝑟𝑖

𝑚3+1 

+2𝑟𝑜
(2𝑚3+1)𝑟𝑖

𝑚3𝐻12𝐻21𝑚3

− 2𝑟𝑜
(2𝑚3)𝑟𝑖

𝑚3𝐻12𝐻22𝑚3
2))

/(𝑟𝑜
(2𝑚3)𝑟𝑖

(2𝑚3)
(𝑟𝑜

(𝑚1+1)𝐻11𝐻21𝑟𝑖

− 𝑟𝑜
𝑚3+1𝐻12𝐻21𝑚3

− 𝐻21𝐻11𝑟𝑜𝑟𝑖
𝑚3+1

+ 𝑚3𝑟𝑖
(𝑚3+1)𝐻22𝐻11)) 

𝐶2
1

= −
1

2
(𝑟𝑖

𝑚3(𝐶2
0)2𝑟𝑜

𝑚3(𝑟𝑜
(2𝑚3+1)𝑟𝑖𝐻11𝐻21

− 2𝑟𝑜
(2𝑚3+1)𝐻12𝐻21𝑚3

− 𝑟𝑜𝑟𝑖
(2𝑚3+1)𝐻11𝐻21 

+2𝑚3𝑟𝑖
(2𝑚3+1)𝐻11𝐻22))

/(𝑟𝑖
(2𝑚3)𝑟𝑜

(2𝑚3)(𝑟𝑜
𝑚3+1𝑟𝑖𝐻21𝐻11

− 𝑟𝑜
𝑚3+1𝐻12𝐻21𝑚 − 𝐻21𝐻11𝑟𝑜𝑟𝑖

𝑚3+1

+ 𝐻22𝐻11𝑚3𝑟𝑖
𝑚3+1)) 

 

در رابطه  𝜀2قرار دادن ضریب پارامتر برابر صفر نهایتاً با 

 آید.( به دست می20)(، معادله 13)

 

(20) 

𝑟
𝑑2�̂�2

𝑑𝑟2
+ (1 + 𝑚3)

𝑑�̂�2

𝑑𝑟

= �̂�0 (𝑟
𝑑2�̂�1

𝑑𝑟2 + (1 + 𝑚3)
𝑑�̂�1

𝑑𝑟
) 

+�̂�1 (𝑟
𝑑2�̂�0

𝑑𝑟2
+ (1 + 𝑚3)

𝑑�̂�0

𝑑𝑟
)

+ 2𝑟
𝑑�̂�0

𝑑𝑟

𝑑�̂�1

𝑑𝑟
 

 

( به شکل 17( و )14این معادله با درنظر گرفتن معادلات )

  .شودبازنویسی می (21معادله )

 

(21) 

𝑟
𝑑2�̂�2

𝑑𝑟2 + (1 + 𝑚3)
𝑑�̂�2

𝑑𝑟

= 𝑟�̂�0

𝑑�̂�0

𝑑𝑟

𝑑�̂�0

𝑑𝑟
+ 2𝑟

𝑑�̂�0

𝑑𝑟

𝑑�̂�1

𝑑𝑟
 

= 𝑟
𝑑�̂�0

𝑑𝑟
(�̂�0

𝑑�̂�0

𝑑𝑟
+ 2

𝑑�̂�1

𝑑𝑟
) 

 

اویلر ناهمگن است که -این معادله نیز یک معادله کوشی

جواب عمومی آن از دو قسمت جواب همگن و جواب خصوصی 

 شود.تشکیل می

 

(22) �̂�2(𝑟) = 𝐶1
2 +

𝐶2
2

𝑟𝑚3
+

𝛾

2𝑟2𝑚3
+

(𝐶2
0)3

2𝑟3𝑚3
 

 که

(23) 𝛾 = 𝐶2
0(𝐶1

0𝐶2
0 + 2𝐶2

1) 
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𝐶1ثوابت 
𝐶2و  2

با ارضای فرم همگن شرایط مرزی رابطه  2

 اند.قابل محاسبه (24روابط )، به فرم �̂�2( برای تابع 7)
 

(24

) 

𝐶1
2 = −((𝐶2

0)2(𝑟𝑜
3𝑚3𝑟𝑖

5𝑚3𝐻11𝐻21𝐶2
0𝑟𝑖𝑟𝑜

− 3𝑟𝑜
3𝑚3𝑟𝑖

5𝑚3𝐻11𝐻22𝐶2
0𝑚3𝑟𝑖

− 𝑟𝑜
3𝑚3𝑟𝑖

5𝑚3𝐻12𝐻21𝐶2
0𝑚3𝑟𝑜

+ 3𝑟𝑜
3𝑚3𝑟𝑖

5𝑚3𝐻12𝐻22𝐶2
0𝑚3

2 

+3𝑟𝑜
4𝑚3𝑟𝑖

5𝑚3𝐻11𝐻21𝐶1
0𝑟𝑖𝑟𝑜

− 6𝑟𝑜
4𝑚3𝑟𝑖

5𝑚3𝐻11𝐻22𝐶1
0𝑚3𝑟𝑖

− 3𝑟𝑜
4𝑚3𝑟𝑖

5𝑚3𝐻12𝐻21𝐶1
0𝑚3𝑟𝑜

+ 6𝑟𝑜
4𝑚3𝑟𝑖

5𝑚3𝐻12𝐻22𝐶1
0𝑚3

2 

−𝑟𝑜
5𝑚3𝑟𝑖

3𝑚3𝐻11𝐻21𝐶2
0𝑟𝑖𝑟𝑜

+ 𝑟𝑜
5𝑚3𝑟𝑖

3𝑚3𝐻11𝐻22𝐶2
0𝑚3𝑟𝑖

+ 3𝑟𝑜
5𝑚3𝑟𝑖

3𝑚3𝐻12𝐻21𝐶2
0𝑚3𝑟𝑜

− 3𝑟𝑜
5𝑚3𝑟𝑖

3𝑚3𝐻12𝐻22𝐶2
0𝑚3

2 

−3𝑟𝑜
5𝑚3𝑟𝑖

4𝑚3𝐻11𝐻21𝐶1
0𝑟𝑖𝑟𝑜

+ 3𝑟𝑜
5𝑚3𝑟𝑖

4𝑚3𝐻11𝐻22𝐶1
0𝑚3𝑟𝑖

+ 6𝑟𝑜
5𝑚3𝑟𝑖

4𝑚3𝐻12𝐻21𝐶1
0𝑚3𝑟𝑜

− 6𝑟𝑜
5𝑚3𝑟𝑖

4𝑚3𝐻12𝐻22𝐶1
0𝑚3

2))

/(6𝑟𝑜
5𝑚3𝑟𝑖

5𝑚3(𝑟𝑜
𝑚3𝐻11𝐻21𝑟𝑖𝑟𝑜

− 𝑟𝑜
𝑚3𝐻12𝐻21𝑚3𝑟 − 𝐻21𝑟𝑜𝑟𝑖

𝑚3𝐻11𝑟𝑖

+ 𝐻22𝑚3𝑟𝑖
𝑚3𝐻11𝑟𝑖)) 

 

𝐶2
2

= −(𝑟𝑖
𝑚3𝑟𝑜

𝑚3(𝐶2
0)2(𝑟𝑜

5𝑚3𝑟𝑖
2𝑚3𝐻11𝐻21𝐶2

0𝑟𝑖𝑟𝑜

− 3𝑟𝑜
5𝑚3𝑟𝑖

2𝑚3𝐻12𝐻21𝐶2
0𝑚3𝑟𝑜

+ 3𝑟𝑜
5𝑚3𝑟𝑖

3𝑚3𝐻11𝐻21𝐶1
0𝑟𝑖𝑟𝑜 

−6𝑟𝑜
5𝑚3𝑟𝑖

2𝑚3𝐻12𝐻21𝐶1
0𝑚3𝑟𝑜

− 𝑟𝑜
2𝑚3𝐻21𝐶2

0𝑟𝑜𝑟𝑖
5𝑚3𝐻11𝑟𝑖

+ 3𝑟𝑜
2𝑚3𝐻22𝐶2

0𝑚3𝑟𝑖
5𝑚3𝐻11𝑟𝑖

− 3𝑟𝑜
3𝑚3𝐻21𝐶1

0𝑟𝑜𝑟𝑖
5𝑚3𝐻11𝑟𝑖 

+6𝑟𝑜
3𝑚3𝐻22𝐶1

0𝑚3𝑟𝑖
5𝑚3𝐻11𝑟𝑖))

/(6𝑟𝑜
5𝑚3𝑟𝑖

5𝑚3(𝑟𝑜
𝑚3𝐻11𝐻21𝑟𝑖𝑟𝑜

− 𝑟𝑜
𝑚3𝐻12𝐻21𝑚3𝑟𝑜 − 𝐻21𝑟𝑜𝑟𝑖

𝑚3𝐻11𝑟𝑖

+ 𝐻22𝑚3𝑟𝑖
𝑚3𝐻11𝑟𝑖)) 

طی به لازم به توضیح است که حل معادله حرارتی غیرخ

𝑚3فرم بالا برای  ≠ معتبر است. حل این معادله برای مواد  0

𝑚3همگن با خواص تابع دما که در آن  = است، نیازمند  0

ملاحظات ویژه است. در این حالت، برای معادله مرتبه صفر 

 :توان نوشتمی)کاهش یافته( 

 

(25) �̂�0(𝑟) = 𝐶1
0 + 𝐶2

0 𝑙𝑛 𝑟, 
 

𝐶1و برای ثوابت 
𝐶2و  0

 :شودنتیجه می 0

 

(26) 
𝐶1

0 =
𝑀𝑜𝑓1 − 𝑀𝑖𝑓2

𝐻11𝑀𝑜 − 𝐻21𝑀𝑖
,   𝐶2

0

=
𝐻11𝑓2 − 𝐻21𝑓1

𝐻11𝑀𝑜 − 𝐻21𝑀𝑖
 

 که 

(27) 
𝑀𝑖 = 𝐻11 𝑙𝑛 𝑟𝑖 +

𝐻12

𝑟𝑖
,      𝑀𝑜

= 𝐻21 𝑙𝑛 𝑟𝑜 +
𝐻22

𝑟𝑜
 

 

رابطه توان به فرم همچنین حل معادله مرتبه اول را می

 بیان نمود. (28)

 

(28) �̂�1(𝑟) = 𝐶1
1 + 𝐶2

1 𝑙𝑛 𝑟 +
(𝐶2

0)2

2
ln2𝑟 

 

𝐶1با اعمال شرایط مرزی، ثوابت 
𝐶1و  1

روابط به صورت  2

 شود.استخراج می (30( و )29)

 

(29) 
𝐶1

1 =
𝑀𝑜𝑆𝑖 − 𝑀𝑖𝑆𝑜

𝐻11𝑀𝑜 − 𝐻21𝑀𝑖
,   𝐶2

1

=
𝐻11𝑆𝑜 − 𝐻21𝑆𝑖

𝐻11𝑀𝑜 − 𝐻21𝑀𝑖
 

 که

(30) 
𝑆𝑖 = −(𝐶2

0)2 (
𝐻11

2
ln2𝑟𝑖 + 𝐻12

𝑙𝑛 𝑟𝑖

𝑟𝑖
) ,       

𝑆𝑜 = −(𝐶2
0)2 (

𝐻21

2
ln2𝑟𝑜 + 𝐻22

𝑙𝑛 𝑟𝑜

𝑟𝑜
) 

 

 .است (31رابطه )نهایتاً حل معادله مرتبه دوم به صورت 

(31) 
�̂�2(𝑟) = 𝐶1

2 + 𝐶2
2 𝑙𝑛 𝑟

+
𝐶2

0(𝐶1
0𝐶2

0 + 2𝐶2
1)

2
ln2𝑟 
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+
(𝐶2

0)3

2
ln3𝑟 

 

 (32رابطه )اکنون با تاثیر شرایط مرزی، ثوابت به صورت 

 گردد. حاصل می

 

(32) 
𝐶1

2 =
𝑀𝑜𝑍𝑖 − 𝑀𝑖𝑍𝑜

𝐻11𝑀𝑜 − 𝐻21𝑀𝑖
,   𝐶2

2

=
𝐻11𝑍𝑜 − 𝐻21𝑍𝑖

𝐻11𝑀𝑜 − 𝐻21𝑀𝑖
 

 که

(33) 

𝑍𝑖 = −
𝐻12𝐶2

0(𝐶1
0𝐶2

0 + 2𝐶2
1)

𝑟𝑖
𝑙𝑛 𝑟𝑖 

− (
𝐻11𝐶2

0

2
(𝐶1

0𝐶2
0 + 2𝐶2

1)

+
3𝐻12(𝐶2

0)3

2𝑟𝑖
) ln2𝑟𝑖 

−
𝐻11(𝐶2

0)3

2
ln3𝑟𝑖 ,      

 

𝑍𝑜 = −
𝐻22𝐶2

0(𝐶1
0𝐶2

0 + 2𝐶2
1)

𝑟𝑜
𝑙𝑛 𝑟𝑜 

− (
𝐻21𝐶2

0

2
(𝐶1

0𝐶2
0 + 2𝐶2

1)

+
3𝐻22(𝐶2

0)3

2𝑟𝑜
) ln2𝑟𝑜 

−
𝐻22(𝐶2

0)3

2
ln3𝑟𝑜 

  

 

 DQتحلیل ترموالاستیک با روش -2-2
دست آمده و با فرض دلیل میدان دمای بههای حرارتی بهتنش

شوند. مدول ای در اینجا در نظر گرفته میصفحه-تئوری کرنش

( و 2مطابق با رابطه ) 𝛼 و ضریب انبساط حرارتی 𝐸الاستیک 

هستند.  r( تابعی از دما و متغیر مکانی در جهت شعاعی 3)

 شود. معادلهثابت در نظر گرفته می ν که ضریب پواسوندرحالی

های حرارتی متقارن محوری در یک تعادل حاکم بر تنش

 ( است.24معادله ) صورت  بهی توخالی استوانه

 

(34) 
𝑑𝜎𝑟𝑟

𝑑𝑟
+

1

𝑟
(𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃) = 0 

 

های شعاعی و محیطی به ترتیب تنش 𝜎𝜃𝜃و  𝜎𝑟𝑟که 

های حرارتی و مکانیکی متقارن هستند. در حالتی که بارگذاری

محوری هستند، تنها مولفه غیر صفر از میدان جابجایی مولفه 

است. در این شرایط روابط سینماتیکی  𝑢شعاعی آن یعنی 

  است. (35رابطه )جابجایی به صورت -کرنش

 

(35) 𝜀𝑟𝑟 =
𝑑𝑢

𝑑𝑟
,    𝜀𝜃𝜃 =

𝑢

𝑟
 

 

-فحهص-کرنش با فرض حالت کرنش-روابط متشکله تنش

 ای برابر است با:

(36) 

𝜎𝑟𝑟 = (𝜆 + 2𝜇)𝜀𝑟𝑟 + 𝜆𝜀𝜃𝜃

− (3𝜆 + 2𝜇)𝛼𝜗(𝑟) 

𝜎𝜃𝜃 = (𝜆 + 2𝜇)𝜀𝜃𝜃 + 𝜆𝜀𝑟𝑟

− (3𝜆 + 2𝜇)𝛼𝜗(𝑟) 

 

 که در این روابط

 

(37) 𝜆 =
𝜈𝐸(𝜗, 𝑟)

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
,    𝜇 =

𝐸(𝜗, 𝑟)

2(1 + 𝜈)
 

 

( در معادله 27( تا )25( و )2(، )1با جایگذاری روابط )

ناویر ترموالاستیک حاکم بر استوانه -معادله لامه ،(24)

 معادلهجدارضخیم با خواص تابعی و وابسته به دما به صورت 

 .شودنتیجه می (38)

 

(38) 

(𝜆 + 2𝜇)
𝑑2𝑢

𝑑𝑟2 + (
𝑑𝜆

𝑑𝑟
+ 2

𝑑𝜇

𝑑𝑟
+

𝜆

𝑟
+

2𝜇

𝑟
)

𝑑𝑢

𝑑𝑟
 

+ (
1

𝑟

𝑑𝜆

𝑑𝑟
−

1

𝑟2 𝜆 −
2𝜇

𝑟2 ) 𝑢 = [(3
𝑑𝜆

𝑑𝑟
+ 2

𝑑𝜇

𝑑𝑟
) 𝛼 

+(3𝜆 + 2𝜇)
𝑑𝛼

𝑑𝑟
] 𝜗 + (3𝜆 + 2𝜇)

𝑑𝜗

𝑑𝑟
 

 و

(39) 

𝑑𝜆

𝑑𝑟
=

𝜈

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
(𝛽) 

𝑑𝜇

𝑑𝑟
=

1

2(1 + 𝜈)
(𝛽) 

𝑑𝛼

𝑑𝑟
= 𝛼1

𝑑𝜗

𝑑𝑟
(

𝑟

𝑅
)

𝑚2

 

+
𝑚2

𝑅0

(𝛼0 + 𝛼1𝜗) (
𝑟

𝑅0
)

𝑚2−1
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 که

(40) 

𝛽 = [(−𝐸1

𝑑𝜗

𝑑𝑟
− 2𝐸2𝜗

𝑑𝜗

𝑑𝑟
) (

𝑟

𝑅0
)

𝑚1

 

+
𝑚1

𝑅0

(𝐸0 − 𝐸1𝜗 − 𝐸2𝜗2) (
𝑟

𝑅0
)

𝑚1−1

] 

( به DQ) 1در این مقاله از روش عددی مربعات دیفرانسیلی

سازی معادله دیفرانسیل حاکم بر رفتار منظور گسسته

شود. دو مزیت عمده روش ترموالاستیک استوانه استفاده می

DQ که اولاً های عددی دیگر عبارتند از ایندر مقایسه با روش

معادلات و با استفاده از این روش توابع را در فرم قوی 

زند و ثانیاً، این روش های مرتبه بالا تقریب میایچندجمله

ر ز مقادیر تابع دامستقیماً توابع را در یک نقطه و با استفاده 

زند. در این روش مشتقات فضایی نقاط دیگر از دامنه تقریب می

هایی شامل ضرائب وزن و مقادیر تابع تابع با استفاده از سری

شود. بر اساس این روش ای از دامنه تقریب زده میر نقاط گرهد

تقریب  (41رابطه )توان به صورت را می 𝑢(𝑟)ام تابع 𝑚مشتق 

 زد.

(41) 

𝜕𝑚𝑢(𝑟𝑖)

𝜕𝑟𝑚
= 𝑢,𝑟

𝑚(𝑟𝑖) = ∑ 𝐴𝑖𝑗
(𝑚)

𝑢(𝑟𝑖)

𝑁𝑟

𝑗=1

     

For 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑁𝑟  and 𝑚
= 1,2, … , 𝑁𝑟 − 1 

 

است  rای در جهت متغیر مکانی هتعداد نقاط گر 𝑁𝑟که 

 (.1)شکل

 

 
 سازی دامنه مسئلهشماتیک گسسته -1شکل

                                                        
1 Differential Quadrature 

𝐴𝑖𝑗
(𝑚)  ضرائب وزن در نقطهiت. بر اساس سام از دامنه ا

ب وزن اشاره شده، با استفاده از روابط بازگشتی یضرا DQروش 

 قابل استخراج است.  (43( و )42)

 

(42) 
𝐴𝑖𝑗

(𝑚)
= 𝑚 (𝐴𝑖𝑖

(𝑚−1)
𝐴𝑖𝑗

(1)
−

𝐴𝑖𝑗
(𝑚−1)

𝑟𝑖 − 𝑟𝑗
)    

For 𝑖 ≠ 𝑗, 𝑚 = 2,3, … , 𝑁𝑟 − 1, 𝑖, 𝑗
= 1,2, … , 𝑁𝑟 , 

(43) 𝐴𝑖𝑖
(𝑚)

= − ∑ 𝐴𝑖𝑗
(𝑚)

𝑁𝑟

𝑗=1,𝑗≠𝑖

 For 𝑖 = 2,3, … , 𝑁𝑟 

 

𝐴𝑖𝑗برای ( 44) که رابطه
 شود:تعریف می (1)

(44) 𝐴𝑖𝑗
(1)

=
𝑀(1)(𝑟𝑖)

(𝑟𝑖 − 𝑟𝑗)𝑀(1)(𝑟𝑗)
 For 𝑖 ≠ 𝑗, 

 شود:نشان داده می (45)با رابطه  𝑀(1)که 

(45) 𝑀(1)(𝑟𝑖) = ∏ (𝑟𝑖 − 𝑟𝑗)

𝑁𝑟

𝑗=1,𝑗≠𝑖

  For 𝑖

= 1,2, … , 𝑁𝑟 . 
 

 نتایج و بررسیبحث  -3
در این بخش برخی از نتایج منتخب به دست آمده از حل 

ه در شدارایه نتایج  .شده استارایه  تحلیلی پیشنهادی نیمه

  .به دست آمده استثوابت ماده زیر  این بخش با استفاده از

 

(46) 

𝐸0 = 2.1 × 105 MPa,   𝐸1 = 27.5 MPa ℃⁄ , 

𝐸2 = 0.141 MPa ℃⁄ 2
, 

𝛼0 = 1.2 × 10−5 ℃−1,   𝛼1

= 1 × 10−8 ℃−2, 

𝜆𝑡0 = 50.16 W m℃⁄ , 𝜆𝑡1

= 0.0293 W m℃⁄ 2 

 

تایج ن بهتر نمایش ثوابت نزدیک به واقعیت و به منظوراین 

د. حال آنشونمی نتخاباو بررسی عملکرد روش نیمه تحلیلی 

تواند مورد استفاده قرار دیگری نیز می ثوابتهر مجموعه  که

تحلیلی معرفی شده، ابتدا جهت بررسی اعتبار روش نیمه .گیرد

نتایج حاصله برای شرایط مرزی زیر با نتایج حاصل از حل 

 شده است. ارایه  3و شکل 2شکل مقایسه و در [15] تحلیلی
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(47) 

𝜗(𝑟 = 𝑅𝑖) = 10 ℃,  𝜗(𝑟 = 𝑅𝑜) = 0   

𝜎𝑟𝑟(𝑟 = 𝑅𝑖) = −50 MPa,    𝜎𝑟𝑟(𝑟 = 𝑅𝑜)

= 0 

 

 
 توزیع دما در راستای شعاعی -2شکل

 

 
 ضخامت استوانهتوزیع تنش شعاعی در  -3شکل

 

در ادامه و با درنظر گرفتن شرایط مرزی دمایی و مکانیکی 

 های مختلف برزیر برای استوانه، نتایج توزیع دما در تقریب

ارایه  4( در شکل12( تا )10متناسب با رابطه ) 𝜀حسب پارامتر 

شود با افزایش مرتبه شده است. همان طور که مشاهده می

ب میدان دمایی از مرتبه صفر )حل پارامتر اغتشاش در تقری

معادله کاهش یافته( تا مراتب بالاتر، همگرایی در پاسخ نهایی 

 افتد.اتفاق می

(48) 
𝜗(𝑟 = 𝑅𝑖) = 0,       𝜗(𝑟 = 𝑅𝑜) = 1000 ℃ 

𝜎𝑟𝑟(𝑟 = 𝑅𝑖) = 0,    𝜎𝑟𝑟(𝑟 = 𝑅𝑜) = 0 

به منظور بررسی تاثیر شرایط مرزی دمایی بر نحوه 

زیع دما در ضخامت حاضر، توهمگرایی روش نیمه تحلیلی 

ϑoاستوانه و برای  = 500 ℃ ،ϑi = نشان داده  5در شکل ℃ 0

ای به طور قابل ملاحظه 𝜗2و  𝜗1شده است. تقریب دمایی 

ان نش تفاوت در نحوه همگراییمنطبق بر یکدیگر است. این 

ی که اختلاف در شرایطتقریب میدان دمایی  دهد که برایمی

های خارجی وجود دارد، باید از ترم دمای بالای سطوح داخلی و

   مراتب بالاتر در روش اغتشاش استفاده نمود.

 

 
 های مختلف از توزیع دمای شعاعی استوانهتقریب -4شکل

𝝑𝒐برای  = 𝟏𝟎𝟎𝟎 ℃ ،𝝑𝒊 = 𝟎 ℃ (𝒎𝟑 = −𝟐) 

 

 
های مختلف از توزیع دمای شعاعی استوانه تقریب -5شکل

𝝑𝒐برای  = 𝟓𝟎𝟎 ℃ ،𝝑𝒊 = 𝟎 ℃ (𝒎𝟑 = −𝟐.) 

 

با در نظر گرفتن تقریب مرتبه دوم از بسط اغتشاشی میدان 

تغییرات دما در  FGدمایی و در مقادیر مختلف از توان ماده 

آید نشان داده شده است. همان طور که از شکل بر می 6شکل
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شدت تغییرات دما یا به  FGدر پروفیل دما با توان مثبت ماده 

عبارتی گرادیان دما در سطح داخلی استوانه نسبت به سطح 

خارجی استوانه بیشتر است. این تغییرات در توان منفی ماده 

FG  به طور معکوس برای سطوح داخلی و خارجی استوانه قابل

گونه های مثبت این𝑚3این رفتار را مثلاً برای مشاهده است. 

کرد. ضریب هدایت حرارتی در سطح داخلی توان توصیف می

استوانه دارای حداقل مقدار است و در راستای ضخامت به 

از طرفی در این مسأله یابد. سمت سطح خارجی، افزایش می

در  𝜆𝑡یک بعدی شار حرارتی ثابت است. بنابراین با افزایش 

جهت شعاعی، برای ثابت ماندن شار حرارتی، باید گرادیان دما 

(𝜕𝜗

𝜕𝑟
 مشهود است.  6( کاهش یابد که این تغییرات در شکل

 

 
تغییرات میدان دما در ضخامت استوانه و با تقریب  -6شکل

 مرتبه دوم اغتشاشی

 

توان با استخراج توزیع دما در ضخامت استوانه، اکنون می

به بررسی تغییرات خواص مکانیکی ماده با تغییرات دما 

( در مقادیر 𝐸توزیع مدول یانگ )پرداخت. برای این منظور، 

  7و در راستای ضخامت استوانه در شکل FGمختلف توان ماده 

شده است. در اینجا با افزایش توان ماده مدرج تابعی ارایه 

. به طور شودمشاهده میکاهش در مقدار ضریب الاستیک ماده 

( و ضریب هدایت حرارتی 𝛼مشابه برای ضریب انبساط حرارتی )

(𝜆𝑡 )و  8تغییرات بر حسب توان ماده مدرج تابعی در شکل

 قابل مشاهده است.  9شکل

 

 
تغییرات مدول یانگ در ضخامت استوانه و با تقریب  -7شکل

 مرتبه دوم اغتشاشی

 

 
تغییرات ضریب انبساط حرارتی در ضخامت استوانه  -8شکل

 و با تقریب مرتبه دوم اغتشاشی

 

 
تغییرات ضریب هدایت حرارتی در ضخامت استوانه  -9شکل

 و با تقریب مرتبه دوم اغتشاشی
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های مختلف اغتشاشی تاثیر تقریب 10در ادامه و در شکل

دما از مرتبه صفر )حل خطی(، مرتبه یک و تقریب مرتبه دوم 

بر ضریب الاستیک ماده بررسی شده است. متقابلاً این بررسی 

و ضریب هدایت حرارتی انجام شده  برای ضریب انبساط حرارتی

نشان داده شده  12و شکل 11و نتایج آن به ترتیب در شکل

است. نتایج حاکی از آن است که کمترین میزان تاثیر مربوط 

 به ضریب انبساط حرارتی است. 

 

 
پروفیل تغییرات مدول یانگ در توزیع دمایی با  -10شکل

𝒎𝟏)تقریب مرتبه صفر، یک و دو  = 𝟑) 

 

 
پروفیل تغییرات ضریب انبساط حرارتی در توزیع  -11شکل

𝒎𝟐) های مختلفدمایی با تقریب = 𝟑) 

 

 
پروفیل تغییرات ضریب هدایت حرارتی در توزیع  -12شکل

𝒎𝟑)های مختلف دمایی با تقریب = 𝟑) 

 

های میدان تنش شعاعی استوانه با در نظر گرفتن تقریب

درنظر گرفتن مقادیر متنوعی از توانمختلف از تابع دمایی و با 

FG (𝑚3های ماده  = 𝑚2 = 𝑚1 = 𝑚 .استخراج شده است )

 18تا شکل 13نتایج مربوط به توزیع تنش شعاعی در شکل

 حداکثرنشان داده شده است. از این تصاویر مشخص است که 

𝑚تنش در  = نزدیک به شعاع داخلی استوانه اتفاق افتاده  2−

ماده هدفمند، این تنش حداکثر به سطح است و با افزایش توان 

𝑚برای ماده با شود. همچنین خارجی استوانه نزدیک می > 0 

حداکثر تنش شعاعی مربوط به توزیع دما با تقریب مرتبه دوم 

𝑚است. حال آنکه در حالت  < حداکثر میزان تنش شعاعی  0

افتد. در نمودارهای تنش با برای توزیع دمای خطی اتفاق می

𝑚 < نقاط همرس تنش وجود دارد که در آن نقاط، مقادیر  0

 های مختلف دمایی یکسان است.تنش برای تقریب
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های مختلف دمایی توزیع تنش شعاعی در تقریب -13شکل
(𝒎 = 𝟑) 

 

 
های مختلف دمایی توزیع تنش شعاعی در تقریب -14شکل

(𝒎 = 𝟐) 

 

 
های مختلف دمایی توزیع تنش شعاعی در تقریب -15شکل

(𝒎 = 𝟏) 

 

های مختلف دمایی توزیع تنش شعاعی در تقریب -16شکل
(𝒎 = 𝟎) 

 

 
های مختلف دمایی توزیع تنش شعاعی در تقریب -17شکل

(𝒎 = −𝟏) 

 

 
های مختلف دمایی توزیع تنش شعاعی در تقریب -18شکل

(𝒎 = −𝟐) 

 گیری نتیجه -4
بستری مناسب بر پایه تئوری اغتشاش و روش  تحقیقدر این 

عددی مربعات دیفرانسیلی برای تحلیل غیر خطی 

ضخیم تحت فشار داخلی فراهم  ترموالاستیک استوانه جدار

گردیده است. خواص ماده به صورت مدرج تابعی در راستای 

شعاعی و تابع دما در نظر گرفته شده است. تابعیت خواص ماده 

تا معادلات انتقال حرارت هدایتی در استوانه، به دما باعث شده 

غیرخطی باشد. برای حل این معادلات از تئوری اغتشاش و 

های مجانبی استفاده شده است. تقریب میدان دمایی در روش

این حالت بر حسب مراتب مختلفی از پارامتر اغتشاش انجام 
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شده است. از میدان دمایی استخراج شده در حل معادلات 

ستیسیته استفاده شده و معادلات مذکور و شرایط مرزی ترموالا

مربوطه با استفاده از روش مربعات دیفرانسیلی با موفقیت 

سازی شده است. پس از آن، نتایج توزیع میدان دمایی ٬گسسته

مقادیر متنوع از توان های مختلف و و تنش شعاعی در تقریب

ها بررسیهمچنین ؛ مورد بررسی قرار گرفته است FGماده 

با افزایش اختلاف دما مابین سطوح داخلی و دهد که نشان می

خارجی استوانه و برای رسیدن به دقت مناسب برای استخراج 

های بیشتر از سری اغتشاشی استفاده توزیع دما، باید از ترم

در بحث وابستگی خواص ماده به دما، مدول یانگ و  نمود.

یر را از رین و کمترین تاثضریب انبساط حرارتی به ترتیب بیشت

دهند. در بررسی تاثیر توزیع غیرخطی دما در استوانه نشان می

توان ماده هدفمند بر تغییرات تنش در ضخامت استوانه، در 

مقادیر منفی توان ماده هدفمند تنش ناشی از تقریب خطی 

به عنوان تقریب حد بالای تنش خواهد بود. حال میدان دمایی 

های مثبت ماده هدفمند حد بالا در توان که این تقریبآن

مربوط به تنش ناشی از حل غیرخطی )تقریب مرتبه دو( میدان 

  باشد. دمایی می
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𝐴𝑖𝑗 ضرایب وزن روش مربعات دیفرانسیلی 

𝑅𝑖 شعاع داخلی استوانه 

𝑅𝑜 شعاع خارجی استوانه 

𝐸  ،مدول الاستیسیته𝑁/𝑚2 

𝑢 جابجایی شعاعی،  مولفه𝑚 

𝜗 میدان دمایی، ℃ 

𝜆 ،ضریب هدایت حرارتی 𝑊/(𝑚 ℃) 

𝜈 ضریب پواسون 

𝛼 ،(℃/1)  ضریب انبساط حرارتی 

𝜎
𝑖𝑗

 𝑁/𝑚2 های تنش،مولفه 

𝜀
𝑖𝑗

 های کرنشمولفه 

𝑟𝑟 زیرنویس، نماد مولفه شعاعی 

∧ 
های مختلف میدان تقریب ،بالانویس

 دمایی
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