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 چکیده
قت د انیقرار گرفته است، تعادل م ژهیمورد توجه و یمسائل مهندس لیو تحل یمدل ساز نهیکه همواره در زم تیاز مسائل حائز اهم یکی

پراکنش مربوطه که در  یهایها و ارائه منحنانتشار موج در سازه یلذا، مسئله مدل ساز است؛روش بکار گرفته شده  یمحاسبات نهیو هز

تعادل به  نیحفظ ا تیباشد. اهمینم یاصل مستثن نیاز ا زیشود، نیخواص مواد به کار گرفته م ییسازه و شناسا سلامت شیپا نهیزم

 توابع بکارگیریبا بر آن شده است که  یکند. در مقاله حاضر سعیم داینمود پ ،وجود دارد یر مدلسازبه تکرار د ازیکه ن یدر موارد ژهیو

 نیا یمحاسبات نهیدقت و هزو ایجاد روشی همانند روش المان محدود نوع پی، المان محدود  یلیتحل مهین روش در سلسله مراتبی شکل

دقت منحنی و به طبع آن  سازی در محاسبه فرکانس قطع تاثیر درجات آزادی مدلبه  روش ارائه شدهعلاوه بر  .بهبود بخشیدرا روش 

 شود.و افزایش خطای مدلسازی ناشی از آن پرداخته میهای پراکنش 

 .فرکانس قطع ؛موج هدایت شده ؛پراکنش روابط ؛روش نیمه تحلیلی المان محدود :کلمات کلیدی
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Abstract 
Balancing accuracy and computational cost in modeling and analyzing engineering problems has always 

been a crucial concern in the field. The same principle applies to the modeling of wave propagation in 

structures and deriving dispersion curves, which are crucial in structural health monitoring and material 

property identification. The importance of maintaining this balance appears especially in cases where there 

is a need for repetition in modeling. In this study, we aimed to improve the accuracy and computational 

cost of the semi-analytical finite element method by incorporating hierarchical shape functions. The results 

indicate that using appropriate shape functions can enhance the performance of the semi-analytical finite 

element method for modeling wave propagation in structures. The study also investigated the impact of the 

number of degrees of freedom on the calculation of the cutoff frequency, the accuracy of the dispersion 

curves and the increase in modelling error as a result of this point. 
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 مقدمه -1
روش های متداول شناخته شده پایش سلامت سازه به دو 

. [2، 1]شوند های مخرب و غیر مخرب تقسیم میدسته آزمون

به دسته  سازه با استفاده از امواج هدایت شده سلامتپایش 

، های موجوددر این روش به دلیل پیچیدگی. دوم تعلق دارد

از اهمیت  ر موج و مطالعه رفتار آن در سازهانتشا یمدل ساز

 یمتفاوت یکردهایرو در همین راستا ای برخوردار است.ویژه

شده است. توسط محققان ارائه برای مدل سازی موج در سازه 

توان به یموجود را م یهابر طبق مطالعات صورت گرفته روش

د نمو یطبقه بند یو عدد یلیتحل مهین ،یلیتحل یروش ها

 ای 1لانتقا سیبر ماتر یمعمولا مبتن یلیتحل یها[. روش3]

مسئله را ارائه  قید و حل دقنباشی[ م4-6] 2مرجع سیماتر

با  سهیدر مقا یلیتحل یها. حجم محاسبات در روشندینمایم

ها روش نیوجود، ا نیبا ا است زیمعمولا ناچ یعدد یهاروش

 یهاخاص با هندسه ساده، انواع موج یهاستمیاغلب به س

منظور رفع  بهشوند. یمحدود م نییخاص و محدوده فرکانس پا

 یموجود برا یلیتحل یهاذکر شده در روش یهاتیمحدود

 یعدد یهاروش ده،یچیپ یانتشار موج در ساختارها یمدلساز

 4یفی(، روش المان طFEM) 3مانند روش المان محدود یمتفاوت

(SEMتفاضل محدود ،)5 (FDو تجز )لیو تحل هی 

حجم  ال،ح نی[. با ا7، 3] ندا(  ارائه شدهIGA) 6کیزوژئومتریا

و در فرکانس  دهیچیبزرگ، پ یهادر سازه ژهیمحاسبات آنها به و

. به عنوان مثال، ابدییم شیافزا یبالا به شکل قابل توجه یها

سازه با استفاده از روش  کیانتشار موج در  یدر مورد مدل ساز

 ازیطول موج مورد ن هر المان در 10تا  7المان محدود حداقل 

 اریها بسبالاترکه طول موج یهافرکانسدر  نیبنابرا؛ [8] است

کوچک  رایبس دیصورت گرفته در سازه با ماتیکوتاه است، تقس

ش رو از،یو دقت مورد ن جیمطابق با نتا گر،ی[. از طرف د9باشد ]

در  یعدد یهاوجود دارد که از محاسن روش یبیترک یها

دقت بالا و حجم  نیو همچن دهیچیپ یساختارها یمدلساز

 نی. ابردیبهره م یلیتحل یهامحاسبات کم موجود در روش

شوند. یم دهینام یلیتحل مهین یهادر اصطلاح روشها روش

                                                        
1 Transfer matrix 
2 Global matrix 
3 Finite element method 
4 Spectral element method 
5 Finite difference 
6 Isogeometric analysis 
7 Semi-analytical finite element method 

هر دو روش  یهاتیمحدود عتایروش ها طب نیاست که ا یهیبد

 مهین یبرند. از جمله روش ها یبه ارث م یتا حدود زیرا ن

ه توان ب یشده م تیهداامواج  نهیمورد استفاده در زم یلیتحل

 8یمرز(، روش المان SAFE) 7المان محدود یلیتحل مهیروش ن

(SBFEM)  9موجکو روش المان محدود  (WFEM اشاره )

  [ .11، 10نمود]

مسائل انتشار موج  یالمان محدود، برا یلیتحل مهیروش ن

[ 12] یبا سطح مقطع ثابت دلخواه، توسط اعلم یدر سازه ها

از  شیروش که پ نیارائه شد. ا 1973[ در سال 13و لاگاس ]

[، 14شد ]یسازه استفاده م یدر مهندس گرانیآن توسط د

 11و روش المان نازک 10یبا روش المان نوار یکیارتباط نزد

ها روش سطح مقطع سازه با استفاده از المان نی[. در ا3دارد ]

عبارت  کیگردد و در جهت انتشار موج یم یبند میتقس

روش، ضمن  نیشود. با استفاده از ایدر نظر گرفته م یلیتحل

حجم  ،یعدد یهاروش یایحفظ ابعاد مدل و استفاده از مزا

که در  یعدد یکردهایرو با سهیدر مقا یساز محاسبات مدل

کاهش  یریبه طور چشمگ ،گرددیم یآنها کل سازه شبکه بند

 .ابدییم

 گرید نیها توسط محققسال یروش پس از آن ط نیا

تر و مواد  دهیچیپ یهااست تا ساختارها با هندسه افتهیتوسعه 

I [25 ، ]سطح مقطع  با ری[، ت15-23ها ]لیمانند ر متفاوت

[، 28،27ها با اشکال مختلف ][، گوه25-27ها ]/ لوله لندرهایس

 ارداریش یومینیآلوم یها[، صفحه27] رداهیزاو یفولاد یرهایت

انحنا در امتداد انتشار موج مانند حلقه  یدارا یها[، سازه29]

 و مانند فنرها چیمارپ یها[، سازه28] یلیبا مقطع مستط یها

[، مواد ناهمسانگرد 31پره دار ] ی[، لوله ها30] دهیتاب یهاکابل

[، 52] 12یتابع مدرجمواد متشکل از  یلندرهای[، س9،12،333]

[، 34،19] دو صفحه از جنس مواد مرکب یاتصالات چسب

 صفحات، [35]صفحات مواد مرکب دارای پیش تنش 

[، 36] یتابع مدرجمتشکل از مواد  کیالکتروالاست یسیمغناط

 لیپروف ،یومینیآلوم یهالیجدار نازک، پروف یفولاد یهالوله

 ییرای[، م27] یفولاد یهایو نبش کیارتوتروپ یالوله یها

8 Scaled boundary finite element method 
9 Wavelet finite element method 
10 Strip element method 
11 Thin element method 
12 Functionally graded materials 
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حات در صف گتیو-نیاز مدل کلو استفادهبا  کیسکوالاستیو

[، مدل 9،262] یمحور با تقارن یهاسازه[ و 9،162]

شده  تیتقو ی[ و دال بتن22] لیدر ر ییرایم یبرا 1کیستریه

 .ردیدر بر گ زی[ را ن29] یااستوانه یفولاد یهالهیبا م

 روش، عامل نیانجام شده در گسترش ا قاتیعلاوه بر تحق

 شتریب یبررس ازمندیمورد توجه قرار گرفته است و ن که یگرید

 یلیتحل مهیاستفاده از توابع شکل مختلف در روش ن ،است

 یشبکه بند یکه برا یمتفاوت یهاالمان محدود است. روش

 مهیبه روش ن انتویشود را میسطح مقطع سازه استفاده م

( 2D SAFE) ی( و دو بعد1D SAFE) یبعد کی یلیتحل

ها روش نیاز ا کینمود.  همانطور که از نام هر  یبند میتقس

 کیدر روش  یبعد کی یهاتوان برداشت نمود از المانیم

شبکه  یبرا یدر روش دو بعد یدو بعد یهاو از المان یبعد

با  ییهاسازه رشود. دیسطح مقطع سازه استفاده م یبند

توان یم یااستوانه یهندسه ساده مانند صفحات و پوسته ها

 یبعد کی یلیتحل مهیروش ناز به منظور کاهش محاسبات، 

 یسه گره ا یبعد کی یروش المان ها نیاستفاده نمود. در ا

 در هر گره ییجابجا یدوم و سه درجه آزاد مرتبهبا توابع شکل 

است  یدر حالاین [، 37-42اند ]مورد توجه قرار گرفته شتریب

 یبا دو درجه آزاد یا[ و سه گره43] یدو گره ا یکه المان ها

به کار گرفته شده اند. در  نیتوسط محقق زی[ ن19در هر گره ]

 شتریکه ب ییالمان ها یالمان محدود دو بعد یلیتحل مهیروش ن

و المان یاسه گره یمثلث یهاالمان رندیگیمورد استفاده قرار م

در  نیهمچن .[44-49هستند ] یاچهار گره یچهارضلع یها

چهار  یهاشش گره، و المان یمثلث یهاموارد المان یبرخ

چهار  یها[ و به ندرت المان50-54] یاهشت گره یضلع

است.  هشد شنهادیپ نی[ توسط محقق52] یانه گره یضلع

 یلیتحل مهیروش ن یانجام شده بر رو بسیار قاتیتحق رغمیعل

 قاتیتحق ن،ییالمان محدود با استفاده از تابع شکل مرتبه پا

 در مورد استفاده از توابع شکل مرتبه بالا انجام شده است.  یکم

کاربرد و بهبود علاوه بر موارد مذکور جهت افزایش دامنه 

عملکرد روش نیمه تحلیلی المان محدود، پیشنهادات دیگری 

[ 55و همکارانش ] یکالکوفسکتوسط محققین ارائه شده است. 

                                                        
1 hysteretic model 
2 Perfectly matched layer 
3 Gauss–Lobatto–Legendre 
4 Chebyshev spectral element method 
5 Gauss–Lobatto–Chebyshev 

غوطه  ایمدفون  یبا تقارن محور یهاسازه یبه منظور مدل ساز

. او و همکارانش با نداور از توابع شکل مرتبه بالا استفاده کرده

 یبرا یبعد کیالمان محدود  یلیتحل مهیاستفاده از روش ن

( به منظور PML) 2کاملا منطبق هیسازه و از روش لا یمدلساز

کاملا  هیاطراف استفاده نمودند. روش لا طیمح یمدل ساز

غوطه ور  ایها مدفون و امواج در سازه یمدل ساز یمنطبق برا

روش، هندسه  نیدارند. ا یادیکاربرد ز یرامونیپ طیدر مح

 و کندیم میترس دیمختصات جد ستمیس کیرا در  یاصل

  یرا بسط م یرامونیپ طیهمزمان هندسه مفروض به عنوان مح

دستگاه مختصات  قیموج را از طر ییرایم زمیدهد و مکان

منظور آنها از توابع شکل چند  نیا ی. برادینمایممختلط اعمال 

( GLL) 3لژاندر-لوباتو-نقاط گاوس یلاگرانژ بر رو یاجمله

 کی یها[ از المان56و همکارانش ] ائویاستفاده کردند. ش

شده در صفحه  تیانتشار موج هدا یمدل ساز یبرا یبعد

المان  روش از یتابع مدرججنس مواد از  یسیالکترومغناط

آنها چند  یشنهادیاستفاده نمودند. در روش پ 4شفیچب یفیط

-لباتو-نقاط گاوس یبر رو شفیمتعامد چب یهایاجمله

[ 75شود. ترسده و همکارانش ]یاستفاده م (CGL) 5شفیچب

نمودند و  یشبکه بند یدوبعد یفیط یهاهندسه را با المان

را  فونمد یهاکم در سازه 6یفرکانس بالا با نشت یمدها

[ از توابع 58و همکاران ] ینیالد فیس راًیمحاسبه نمودند. اخ

 مهیدر روش ن (NURBS) 7ینسبت کنواختی نیلایاسپ-یب هیپا

در صفحات موج انتشار  یسازمدل یالمان محدود برا یلیتحل

 .همسانگرد استفاده نمودند

صورت گرفته،  یهایبا توجه به موارد ذکر شده و بررس

ع تواب قیتلف نهیصورت گرفته در مقاله حاضر در زم ینوآور

جمله  بر اساس انتگرال نرمال شده چند 8یتبشکل سلسله مرا

و ارائه روش المان محدود  یلیتحل مهیلژاندر با روش ن یهایا

نظر از م آنعملکرد  یو بررسنیمه تحلیلی المان محدود نوع پی 

همچنین در مقاله  است؛ ییکارا زانیو م یمحاسبات یهانهیهز

  9حاضر به طور جامع به بررسی خطای موجود در فرکانس قطع

و تاثیر آن در افزایش خطای کلی مدلسازی عددی ارائه شده 

در مقالات ارائه شده تعداد  نکهیبا توجه به اپرداخته شده است. 

6 leakage  
7 nonuniform rational B-splines 
8 Hierarchical shape functions 
9 cut-off frequency 
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از توابع شکل مرتبه بالا در روش  نیمحقق زا یانگشت شمار

در  نیاند و همچندود استفاده نمودهالمان مح یلیتحل مهین

 یدر خور توجه سهیمقا ایمطالعه و  زیموارد محدود موجود ن

 نهیاستفاده از توابع شکل مرتبه بالا در هز ریتاث نهیدر زم

 مرا نیو مطالعه ا  یصورت نگرفته است، بررس آنها یباتسامح

روش در مسائل  نیا یمحاسبات نهیدر بهبود هز یانیکمک شا

 لیذ بیخواهد داشت. در ادامه، مقاله حاضر به ترت یمدل ساز

 یلیتحل مهیروش ن یاضیروابط ر 2شده است. در بخش  میتنظ

توابع شکل  3سپس در بخش  المان محدود ارائه شده است.

 یدلسازقرار خواهند گرفت. م یمورد بررسسلسله مراتبی 

صفحه از جنس مواد همسانگرد و  کی جینتا لیو تحل یعدد

 جهینت تیدر نها و ارائه شده است 4ناهمسانگرد در بخش 

  لحاظ شده است. 5صورت گرفته در بخش  یریگ

 

 المان محدود یلیتحل مهیروش ن -2
المان  یلیتحل مهیهمانطور که قبلاً به اختصار اشاره شد، روش ن

 یریسطح مقطع سازه و بهره گ یاز شبکه بند یبیترک ،محدود

 در جهت انتشار موج در سازه است. یلیاز روش تحل
 

 

 
جهت انتشار موج، و دستگاه مختصات در نظر  -1شکل 

 صفحه کی یگرفته شده برا

 

شود، جهت انتشار موج،  یمشاهده م 1همانطور که در شکل  

 تدادروش، معمولاً عمود بر سطح مقطع سازه و در ام نیدر ا

 .شود یطول آن در نظر گرفته م
 

 

 
گره ها  یدستگاه مختصات و تعداد درجات آزاد -2شکل 

 یبعد کیالمان محدود  یلیتحل مهیدر روش ن
 

 یراب یبعد کی یلیتحل مهیبه منظور استفاده از روش ن

 کی ای تینهایبا عرض ب یاانتشار موج در صفحه یسازمدل

در هر  یدرجه آزاد کی یبه جا یبعد کیالمان  کیلوله، در 

 2روش المان محدود، همانطور که در شکل با  سهیگره در مقا

 نیمچندر هر گره و ه ینشان داده شده است، سه درجه آزاد

 یدر رابطه در نظر گرفته م 𝑒−𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑥) یلیعبارت تحل کی

نشان دهنده عدد  kدر نظر گرفته شده  یشود. در فرمول بند

 زاویهفرکانس  ωنشان دهنده جهت انتشار موج،  xموج است، 

روابط  ،روش نینشان دهنده زمان است. با استفاده از ا tو  یا

 :[19] گرددیارائه م لیشرح ذ بهدر المان  ییجابه جا
 

(1) 𝒖(𝑒)(𝑥, 𝑧, 𝑡) = [

𝑢𝑥
(𝑒)

𝑢𝑦
(𝑒)

𝑢𝑧
(𝑒)

]  

                      = 𝑵(𝑧)𝒒(𝑒)𝑒−𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑥) 
 

 توابع شکل به صورت سیدر رابطه فوق ماتر
 

(2) 𝑵 = [

𝑁1 0 0
0 𝑁1 0
0 0 𝑁1

…
…
…

𝑁𝛽 0 0

0 𝑁𝛽 0

0 0 𝑁𝛽

] 

 

تنها  فوق سید. توابع شکل در نظر گرفته شده در ماترنباشیم

 د:نباشیم z ریمتغاز  یتابع
 

(3) 𝑁𝑙 = 𝑁𝑙(𝑧), 𝑙 = 1,2,… , 𝛽 

 

 در هر المان عبارت است از:ها گره ییبردار جابه جا نیهمچن
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(4) 𝒒(𝑒) = [𝑢1𝑥  𝑢1𝑦 𝑢1𝑧  … 𝑢𝛽𝑥  𝑢𝛽𝑦 𝑢𝛽𝑧 ] 

 

ام در  iگره  یینشان دهنده جابه جا ijuکه در رابطه فوق 

شود، در روش یاست. همانطور که مشاهده م jمحور  یراستا

المان محدود، توابع شکل مختلف ارائه شده در  یلیتحل مهین

را  یفیمانند المان محدود و المان محدود ط گرید یهاروش

 محدود مانال یلیتحل مهیدر روش ن میبه طور مستقتوان یم

توان از روابط زیر در ادامه بردار کرنش را می استفاده نمود.

  :[19] محاسبه نمود
 

(5) 𝜺(𝑒) = [𝐿𝑥  
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝐿𝑦  

𝜕

𝜕𝑦
 + 𝐿𝑧  

𝜕

𝜕𝑧
 ] 𝒖(𝑒) 

 

 شوند:به صورت زیر تعریف می 𝑳𝑧و  𝑳𝑥 ،𝑳𝑦که در رابطه فوق 
 

(6) 

𝑳𝑥 =

[
 
 
 
 
 
1
0
0

0
0
0

0
0
0

0
0
0

0
0
1

0
1
0]
 
 
 
 
 

. 𝑳𝑦 =

[
 
 
 
 
 
0
0
0

0
1
0

0
0
0

0
0
1

0
0
0

1
0
0]
 
 
 
 
 

 . 

𝑳𝑧 =

[
 
 
 
 
 
0
0
0

0
0
0

0
0
1

0
1
0

1
0
0

0
0
0]
 
 
 
 
 

 

 

برداری کرنش به  (5)جایی در رابطه با جایگذاری رابطه جابه

 :صورت زیر در خواهد آمد
 

(7) 𝜺(𝑒) = (𝛽1 + 𝑖𝜅𝛽2)𝒒
(𝑒)𝑒−𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑥) 

 

و تابع  یبعد کی یهاا در نظر گرفتن الماندر رابطه فوق ب

  :میدار N(z)شکل به فرم 

 

(8) 𝛽1 = 𝑳𝑧

𝜕𝑵

𝜕𝑧
, 𝛽2 = 𝑳𝑥𝑵 

 

و  𝐾و انرژی پتانسیل،  𝜙های جنبشی، انرژیبا محاسبه 

 :شودرابطه زیر حاصل می لتونیرابطه همها در جایگذاری آن
 

(9) 
∫ {⋃[∫ 𝛿(𝜺(𝑒)𝑇)𝑪(𝒆)𝜺(𝑒)𝑑Ω𝑒

 

Ω𝑒

+

𝑛

𝑒=1

𝑡2

𝑡1

 

               ∫ 𝛿(𝒖(𝑒)𝑇)𝜌(𝑒)�̈�(𝑒)𝑑Ω𝑒

 

Ω𝑒

]} 𝑑𝑡 = 0 

 مهیدر روش نو کرنش  ییروابط جابه جا جایگذاریپس از 

معادله  پس از انجام محاسبات مربوطه و المان محدود یلیتحل

 :[19]حرکت المان به صورت 
 

(10) (𝒌1
(𝑒)

+ 𝑖𝜅𝒌2
(𝑒)

+ 𝜅2𝒌3
(𝑒)

− 𝜔2𝒎(𝒆))𝑸(𝑒) 

= 0 
 

های سفتی و جرم به صورت زیر به دست می ماتریسروابط و 

 :[19] آیند

(11) 𝒌1
(𝑒)

= ∫ [𝛽1
𝑇𝑪(𝑒)𝛽1]𝑑Ω𝑒

 

Ω𝑒

 

 و 

(12) 𝒌2
(𝑒)

= ∫ [𝛽1
𝑇𝑪(𝑒)𝛽2 − 𝛽2

𝑇𝑪(𝑒)𝛽1]𝑑Ω𝑒

 

Ω𝑒

 

 و 

(13) 𝒌3
(𝑒)

= ∫ [𝛽2
𝑇𝑪(𝑒)𝛽2]𝑑Ω𝑒

 

Ω𝑒

 

 و

(14) 𝒎 
(𝑒) = ∫ [𝑵𝑇𝜌(𝑒)𝑵]𝑑Ω𝑒

 

Ω𝑒

 

 

شایان ذکر است  .ماتریس سفتی المان است C(e) ابط فوقودر ر

در دستگاه مختصات در نظر ماده ناهمسانگرد  سفتی سیماتر

 محاسبه شود دیبا 1کل صفحه مطابق شکل  یگرفته شده برا

 �̅�(𝑒) بایست با ماتریسدر این روابط می 𝑪(𝑒)و ماتریس 

جایگزین گردد که جزئیات آن در قسمت ضمائم ارائه گردیده 

𝒌1  سیماتردر این روابط است. 
(𝑒)یهاشکل رییمربوط به تغ 

𝒌3  سی. ماتراست yzسطح مقطع در صفحه 
(𝑒) دهنده نشان

𝒌2  سیماترو  است yz  خارج از صفحه یهاشکل رییتغ
(𝑒)رییتغ 

خارج از صفحه  یهاشکل رییرا با تغ yzدرون صفحه  یهاشکل

های سفتی و جرم ماتریس دهد.ارتباط می  xدر راستای محور 

 های کلی سفتیتوان به منظور استخراج ماتریسهر المان را می

 .و جرم با یکدیگر سرهم کرد

(15) 

𝑲1 = ⋃ 𝒌1
(𝑒)

𝑛𝑒𝑙

𝑒=1

  , 

𝑲2 = ⋃ 𝒌2
(𝑒)

𝑛𝑒𝑙

𝑒=1

, 

𝑲3 = ⋃ 𝒌3
(𝑒)

𝑛𝑒𝑙

𝑒=1

, 

𝑴 = ⋃𝒎(𝑒)

𝑛𝑒𝑙

𝑒=1
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معادله حرکت کلی بر حسب ماتریس های جرم و و در نهایت 

 :می گرددسفتی کلی به صورت زیر بازنویسی 
 

(16) (𝑲1 + 𝑖𝜅𝐊2 + 𝜅2𝑲3 − 𝜔2𝑴)𝑸 = 0 

 

به صورت توان میدر ادامه مسئله مقدار ویژه مرتبه دوم را 

 نداین فرآیمسئله مقدار ویژه مرتبه اول تبدیل نمود. جزئیات 

 در قسمت ضمائم ارائه شده است.

 یبه مسائل ارتعاش به نظر م هیحاصل شب ژهیاگرچه مقدار و

توجه داشت که در مورد انتشار موج، مسئله مقدار  دیرسد، اما با

 زاویهو فرکانس ( κدو پارامتر نامعلوم عدد موج، ) یدارا ژهیو

( است. با توجه به وجود دو پارامتر مجهول در رابطه ω) ،یا

 کردیدارد. رو وجودمسئله  نیحل ا یبرا کردیدو رو (16)

 به یصعود بیبه ترت یقیحق ریاست که مقاد نیمتداول ا

 ریشود و در هر گام مقادیم اختصاص داده ،یازاویهفرکانس 

عدد موج  یهایمنحن بیترت نیگردد و به ایمحاسبه م ژه،یو

به منظور  ن،یگردد. علاوه بر ایبر حسب فرکانس حاصل م

 3و سرعت گروه 2فاز رعتشامل س 1پراکنش یهایمنحن میترس

سرعت فاز و سرعت گروه  ریمقاد ستیبایبر حسب فرکانس م

هر موج را  ای کیرا محاسبه نمود. سرعت انتشار هر مد هارمون

 :شودیم فیتعر ریو به صورت ز ندیگوی، مpcسرعت فاز، 
 

(17) 𝑐𝑝 =
𝜔

𝜅𝑟𝑒𝑎𝑙
 

 

عدد موج است. سرعت گروه،  یقیقسمت حق realκدر رابطه فوق 

gcهمه امواج در حال حرکت در نظر  ی، به عنوان سرعت گروه

 شود:یارائه م ریشود و به صورت زیگرفته م
 

(18) 𝑐𝑔 =
𝜕𝜔

𝜕𝜅𝑟𝑒𝑎𝑙
=

𝑸𝐿
𝑇(�̂�2 + 2𝜅𝑲3)𝑸𝑅

2𝜔𝑸𝐿
𝑇𝑴𝑸𝑅

 

 

 ژهیچپ و بردار و ژهیبردار و بیبه ترت RQو  LQدر رابطه فوق 

( 16)که در رابطه  ژهیباشند که از مسئله مقدار ویراست م

 گردد.یاستخراج م ،آورده شده است

 

 

 

                                                        
1 Dispersion curves 
2 Phase velocity 

سله مراتب     -3 سل شکل  ساس انتگرال    یتوابع  بر ا

 لژاندر: یها ینرمال شده چند جمله ا
وابع شکل ت ریو سا یتوابع شکل سلسله مراتب نیب یتفاوت اصل

نقاط  ،ینهفته است که در توابع شکل سلسله مراتب امر نیدر ا

 شیشوند و با افزاینقاط موجود اضافه م ییبدون جابجا دیجد

ر تابع د رییتر بدون تغ نییتمام توابع شکل مرتبه پا ،مرتبه

 شکل مرتبه بالاتر حضور دارند. 

 ادهیپ یبرا سفتی و جرم یهاسیمحاسبه ماتر نکهیا یبرا

ر دمحاسبات  ،مناسب باشد یوتریبرنامه کامپ کیدر  یساز

 ردیگیانجام م  𝜉سطح المان با معرفی دستگاه مختصات طبیعی 

با در نظر  بعد کی. در شودتعریف می [1+,1−] که در بازه

 ام  nالمان  ،2گرفتن دستگاه مختصات معرفی شده در شکل 

المان استاندارد را بنابراین  ؛شودیمشخص م 𝑧𝑛+1و  𝑧𝑛با گره 

 ام تصویر نمود nتوان با استفاده از رابطه زیر بر روی المان می

. 

(19) 𝑧 =
1

2
(1 − 𝜉)𝑧𝑛 +

1

2
(1 + 𝜉)𝑧𝑛+1 

 

به عبارت دیگر رابطه فوق ارتباط دستگاه مختصات طبیعی 

با در نظر دهد. المان استاندارد را با مختصات اصلی نشان می

 بعوات گرفتن دستگاه مختصات طبیعی برای المان استاندارد

 از دو تابع شکل  یبعد کی هیپا یشکل سلسله مراتب
 

(20) 𝑁1(𝜉) =
1

2
(1 − 𝜉) 

 و 

(21) 𝑁2(𝜉) =
1

2
(1 + 𝜉) 

 

 یانرمال شده چند جمله یهاکه انتگرال یو توابع شکل داخل

 لژاندر هستند

(22) 

𝑁𝑛
𝐹𝐸𝑀,𝑝(𝜉)  

=
1

‖𝑙𝑒𝑛−2‖
∫ 𝑙𝑒𝑛−2(𝑥1)

𝜉

𝑥1=−1

𝑑𝑥1 

, 𝑛 = 3,4,5,… , 𝑝 
 

لژاندر  یاچند جمله کی nle-2  اند. در روابط فوقشده لیتشک

 ،یگریذکر است، مانند هر روش د انیشا است. n-2از مرتبه 

روش  نیبرد. در ایرنج م یبیاز معا زیالمان محدود ن ینسخه پ

3 Group velocity 
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 ستندین یواقع یهاگره یینشان دهنده جابجا یدرجات آزاد

 یبیکتر ایمرتبه بالاتر ) مشتقاتاز  یبرخ ریمقاد ای[.  آنها 56]

از المان هستند،  یمشتقات( پاسخ در نقطه خاص نیاز ا یخط

 [.57] هستند گریتوابع شکل د یوزن بیصرفاً ضرا ای

بخش  نیبر اساس توابع ارائه شده در ا یادامه به مدلساز در

 پرداخت. میخواه

 

 جینتا لیو تحل یعدد یمدلساز -4
بر  اتبیسلسله مراستفاده از توابع شکل  ریتأث یبه منظور بررس

المان محدود،  یلیتحل مهیروش ن یمحاسبات نهیدقت و هز

با استفاده از توابع شکل  2یپ شیو پالا 1اچ شیپالا یکردهایرو

رد صفحه ناهمسانگ کیصفحه همسانگرد و  کی یمرتبه بالا برا

اچ، توابع شکل  شیپالا کردیدر نظر گرفته شده است. در رو

به  نیشیپ یهابه اتفاق پژوهش بیمرتبه دوم که در اکثر قر

 هر المان ثابت در مرتبه توابع شکل درکار گرفته شده است، 

. ابدییم شیها افزانظر گرفته شده و در هر مرحله تعداد المان

در  المان یتعداد ثابت یپ شیپالا کردیرو یبرا گر،ید یاز سو

 صفحات یبرا هیدر هر لا ومواد همسانگرد  یضخامت صفحه برا

و مرتبه تابع شکل در هر  شودمیناهمسانگرد در نظر گرفته 

ه ساد سهیفراهم نمودن امکان مقا ی. براابدییم شیمرحله افزا

 یپ اچ و شیپالا یکردهایاز رو کیحاصل از هر  جینتا ج،یتر نتا

شده است. روش  سهیمقا گریکدیبا  کسانی یدر درجات آزاد

 شرح نیحاضر بد یمختلف در نظر گرفته شده در بررس یها

 :است

اچ با استفاده از توابع شکل استاندارد  شیپالا رویکرد -الف

 یاگره عیلاگرانژ با توز یامرتبه دوم بر اساس چند جمله

 یمساو

 pبا استفاده از توابع شکل مرتبه بالا ) یپ شیپالا کردیرو -ب

> 2 ) 

در رویکرد پالایش پی توابع شکلی که مورد بررسی قرار گرفته 

 یاتوابع شکل استاندارد بر اساس چند جملهاند عبارتند از: 

 بر اساس یفیتوابع شکل ط ،یمساو یاگره عیلاگرانژ با توز یها

توابع  ،لژاندر-لاباتو-گاوس یاگره عیلاگرانژ با توز یاچند جمله

گره  عیلاگرانژ با توز یها یابر اساس چند جمله یفیشکل ط

-اتولوب-گاوس و همچنین توزیع گره ایلژاندر -لاباتو-گاوس یا

                                                        
1 h-refinement approach 
2 p-refinement approach 

ال بر اساس انتگرال نرم یو توابع شکل سلسله مراتب شفیچب

 لژاندر. یهایاشده چندجمله

 مهیصل از روش نحا جیمحاسبه خطا، نتا یبرا ن،یبر ا علاوه

افزار ارائه شده توسط نرم یلیتحل جیالمان محدود با نتا یلیتحل

مرکز  یکه در صفحه اصل "3پراکنش یمحاسب منحن"

شده  سهیمقا ،قرار دارد یدر دسترس عموم 4آلمان یهوافضا

ور به منظ سفتی سیماترتحلیلی از روش  زارافنرم نیاست. ا

 [.61] کندیپراکنش استفاده م یهایه منحنارائ

 

  فرآیند مدلسازی و انجام محاسبات -4-1
مشاهده می  3همانطور که در شکل  جهت انجام مدلسازی

ابتدا پارامترهای در نظر گرفته شده برای انجام مدلسازی  گردد،

شامل ضخامت صفحه، خواص مکانیکی صفحه و در خصوص 

ها به عنوان مشخصه مواد ناهمسانگرد زاویه و چیدمان لایه

گردند. در مرحله بعد شبکه صفحه تحت بررسی تعیین می

ها در راستای بندی سطح مقطع صفحه شامل تعداد المان

شوند. پس توابع شکل انتخاب میو نوع ضخامت صفحه و مرتبه 

های ورودی، در مرحله انجام محاسبات در ابتدا از تکمیل داده

تا  (11)ط های سفتی، جرم و المان با استفاده از روابماتریس

های سفتی و جرم گردند. در ادامه ماتریسمحاسبه می (14)

گردند. به منظور تعیین محاسبه می (15)کلی مطابق رابطه 

ای مقدار مشخصی به فرکانس زاویه (16)عدد موج در رابطه 

گردد. حل می مسئله مقدار ویژهشود و اختصاص داده می

ر فرکانس تعیین عدد موج دمقادیر ویژه حاصل نشان دهنده 

باشند. با استفاده از عدد موج به دست آمده و استفاده شده می

به ترتیب سرعت فاز و سرعت گروه  (18)و  (17)از روابط 

گردند. برای تعیین مربوط به مدهای مختلف موج محاسبه می

حل مسئله مقدار ویژه با تعیین  ،های پراکنش لازم استمنحنی

گردد. پس از تعیین نتایج مدلسازی های مختلف تکرار فرکانس

صورت گرفته، درصد اختلاف موجود بین این مقادیر و مقادیر 

 گردد.محاسبه میحاصل از روش تحلیلی 

 

 

3 Dispersion Calculator 
4 Deutsches Zentrum für Luft- und Raumfahrt (DLR) 
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 الگوریتم روند انجام مدلسازی و حصول نتایج -3شکل 

 

 مورد اول: ماده همسانگرد -4-2

 یلیم کیبا ضخامت  یصفحه فولاد کیمورد،  نیبه عنوان اول

صفحه در نظر  یکیمتر در نظر گرفته شده است. خواص مکان

مشاهده  1توان در جدول یرا م یمدلساز ندیگرفته شده در فرآ

 نمود.

 

 یصفحه فولاد یکیخواص مکان -1جدول 

 چگالی ضریب پواسون (GPa) مدول یانگ

180 3/0 7850 

 

است که موج در طول  نیصورت گرفته فرض بر ا یدر مدلساز

در امتداد  zشود، محور یمنتشر م xمحور  یصفحه در راستا

عرض صفحه در نظر  یدر راستا yضخامت صفحه و محور 

فرض بر آن است که عرض صفحه  نیگرفته شده است. همچن

 یعدب کیروش  ،یله تحت بررسئنامحدود است. با توجه به مس

با سه  ،یبعد کی یهاالمان محدود، که از المان یلیتحل مهین

 یتوان برایرا م کند،یدر هر گره استفاده م یدرجه آزاد

انتشار موج در صفحه استفاده نمود. در مورد مواد  یسازمدل

که شامل  یامواج برش یامکان جداساز لیهمسانگرد، به دل

لمب  واج( است، از امyدر امتداد عرض صفحه )جهت  ییجابجا

 ،نیامواج را جداگانه مطالعه نمود. بنابرا نیاز ا کیتوان هر یم

توان از یم م،یریفقط امواج لمب را در نظر بگ میاگر بخواه

 در هر گره صرفنظر نمود. yها در جهت ییجابجا

مختلف اشاره شده  یکردهایبا استفاده از رو ییهمگرا یبررس

 کردیرو یارائه شده است. برا 4و توابع شکل متفاوت در شکل 

المان در امتداد ضخامت صفحه در نظر گرفته  یک ،یپ شیپالا

ر د نی. اابدییم شیشده و مرتبه تابع شکل در هر مرحله افزا

م شکل مرتبه دو ابعاچ، تو شیپالا کردیرو یاست که برا یحال

ها در هر مرحله در هر المان در نظر گرفته شده و تعداد المان

نقاط در نظر گرفته شده در  ایها . تعداد گرهابدییم شیافزا

 محاسبه نمود: ریتوان از رابطه زیطول ضخامت را م
 

 درجه تابع شکل(×تعداد المان-1تعداد گره = ) (23)
 

 انواع مختلف توابع ریتاث قتریدق یبه منظور بررس نیهمچن

، المان محدود یلیتحل مهیروش ن یدقت و کارآمد یشکل بر رو

 در نظر گرفته شده است: ریرابطه اختلاف ز
 

= درصد اختلاف (24) |
𝜅𝐷𝐶 − 𝜅𝑆𝐴𝐹𝐸

𝜅𝐷𝐶
| × 100 

 

است که با استفاده از نرم افزار  یعدد موج DCκکه در آن 

عدد   SAFEκو  دیآیبه دست م "پراکنش یهایمحاسب منحن"

المان محدود  یلیتحل مهیاست که با استفاده از روش ن یموج

عمدتاً در  0S ،0A. از آنجا که دو مد اول دیآیبه دست م

 ییمدهادر  اخط نیشوند و همچنیمطالعات در نظر گرفته م

خطای  شوند، علاوه بریبالاتر ظاهر م یهاکه در فرکانس

 مد دو تنها قطع است، یهادقت فرکانس ریتحت تأثمعمول 
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 الف( مد اول

 

 
 ب ( مد دوم

مد اول و دوم به دست  ییهمگرا یهایمنحن -4شکل 

 کیآمده با استفاده از توابع شکل ذکر شده همراه با تکن

 یمشخص شده در صفحه فولاد شیپالا

  

در نظر گرفته شده است.  سهیمقا یبرا نجایدو مد اول در ا

 نیا ییبالاتر و جابه جا یموجود در فرکانس قطع مدها یخطا

 یبه سمت راست دستگاه مختصات متعاقباً مورد بررس یمنحن

 قرار خواهد گرفت.

به منظور بررسی شود، یمشاهده م 5که در شکل  همانطور

صحت مدلسازی صورت گرفته و با توجه به تعداد گره های 

لازم به منظور حصول همگرایی در مدلسازی با روش نیمه 

تحلیلی المان محدود با استفاده از توابع شکل مرتبه بالا، 

فوق با استفاده از روش   یدر ورق فولاد یپراکندگ یهایمنحن

 "حاصل از نرم افزار  یهایحنالمان محدود، با من یلیتحل مهین

 هسیده مگا هرتز مقا رکانستا ف "پراکنش یهایمحاسب منحن

ب محاس"به دست آمده با استفاده از نرم افزار  جیشده است. نتا

                                                        
1 anti-symmetric Lamb waves 
2 symmetric Lamb waves 

شده میترس وستهیپ به صورت خطوط "پراکنش یهایمنحن

 مهیبه دست آمده با استفاده از روش ن جیکه نتا یاند، در حال

شکل، امواج  نیاند. در اشده زیارائه شده با علائم متما یلیتحل

 امواج و «∆»با  2، امواج متقارن لَمب»+«با  1لمَب متقارنپاد 

علاوه بر آن همانطور  اند.شدهداده  زیتم گریکدیاز « o»با 3برشی

های متقارن، پادمتقارن گردد، موجمشاهده می 5که در شکل 

مختلفی هستند که در فرکانسو همچنین برشی دارای مدهای 

از این رو بر روی نمودار چندین  ؛گردندهای مختلفی ظاهر می

با یک رنگ نشان داده گردد که منحنی مختلف مشاهده می

مشاهده کرد که  یخوب توان بهیارائه شده م جیاز نتا اند.شده

المان  یلیتحل مهیصورت گرفته توسط روش ن یمدلساز جینتا

ارئه شده توسط نرم افزار به کار گرفته شده به  جیمحدود و نتا

 مطابقت دارند. گریکدیبا  یخوب
 

 
 عدد موج بر حسب فرکانس یمنحن -5شکل 

 

مشاهده کرد،  4توان به وضوح در شکل یکه م یانکته نیاول

ه با استفاده از توابع شکل مرتب یپ شیپالا کردیاست که رو نیا

ینشان م اچ شیپالا کردینسبت به رو یبهتر اریبالا عملکرد بس

  .رودیکه در روش المان محدود به کار م دهد

به آن اشاره  ییتوان از مطالعه همگرایکه م یمهم بعد نکته

گرال بر اساس انت یاست که توابع شکل سلسله مراتب نیکرد ا

نسبت به  یلژاندر عملکرد بهتر یهایانرمال شده چندجمله

لاگرانژ با گره  یهایابر اساس چند جمله یفیتوابع شکل ط

دهندکه یم شانلژاندر ن-لاباتو-و گاوس شفیچب-لوباتو-گاوس

شکل نشان  یبر رو 2 یفیو المان ط 1 یفیبا المان ط بیبه ترت

3 shear waves 
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 یروش از دو جهت قابل بررس نیداده شده است. عملکرد بهتر ا

استفاده از توابع  نیتوان مشاهده نمود ایاست. در نگاه اول م

با  سهیرا در مقا یدقت بالاتر یشکل مرتبه بالا سلسله مراتب

توابع شکل در نظر گرفته شده با همان تعداد درجات  ریسا

این بدین معناست که در صورت در نظر  .دهدینشان م یآزاد

گرفتن میزان دقت مشخص در مدلسازی با استفاده از توابع 

جه تیتوان به نرجات آزادی کمتر میشکل مرتبه بالا با تعداد د

مطلوب رسید. به منظور روشن شدن اهمیت این موضوع، 

نسبت زمان محاسبات لازم برای به دست آوردن نتایج با در 

نظر گرفتن تعداد درجات آزادی مشخص نسبت به زمان لازم 

لازم برای حصول نتایج با در نظر گرفتن تنها یک المان با تابع 

به عنوان زمان مرجع محاسبه شده است و در  2شکل مرتبه 

گردد که زمان ارائه شده است. به روشنی مشاهده می 6شکل 

نسبی مدلسازی با افزایش تعداد درجات آزادی و همچنین 

  یابد.ها به شدت افزایش میتعداد گره

 

 
زمان صرف شده نسبی مدلسازی بر اساس  -6شکل 

 در مدلسازیتعداد گره های در نظر گرفته شده 

 

پس از توان مشاهده نمود، می 4در شکل علاوه بر آن،   

به ویژه در مورد توابع مشخص،  یخطا کیپاسخ به  ییهمگرا

یرا نشان م یخوب پایداری یسازمدلشکل سلسله مراتبی، 

ده در خطا مشاه ینوسان چیمرتبه تابع شکل، ه شیو با افزا دهد

 این در حالی رود. ینم شیپ یداریو خطا به سمت ناپا شودینم

 توابع شکل استاندارد است در مدلسازی با استفاده از 

 
  AS4/3502 کیالاست هیتک لامکانیکی خواص  -2جدول 

)3ρ(Kg/m 23ϑ 13ϑ (GPa)23G (GPa)13G (GPa)12G (GPa)3E (GPa)2E (GPa)1E 

1578 3/0 3/0 75/3 75/3 97/5 3/11 3/11 6/127 

 

با  یمساو یاگره عیلاگرانژ با توز یهایابر اساس چند جمله

افزایش مرتبه تابع شکل مدلسازی به سمت واگرایی پیش می 

 وابعت ریاست که سا نیاست ا ذکرکه قابل  یگریکته دن رود.

را  یهعملکرد مشاب باًیشکل مرتبه بالا در نظر گرفته شده تقر

 دهند.ینشان م یبعد کیالمان محدود  یلیتحل مهیدر روش ن

ر که ب یگریمورد د ،به آن اشاره شد نیاز ا شیکه پ همانطور  

دارد و تا کنون  ریبالاتر تاث یدرصد خطا به خصوص در مدها

 یدر مطالعات صورت گرفته به آن پرداخته نشده است، بررس

قطع است. استفاده از تعداد  یهاخطا در محاسبه فرکانس

و در  رشفرکانس ب ریخطا در مقاد جادیگره باعث ا یناکاف

شود. یمربوطه م یپراکنش مدها یهایدر منحن رییتغ جهینت

 ییموضوع، فرکانس قطع مدها نیتر ا قیدق یبه منظور بررس

در شکل  ،شوندیکه در محدوده فرکانس تا ده مگا هرتز ظاهر م

له مسئ یدرجات آزاد ریتاث یارائه شده است. به منظور بررس 7

به روش  یاز مدلساز لحاص جیبرش نتا یهافرکانس یدرخطا

ل حاص قیدق ریبا مقاد ریمقاد نیالمان محدود ا یلیتحل مهین

قطع  یهافرکانس قیدق ریاند. مقادشده سهیمقا یلیاز حل تحل

عدد موج به سمت صفر در روابط معادله  لیتوان با میرا م

شکل  یقطع برا یهالمب محاسبه نمود. روابط فرکانس-یلیر

 [:59گردند ]یارائه م لیذ تمتقارن به صور یمدها
 

(25) 𝑓𝑐𝑢𝑡−𝑜𝑓𝑓. 𝑑 = 𝑛𝑐𝑇 , 𝑛 = 1,2, … 

 و 

(26) 𝑓𝑐𝑢𝑡−𝑜𝑓𝑓. 𝑑 =
𝑛𝑐𝐿

2
, 𝑛 = 1,2, … 

 

سرعت موج  Lcموج و  یسرعت عرض Tcکه در روابط فوق 

 نیهمچن ؛فرکانس قطع است off-cutfضخامت صفحه و  d ،یطول

 پادمتقارن عبارتند از: یروابط مربوط به شکل مدها
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(27) 𝑓𝑐𝑢𝑡−𝑜𝑓𝑓. 𝑑 =
𝑛𝑐𝑇

2
, 𝑛 = 1,2,… 

 و

(28) 𝑓𝑐𝑢𝑡−𝑜𝑓𝑓. 𝑑 = 𝑛𝑐𝐿, 𝑛 = 1,2,… 
 

 یهاحالت یبرا قطع یهافرکانس نیدرصد خطا در تخم

 نیارائه شده است. به منظور استخراج ا 5مختلف در شکل 

شده  استفاده یالمان با توابع شکل سلسله مراتب یکها یمنحن

د، عموما درصد خطا در دگریاست. همانطور که مشاهده م

 یبالاتر نسبت به مدها یقطع در مدها یهافرکانس نیتخم

شود که درصد خطا یمشاهده م نیهمچن ؛است شتریتر ب نییپا

با  شوندیظاهر م ترنییپا یهاکه در فرکانس ییدر مدها

 ین. منحابدییکاهش م یشتریها با سرعت بتعداد گره شیافزا

در نظر گرفته  یکه درجات آزاد دهدیشده نشان مارائه  یها

 نیدارد. ا ریبالاتر تأث یابر دقت مده ژهیبه و یسازشده در مدل

 است شتریدر اطراف فرکانس قطع هر مد ب ژهیعدم دقت به و

به سمت راست جابجا  یپراکندگ یهایمنحن ،شودیو باعث م

 نیتخم یواقع ریبالاتر از مقاد شهیقطع هم یهاشوند و فرکانس

 .شوندیزده م

 

 

 
مختلف  یمد ها یدرصد خطا فرکانس قطع برا -7شکل 

 تعداد گره ها شیبا افزا

 

 همسانگردنا: ماده دوممورد  -4-3
s[60±/0 ]که به صورت  هیلا 6صفحه مرکب  کیمورد  نیدر ا

در نظر گرفته شده است. خواص  ،قرار دارند گریکدی روی بر

 ارائه شده است. 2در نظر گرفته شده در جدول  هیمواد تک لا

 

 
 الف( مد اول

 
 دومب ( مد 

 
 سومب ( مد 

درصد خطا بر حسب تعداد گره در  یها یمنحن -8شکل 

ذکر شده در صفحه مرکب با  یروش هابا استفاده از  هیلا

 s[60±/0.]به صورت  هیلا بیناهمسانگرد با ترت هیلا 6

 

 یفتس سیماتر ه،یهر لا یبرا یسفت یها سیمحاسبه ماتر یبرا

بق کل صفحه مطا یدر دستگاه مختصات در نظر گرفته شده برا

نحوه محاسبه این ماتریس در  محاسبه شود. دیبا 1شکل 

 قسمت دوم ضمائم ارائه شده است.
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صفحه همسانگرد در نظر گرفته شده  کردیمورد همان رو نیدر ا

المان در هر  کی ،یش پیپالا  کردیدر رو یسازمدل یاست. برا

 شیگرفته شده و مرتبه تابع شکل در هر مرحله افزادر نظر  هیلا

بع اچ مانند قبل، توا شیپالا کردیرو یبرا ن،ی. علاوه بر اابدییم

 هر المان در نظر گرفته شده است. یشکل مرتبه دوم برا

به دست  هیدرصد خطا بر حسب تعداد گره در لا یهایمنحن

ارائه شده  8 در شکل ذکر شده یهاآمده با استفاده از روش

توان مشاهده نمود که با در نظر های موجود میاست. از منحنی

هایی که از توابع شکل مرتبه گره در هر لایه در روش 8گرفتن 

با در  گردد.همگرایی حاصل می ،شودبالا در آنها استفاده می

ها جهت حصول همگرایی و بررسی نظر گرفتن تعداد گره

 9همانطور که در شکل صحت مدلسازی صورت گرفته، 

 مهیپراکنش با استفاده از روش ن یهایمنحن ،شودیمشاهده م

 "پراکنش یمحاسب منحن"المان محدود و نرم افزار  یلیتحل

جدا  یمورد، امواج لمب از امواج برش نیارائه شده است. در ا

 یهابه حالت توانیموج را م یهاحالت نیرابناب رند،یناپذ

کل با  ش یبر رو بیکرد که به ترت میتقس متقارن و پادمتقارن

مشتق  یپراکندگ یهایاند. منحننشان داده شده« +» و «∆»

به دست آمده با استفاده از روش  یهایبا منحن یشده به خوب

 مطابقت دارند. یلیتحل

 

 
صفحه  یعدد موج بر حسب فرکانس برا یمنحن -9شکل 

 s[60±/0  ]به صورت  هیلا بیبا ترت هیلا 6مرکب 

 

حاصل با  ینشان داده شده است، خطا 8همانطور که در شکل 

در  یریگ جهیشکل مختلف عمدتاً به همان نت ابعاستفاده از تو

 یحال مشاهده م نیبا ا مورد مواد همسانگرد مطابقت دارد.

به کار  یهاشود که عملکرد توابع شکل مختلف مربوط به روش

عمدتا به  نیرسد. ایبه نظر م کسانی باًیاکنون تقر برده شده

 کتهیها دهیاست که توسط تعداد لا یدرجات آزاد شیافزا لیدل

گردد تا یباعث م ادیز یهاتعداد المان یشود و به طور کلیم

از  کیقابل تفک یتوابع شکل به روشن نیاز ا کیعملکرد هر 

می ، همانطور که مشاهده وجود نیروش ها نباشد. با ا یمابق

 شیپس از همگرا شدن، با افزا یتوابع شکل سلسله مراتب ،شود

و  دهندیم انرا نش یثابت یمرتبه تابع شکل، مقدار خطا

 ها است.روش یاز مابق دارتریپا

 

 نتیجه گیری -5

در  سلسله مراتبیاستفاده از توابع شکل  ریدر مقاله حاضر تأث

آن  ریعملکرد و تأث سهیالمان محدود و مقا یلیتحل مهیروش ن

ائه ار یسازهیشب جیقرار گرفت. نتا یروش مورد بررس نیبر ا

که توابع شکل مرتبه بالا که  دهدینشان م نجایشده در ا

استفاده  ینسخه پ حدودو المان م یفیدرروش المان محدود ط

 نهیو کاهش هز ییدر بهبود کارا یخوب اریعملکرد بس ،شوندیم

 ریتاث سهیدهند. مقایروش از خود نشان م نیا یمحاسبات

که در روش  نییها با توابع شکل مرتبه پاروش نیاستفاده از ا

 یامر م نیا دیمو یشوند به خوب یالمان محدود به کار گرفته م

صورت گرفته و  یهایبا توجه به بررس نیاباشد. علاوه بر 

نمود که از  انیتوان بیتوابع شکل مرتبه بالا م انیم سهیمقا

 یدر نظر گرفته شده توابع شکل سلسله مراتب یروش ها نیب

در  یدقت بالاتر کسانی یتعداد درجات آزاددر نظر گرفتن با 

 زانیمرتبه تابع شکل، م شیبا افزا ن،یدارد و همچن یمدل ساز

توان عنوان نمود با یم نیبنابرا؛ ماندیم یاقب داریخطا پا

المان  یلیتحل مهیاز توابع شکل مرتبه بالا در روش ن یریگبهره

 یم شیانتشار موج افزا یسازروش در مدل نیا ییمحدود، کارا

 ژهیه وب یبرا یبهتر نهیبه گز لیروش تبد نیا جه،یدر نت ؛ابدی

گردد، یم لیدخواص مواد تب ییو شناسا یابی بیدر مسائل ع

وجود  یعدد یسازبه تکرار مدل ازیروش ها ن نیچرا که در ا

که در پژوهش حاضر به آن پرداخته شده  یگریدارد. مورد د

قطع است.  یهافرکانس نیموجود در تخم یخطا یاست بررس

 یفرکانس دقت منحن شیرود با افزایهمانطور که انتظار م

 یهادر فرکانس نینابراب ابد،ییکاهش م یو پراکندگ یسازمدل

سب تعداد نامنا نیبنابرا ؛ابدی شیافزا دیها بابالاتر تعداد گره

شود و یم ینیقطع تخم یهافرکانس رییگره ها منجر به تغ

المان محدود  یلیتحل مهیبهبود دقت در روش معمول ن یبرا
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 یستیبایگردد میاستفاده م نییکه از توابع شکل مرتبه پا

امر همانطور که اشاره  نیکه ا ابدی شیافزا یدتعداد درجات آزا

به منظور  نیبنابرا ؛گرددیم یمحاسبات نهیهز شیباعث افزا ،شد

استفاده از توابع شکل مرتبه  زیبالا ن یهادر فرکانس یمدلساز

 نهیکاهش هز یتوان از آنها برایدارد و م یمنطق هیبالا توج

 دقت استفاده نمود. شیو افزا یمحاسبات یها

 

 ضمایم -6

مسئله مقدار به  2تبدیل مسئله مقدار ویژه مرتبه  -6-1

 1مرتبه  ویژه

و سپس  T ماتریس مرتبه دوم در یژهبا ضرب مسئله مقدار و

توان مسئله مقدار ی، مU=κQ یدجد یرمتغ یکدر نظر گرفتن 

 :[19] ارائه نمود یرمرتبه دوم را به صورت ز یژهو
 

(29) 𝑨�̂� − 𝜅𝑩�̂� = 0 

 رابطه ینکه در ا

(30) �̂� = {
𝑸
𝜅𝑸

} 

 و

(31) 𝑨 = [
0 𝑲1 − 𝜔2𝑴

𝑲1 − 𝜔2𝑴 �̂�2

] 

 و

(32) 𝑩 = [
𝑲1 − 𝜔2𝑴 0

0 𝑲2
] 

 و

(33) �̂�2 = 𝑖𝑻𝑇𝑲2𝑻 

 مواد ناهمسانگرد به صورت یبرا Tیسماتر ینو همچن

(34) 𝑻 =

[
 
 
 
 
 
𝑖   
 1  
  1

 0

 ⋱  

0  
𝑖   
 1  
  1]

 
 
 
 
 

 

 به صورت yمواد همسانگرد و با صرفنظر از جهت  یو برا

(35) 𝑻 =

[
 
 
 
𝑖  
 1

 0

 ⋱  

0  
𝑖  
 1]

 
 
 

 

 است.

 ماده ناهمسانگرد و ماتریس انتقال سفتی سیماتر -6-2
 یدر دستگاه مختصات در نظر گرفته شده برا یسفت سیماتر

به  سیماتر نیمحاسبه شود. ا دیبا 1کل صفحه مطابق شکل 

 [:63شود ]یحاصل م ریصورت ز
 

(36) [�̅�] = [𝑹][𝑪][𝑹]𝑇 
 

در دستگاه  یسفت سیماتربه ترتیب  [𝑅]و  [C]که در آن 

 مولفه و ماتریس انتقال هستند.مختصات ماده نا همسانگرد 

 ناهمسانگرد در نظر گرفته شدهبرای ماده  های ماتریس سفتی

ه مطابق ماتریس ارائه شد توان بر حسب پنج ثابت مستقلیرا م

و ترانهاده  ماتریس انتقال همچنین  ؛کرد انیب (37در رابطه )

 [:64] ( ارائه شده است39( و )38آن در رابطه )

 

(37) [𝑪] =

[
 
 
 
 
 
 
𝐶11 𝐶12 𝐶13 0 0 0
𝐶12 𝐶22 𝐶23 0 0 0
𝐶13 𝐶23 𝐶33 0 0 0

0 0 0
(𝐶22 − 𝐶23)

2
0 0

0 0 0 0 𝐶66 0
0 0 0 0 0 𝐶66]

 
 
 
 
 
 

 

 و

(38) [𝑹] =

[
 
 
 
 
 

𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑠𝑖𝑛2𝜃 0 0 0 −2𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝑐𝑜𝑠2𝜃 0 0 0 2𝑠𝑖𝑛2𝜃

0 0 1 0 0 0
0 0 0 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 0
0 0 0 −𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 0 0 0 𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃]
 
 
 
 
 

 

 و
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(39) [𝑹]𝑇 =

[
 
 
 
 
 

𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑠𝑖𝑛2𝜃 0 0 0 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝑐𝑜𝑠2𝜃 0 0 0 −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃

0 0 1 0 0 0
0 0 0 𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑖𝑛𝜃 0
0 0 0 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0

−𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝑠𝑖𝑛2𝜃 0 0 0 𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃]
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