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 چکیده
هایی است و اجزای محدود در تحلیل این مواد دارای محدودیتاز آنجا که روش . تابعی ضروری است مدرجدر عصر حاضر تحلیل مواد 

 است. اهمیتدارای در محاسبات  یافتن راه حلی جهت برآورد خطالذا  باشد،میهای عددی تحلیل هر یک از خطا بخش جدا نشدنی در

جایی، تشکیل ها در زمان جابهچون همپوشانی المان مواردیبا جهت کاهش خطا سازی شبکه اصلاح و یا غنی ،اجزای محدود روش در

در تحلیل مسائل  برای اولین بارمتریک در این پژوهش از روش ایزوژئو .استدر محاسبات همراه  المان با مساحت صفر و افزایش هزینه

د بهبود ربا رویکبه عنوان اصلاح وفقی بر مبنای برآورد خطا، نقاط کنترلی دهی  حرکت به روشتابعی در حل تطبیقی مدرج با مصالح 

 بوده که درصد 75در مثالهای حل شده، شاخص تاثیر بیش از  مقایسه نرم خطای دقیق و تقریبی بااستفاده شده است. میدان تنش 

میزان خطا موثر  درصدی 60بیش از  بهبود شبکه نقاط کنترلی در کاهش همچنین .یشنهادی داردنشان از کارایی برآورد کننده خطای پ

 تواند جهت افزایش دقت نتایج مورد استفاده قرار گیرد.و می است

 .؛ حل تطبیقی؛ برآورد خطا؛ بازیافت تنشتابعیمدرج ؛ مصالح ایزوژئومتریک تحلیلکلمات کلیدی: 
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Abstract 
In today's era, it is necessary to analyze functionally graded materials. Since the finite element method in the 

analysis of these materials has limitations and the error is an inseparable part of any numerical analysis, 

therefore, finding a solution to estimate the error in calculations is important. In the finite element method, 

modifying or enriching the network to reduce the error is associated with such things as the overlapping of 

elements during displacement, the formation of elements with zero areas, and the increase of cost in calculations. 

In this research, the isogeometric method has been used for the first time in the analysis of problems with 

functionally graded materials in the adaptive solution using the method of moving control points as adaptive 

correction based on error estimation, with the approach of improving the stress field. By comparing the exact 

and approximate error norm in the solved examples, the effectivity index is more than 75%, which shows the 

effectiveness of the proposed error estimator. In addition, improving the network of control points is effective 

in reducing the error rate by more than 60% and can be used to increase the accuracy of the results. 

Keywords: Isogeometrical Analysis; Functionally Graded Material; Error Estimation; Stress Recovery; adaptive 

Solution. 
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  مقدمه -1
در سرتاسر جهان بعد از معرفی روش اجزای محققان بسیاری 

 اما با بررسی دقیق، اندمطالعه نموده آنتوسعه محدود روی 

توان اشکالات و  نقاط ضعفی برای آن برشمرد که ناشی از می

فلسفه برخورد این روش با معادلات حاکم بر مسئله مورد نظر 

د مور المان نوع، بندی شبکه نحوه به عنوان مثالباشد. می

با  .]1[باشدبر میامری دشوار و زمان هاالمان تعدادو  استفاده

در فرآیند حل یک مسئله نیاز به باز تولید شبکه فرض اینکه 

توان به معضلات نیاز به تولید شبکه بیشتر ها باشد، میالمان

بررسی  مورد مسئله شدن ترپیچیده با کلی حالت در پی برد.

 رجمدعلی الخصوص در مسائلی که ویژگی مصالح مانند مواد 

شکل  به فوق موارد باشد کلیهتابعی در حال تغییر می

دهد. در این پژوهش از می نشان را خود منفی اثرات موثرتری

که روشی مبتنی بر درک هندسی از  تحلیل ایزوژئومتریک

های طراحی به آوریها و از فنمسئله با استفاده از اسپیلاین

تابعی مدرج با مصالح در حل مسائل  باشدکمک رایانه می

 2005در سال مفاهیم تحلیل این روش . شده استاستفاده 

با نام روش ایزوژئومتریک  1اولین بار توسط هیوز و همکاران

اثر  2بعدها افرادی چون کوترل و همکاران .]1[معرفی گردید

توابع پایه را بر دقت حل مسائل در روش ایزوژئومتریک بررسی 

روشی را برای اعمال شرایط  3وانگ و همکاران ،]2[نمودند

و هرما و  ]3[مطالعه نمودند مرزی در آنالیز ایزوژئومتریک

هایی، چهارچوبی را برای بهینه سازی با حل مثال 4همکاران

طراحی پارامتریک با استفاده از تجزیه تحلیل ایزوژئومتریک 

روش  .]4[در مسائل پیچیده هندسی ارائه نمودند

ایزوژئومتریک علاوه بر داشتن مزایای روش اجزای محدود، 

مدلسازی دقیق برخی از معایب آن را نیز مرتفع نموده است. 

سازی شکل مسئله در مقایسه با روش اجزای محدود، مدل

، عدم نیاز به تولید شبکه، کاهش گاهیدقیق شرایط تکیه

الح وزیع مصسازی تابع تگیر ابعاد دستگاه معادلات و مدلچشم

در کل دامنه مسئله از مواردی است که کوترل، هیوز و 

همکاران در کتابی با عنوان تحلیل ایزوژئومتریک با ادغام کد 

  .]5[و اجزای محدود به آن اشاره نمودند

                                                       
1 Hughes and et al  
2 Cottrell and et al 
3 Wang and et al 
4 Herrema 
5 Babuska 

-خطا بخش جدا نشدنی در هر یک از تحلیلاز طرف دیگر 

 هو روش تحلیل ایزوژئومتریک نیز از این قائد استهای عددی 

های برآورد خطا در دو در حالت کلی، روش. مستثنی نیست

ای قرار های باقیماندههای بازیافت تنش و روشدسته روش

بابوشکا و همکاران برای اولین بار شبکه المان  .]7و6[گیرندمی

بهینه را با توزیع یکنواخت معیار خطای انرژی روی کل دامنه، 

زینکوویچ و زو روش  ،]8[برای مسائل یک بعدی تعریف کردند

بازیافت تنش بر مبنای نقاط فوق همگرا را در برآورد خطای 

های محدود و آنالیز تطبیقی طی دو مقاله ارائه المان

برآورد خطا و تنش بهبود  حسنی، گنجعلی و ]10و9[نمودند

یافته به وسیله تعادل در هر وصله را به روش ایزوژئومتریک 

روش برآورد خطا مبتنی است قابل ذکر . ]11[بررسی نمودند

به روش ایزوژئومتریک بر  همگنبر بازیافت تنش در مسائل 

ی گیرپایه استفاده از خاصیت فوق همگرایی نقاط انتگرال

گوسی، اولین بار توسط حسنی و همکاران معرفی 

، که در این پژوهش برای اولین بار با بسط دادن ]13و12[شد

تابعی از آن جهت برآورد خطا مدرج این روش روی مسائل 

 استفاده شده است. 

های کاهش خطا و افزایش دقت محاسبات در روش برای

شود. تلاش برای به دست عددی از فرآیند تظریف استفاده می

ترین روش تظریف، بر اساس خطای آوردن سریعترین و بهینه

بابوشکا و  شود.تظریف تطبیقی نامیده می ،برآورد شده

ع ای با توزیاولین بار شبکه المان بهینه را شبکه 5همکاران

یکنواخت معیار خطای انرژی روی کل دامنه برای مسائل یک 

ای با طی مقاله 6،زینکوویچ و زو]14[بعدی تعریف کردند

تخمین خطا در مسائل خمش صفحه، روشی را برای اصلاح 

، در زمینه بهبود شبکه در ]15[بندی مثلثی ارائه نمودندالمان

هایی انجام شده که روش ایزوژئومتریک نیز تا کنون تلاش

استفاده از افزایش نقاط کنترلی در نواحی  عمدتا تکیه آنها بر

برای اولین بار تحلیل تطبیقی  7جانسون با خطای بالاتر بوده،

 بهبود 8، میچل و همکاران]16[به این سبک را ارائه نمود

-فاده از تیمحلی شبکه با افزایش نقاط کنترلی و است

 9و پنگ و همکاران ]17[ها را پیشنهاد نمودنداسپیلاین

6 Zienkiewicz and Zhu 
7 Kjetil AJ 
8 Michael and et al 
9 Peng and et al 
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روشی از سازگاری محلی با تخمین خطای انجام شده ارائه 

و  میرزاخانیدر این مطالعه از روشی که  .]18[کردند

برای اولین بار بر پایه استفاده از گرادیان  ]19[همکاران

بهبود شبکه نقاط کنترلی در تحلیل  برایحرارتی 

 ،جایی نقاط کنترلی ارائه نمودندایزوژئومتریک مبتنی بر جابه

استفاده شده است.  ی برآورد شدهکاهش میزان خطا جهت

محاسبات  عدم افزایش حجمویژگی بارز استفاده از این روش 

نقاط  بهبود شبکه امکان شدن نقاط کنترلی ونبه دلیل اضافه 

 باشد. چندین مرحله مختلف می در کنترلی

 1تابعی مدرجمعرفی مواد  -2
 موادی ریز ساختار ناهمگن هستند کهتابعی مدرج مصالح 

ورت تواند به صمی خواص مکانیکی آنها به طور ملایم و پیوسته

از یک سطح به سطح دیگر  خطی، نمایی، لگاریتمی و غیره

به چگونگی فرآیند تولید این مصالح که  و ]20[کندجسم تغییر

در حال حاضر باشد وابسته است. موضوع بحث این مقاله نمی

ه سازی و تجزیهای فراوان در توصیف، مدلبا توجه به پیشرفت

توان طی مقالات مروری نائب و شیروانی تحلیل این مواد، می

هایی که برای ضمینه ]22[2و وانگ و همکاران ]21[مقدم

و طراحی این مواد نظر محققین را به خود جلب نموده  توسعه

روش اجزای محدود  به دتوانمی موادتحلیل این است نام برد. 

عدم وجود  ،از جمله هاییو تقریب با محدودیت اما انجام شود

ت ایک المان مناسب برای تحلیل این مسائل که بتواند تغییر

استفاده از المانی که  ،خواص مصالح را در خود جای دهد

ر دصورت میانگین  را در طول خود بهخواص مصالح  تغییرات

و یا استفاده از المانی که خواص آن با  خود جای داده است

مواجه  ]24و23[مرکز یک المان مدرج تابعی یکسان است

درج مبا مصالح مسائل  تحلیلدر این پژوهش برای  خواهیم بود.

روشی هندسی در تحلیل  کهایزوژئومتریک  روشاز تابعی 

-سازی هندسه توان مدلمدلدر مسائل است و علاوه بر دقت 

  .تاساستفاده شده  قیق تغییرات خواص مصالح را داردسازی د

 معرفی توابع شکل بی اسپیلاین  -3

ها و سطوح به روش ها روشی برای توصیف منحنیبی اسپیلان

( 1منحنی بی اسپیلاین با رابطه) یک تابعباشند. میپارامتری 

 . ]26و25[گرددمیبیان 

                                                       
1 Functionally Graded Material  

𝑪(𝒓) = ∑ 𝑵𝒊,𝒑(𝒓)𝒑𝒊            𝒂 ≤ 𝒓 ≤ 𝒃
𝒏
𝒊=𝟎 (1              )  

 

 .پردازیمبرای درک این رابطه به توضیح مفاهیم زیر می

𝐢و  𝐫درجه منحنی پایه در جهت  𝐩 درجه منحنی. = 𝟎,… , 𝐧 

𝐩𝐢چند ضلعی کنترل است که با نقاط کنترل  𝐩𝐢است.  =

(𝐱𝐢, 𝐲𝐢, 𝐳𝐢) شود. مختصات نقاط کنترلی از تکنیک مشخص می

 .] 26و25[معکوس توابع پایه قابل محاسبه است
 

𝐫یک بعدی ،  بردار گره  .بردارگرهی = {𝐫𝟎, 𝐫𝟏, 𝐫𝟐, … , 𝐫𝐧}  را

در نظر بگیرید. این بردار شامل مجموعه ای از اعداد حقیقی 

شوند و نامیده میهر یک از این اعداد مقادیر گرهی  است که

𝐢ی: رابطه = 𝟎, 𝟏, 𝟐,… , 𝐧 − 𝐫𝐢و  𝟏 ≤ 𝐫𝐢+𝟏  در آن برقرار

  است.
 

امین تابع پایه اسپیلاین با درجه  𝐢. توابع پایه بی اسپیلاین

𝐩  یا مرتبه( 𝐩 + نشان داده که روی بردار  𝐍𝐢,𝐩(𝐫)( را با 𝟏

𝐚( با فرض 2)گرهی مطابق رابطه = 𝐛و  𝟎 = تعریف و به  𝟏

 .]62و52[شود( نشان داده می3صورت رابطه )

 

𝒓 = {𝒂,… , 𝒂⏟    
𝒑+𝟏

, 𝒓𝒑+𝟏, … , 𝒓𝒏−𝒑−𝟏, 𝒃, … , 𝒃⏟  
𝒑+𝟏

}            )2(  

 

𝑵𝒊,𝟎(𝒓) = {
𝟏        𝒊𝒇      𝒓𝒊 ≤ 𝑵 ≤ 𝒓𝒊+𝟏
𝟎          𝒐𝒕𝒉𝒆𝒓𝒘𝒊𝒔𝒆              

              )3( 

 

توان هر گونه سطح و ( می4در روش ایزوژئومتریک از رابطه )

 .]26و25[سازی نمودای را مدلرویه پیچیده

 

𝑺(𝒓, 𝒔) = ∑ ∑ 𝑵𝒊,𝒑(𝒓)
𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎 𝑵𝒋,𝒒(𝒔)𝑷𝒊,𝒋              )4( 

 

از درجه  𝐫شبکه نقاط کنترلی است که در جهت  𝐏𝐢,𝐣 که در آن،

𝐩  و در جهت𝐬  از درجه𝐪 در  برای اطلاعات بیشتر. می باشد

 .مراجعه نمود ]62و52[توان به مراجع می این خصوص

 

2 Wang and et al 
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 مدرجبا مصالح بندی روش ایزوژومتریک فرمول -4

 تابعی

در این بخش ابتدا معادله دیفرانسیل حاکم در مسائل 

، سپس شودمسطح در تئوری الاستیسیته بیان میتنش/کرنش 

بندی روش ایزوژئومتریک در حل مراحل دستیابی به فرمول

 .]27[گرددارائه میتابعی مدرج با مصالح مسائل 

حاکم در مسائل مسطح الاستیک  دیفرانسیل تمعادلا 

 .]27[شوند( تعریف می6و ) (5)مطابق روابط

 

−
𝝏

𝝏𝒙
(𝑪𝟏𝟏

𝝏𝒖

𝝏𝒙
+ 𝑪𝟏𝟐

𝝏𝒗

𝝏𝒚
) −

𝝏

𝝏𝒚
[𝑪𝟔𝟔 (

𝝏𝒖

𝝏𝒚
+
𝝏𝒗

𝝏𝒙
)] = 𝒇𝒙 −

𝝆
𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒕𝟐
(5                                                       )  

 

−
𝝏

𝝏𝒙
[𝑪𝟔𝟔 (

𝝏𝒖

𝝏𝒚
+
𝝏𝒗

𝝏𝒙
)] −

𝝏

𝝏𝒚
(𝑪𝟏𝟐

𝝏𝒖

𝝏𝒙
+ 𝑪𝟐𝟐

𝝏𝒗

𝝏𝒚
) = 

𝒇𝒚 − 𝝆
𝝏𝟐𝒗

𝝏𝒕𝟐
                                                         )6( 

 

که در آن شرایط مرزی طبیعی و مشخصات مصالح مطابق   

 .]27[زیر است

 

𝒕𝒙 = (𝑪𝟏𝟐
𝝏𝒖

𝝏𝒙
+ 𝑪𝟏𝟐

𝝏𝒗

𝝏𝒚
)𝒏𝒙 + 𝑪𝟔𝟔 (

𝝏𝒖

𝝏𝒚
+
𝝏𝒗

𝝏𝒙
)𝒏𝒚        )7(  

 

𝒕𝒚 = 𝑪𝟔𝟔 (
𝝏𝒖

𝝏𝒚
+
𝝏𝒗

𝝏𝒙
)𝒏𝒙 + (𝑪𝟏𝟐

𝝏𝒖

𝝏𝒙
+ 𝑪𝟐𝟐

𝝏𝒗

𝝏𝒚
)𝒏𝒚        )8(  

 

𝑪𝟏𝟏 =
𝑬𝟏

𝟏−𝝁𝟏𝟐𝝁𝟐𝟏
                                                )9( 

 

𝑪𝟐𝟐 =
𝑬𝟐

𝟏−𝝁𝟏𝟐𝝁𝟐𝟏
                                              )10( 

 

𝑪𝟏𝟐 = 𝝁𝟐𝟏𝑪𝟏𝟏 = 𝝁𝟏𝟐𝑪𝟐𝟐                                  )11( 

 

𝑪𝟔𝟔 = 𝑮𝟏𝟐                                                     )12( 

 

 به ]72[با نوشتن شکل ضعیف معادلات دیفرانسیل

 رسیم.( می14( و )13روابط)

 

𝟎 = 𝒉𝒆 ∮ [
𝝏𝒘𝟏

𝝏𝒙
(𝑪𝟏𝟏

𝝏𝒖

𝝏𝒙
+ 𝑪𝟏𝟐

𝝏𝒗

𝝏𝒚
) + 𝑪𝟔𝟔

𝝏𝒘𝟏

𝝏𝒚
(
𝝏𝒖

𝝏𝒚
+

𝜴𝒆
𝝏𝒗

𝝏𝒙
) − 𝒘𝟏𝒇𝒙 + 𝝆𝒘𝟏�̈�] 𝒅𝒙𝒅𝒚 −

𝒉𝒆 ∮ 𝒘𝟏𝒕𝒙𝒅𝜞𝜞𝒆
                                               )13( 

𝟎 = 𝒉𝒆 ∮ [
𝝏𝒘𝟐

𝝏𝒙
𝑪𝟔𝟔 (

𝝏𝒖

𝝏𝒚
+
𝝏𝒗

𝝏𝒙
) +

𝝏𝒘𝟐

𝝏𝒚
(𝑪𝟏𝟐

𝝏𝒖

𝝏𝒙
+

𝜴𝒆

𝑪𝟐𝟐
𝝏𝒗

𝝏𝒚
) − 𝒘𝟐𝒇𝒚 + 𝝆𝒘𝟐�̈�] 𝒅𝒙𝒅𝒚 − 𝒉𝒆 ∮ 𝒘𝟐𝒕𝒚𝒅𝜞𝜞𝒆

 

                                                                    )14( 
 

 دهیم.معادلات بالا را مطابق زیر بسط می

𝟎 = 𝒉𝒆 ∮ [𝑪𝟏𝟏
𝝏𝒘𝟏

𝝏𝒙

𝝏𝒖

𝝏𝒙
+ 𝑪𝟏𝟐

𝝏𝒘𝟏

𝝏𝒙

𝝏𝒗

𝝏𝒚
+𝑪𝟔𝟔

𝝏𝒘𝟏

𝝏𝒚

𝝏𝒖

𝝏𝒚
+

𝜴𝒆

𝑪𝟔𝟔
𝝏𝒘𝟏

𝝏𝒚

𝝏𝒗

𝝏𝒙
−𝒘𝟏𝒇𝒙 + 𝝆𝒘𝟏�̈�] 𝒅𝒙𝒅𝒚 −

𝒉𝒆 ∮ 𝒘𝟏𝒕𝒙𝒅𝜞𝜞𝒆
                                                )15(

   

 

𝟎 = 𝒉𝒆 ∮ [𝑪𝟔𝟔
𝝏𝒘𝟐

𝝏𝒙

𝝏𝒖

𝝏𝒚
+ 𝑪𝟔𝟔

𝝏𝒘𝟐

𝝏𝒙

𝝏𝒗

𝝏𝒙
+𝑪𝟏𝟐

𝝏𝒘𝟐

𝝏𝒚

𝝏𝒖

𝝏𝒙
+

𝜴𝒆

𝑪𝟐𝟐
𝝏𝒘𝟐

𝝏𝒚

𝝏𝒗

𝝏𝒚
−𝒘𝟐𝒇𝒚 + 𝝆𝒘𝟐�̈�] 𝒅𝒙𝒅𝒚 −

𝒉𝒆 ∮ 𝒘𝟐𝒕𝒚𝒅𝜞𝜞𝒆
                                               )16( 

 

 خواهیم رسید. (17)( به رابطه کلی16( و )15با جمع روابط)

𝟎 = 𝒉𝒆 ∮ [𝑪𝟏𝟏
𝝏𝒘𝟏

𝝏𝒙

𝝏𝒖

𝝏𝒙
+ 𝑪𝟏𝟐 (

𝝏𝒘𝟏

𝝏𝒙

𝝏𝒗

𝝏𝒚
+
𝝏𝒘𝟐

𝝏𝒚

𝝏𝒖

𝝏𝒙
) +

𝜴𝒆

𝑪𝟐𝟐
𝝏𝒘𝟐

𝝏𝒚

𝝏𝒗

𝝏𝒚
+ 𝑪𝟔𝟔 (

𝝏𝒘𝟏

𝝏𝒚

𝝏𝒖

𝝏𝒚
+
𝝏𝒘𝟏

𝝏𝒚

𝝏𝒗

𝝏𝒙
+
𝝏𝒘𝟐

𝝏𝒙

𝝏𝒖

𝝏𝒚
+

𝝏𝒘𝟐

𝝏𝒙

𝝏𝒗

𝝏𝒙
)] 𝒅𝒙𝒅𝒚 − 𝒉𝒆 ∮ [𝒘𝟏𝒇𝒙 +𝒘𝟐𝒇𝒚 − 𝝆(𝒘𝟏�̈� +𝜴𝒆

𝒘𝟐�̈�)]𝒅𝒙𝒅𝒚 − 𝒉𝒆 ∮ (𝒘𝟏𝒕𝒙 +𝜞𝒆

𝒘𝟐𝒕𝒚)𝒅𝜞                                                       )17( 

 

( دارای یک قسمت درجه یک و یک قسمت درجه 17رابطه)

 دو مطابق روابط)18( و )19( است.

 

𝑩(𝒖, 𝒗,𝒘𝟏, 𝒘𝟐) = 𝒉𝒆 ∮ [𝑪𝟏𝟏
𝝏𝒘𝟏

𝝏𝒙

𝝏𝒖

𝝏𝒙
+ 𝑪𝟏𝟐 (

𝝏𝒘𝟏

𝝏𝒙

𝝏𝒗

𝝏𝒚
+

𝜴𝒆
𝝏𝒘𝟐

𝝏𝒚

𝝏𝒖

𝝏𝒙
) + 𝑪𝟐𝟐

𝝏𝒘𝟐

𝝏𝒚

𝝏𝒗

𝝏𝒚
+ 𝑪𝟔𝟔 (

𝝏𝒘𝟏

𝝏𝒚

𝝏𝒖

𝝏𝒚
+
𝝏𝒘𝟏

𝝏𝒚

𝝏𝒗

𝝏𝒙
+
𝝏𝒘𝟐

𝝏𝒙

𝝏𝒖

𝝏𝒚
+

𝝏𝒘𝟐

𝝏𝒙

𝝏𝒗

𝝏𝒙
)] 𝒅𝒙𝒅𝒚                                               )18( 

𝒍(𝒘𝟏, 𝒘𝟐) = −𝒉𝒆 ∮ [𝒘𝟏𝒇𝒙 +𝒘𝟐𝒇𝒚 − 𝝆(𝒘𝟏�̈� +𝜴𝒆

𝒘𝟐�̈�)]𝒅𝒙𝒅𝒚 − 𝒉𝒆 ∮ (𝒘𝟏𝒕𝒙 +𝜞𝒆

𝒘𝟐𝒕𝒚)𝒅𝜞                                                       )19( 

 را به شکل زیر تشکیل داد. 𝚷اکنون میتوان تابع 

 

𝜫 =
𝟏

𝟐
 𝑩(𝒖, 𝒗,𝒘𝟏, 𝒘𝟐) − 𝒍(𝒘𝟏, 𝒘𝟐)                )20( 

 
 که در آن:
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𝑩(𝒖, 𝒗, 𝒖, 𝒗) = 𝒉𝒆 ∮ [𝑪𝟏𝟏 (
𝝏𝒖

𝝏𝒙
)
𝟐
+ 𝟐𝑪𝟏𝟐

𝝏𝒖

𝝏𝒙

𝝏𝒗

𝝏𝒚
+

𝜴𝒆

𝑪𝟐𝟐 (
𝝏𝒗

𝝏𝒚
)
𝟐
+ 𝑪𝟔𝟔 ((

𝝏𝒖

𝝏𝒚
)
𝟐
+ 𝟐

𝝏𝒖

𝝏𝒚

𝝏𝒗

𝝏𝒙
+

(
𝝏𝒗

𝝏𝒙
)
𝟐
)]𝒅𝒙𝒅𝒚                                               )21( 

𝒍(𝒖, 𝒗) = −𝒉𝒆 ∮ [𝒖𝒇𝒙 + 𝒗𝒇𝒚 − 𝝆(𝒖�̈� + 𝒗�̈�)]𝒅𝒙𝒅𝒚𝜴𝒆
−

𝒉𝒆 ∮ (𝒖𝒕𝒙 + 𝒗𝒕𝒚)𝒅𝜞𝜞𝒆
                                     )22( 

 
,𝐵(𝑢 جایگذاریبا  𝑣, 𝑢, 𝑣) و 𝒍(𝒖, 𝒗) (به معادله 20در رابطه )

 رسیم.( می23دیفرانسیل)

 

𝜫 = (𝒖(𝒙, 𝒚), 𝒗(𝒙, 𝒚)) =
𝟏

𝟐
𝒉𝒆 ∮ [𝑪𝟏𝟏 (

𝝏𝒖

𝝏𝒙
)
𝟐
+

𝜴𝒆

𝟐𝑪𝟏𝟐
𝝏𝒖

𝝏𝒙

𝝏𝒗

𝝏𝒚
+ 𝑪𝟐𝟐 (

𝝏𝒗

𝝏𝒚
)
𝟐
+ 𝑪𝟔𝟔 ((

𝝏𝒖

𝝏𝒚
)
𝟐
+ 𝟐

𝝏𝒖

𝝏𝒚

𝝏𝒗

𝝏𝒙
+

(
𝝏𝒗

𝝏𝒙
)
𝟐
)]𝒅𝒙𝒅𝒚 + 𝒉𝒆 ∮ [𝒖𝒇𝒙 + 𝒗𝒇𝒚 − 𝝆(𝒖�̈� +𝜴𝒆

𝒗�̈�)]𝒅𝒙𝒅𝒚 + 𝒉𝒆 ∮ (𝒖𝒕𝒙 + 𝒗𝒕𝒚)𝒅𝜞𝜞𝒆
              )23(  

 
گیری روی مرزها و از برای انتگرال Γدر این رابطه از پارامتر 

 گیری روی سطوح استفاده شده است.برای انتگرال Ωپارامتر 

را بر حسب  vو  uدو مجهول و  x  ،yمختصات ( 23در رابطه)

  .]29و28[دهیمتوابع پایه بی اسپیلان بسط می

 
𝑿(𝒓, 𝒔) = ∑ ∑ 𝑵𝒊,𝒑(𝒓) 𝑵𝒋,𝒒(𝒔) 𝑿𝒊,𝒋

𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎   =

∑ ∑ 𝑹𝒊,𝒋
𝒑,𝒒(𝒓, 𝒔)𝑿𝒊,𝒋

𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎   (24                               )
𝒀(𝒓, 𝒔) = ∑ ∑ 𝑵𝒊,𝒑(𝒓) 𝑵𝒋,𝒒(𝒔) 𝒀𝒊,𝒋 =

𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎

∑ ∑ 𝑹𝒊,𝒋
𝒑,𝒒
(𝒓, 𝒔) 𝒀𝒊,𝒋

𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎                                  )25( 
𝑼(𝒓, 𝒔) = ∑ ∑ 𝑵𝒊,𝒑(𝒓) 𝑵𝒋,𝒒(𝒔) 𝑼𝒊,𝒋 =

𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎

∑ ∑ 𝑹𝒊,𝒋
𝒑,𝒒
(𝒓, 𝒔) 𝑼𝒊,𝒋

𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎                                   )26( 
𝑽(𝒓, 𝒔) = ∑ ∑ 𝑵𝒊,𝒑(𝒓) 𝑵𝒋,𝒒(𝒔) 𝑽𝒊,𝒋 =

𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎

∑ ∑ 𝑹𝒊,𝒋
𝒑,𝒒
(𝒓, 𝒔) 𝑽𝒊,𝒋

𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎                                    )27(  

 
جهت تعریف مشخصات مصالح بر اساس توابع پایه بی  

 .]29و28[دهیماسپیلاین مطابق زیر آنها را گسترش می

 
�̅�𝟏(𝒓, 𝒔) = ∑ ∑ 𝑵𝒊,𝒑(𝒓)𝑵𝒋,𝒒(𝒔) 𝑬𝒊,𝒋

𝟏𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎 =

∑ ∑ 𝑹𝒊,𝒋
𝒑,𝒒
(𝒓, 𝒔) 𝑬𝒊,𝒋

𝟏𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎                                     )28( 
�̅�𝟐(𝒓, 𝒔) = ∑ ∑ 𝑵𝒊,𝒑(𝒓)𝑵𝒋,𝒒(𝒔) 𝑬𝒊,𝒋

𝟐𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎 =

∑ ∑ 𝑹𝒊,𝒋
𝒑,𝒒
(𝒓, 𝒔) 𝑬𝒊,𝒋

𝟐𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎                                      )29(
�̅�𝟏𝟐(𝒓, 𝒔) = ∑ ∑ 𝑵𝒊,𝒑(𝒓)𝑵𝒋,𝒒(𝒔) 𝝂𝒊,𝒋

𝟏𝟐𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎 =

∑ ∑ 𝑹𝒊,𝒋
𝒑,𝒒
(𝒓, 𝒔) 𝝂𝒊,𝒋

𝟏𝟐𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎                                    )30( 

�̅�𝟐𝟏(𝒓, 𝒔) = ∑ ∑ 𝑵𝒊,𝒑(𝒓)𝑵𝒋,𝒒(𝒔) 𝝂𝒊,𝒋
𝟐𝟏𝒎

𝒋=𝟎
𝒏
𝒊=𝟎 =

∑ ∑ 𝑹𝒊,𝒋
𝒑,𝒒
(𝒓, 𝒔) 𝝂𝒊,𝒋

𝟐𝟏𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎 (31                                   )

�̅�𝟏𝟏(𝒓, 𝒔) =
�̅�𝟏(𝒓,𝒔)

𝟏−�̅�𝟏𝟐(𝒓,𝒔) �̅�𝟐𝟏(𝒓,𝒔)
 (32)                                       

�̅�𝟐𝟐(𝒓, 𝒔) =
�̅�𝟐(𝒓,𝒔)

𝟏−�̅�𝟏𝟐(𝒓,𝒔) �̅�𝟐𝟏(𝒓,𝒔)
                             )33(

�̅�𝟏𝟐(𝒓, 𝒔) = �̅�𝟐𝟏(𝒓, 𝒔) �̅�𝟏𝟏(𝒓, 𝒔) =

�̅�𝟏𝟐(𝒓, 𝒔) �̅�𝟐𝟐(𝒓, 𝒔)                                              )34(

�̅�𝟔𝟔(𝒓, 𝒔) =
𝟎.𝟓 �̅�𝟏(𝒓,𝒔)

𝟏+�̅�𝟏𝟐(𝒓,𝒔) 
                                               )35( 

 
در فضای  𝑠و  𝑟( به 23در رابطه ) 𝑦و  𝑥جهت نگاشت از فضای 

 .کنیمرا محاسبه میزیر اسپیلاین ژاکوبین بی

 
𝒅𝒙𝒅𝒚 = �̅�𝒅𝒓𝒅𝒔                                                   )36(

�̅� = �̅�(𝒓, 𝒔) = |

𝝏𝑿(𝒓,𝒔)

𝝏𝒓

𝝏𝒀(𝒓,𝒔)

𝝏𝒓
𝝏𝑿(𝒓,𝒔)

𝝏𝒔

𝝏𝒀(𝒓,𝒔)

𝝏𝒔

| = |
𝑱𝒙𝒓 𝑱𝒚𝒓
𝑱𝒙𝒔 𝑱𝒚𝒔

|  )37(  

داریم،  𝑣و  𝑢به نسبت ( نیاز به داشتن مشتقات 23در رابطه)

 .]29و28[رسیم( می27و26با انجام نماد سازی زیر به روابط)

𝝓𝒙𝒓 = 𝝓𝒙𝒓(𝒓, 𝒔) =
𝑱𝒙𝒓

�̅�
                                         )38( 

𝝓𝒙𝒔 = 𝝓𝒙𝒔(𝒓, 𝒔) =
𝑱𝒙𝒔

�̅�
                                )39(

𝝓𝒚𝒓 = 𝝓𝒚𝒓(𝒓, 𝒔) =
𝑱𝒚𝒓

�̅�
(40    )                             

𝝓𝒚𝒔 = 𝝓𝒚𝒔(𝒓, 𝒔) =
𝑱𝒚𝒔

�̅�
(41                                )

𝛘𝐢,𝐣
(𝟏)
= 𝛟𝐲𝐬

𝛛𝐑𝐢,𝐣
𝐩,𝐪
(𝐫,𝐬)

𝛛𝐫
−𝛟𝐲𝐫

𝛛𝐑𝐢,𝐣
𝐩,𝐪
(𝐫,𝐬)

𝛛𝐬
                     )42(

𝛘𝐢,𝐣
(𝟐)
= −𝛟𝐱𝐬

𝛛𝐑𝐢,𝐣
𝐩,𝐪
(𝐫,𝐬)

𝛛𝐫
+𝛟𝐱𝐫

𝛛𝐑𝐢,𝐣
𝐩,𝐪
(𝐫,𝐬)

𝛛𝐬
                   )43( 

𝝏𝜫(𝑼𝒊𝒋,𝑽𝒊𝒋)

𝝏𝑼𝒊𝒋
= 𝒉𝒆 ∫ ∫ [∑ ∑ (�̅�𝟏𝟏 𝝌𝜶

(𝟏) 𝝌𝜷
(𝟏) +𝒎

𝒋=𝟎
𝒏
𝒊=𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

�̅�𝟔𝟔 𝝌𝜶
(𝟐) 𝝌𝜷

(𝟐))𝑼𝒊𝒋 + ∑ ∑ (�̅�𝟏𝟐 𝝌𝜶
(𝟏) 𝝌𝜷

(𝟐) +𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎

�̅�𝟔𝟔 𝝌𝜶
(𝟐) 𝝌𝜷

(𝟏))𝑽𝒊𝒋] �̅�𝒅𝒓𝒅𝒔 +

𝒉𝒆 ∫ ∫ (𝝏𝑹𝒊,𝒋
𝒑,𝒒
(𝒓, 𝒔)�̅�𝒙) �̅�𝒅𝒓𝒅𝒔

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎
                          )44( 

𝝏𝜫(𝑼𝒊𝒋,𝑽𝒊𝒋)

𝝏𝑽𝒊𝒋
= 𝒉𝒆 ∫ ∫ [∑ ∑ (�̅�𝟏𝟐 𝝌𝜶

(𝟐) 𝝌𝜷
(𝟏) +𝒎

𝒋=𝟎
𝒏
𝒊=𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

�̅�𝟔𝟔 𝝌𝜶
(𝟏) 𝝌𝜷

(𝟐))𝑼𝒊𝒋 + ∑ ∑ (�̅�𝟐𝟐 𝝌𝜶
(𝟐) 𝝌𝜷

(𝟐) +𝒎
𝒋=𝟎

𝒏
𝒊=𝟎

�̅�𝟔𝟔 𝝌𝜶
(𝟏) 𝝌𝜷

(𝟏))𝑽𝒊𝒋] �̅�𝒅𝒓𝒅𝒔 +

𝒉𝒆 ∫ ∫ (𝝏𝑹𝒊,𝒋
𝒑,𝒒
(𝒓, 𝒔)�̅�𝒚) �̅�𝒅𝒓𝒅𝒔

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎
                          )45( 

نقاط  سومتوان مختصات ( می46با حل دستگاه معادلات)

   های مسئله محاسبه نمود.کنترلی را برای تولید رویه جواب
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[
𝑲𝜶𝜷
(𝟏)𝒖 𝑲𝜶𝜷

(𝟏)𝒗

𝑲𝜶𝜷
(𝟐)𝒖 𝑲𝜶𝜷

(𝟐)𝒗
]

{
 
 

 
 
𝑼𝟎
⋮
𝑼𝜶
𝑽𝟎
⋮
𝑽𝜷}
 
 

 
 

=

{
 
 

 
 
𝑭𝟎
𝒖

⋮
𝑭𝜶
𝒖

𝑭𝟎
𝒗

⋮
𝑭𝜷
𝒗
}
 
 

 
 

+

{
 
 

 
 
𝑸𝟎
𝒖

⋮
𝑸𝜶
𝒖

𝑸𝟎
𝒗

⋮
𝑸𝜷
𝒗
}
 
 

 
 

   )46( 

 
 که در آن:

{
𝜶 = 𝟎, 𝟏, … , (𝒏 + 𝟏)(𝒎 + 𝟏) − 𝟏
𝜷 = 𝟎, 𝟏,… , (𝒏 + 𝟏)(𝒎 + 𝟏) − 𝟏

  

 
ها و بردار تغییرمکان [𝑈]ماتریس ضرایب،  [𝐾](، 46در رابطه)

 [𝐹]،[𝑄] بردار نیروها است و به صورت زیر تعریف می-

 .]29و82[شود

 

𝑲𝜶𝜷
(𝟏)𝒖 = 𝒉𝒆 ∫ ∫ (�̅�𝟏𝟏 𝝌𝜶

(𝟏) 𝝌𝜷
(𝟏) +

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

�̅�𝟔𝟔 𝝌𝜶
(𝟐) 𝝌𝜷

(𝟐)) �̅�𝒅𝒓𝒅𝒔 (47                                          )

𝑲𝜶𝜷
(𝟏)𝒗 = 𝒉𝒆 ∫ ∫ (�̅�𝟏𝟐 𝝌𝜶

(𝟏) 𝝌𝜷
(𝟐) +

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

�̅�𝟔𝟔 𝝌𝜶
(𝟐) 𝝌𝜷

(𝟏)) �̅�𝒅𝒓𝒅𝒔 (48)                                        

𝑲𝜶𝜷
(𝟐)𝒖 = 𝒉𝒆 ∫ ∫ (�̅�𝟏𝟐 𝝌𝜶

(𝟐) 𝝌𝜷
(𝟏) +

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

�̅�𝟔𝟔 𝝌𝜶
(𝟏) 𝝌𝜷

(𝟐)) �̅�𝒅𝒓𝒅𝒔                                         )49(

𝑲𝜶𝜷
(𝟐)𝒗 = 𝒉𝒆 ∫ ∫ (�̅�𝟐𝟐 𝝌𝜶

(𝟐) 𝝌𝜷
(𝟐) +

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

�̅�𝟔𝟔 𝝌𝜶
(𝟏) 𝝌𝜷

(𝟏)) �̅�𝒅𝒓𝒅𝒔                                         )50( 

𝑭𝜶
𝒖 = 𝒉𝒆 ∫ ∫ (𝑹𝒊,𝒋

𝒑,𝒒
(𝒓, 𝒔)�̅�𝒙) �̅�𝒅𝒓𝒅𝒔

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎
                  )51( 

𝑭𝜷
𝒗 = 𝒉𝒆 ∫ ∫ (𝑹𝒊,𝒋

𝒑,𝒒
(𝒓, 𝒔)�̅�𝒚) �̅�𝒅𝒓𝒅𝒔

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎
                  )52( 

 
( با استفاده از 46) دستگاه معادلاتدی جهت حل انتگرال عد

 نقاط گوس، نیاز به محاسبه ژاکوبین دوم به صورت زیر داریم.

 

𝑱 = [

𝝏𝒓

𝝏𝝃

𝝏𝒔

𝝏𝝃

𝝏𝒓

𝝏𝜼

𝝏𝒔

𝝏𝜼

]                                               )53(  

 

مصالح  باتنش بهبود یافته در مسائل محاسبه  -5

 مدرج تابعی به روش ایزوژومتریک
گونه که عنوان شد خطا بخشی ناگریز در هر یک از همان

به  1992. در سال رودهای عددی به شمار میانواع تحلیل

روشی را بر پایه نقاط  1کمک  اجزای محدود زینکویچ و زو

جهت برآورد تنش بازیافتی نوآوری نمودند که در  2همگرافرا

                                                       
1 Zienkiewicz and Zhu  
2 Superconvergent Pach Recovery (SPR)  

نقاط  رآن تنش به دست آمده از تحلیل تقریبی نسبت به سای

حسنی  2009در سال  .]30[از دقت بیشتری برخوردار است

و همکاران به کمک روشی مبتنی بر نقاط فراهمگرا به برآورد 

. ]28[خطا در مسائل همگن با تحلیل ایزوژئومتریک پرداختند

در این روش میدان تنش بهبود یافته برای هر مولفه تنش در 

د. شوگرفته میهر ناحیه به صورت یک سطح فرضی در نظر 

این سطح فرضی از توابع شکل بی اسپیلاینی که در روش 

ند، اجایی استفاده شدهایزوژئومتریک برای محاسبه توابع جابه

ود شآید. یک سطح بی اسپیلاین زمانی ایجاد میبه دست می

نقاط کنترلی آن مشخص باشد. با   zو  x ،yکه مختصات 

جهت مدلسازی شکل  هر نقطه کنترلی yو   xتعریف مختصات

هندسی تنها مولفه مجهول جهت تعیین سطح بهبود یافته 

 zباشد. محاسبه مختصات نقاط کنترلی می zتنش، مولفه 

نقاط کنترلی به نحوی است که سطح تنش جدید به دست 

آمده نسبت به سطح تنش قبلی که از تحلیل ایزوژئومتریک 

ود. شیحاصل شده به یک سطح تنش بهبود یافته تبدیل م

برای این کار از کمینه کردن فاصله بین تنش بهبود یافته و 

سطح تنش به دست آمده از حل ایزوژئومتریک در نقاط گوسی 

کنیم. با کاربرد روش کمترین مجموع مربعات، استفاده می

سطح تنش بهبود یافته برگرفته از ویژگی نقاط گوسی است 

قاط سبت به دیگر نها تنش حاصل از تحلیل تقریبی نکه در آن

باشد. در این نقاط مرتبه از دقت بیشتری برخوردار می

همگرایی شیب یک تابع، یک مرتبه از مقداری که از تقریب 

ت. به رود، بالاتر استابع شکل وابسته به حل تقریبی انتظار می

نامند که نخستین بار همین دلیل این نقاط را فراهمگرا می

 . ]31[مطرح گردید 2005در سال  زینکویچتوسط 

بسط دادن روش ایزوژئومتریک  ازدر اینجا برای اولین بار 

شود. روی مسائل مدرج تابعی جهت برآورد خطا استفاده می

 ∗σهای بردار تنش با اگر سطح تنش بهینه هر یک از مولفه

 وانتنشان داد شود، با توجه به توابع شکل بی اسپیلاین می

( 56( الی )54به صورت رابطه)این سطح را داخل هر ناحیه 

 .بیان کرد
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𝜎∗𝑥 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞−1(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖−𝑝,𝑗(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝−1,𝑗(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖,𝑗(𝑟, 𝑠) ]

 
 
 
 
 
 
 
𝑇

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑃𝑥 𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝑟, 𝑠)

𝑃𝑥 𝑖−𝑝,𝑗−𝑞−1(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑃𝑥 𝑖−𝑝,𝑗(𝑟, 𝑠)

𝑃𝑥 𝑖−𝑝−1,𝑗(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑃𝑥 𝑖,𝑗(𝑟, 𝑠) ]

 
 
 
 
 
 
 

  )54( 

𝜎∗𝑦 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞−1(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖−𝑝,𝑗(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝−1,𝑗(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖,𝑗(𝑟, 𝑠) ]

 
 
 
 
 
 
 
𝑇

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑃𝑦 𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝑟, 𝑠)

𝑃𝑦 𝑖−𝑝,𝑗−𝑞−1(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑃𝑦 𝑖−𝑝,𝑗(𝑟, 𝑠)

𝑃𝑦 𝑖−𝑝−1,𝑗(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑃𝑦 𝑖,𝑗(𝑟, 𝑠) ]

 
 
 
 
 
 
 

 )55( 

𝜎∗𝑥𝑦 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞−1(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖−𝑝,𝑗(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝−1,𝑗(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖,𝑗(𝑟, 𝑠) ]

 
 
 
 
 
 
 
𝑇

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑃𝑥𝑦 𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝑟, 𝑠)

𝑃𝑥𝑦 𝑖−𝑝,𝑗−𝑞−1(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑃𝑥𝑦 𝑖−𝑝,𝑗(𝑟, 𝑠)

𝑃𝑥𝑦 𝑖−𝑝−1,𝑗(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑃𝑥𝑦 𝑖,𝑗(𝑟, 𝑠) ]

 
 
 
 
 
 
 

  )56( 

سطح  𝐲  ،𝐬و  𝐱شمارنده نقاط کنترلی در جهت  𝐣و  𝐢که در آن 

مختصات نقاط کنترلی  𝐏( و 4بی اسپیلاین مطابق رابطه)

ل باشد. تنها عامل مجهووابسته به صفحه تنش بهبود یافته می

جهت محاسبه سطح تنش بهبود یافته، مختصات سوم نقاط 

کنترلی، جهت محاسبه هر یک از مقادیر تنش است. برای 

اشاره  به آنتعیین این مقادیر همانگونه که در ابتدای این بخش 

 شود.( بیان می57به صورت رابطه ) G(P)شد تابع 

𝑮(𝑷) = ∑ ∑ (𝝈∗ −
𝑘𝑥
𝑖=1

𝑘𝑦
𝑗=1

[

�̅�11(𝑟, 𝑠) �̅�12(𝑟, 𝑠) 0

�̅�21(𝑟, 𝑠) �̅�22(𝑟, 𝑠) 0

0 0 �̅�66(𝑟, 𝑠)

] {

𝜀�̅�𝑥(𝑟, 𝑠)
𝜀�̅�𝑦(𝑟, 𝑠)

2𝜀�̅�𝑦(𝑟, 𝑠)
})

2

 )57(

                                                                    
 به ترتیب تعداد نقاط گوس در راستای 𝑘𝑦 و 𝑘𝑥 (57) در رابطه

x  وy باشد همچنین:می 
 

𝜀�̅�𝑗
𝑥𝑥(𝑟, 𝑠) =

𝜕(∑ ∑ 𝑁𝑖,𝑝
𝑚
𝑗=0

𝑛
𝑖=0 (𝑟)𝑁𝑗,𝑞(𝑠)𝑈𝑖𝑗)

𝜕𝑥
=
𝐽𝑦𝑠

𝐽̅
𝐽𝑢𝑟 −

𝐽𝑦𝑟

𝐽̅
𝐽𝑢𝑠 =

(𝐽𝑦𝑠𝐽𝑢𝑟−𝐽𝑦𝑟𝐽𝑢𝑠)

𝐽̅
                                  )58( 

𝜀�̅�𝑗
𝑦𝑦(𝑟, 𝑠) =

𝜕(∑ ∑ 𝑁𝑖,𝑝
𝑚
𝑗=0

𝑛
𝑖=0 (𝑟)𝑁𝑗,𝑞(𝑠)𝑉𝑖𝑗)

𝜕𝑦
=
−𝐽𝑥𝑠

𝐽̅
𝐽𝑣𝑟 +

𝐽𝑥𝑟

𝐽̅
𝐽𝑣𝑠 =

(𝐽𝑥𝑠𝐽𝑣𝑟−𝐽𝑥𝑟𝐽𝑣𝑠)

𝐽̅
                                       )59( 

2𝜀�̅�𝑗
𝑥𝑦(𝑟, 𝑠) =

𝜕(∑ ∑ 𝑁𝑖,𝑝
𝑚
𝑗=0

𝑛
𝑖=0 (𝑟)𝑁𝑗,𝑞(𝑠)𝑈𝑖𝑗)

𝜕𝑦
+

𝜕(∑ ∑ 𝑁𝑖,𝑝
𝑚
𝑗=0

𝑛
𝑖=0 (𝑟)𝑁𝑗,𝑞(𝑠)𝑉𝑖𝑗)

𝜕𝑦
=
−𝐽𝑥𝑠

𝐽̅
𝐽𝑢𝑟 +

𝐽𝑥𝑟

𝐽̅
𝐽𝑢𝑠 +

𝐽𝑦𝑠

𝐽̅
𝐽𝑣𝑟 −

𝐽𝑦𝑟

𝐽̅
𝐽𝑣𝑠 = 

(−𝐽𝑥𝑠𝐽𝑢𝑟+𝐽𝑥𝑟𝐽𝑢𝑠+𝐽𝑦𝑠𝐽𝑣𝑟−𝐽𝑦𝑟𝐽𝑣𝑠)         

𝐽 ̅
                    )60(  

Jxr  ،Jxs  ،Jyr  ،Jys شود ومحاسبه می( 37ه )از روابط  

𝐽𝑢𝑟 =
𝜕𝑈(𝑟,𝑠)

𝜕𝑟
= ∑ ∑

𝜕𝑅𝑖,𝑗
𝑝.𝑞
(𝑟,𝑠)

𝜕𝑟

𝑚
𝑗=0

𝑛
𝑖=0  𝑈𝑖,𝑗          )61( 

𝐽𝑢𝑠 =
𝜕𝑈(𝑟,𝑠)

𝜕𝑠
= ∑ ∑

𝜕𝑅𝑖,𝑗
𝑝.𝑞
(𝑟,𝑠)

𝜕𝑠

𝑚
𝑗=0

𝑛
𝑖=0  𝑈𝑖,𝑗          )62( 

𝐽𝑣𝑟 =
𝜕𝑉(𝑟,𝑠)

𝜕𝑟
= ∑ ∑

𝜕𝑅𝑖,𝑗
𝑝.𝑞
(𝑟,𝑠)

𝜕𝑟

𝑚
𝑗=0

𝑛
𝑖=0  𝑉𝑖,𝑗           )63( 

𝐽𝑣𝑠 =
𝜕𝑉(𝑟,𝑠)

𝜕𝑠
= ∑ ∑

𝜕𝑅𝑖,𝑗
𝑝.𝑞
(𝑟,𝑠)

𝜕𝑠

𝑚
𝑗=0

𝑛
𝑖=0  𝑉𝑖,𝑗           )64( 

 

( حاصل شده 46از حل دستگاه معادلات) 𝑽𝒊,𝒋و  𝑼𝒊,𝒋مقادیر 

است، و ماتریس خواص مصالح بر اساس توابع پایه بی اسپیلاین 

 گردد.( تعریف می35( الی )28مطابق روابط )

نسبت به مولفه سوم نقاط کنترلی  G(P) گیری از تابعبا مشتق

برابر صفر قرار دادن آن، مختصات نقاط کنترلی صفحه تنش و 

 .دآیهای تنش به دست میبهبود یافته برای هر یک از مولفه

 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑃𝑥 𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝑟, 𝑠)

𝑃𝑥 𝑖−𝑝,𝑗−𝑞−1(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑃𝑥 𝑖−𝑝,𝑗(𝑟, 𝑠)

𝑃𝑥 𝑖−𝑝−1,𝑗(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑃𝑥 𝑖,𝑗(𝑟, 𝑠) ]

 
 
 
 
 
 
 

=

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞−1(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖−𝑝,𝑗(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝−1,𝑗(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖,𝑗(𝑟, 𝑠) ]

 
 
 
 
 
 
 
𝑇

∗

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞−1(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖−𝑝,𝑗(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝−1,𝑗(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖,𝑗(𝑟, 𝑠) ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

−1

∗

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞−1(𝑟, 𝑠)

⋮

𝑆𝑖−𝑝,𝑗(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝−1,𝑗(𝑟, 𝑠)

⋮

𝑆𝑖,𝑗(𝑟, 𝑠) ]
 
 
 
 
 
 
 

∗

[(�̅�11(𝑟, 𝑠) ∗ �̅�𝑥𝑥(𝑟, 𝑠) + �̅�12(𝑟, 𝑠) ∗

�̅�𝑦𝑦(𝑟, 𝑠))]                                             )65( 
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[
 
 
 
 
 
 
 
𝑃𝑦 𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝑟, 𝑠)

𝑃𝑦 𝑖−𝑝,𝑗−𝑞−1(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑃𝑦 𝑖−𝑝,𝑗(𝑟, 𝑠)

𝑃𝑦 𝑖−𝑝−1,𝑗(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑃𝑦 𝑖,𝑗(𝑟, 𝑠) ]

 
 
 
 
 
 
 

=

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞−1(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖−𝑝,𝑗(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝−1,𝑗(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖,𝑗(𝑟, 𝑠) ]

 
 
 
 
 
 
 
𝑇

∗

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞−1(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖−𝑝,𝑗(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝−1,𝑗(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖,𝑗(𝑟, 𝑠) ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

−1

∗

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞−1(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖−𝑝,𝑗(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝−1,𝑗(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖,𝑗(𝑟, 𝑠) ]

 
 
 
 
 
 
 

∗

[(�̅�21(𝑟, 𝑠) ∗ 𝜀�̅�𝑥(𝑟, 𝑠) + �̅�22(𝑟, 𝑠) ∗

𝜀�̅�𝑦(𝑟, 𝑠))]                                             )66( 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑃𝑥𝑦 𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝑟, 𝑠)

𝑃𝑥𝑦 𝑖−𝑝,𝑗−𝑞−1(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑃𝑥𝑦 𝑖−𝑝,𝑗(𝑟, 𝑠)

𝑃𝑥𝑦 𝑖−𝑝−1,𝑗(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑃𝑥𝑦 𝑖,𝑗(𝑟, 𝑠) ]

 
 
 
 
 
 
 

=

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞−1(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖−𝑝,𝑗(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝−1,𝑗(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖,𝑗(𝑟, 𝑠) ]

 
 
 
 
 
 
 
𝑇

∗

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞−1(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖−𝑝,𝑗(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝−1,𝑗(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖,𝑗(𝑟, 𝑠) ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

−1

∗

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝,𝑗−𝑞−1(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖−𝑝,𝑗(𝑟, 𝑠)

𝑆𝑖−𝑝−1,𝑗(𝑟, 𝑠)

⋮
𝑆𝑖,𝑗(𝑟, 𝑠) ]

 
 
 
 
 
 
 

∗

[(�̅�66(𝑟, 𝑠) ∗ 𝜀�̅�𝑦(𝑟, 𝑠))]                             )67( 

 
شود این میدان مولفه تنش نسبت به در ادامه نشان داده می

-یتر است و مسطح تنش حاصل از تحلیل ایزوژئومتریک دقیق

تواند به عنوان یک برآورد کننده خطا برای تحلیل مسائل با 

 . مصالح مدرج تابعی به کار رود

 معیار بیان خطا -6
در حالت کلی، خطا عبارت است از اختلاف بین حل دقیق و 

 های عددی بدست آمده است.ی از روشحل تقریبی که به یک

توان از اما به دلیل عدم دسترسی به میدان تنش واقعی می

                                                       
1 Refinement  

میدان تنش اصلاح شده استفاده کرد که این میدان تنش جدید 

توسط یکی از روشهای بازیافت تنش که به آن اشاره شد به 

 از آنجا که ممکن است این مقدار محاسبه شدهآید. دست می

برای درک بهتر خطا از  عددی، کوچکتر از صفر باشد،ز نظر ا

ترین معیارهای بیان خطا خطای انرژی که یکی از معروف معیار

نرم خطا برای یک مسئله . ]31[شوداستفاده میاست 

-بیان می( 71الی )( 68ابط )والاستیسیته خطی توسط ر

 .]26[شود

 

‖𝑒‖ = [∫ (𝒖 − 𝒖ℎ)
𝑇𝑳(𝒖 − 𝒖ℎ)𝑑𝛺𝛺

]

1

2 (68 )            

‖𝑒‖ = [∫ (𝜺 − 𝜺ℎ)
𝑇𝑫(𝜺 − 𝜺ℎ)𝑑𝛺𝛺

]

1

2 (69              )

‖𝑒‖ = [∫ (𝜺 − 𝜺ℎ)
𝑇(𝝈 − 𝝈ℎ)𝑑𝛺𝛺

]

1

2 (70            )

‖𝑒‖ = [∫ (𝝈 − 𝝈ℎ)
𝑇𝑫−1(𝝈 − 𝝈ℎ)𝑑𝛺𝛺

]

1

2  (71)        

له یک مسئ در خطای انرژی دقیق و تقریبینرم به طور مشابه 

 .نمودتوسط روابط زیر بیان را میتوان الاستیسیته خطی 

 

‖ 𝑒𝑒𝑥𝑎 ‖ = [∫ (𝝈𝒆𝒙𝒂 − 𝝈𝑖𝑠𝑜)
𝑇𝑫−1(𝝈𝒆𝒙𝒂 −𝛺

𝝈𝑖𝑠𝑜)𝑑𝛺]

1

2 (72)                                                           

‖ 𝑒𝑎𝑝𝑝 ‖ = [∫ (𝝈𝒊𝒔𝒐 − 𝝈𝑟𝑒𝑐)
𝑇𝑫−1(𝝈𝒊𝒔𝒐 −𝛺

𝝈𝑟𝑒𝑐)𝑑𝛺]

1

2 (73)                                                      

 
با داشتن حل دقیق مسئله  (σexa) ، تنش دقیقکه در آن

 شود، در خصوص محاسبه تنش ایزوژئومتریکمیمحاسبه 
(σiso) تنش بهبود یافته ، (σrec)  و ماتریس خواص مصالح
(𝑫) های قبل داده شد.توضیحات لازم در قسمت 

 1اصلاح وفقی -7
از آنجا که هدف کلی از تخمین خطا استفاده از آن برای بهبود 

رو استفاده از روشهایی که بر اساس باشد، از این دقت حل می

دهد مورد میمیزان خطا را کاهش  و ،برآورد خطای انجام شده

ها، حل تطبیقی یا به این نوع روش توجه محققین بوده است.

شود. برای این کار از بهبود شبکه المانها یا سازگاری گفته می
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افزایش درجه توابع شکل و یا ترکیب آنها در اجزای محدود که 

شود استفاده نامیده می 3hpو  2pو  1h به ترتیب اصلاح شبکه

گردد. روش دیگری در اجزای محدود که در دسته اصلاح می

باشد. در این می 4r گیرد روش به اصطلاحقرار می hشبکه 

ماند اما مکان آنها با توجه به توزیع ها ثابت میرویکرد تعداد گره

کند. لازم به ذکر است روش اصلاح خطای برآورد شده تغییر می

r  در اجزای محدود از محبوبیت کمتری برخوردار است. دلیل

آن این است که جدای از احتمال در هم تنیدگی المانها در 

د. به باشجایی، کنترل مناسبی بر تغییرات خطا نمیزمان جابه

عبارت دیگر با کاهش میزان خطا در یک مکان خطای بقیه 

-به همین دلیل در اجزای محدود محبوب کند.میدامنه تغییر 

-ترین روش برای تظریف تطبیقی استفاده از همان روش غنی

شبکه است که از لحاظ محاسباتی پر هزینه است. از  5سازی

های بدون شبکه از جمله روش ایزوژئومتریک آنجا که در روش

میرزاخانی و  بندی وجود ندارددر فضای پارامتری آن المان

، این روش را بر  r با ایده گرفتن از روش اصلاح ]19[ارانهمک

پایه استفاده از گرادیان حرارتی برای بهبود شبکه نقاط کنترلی 

در تحلیل ایزوژئومتریک که به خوبی با مبانی این روش 

مطابقت دارد پیشنهاد نمودند. در این مطالعه از این روش در 

برآورد شده مثالهای حل شده جهت کاهش میزان خطای 

ش ایزشود. ویژگی بارز استفاده از این روش عدم افاستفاده می

حجم محاسبات به دلیل اضافه نشدن نقاط کنترلی و امکان 

بهبود شبکه نقاط کنترلی در چندین تلاش بر اساس هر بار 

در این روش حوزه همسایگی هر نقطه  باشد.برآورد خطا می

ایی فرضی هه وسیله میلهکنترلی شناسایی و هر نقطه کنترلی ب

شود که در همسایگی آن قرار دارد. برای به نقاطی متصل می

شود. استفاده می 6نقاط همسایه از دیاگرام ورونویاین یافتن 

-دیاگرام ورونوی شکل محدبی است که از تقاطع عمودمنصف

ها به وسیله شود. گرهها حاصل میخط بین گرههای وارد بر پاره

که از روش  متصل و خطاهایی به یکدیگر یااعضای سازه

ر یابد، دین زده شده به اعضا اختصاص میبازیافت تنش تخم

با خطای بیشتر قرار دارند   نواحی در این حالت اعضایی که

شوند. برای هر عضو اختلاف حرارتی بیشتری را متحمل می

 .( داریم74مطابق رابطه)

 

                                                       
1  H-Refinement 

2  P-Refinement 

3  HP-Refinement 

𝛿 = 𝐿 ∗ 𝛼 ∗ ∆𝑇                                                 )74( 

 
ضریب  𝜶طول اولیه عضو،  𝐋، عضوتغییر طول  𝜹که در آن، 

( 75باشد. در رابطه)اختلاف حرارت می 𝑻∆انتقال حرارت و 

 شود.تغییر طول اعضای فرضی به نیرو تبدیل می

 

 𝜹 =
𝑭𝑳

𝑬𝑨
                                                              )75( 

  
𝜹  ،تغییر طول عضو𝐅  ،)نیروی حاصل از اختلاف حرارت)خطا

𝐋  ،طول اولیه عضو𝐄  ،ضریب الاستیسیته𝐀 سطح مقطع عضو 

از طرفی چون نیروی به وجود آمده در مختصات محلی است 

 شود.با نگاشت زیر در مختصات کلی تعریف می

 

[
 
 
 
𝐹𝑥𝑎
𝐹𝑦𝑎
𝐹𝑥𝑏
𝐹𝑦𝑏]
 
 
 
= [

𝑐𝑜𝑠 𝜃
𝑠𝑖𝑛 𝜃
0
0

−𝑠𝑖𝑛 𝜃
𝑐𝑜𝑠 𝜃
0
0

0
0

𝑐𝑜𝑠 𝜃
𝑠𝑖𝑛 𝜃

0
0

−𝑠𝑖𝑛 𝜃
𝑐𝑜𝑠 𝜃

]

[
 
 
 
 
𝐹𝑥𝑎́

𝐹𝑦𝑎́

𝐹𝑥𝑏́

𝐹𝑦𝑏́ ]
 
 
 
 

  

(76 )                                                                  

 
سازه متشکل از نقاط کنترلی و اعضای متصل کننده فرضی را 

-تحت نیروهای حاصل از گرادیان حرارتی تحلیل کرده و جابه

ها را برای انجام مجدد تحلیل ایزوژئومتریک در نقاط جایی

در  م.کنیکنترلی و با نسبتی معیین در بردار گرهی اعمال می

ابلیت ق دن به دقت کافییشده برای رس در نظر گرفتهالگریتم 

نقاط کنترلی به عنوان جایی تخمین خطا و جابهانجام مراحل 

در . ]19[هایی متعدد وجود داردحل تطبیقی در سیکل

( مراحل حل تطبیقی به صورت گام به گام نشان داده 1شکل)

 شده است.

 

 

 

 

 

 

 

 

4 R-Refinement  

5 Element Subdivision (Enrichment) 
6 Voronoi  
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 خیر                                               

 

 

 

 
 بله                                                           

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 کامپیوتریمراحل انجام حل تطبیقی در برنامه  -1شکل

 حل مثال عددی -8
در این قسمت با استفاده از برنامه نوشته شده در نرم افزار 

Visul Fortran V6.6 با تحلیل تابعی مدرج ، رفتار مصالح

های تحلیلی ایزوژئومتریک طی دو مثال با راه حل

ها اشاره هایی که در این مقاله به آنو راه حل ]24و23[موجود

در مسائلی که  .گرفته استگردید مورد بحث و مقایسه قرار 

توان معیار خطای دقیق و تقریبی حل دقیق آن موجود است می

را بدست آورد. نسبت معیار خطای تقریبی به معیار خطای 

، بیانگر همگرایی روش پیشنهادی به سمت حل واقعی دقیق

 به این .استگر خطا است و معیاری برای بیان دقت محاسبه

ن های زیر به آشود که در مثالشاخص تأثیر گفته می ،نسبت

. برای نمایش بهتر از کارایی تخمین کننده شده استه پرداخت

از توابع شکل بی  ]31[خطای پیشنهادی با توجه به مرجع

اسپیلاین مرتبه دو بهره گرفته و از نه نقطه گوسی برای 

در  .شده استگیری عددی و نقاط بهینه تنش استفاده انتگرال

برای ،  Matlabافزار ادامه به کمک برنامه نوشته شده در نرم

 بهبود دقت حل و کاهش میزان خطا در روش ایزوژئومتریک

های حل شده از اصلاح وفقی شبکه نقاط کنترلی در مثال

جایی این نقاط را مورد بررسی کنیم و تاثیر جابهاستفاده می

( نشان داده شده است، 2طور که در شکل)همان دهیم.قرار می

که در آن مدول  مد نظر است تابعیمدرج یک صفحه با مصالح 

𝐄(𝟎)  از مقدار ها 𝐱محوردر راستای  الاستیسیته = 𝟏. تا  𝟎

𝐄(𝐖) = 𝟖. -تغییر می( 77مطابق رابطه) به صورت خطی 𝟎

 فرض شده است. 3/0و ضریب پواسون مقدار ثابت  کند

 

 
   ]24و23[تابعی مدرجصفحه مربع با مصالح  -2شکل

𝐸(𝑥) = 𝐸(0) + 𝛾𝑥                                       )77( 

  . ]23و22 [شود( محاسبه می78از رابطه ) 𝚷پارامتر مستقل 

 

𝛾 =
𝐸(𝑤)−𝐸(0)

𝑊
                                               )78(  

 
تابعی به روش مدرج سازی این ورق با مصالح برای مدل

ایزوژئومتریک بردارهای گرهی در دو راستای در نظر گرفته 

 .باشدمی( 80( و )79شده به شکل روابط )

 

𝑟 = {0,0,0.2,0.4,0.6,0.8,1,1}                         )79( 

 𝑠 = {0,0,0.2,0.4,0.6,0.8,1,1}                        )80( 

رزی متابعی با ابعاد و شرایط مدرج صفحه با مصالح  اول مثال

( با ضخامت واحد در نظر 3( و )2نشان داده شده در اشکال)

 است.

 
در  تابعی مدرجشرایط بارگذاری صفحه با مصالح  -3شکل

 ]24و23[مثال اول

ها در هر  𝐱مقدار تنش دقیق ایجاد شده در راستای محور  

 .] 24و23 [( قابل محاسبه است81از رابطه)نقطه دلخواه 

-مدل

 سازی

 تحلیل

 ایزوژئومتریک

 برآورد

 خطا

 تطبیقیحل 

 )اصلاح شبکه نقاط کنترلی(
همگرا

 یی؟

 پایان
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𝜎(𝑥) = (𝐸(0) + 𝛾𝑥)(𝐴𝑥 + 𝐵)                     )81(  
 

حاسبه ماز روابط زیر قابل  𝑩و  𝑨که در آن پارامترهای مستقل 

 .] 24و23 [است

 

𝐴 =
−36𝑀(2𝐸(0)+𝛾𝑊)

𝛾2𝑊5+6𝐸(0)𝛾𝑊4+6(𝐸(0))2𝑊3                      )82( 

𝐵 =
36𝑀(2𝐸(0)+𝛾𝑊)

3𝛾𝑊2+3𝐸(0)𝑊

2𝛾𝑊+6𝐸(0)

𝛾2𝑊5+6𝐸(0)𝛾𝑊4+6(𝐸(0))2𝑊3                       )83( 
 

 برابر است با: 𝐌در روابط فوق 

 

𝑀 =
𝜎 𝑊3

6
                                                      )84( 

 

مدول الاستیسیته خطی سازی تغییرات مدل مقایسه( 4شکل)

شان ن و حل دقیق تابعی را به روش ایزوژئومتریکمدرج مصالح 

 دهد.می

 

 
 مدرجسازی تغییرات خطی مصالح مدلمقایسه  -4شکل

 و حل دقیق تابعی به روش ایزوژئومتریک

شود این نحوه مدلسازی تغییرات همانطور که مشاهده می

خواص مصالح نشان دهنده توانایی روش ایزوژئومتریک در 

شبکه  (6و)(5اشکال) تابعی است.مدرج تحلیل مسائل با مصالح 

را  بیتقری دقیق وانرژی  خطای نرمتوزیع  نقاط کنترلی واولیه 

دهد تخمین کننده این اشکال نشان میمقایسه  دهد.نشان می

میتواند در حل  و داردبرآورد مناسبی از محل خطا  ،خطا

ص شاخمعیار مناسبی جهت کاهش میزان خطا باشد.  ،تطبیقی

که نشان از همگرایی  محاسبه شده 76/0تأثیر در این مثال 

 قدقیخطای توزیع شباهت روش پیشنهادی به واقعیت است. 

به  6/0کاهش میزان خطا از  و ،(6(و)5در اشکال) تقریبی و

  نشان از کارایی برآورد کننده خطای پیشنهادی دارد. 36/0

 

 
 )مثال اول(توزیع نرم خطای انرژی دقیق  -5شکل

 

 
  )مثال اول( تقریبیتوزیع نرم خطای انرژی  -6شکل

 

( مختصات جدید نقاط کنترلی و توزیع نرم 10( تا )7اشکال)

های اول و دوم حل خطای انرژی دقیق و تقریبی را در تلاش

 6/0دهد. کاهش میزان خطا در حل دقیق از تطبیقی نشان می

در حل تقریبی و رفتار مشابه حرکت  18/0به  36/0و از  3/0به 

دقیق و تقریبی طی دو مرحله انجام روش نقاط کنترلی در حل 

تطبیقی نشان از موثر بودن روش پیشنهادی در کاهش میزان 

 خطا دارد.
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  )مثال اول(تلاش اول، توزیع نرم خطای انرژی دقیق -7شکل

 

 
  )مثال اول(توزیع نرم خطای انرژی دقیق، تلاش دوم -8شکل

  

 
)مثال تلاش اول ،تقریبیتوزیع نرم خطای انرژی  -9شکل

   اول(

 

 
)مثال تلاش دوم ریبی،تقتوزیع نرم خطای انرژی  -10شکل

    اول(

( برای درک بهتر از حرکت نقاط کنترلی در 14( تا )11اشکال)

دو تلاش انجام شده جهت کاهش میزان خطا در حل دقیق و 

 .ترسیم شده است تقریبی

 
)مثال تلاش اول حل دقیق،  حرکت نقاط کنترلی -11شکل

    اول(

 
 حرکت نقاط کنترلی حل دقیق، تلاش دوم  -12شکل

 )مثال اول( 
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 حرکت نقاط کنترلی حل تقریبی، تلاش اول -13شکل

 )مثال اول(

 
 حرکت نقاط کنترلی حل تقریبی،تلاش دوم -14شکل

 )مثال اول(
 

تابعی با شرایط مرزی نشان مدرج صفحه با مصالح  مثال دوم

 .( با ضخامت واحد در نظر است15( و )2داده شده در اشکال)

 

تابعی در  مدرجشرایط بارگذاری صفحه با مصالح  -15شکل

 ]24و23[مثال دوم

و ( 77تغییرات خواص مصالح به صورت خطی مطابق رابطه)

هر  برای ها 𝒙در راستای محور مقدار تنش دقیق ایجاد شده

 .برابر واحد استنقطه 

( شبکه اولیه نقاط کنترلی و توزیع نرم خطای 17(و)16اشکال) 

 مقایسه این اشکال نشان دهدرا نشان می تقریبیانرژی دقیق و 

برآورد مناسبی از محل خطا دارد  ،دهد تخمین کننده خطامی

معیار مناسبی جهت کاهش میزان  ،و میتواند در حل تطبیقی

 محاسبه شده که 85/0شاخص تأثیر در این مثال  خطا باشد.

ر دنشان از همگرایی روش پیشنهادی به واقعیت است. شباهت 

کاهش میزان خطا از  همچنین تقریبی،خطای دقیق و  توزیع

نشان از کارایی برآورد کننده خطای پیشنهادی  22/0به  36/0

 دارد.

 

 
 توزیع نرم خطای انرژی دقیق )مثال دوم( -61شکل

 
 

 دوم( توزیع نرم خطای انرژی تقریبی )مثال -71شکل

 

مختصات جدید نقاط کنترلی و توزیع نرم ( 21( تا )18اشکال)

های اول و دوم حل خطای انرژی دقیق و تقریبی را در تلاش

کاهش میزان خطا در حل دقیق از  دهد.تطبیقی نشان می

و رفتار مشابه  تقریبیدر حل  09/0به  22/0و از  15/0به  36/0

طی دو مرحله  تقریبیحرکت نقاط کنترلی در حل دقیق و 

انجام روش تطبیقی نشان از موثر بودن روش پیشنهادی در 

 کاهش میزان خطا دارد.
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توزیع نرم خطای انرژی دقیق، تلاش اول)مثال  -18شکل

 دوم(  
 

 

توزیع نرم خطای انرژی دقیق، تلاش دوم)مثال  -19شکل

 دوم(  

 
 توزیع نرم خطای انرژی تقریبی،تلاش اول)مثال -20شکل

 دوم(
 

 

توزیع نرم خطای انرژی تقریبی،تلاش دوم)مثال  -21شکل

 دوم(

 

( برای درک بهتر از حرکت نقاط کنترلی در 25( تا )22اشکال)

دو تلاش انجام شده جهت کاهش میزان خطا در حل دقیق و 

 ترسیم شده است. تقریبی

 

 
 حرکت نقاط کنترلی حل دقیق، تلاش اول  -22شکل

   )مثال دوم(
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 حرکت نقاط کنترلی حل دقیق،تلاش دوم -23شکل

 )مثال دوم(

 

 
 تقریبیحرکت نقاط کنترلی در تلاش اول حل  -24شکل

 )مثال دوم(

 
 تقریبیحرکت نقاط کنترلی در تلاش دوم حل  -52شکل

 )مثال دوم(

 
 

 گیرینتیجه -9
 سازیروش ایزوژئومتریک یک روش توانمند در تحلیل و مدل

به سرعت دلیل پتانسیل بالا به و است پیچیدهای سازهمسائل 

در حال پیشرفت است. در روش ایزوژئومتریک مانند هر روش 

تحلیل عددی دیگر خطاهایی وجود دارد. در این پژوهش برای 

اولین بار به برآورد خطای تحلیل مواد مدرج تابعی با روش 

ایزوژئومتریک و تاثیر نقاط فوق همگرا در تشکیل سطح تنش 

وان تبا توجه به دو مثال حل شده می بود یافته پرداخته شد.به

 بیان داشت:

همچنین محاسبه ، شباهت در توزیع خطای دقیق و تقریبی

نشان از همگرایی روش پیشنهادی  85/0و  75/0شاخص تاثیر 

توان از روش پیشنهادی به عنوان به حل دقیق دارد و می

تنش بهبود یافته راهکاری جهت برآورد خطا و محاسبه سطح 

 در حل مسائل مدرج تابعی به روش ایزوژئومتریک بهره گرفت.

تخمین کننده خطای پیشنهادی، برآورد مناسبی از محل خطا 

تواند معیار مناسبی با انجام حل تطبیقی که یکی از دارد و می

های اصلاح وفقی بر مبنای خطای برآورد شده است، روش

 جهت کاهش میزان خطا باشد. 

ر هر بار انجام حل تطبیقی میزان خطای دقیق و تقریبی د

درصد کاهش یافت که نشان میدهد تغییر موقعیت  50حدود 

نقاط کنترلی بر اساس اصلاح وفقی در کاهش میزان خطا موثر 

 یتواند به کارآمدی روش پیشنهادی در برآورد خطابوده و می

 مسائل مدرج تابعی به روش ایزوژئومتریک بیفزاید.
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