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 چکیده
ررسی شده است. بغیرخطی حریک الکترواستاتیکی ت ای بادر این مقاله رفتار رزونانس اصلی و ناپایداری پولین استاتیکی نانوصفحه دایره

صفحه شهف معادله حاکم بر رفتار نانو سیال و نیروی کزمیر و  با کر ستفاده از تئوری تنشدر نظر گرفتن نیروی میرایی  و  سازگارل کوپا

برای  .ه استدامنه کوچک حل شدبا ارتعاشات  یمعادله حاکم برااستخراج شده است.  و اصل همیلتون مورداک -تئوری سطح گورتین

تحریک  ACبه وسددیله یک ولتا  هارمونیک  ،شددود و سدد سخم می DCفرض شددده که ابتدا صددفحه توسددل یک ولتا  پایه  این منظور،

 ینگالرک یوزن مانده هایاز روش  یافته مرتبه به دسددت آوردن مدل کاهش یبرا شددود تا حول حالت تعادل اسددتاتیکی نوسددان کند.می

معادله پاسخ فرکانسی و  هارائه شدتحلیلی نیمه حل  غیرخطی همعادلهای چند گانه برای با استفاده از روش مقیاس .ه استاستفاده شد

ستم برای شدحالت  سی ستخراج  صلی ا سترزونانس ا سطح بر روی ولتا  .ه ا سخ  تاثیر لحاظ کردن اثرات اندازه و  ستاتیکی و پا پولین ا

بین آنها  وبیو مطابقت خ یسهمقا یقبل یقاتتحق یجآمده با نتادستبه یعدد یجنتافرکانسی رزونانس اصلی سیسستم بررسی شده است. 

ه خواص بسته ب در حالی که اثرات سطحی ،شوندگی دارندنشان داده شد که تحریک الکترواستاتیک و نیروی کزمیر اثر نرم .مشاهده شد

 .شوندگی یا نرم شوندگی داشته باشدمکانیکی سطح، ابعاد و شرایل مرزی نانوصفحه می تواند اثر سخت

 اثرات انر ی سطحی. ؛ رزونانس اصلی؛پارامتر مقیاس طول نانوصفحه دایره ای؛ :كلمات كلیدی
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Abstract 
This article investigates the primary resonant behavior and static pull-in instability of a circular nanoplate under 

nonlinear electrostatic actuation. The consistent couple stress theory, Gurtin-Murdoch surface elasticity theory 

and Hamilton principle were utilized to derive the governing differential equation of  transverse vibration 

Kirchhoff nanoplate by considering the fluid damping and Casimir forces. The governing equation were solved 

for small amplitude vibrations. To this end, it is assumed that the elastic nanoplate is deflected using a DC bias 

voltage and then driven to vibrate around its deflected position by a harmonic AC load. The  weighted residual 

method of Galerkin was used to obtain a reduced order model. The method of multiple scales is used to solve 

the nonlinear equation of motion and, the primary resonance mode frequency response equation is derived. The 

obtained numerical  results  were  compared to those of previous research works, and a good agreement observed 

between them. The numerical results revealed that electrostatic actuation and Casmier force have softening 

effects; but the surface energy can has hardening or softening effect depending on the surface mechanical 

properties, dimensions and boundary condtions of the nanoplate. 

Keywords: Circular nanoplate; Material length scale parameter; Primary resonance; Surface energy effects. 
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 مقدمه -1

شگاهی شان می نتایج آزمای دهند که در مقیاس میکرو و نانو ن

بنابراین، برای آنالیز  ؛[1]رفتار ساختارها وابسته به اندازه است 

شوند ساختارها باید اندازه در نظر گرفته ب . با توجه به [2] نانو 

سخت این که انجام آزمایش شده در مقیاس نانو  های کنترل 

های دینامیک مولکولی نیز از لحاظ اسدددت و شدددبیه سدددازی

ستند سیار پر هزینه ه سباتی ب ساختارها با  ،محا سازی نانو مدل

های پیوسدددته مورد توجه اسدددتفاده از تئوری مکانیک محیل

. در مکانیک محیل[3] رفته اسددتپژوهشددگران زیادی قرار گ

 ؛ی کلاسددیک اثرات اندازه لحاظ نشددده اسددتهای پیوسددته

سعه پیدا کردهبنابراین تئوری شده مختلفی تو صلاح  اند های ا

تنش  تئوریتا بر این کاسدددتی غلبه کنند. تئوری نرر کرنش، 

سیتهکوپل، تئوری میکروپلار  ستی ضو تئوری الا عی ی غیر مو

شدهتئوری صلاح  سته ا ستند که اثرات های محیل پیو ای ه

حاظ می ندازه را ل ند ا پل کلاسدددیک [4]کن . تئوری تنش کو

توسعه  [7]و کوتیر  [6]، میندلین و تیرستن [5]توسل توپین

کوپل کلاسیک شامل چهار ثابت مربوط پیدا کرد. تئوری تنش

سازندهبه ماده ست )دو ثابت کلاسیک و دو ی ریزی  ساختار ا

های لامه در های افزون بر ثابتی ثابتثابت اضددافه . محاسددبه

. ای اسددتکلاسددیک کار پیدیدهی غیرهتئورهای الاسددتیسددیت

 کوپلتنش  یاز تئور یمدل  [8] و درگوش اسدددفندیاری حاج

های به دلیل صدددرظ نظر کردن از مولفه ارائه کردند که در آن

مال مان حجم کوپلتانسدددور تنش  نر یک ال از محیل ی در 

سته، سور تنش  پیو ستپاد کوپلتان ل از و به این دلی متقارن ا

 ختاری. معادلات ساشودمتقارن تنش کوپل صرفنظر می بخش

سعه  سل ا یافتهتو  اسیپارامتر مق یک شاملمدل تنها  ینتو

شندمی طول سازگار  .با این مدل به عنوان تئوری تنش کوپل 

با اسددتفاده از  [9] نبنی و همکارا باباییآقا شددود.شددناخته می

تئوری تنش کوپل سددازگار پاسددخ دینامیکی وابسددته به اندازه 

مسددتطیلی در مجاورت فیلم سددیال مطالعه یک میکروصددفحه 

ند. قاسدددمی کرد عه  [10] اکبری الشدددتی و ابوال طال برای م

های اویلر عاشدددات آزاد میکرو تیر پ-ارت  لبرنولی از تئوری کو

 تنش سازگار استفاده کردند.

کوپل کلاسیک با اصلاح تئوری تنش [11] یانگ و همکارانش 

ها، حاکم بر رفتار کوپل یی تعادل اضافبا وارد کردن یک رابطه

شده را ارائه نمودند. در این تئوری،  صلاح  تئوری تنش کوپل ا

کوپل به یک تانسدددور متقارن تبدیل شدددده و تانسدددور تنش

سدداختار تنها ی ریزی سددازندهماده یپارامترهای مقیاس اندازه

کاهش می یاس طول  پارامتر مق یک  بد. این ویژگی به  یا

ستفاده از تئوری تنش سانتر میا د. از کنکوپل اصلاح شده را آ

تئوری تنش کوپل اصددلاح شددده برای محاسددبه اثرات اندازه 

لر ی یر او ت میکرو  نولی-درمدددل  یر [12]بر ت میکرو  ، مدددل 

، مدل [14]، مدل میکرو صددفحه کرشددهف [13]تیموشددنکو 

صفحه میندلین  صفحه ردی  [15]میکرو   [16]و مدل میکرو 

 مورد استفاده قرار گرفته است.

های نزدیک به لایه از اتم انر ی سدددطحی مربوط به چند     

های نزدیک سدطح اسدت و در مقیاس ماکرو نسدبت حجم اتم

سطح به حجم کل ماده خیلی کوچک است. لذا، نسبت انر ی 

در بنابر این اسدددت و ناچیز سدددطحی به انر ه کل ماده خیلی 

سطح در نظر گرفته نمی  سیک اثرات  سیته کلا ستی تئوری الا

میکرو و نانو باعث می شدود شدود. کاهش اندازه سداختارها به 

که نسبت انر ی سطح به کل انر ی ماده افزایش قابل ملاحظه 

، بنابراین باید برای مطالعه ریزسددداختار ها [17] ای پیدا کند

برای  [19, 18]تین و مورداکود. گورشلحاظ اثرات سطح نیز 

حاظ کردن اثرات سدددطح  جدیدل نای تئوری  یتئوری  بر مب

سیک  سته کلا سعه دادمحیل پیو سطح به تو ند. در مدل آنها 

عنوان یک غشای دو بعدی با ضخامت صفر و خواصی متفاوت 

شدددود. انیددداری و های پایین تر در نظر گرفته میاز ماده لایه

سخ ارتعااثر تنش [20]سهمانی شات آزاد های سطحی را بر پا

اثرات تنش [21]نانو صدددفحات مطالعه کردند. وانگ و وانگ 

سخ  سطحی بر روی پا سیته  ستی سطحی و الا سماند  های پ

صفحه شات آزاد غیرخطی  شهفهای ارتعا با  را و میندلین کر

های ون کارمن مطالعه کردند. انیددداری و اسدددتفاده از کرنش

خ ارتعاش اثر تنش های سطحی را بر روی پاس [22]همکاران 

صفحه سطح های دایرهآزاد نانو سیته  ستی ستفاده از الا ای با ا

های برشددی مرتبه اول گورتین مورداک و تئوری تغییر شددکل

اثرات انر ی سطح  [23]صفحات مطالعه کردند. وانگ و وانگ 

بر  ار پایداری پولین یک نانوسوئیچ غیرخطی هندسیبر روی نا

مبنای تئوری تیر اویلر برنولی مطالعه کردند. وانگ و همکاران 

های حرارتی بر روی ناپایداری انر ی سدددطح و تنشاثر  [24]

با  ار ای تحت تحریک الکترواسددتاتیکپولین یک صددفحه دایره

سطحی و  سیته  ستی ستفاده از تئوری الا وپل کتئوری تنش ا

صلاح  میرایی  [25]حمیدی و همکاران  شده مطالعه کردند.ا

ئوری را با استفاده از تکننده  دیتشدترموالاستیک یک نانو تیر 
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طحی، الاسددتیسددیته ی غیر موضددعی و های الاسددتیسددیته سدد

سته گرین ستی سی کردند. حامد و همکاران -ترموالا نقدی برر

سطح [26] سماند  شاخگی  را بر روی یاثر تنش پ رفتار چند

جداره  له کربنی دو  یال نانولو مل سددد  کیپارامتر کیتحرحا

سی کردند. ستاتیکی  [27]عبدالرحمن و همکاران  برر خمش ا

نانوتیرهای پرفوره شددده را با اسددتفاده از تئوری الاسددتیسددیته 

 ه مطالعه کردند.سطحی و تئوری تنش کوپل اصلاح شد

ستاتیکی به      صفحات با تحریک الکتروا صورت  میکرو و نانو

 دماننگسدددترده در سددداختارهای میکرو و نانوالکترومکانیکی 

گیرند. در این مورد اسددتفاده قرار می سددنسددورها ها وسددوئیچ

تار جها سددداخ بابین نیروی  تاتیک هذ  یو نیرو یالکترواسددد

 اب ،شدددودتعادل برقرار میمکانیکی )الاسدددتیک  ه دنبازگردان

ه دنالکترواسدددتاتیک و بازگردان یهر دو نیرو DC افزایش ولتا 

انی مقدار بحربه د. هنگامی که ولتا  نیابالاسددتیک افزایش می

 لاستیکاه دنبازگردان ینیروبر نیروی الکترواستاتیک  ،رسدمی

سبیدن الکترود باعثشود و غالب می شی ها وبه هم چ  فروپا

شددود و نوع ناپایداری پولین نامیده می شددود. اینسدداختار می

یده می نام تا  پولین  ناظر آن ول تا  مت ی طراحدر  شدددود.ول

با ثبات  بهبرای رسدددیدن  [28]نوسدددانگرها  از این حرکات 

یداری پا کاربرددنکنها جلوگیری مینا حالی که در  ی ها، در 

بهینه سازی عملکرد دستگاه  را برای این اثر [29] سوئیدینگ

 یکیمیکرو و نانوالکترومکانیل برای واداشتن وساد. نگیربکار می

 ،ترین روشهای مختلفی وجود دارد. متداولبه رزونانس، روش

تحریک رزونانس اصدددلی اسدددت که در آن فرکانس تحریک 

هایی از این نوع نزدیک فرکانس طبیعی سدددازه اسدددت. م ال

های رزونانسی و کاربردهای مختلفی مانند سنسور دررزونانس 

سرافراز و همکاران . شودمشاهده می یهای رادیو فرکانسفیلتر

عاشدددات  [30] یک ارت هارمون یک و فوق  هارمون نانس زیر رزو

اسدددتفاده از تئوری تیر اویلر برنولی و  غیرخطی نانوتیرها را با

 مامندی و میرزایی قلعهالاسددتیسددیته سددطح مطالعه کردند. 

یکروتیر بر ارتعاشددات غیرخطی وابسددته به اندازه یک م [31]

ستفاده  شاری در دو انتهای آن را با ا ستر وینکلر و بار ف روی ب

 راز وسددرافاز تئوری تنش کوپل اصددلاح شددده مطالعه کردند.  

اثر انر ی سددطحی را بر روی رزونانس اصددلی  [32]همکاران 

نانوپوسدددته سدددیلیکونی تحت تحریک هارمونیک  غیرخطی 

-خارجی با اسددتفاده از تئوری الاسددتیسددیته سددطح گورتین

 سهمانی وها مطالعه کردند. کلاسیک پوسته مورداک و تئوری

سطح [33] همکاران صلی  ی رااثرات تنش  بر روی رزونانس ا

 کیتحت تحرمدرج تابعی متخلخل  ینانوپوسددته هاغیرخطی 

ستفاده از تئوری  ینرم خارج کیهارمون  الاستیسیته سطحبا ا

ها مطالعه کردند. مورداک و تئوری کلاسددیک پوسددته-گورتین

کاران  روی بررا  آزاد سدددطح  یانر ر تاثی [34] زی و هم

ثانو نانس  خل یکونیلیسددد یهاتیرنانو یرخطیغ هیرزو  متخل

ی مطالعه کردند. آنها سددخت خارج کیتحت تحرمدرج تابعی 

برای مدلسازی اثرات سطح برروی رفتار دینامیکی نانوتیر اویلر 

ستفاده کردند و برای  سطح ا سیته ی  ستی برنولی از تئوری الا

نه حل معادله از روش  گلرکین و روش مقیاس های چند گا

 استفاده کردند.

تار  ندازه بر روی رف له اثرات انر ی سدددطحی و ا قا در این م

ای ایرهصفحه دو ناپایداری پولین استاتیکی نانورزونانس اصلی 

ست. غیرخطی تحت تحریک  شده ا سی  ستاتیکی برر الکتروا

 استفاده از روش همیلتون بدست آمد، س سمعادلات حاکم با 

سازی گام به گام  ستفاده از روش خطی  ستاتیکی با ا معادله ا

حل شده و در نهایت برای بدست آوردن پاسخ رزونانس اصلی 

معادله دینامیکی با استفاده از روش مقیاسای دایرهنانوصفحه 

 های چندگانه حل شده است.

 

 صفحه نانواستخراج معادله ارتعاشات عرضي  -2
یک سددیسددتم نانو الکترومکانیکی شددامل نانوصددفحه دایره ای 

به  ℎو ضددخامت  𝑅𝑜تحت تحریک الکترواسددتاتیک با شددعاع 

ای مناسددب برای مدلسددازی آن در همراه محورهای اسددتوانه

نشان داده شده است. صفحه بالایی به عنوان الکترود  1شکل 

کند و صددفحه پایینی یک الکترود تغییر شددکل پذیر عمل می

صله اولیه بین دو الکترود  ست و فا سطوح  𝑔0صلب ا ست.  ا

نانوصدددفحه دایره پایینی  پذیر در بالایی و  ای تغییر شدددکل 

𝑧 = ±ℎ/2  به ترتیب با𝑆+  و𝑆− .نشان داده شده است 

 

ای تحت تصویر شماتیک نانوصفحه دایره -1شکل 

 تحریک الکترواستاتیک.
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 با کرشددهفای انوصددفحه دایرهبرای ن جاییهای جابهمولفه     

 گردد:تغییر شکل متقارن محوری به صورت زیر بیان می

(1   
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ستاهای های جابهمولفه به ترتیب 𝑢𝑧و  𝑢𝑟 ،𝑢𝜃که  جایی در را

ستوانه یات ا ستگاه مخت  ای شعاعی، محیطی و محوری در د

صددفحه  ای بر روی سددطح میانیجابجایی نقطه 𝑤هسددتند و 

های غیر صددفر تانسددور مولفه  1)با اسددتفاده از معادله  اسددت.

 آیند:به صورت زیر بدست میش کرن

 

 های تانسور تنش عبارتند از:ای، مولفهدر حالت تنش صفحه

(3  
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 ی پادمتقارنتانسدددور انحنا غیر صدددفر هایهمدنین، مولفه

 :[8]عبارتند از

(4  
2 2

2 2

1 1
, .

2 2
rθ θr

w w

r r
 

 
  

 

 

 

 :[8]کوپل عبارتند ازتانسور تنشغیر صفر های مولفه

 

شی ماده و  𝐺در آن که  ست  پارامتر مقیاس طول 𝑙مدول بر ا

ندازهکه اثرات تنش پل را ا ند.گیری میکو فاده از  ک با اسدددت

سطح گورتی یه  [19, 18] مورداک-نتئوری  شخ معادلات م

 توان به صورت زیر نوشت:ی را میحهای سطلایه

𝜎𝛼𝛽
𝑠± = 𝜏𝑠±𝛿𝛼𝛽 + 𝜆𝑠±𝜀𝛾𝛾

𝑠±𝛿𝛼𝛽 + 2𝜇𝑠±𝜀𝛼𝛽
𝑠± 

𝜎𝛾𝑧
𝑠± = 𝜏𝑠±

𝜕𝑤

𝜕𝛾
 

(6  

 

εαβکه در آن 
s±  وσαβ

s±  به ترتیب نشان دهنده ی کرنش و تنش

سطحی هستند.    δαβضرایب لامه و  ±μsو  ±λsدر لایه های 

ند تای کرانکر هسدددت مدول   ±τsو   ±Es. تابع دل یب  به ترت

در  .الاستیک سطحی و تنش کششی پسماند سطحی هستند

ندیس بالا ا با مقادیر βو  αهای معادله ی  می  θو  r متناظر 

و فرض   6)در معادله ی   2)باشدددند. با جایگذاری معادله ی 

پسددماند  این که مدول الاسددتیک سددطحی و تنش کشددشددی

های سطحی به تنشسطوح بالایی و پایینی با هم برابر باشند، 

 آیند:صورت زیر بدست می

𝜎𝑟𝑟
𝑠± = 𝜏𝑠 ∓

𝐸𝑠ℎ

2(1 − 𝜈2)
(

𝜕2𝑤

𝜕𝑟2 +
𝜈

𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝑟
) 

𝜎𝜃𝜃
𝑠± = 𝜏𝑠 ∓

𝐸𝑠ℎ

2(1 − 𝜈2)
(𝜈

𝜕2𝑤

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝑟
) 

𝜎𝑟𝑧
𝑠± = 𝜏𝑠

𝜕𝑤

𝜕𝑟
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  5)،  3)زمان از معادلات ی همهای خمشی با استفادهگشتاور

  آیند:دست میبه ترتیب به شکل زیر به  7)و 
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𝐷که  =
𝐸ℎ3

12(1−𝜈2)
𝐷𝑙صددلبیت خمشددی ،    = 4𝐺𝑙2ℎ   سددهم

𝐷𝑠و  خمشددی صددلبیتگرادیان چرخش در  =
𝐸𝑠ℎ2

2(1−𝜈2)
سددهم  

. نیروهای داخل اسدددتانر ی سدددطح در صدددلبیت خمشدددی 

 شوند:تعریف میای به صورت زیر صفحه

 

ی ی زمانای در بازهتغییرات اول انر ی کرنشی کل صفحه دایره

 :استبه صورت زیر  Tتا  0
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𝛿 ∫ 𝑈𝑑𝑡
𝑇

0

= ∫ ∫ (
𝜎𝑟𝑟𝛿𝜀𝑟𝑟 + 𝜎𝜃𝜃𝛿𝜀𝜃𝜃

+𝑚𝑟𝜃𝛿𝜇𝑟𝜃 + 𝑚𝜃𝑟𝛿𝜇𝜃𝑟
)

Ω

𝑇

0

𝑑Ω𝑑𝑡 

+ ∫ ∫ (𝜎𝑟𝑟
𝑠+𝛿𝜀𝑟𝑟

𝑠+ + 𝜎𝜃𝜃
𝑠+𝛿𝜀𝜃𝜃

𝑠+)𝑑𝐴𝑑𝑡
𝑆+

𝑇

0

 

+ ∫ ∫ (𝜎𝑟𝑟
𝑠−𝛿𝜀𝑟𝑟

𝑠− + 𝜎𝜃𝜃
𝑠−𝛿𝜀𝜃𝜃

𝑠−)𝑑𝐴𝑑𝑡
𝑆−

𝑇

0
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تغییرات اول   10)در معادله   7) - 2)با جایگذاری معادلات 

 آید:انر ی کرنشی صفحه به صورت زیر بدست می

δ ∫ Udt

T

0

= ∫ ∫ Nrrδ (
1

2

∂w

∂r
)

2

Ω

T

0

dAdt 

          − ∫ ∫ Mrrδ (
∂2w

∂r2
)

Ω

T

0

dAdt 

     − ∫ ∫ Mθθδ (
1

r

∂w

∂r
)

Ω

T

0

dAdt 

      − ∫ ∫ Mrθδ (
1

2

∂2w

∂r2
)

Ω

T

0

dAdt 

       − ∫ ∫ Mθ𝑟δ (−
1

2

∂2w

∂r2
)

Ω

T

0

dAdt 
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با صدددرفنظر کردن از اثر اینرسدددی دورانی و چگالی سدددطح،  

 :آیدبه صورت زیر بدست می تغییرات اول انر ی جنبشی

𝛿 ∫ 𝐾𝑑𝑡

𝑇

0

= − ∫ ∫(𝜌ℎ + 2𝜌𝑠)
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
𝛿𝑤𝑑Ωdt

Ω

𝑇

0

 (12  

 

به ترتیب چگالی نانوصددفحه وچگالی سددطح  𝜌𝑠و  𝜌که در آن 

 q(r) یی بار گستردهتغییرات اول کار که به وسیلهباشند. می

 گردد برابر است با:اعمال می Tتا  0 ی زمانیدر بازه

0 0 Ω

Ω

T T

δ W dt qδwd  dt. 
 

(13  

در معددادلدده همیلتون   13) - 11)بددا جددایگددذاری روابل 

(δ ∫ (K − U + W)dt = 0
T

0
و   8)و اسدددتفاده از معادلات  (

 عرضددی صددفحهمعادله ی دیفرانسددیلی حاکم بر حرکت   9)

 آیند: ای و شرایل مرزی آن به صورت زیر بدست میدایره

𝜕2𝑀𝑟𝑟

𝜕𝑟2 +
2

𝑟

𝜕𝑀𝑟𝑟

𝜕𝑟
−

1

𝑟

𝜕𝑀𝜃𝜃

𝜕𝑟
+

1

2

𝜕2𝑀𝑟𝜃

𝜕𝑟2  

+
1

𝑟

𝜕𝑀𝑟𝜃

𝜕𝑟
−

1

2

𝜕2𝑀𝜃𝑟

𝜕𝑟2
−

1

𝑟

𝜕𝑀𝜃𝑟

𝜕𝑟
 

+
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑁𝑟𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝑟
) + 𝑞(𝑟) = (𝜌ℎ + 2𝜌𝑠)

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2  

(14  

(

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑀𝑟𝑟) − 𝑀𝜃𝜃 − 𝑟𝑁𝑟𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝑟
 

+
1

2

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑀𝑟𝜃) −

1

2

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑀𝜃𝑟)

) 𝛿𝑤|𝑟=0,𝑅𝑜

= 0 

(𝑀𝑟𝑟 +
𝑀𝑟𝜃

2
−

𝑀𝜃𝑟

2
) 𝛿 (

𝜕𝑤

𝜕𝑟
) |𝑟=0,𝑅𝑜

= 0 
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عادلات  گذاری م جای له  9)و   8)با  عاد له  ، 8)یدر م عاد م

 آید: ارتعاشات صفحه به صورت زیر بدست می

 

𝛻کدده در آن 
2

= (
𝜕2

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝛻    عملگر لاپلاس و  (

4

=

(
𝜕4

𝜕𝑟4
+

2

𝑟

𝜕3

𝜕𝑟3
−

1

𝑟2

𝜕2

𝜕𝑟2
+

1

𝑟3

𝜕

𝜕𝑟
در  عملگر بدای هدارمونیدک  (

 اعمال شده بردستگاه مختیات قطبی هستند. نیروی خارجی 

 توان به صورت زیر نوشت:صفحه را می

e c vq F F F  
 (17  

 

ناشدددی از برهم  به ترتیب نیروی کزمیر 𝐹𝑒و  𝐹𝑐 ،𝐹𝑣که در آن

، نیروی میرایی ایجاد شده توسل کنش مولکولی بین دوصفحه

هسدددتند. وقتی که اخلاظ نیروی الکترواسدددتاتیکی سدددیال و 

بین دو صفحه ی دایره ای موازی اعمال  Vپتانسیل الکتریکی 

شود شده بین دو صفحه  ،ب ستاتیک ایجاد  مقدار نیروی الکتروا

 :[35] توان به صورت زیر بیان کردرا می

 

2

0

2

02
e

V
F

g w





 

(18  

 

εکه در آن 
0

ست. نیروی کزمیر   ضریب دی الکتریک خلاء ه

ناشی از اندرکنش مولکولی بین دو صفحه به صورت معادله ی 

 :[36] شودزیر بیان می
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0240
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(𝐷 + 𝐷𝑠)𝛻4𝑤 + 𝐷𝑙(
𝜕4𝑤

𝜕𝑟4 +
2

𝑟

𝜕3𝑤

𝜕𝑟3 )

− 2𝜏𝑠𝛻2𝑤

+ (𝜌ℎ + 2𝜌𝑠)
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
= 𝑞 

(16  
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ثابت پلانک هست. نیروی  ℎ̅سرعت نور در خلاء و  cکه در آن 

ستفاده از معادله رینولدز صورت تقریبی با ا  میرایی معادل به 

 :[37] شودبه صورت زیر نوشته می
2
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سیال و  𝜇که در آن  سکوزیته  ست. با  𝐴وی صفحه ا ساحت  م

و سددد س   17)در معادله   20) - 18)جایگذاری معادلات 

، معادله غیرخطی  16)جایگذاری معادله حاصدددل در معادله 

صف ضی نانو شات عر صورت زیر حه دایرهحاکم بر ارتعا ای به 

 آید:بدست می

(𝐷 + 𝐷𝑠)∇4𝑤 + 𝐷𝑙 (
𝜕4𝑤

𝜕𝑟4 +
2

𝑟

𝜕3𝑤

𝜕𝑟3 ) 

−2𝜏𝑠∇2𝑤 + (𝜌ℎ + 2𝜌𝑠)
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2  

=
𝜀0𝑉2

2(𝑔0 − 𝑤)2
+

ℎ̅𝑐𝜋2

240(𝑔0 − 𝑤)4

−
3𝜇𝐴2

2𝜋𝑔0
3

𝜕𝑤

𝜕𝑡
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یر زهای بدون بعد به صورت ها متغییربرای راحتی تحلیل داده

 شوند:معرفی می
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ستفاده از متغیربا  صورت معادله بی   21)معادله  های بالاا به 

 شود:می بعد زیر بازنویسی
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 حل معادلات -3
Vای توسدددل ولتا  نانوصدددفحه دایره = Vdc + Vac cos(Ωt)  

سل ولتتحریک می صفحه تو   اشود. بدین ترتیب که ابتدا نانو

برانگیخته  Vacس س توسل ولتا  هارمونیک  ،شودخم میپایه 

ستاتیکیود تا حول حالت شمی این بنابر ؛کندارتعاش  تعادل ا

 تواند به صورت زیر نوشته شود:خمیدگی کل می

   ˆ ˆˆ ˆ ˆ, ( )   ,s dw r t w r w r t 
 

(25  

ایجاد شده در اثر ولتا  استاتیکی نشان دهنده خیز  ŵs(r̂)که 

,ŵd(r̂پایه و  t̂) صدددفحه حول  خیز دینامیکی یا ارتعاش نانو

ŵs(r̂)  و   23) در معادله  25)اسدددت. با جایگذاری معادله

ی حول حالت تعادل استاتیک نیروی الکترواستاتیک بسل دادن

 ی خیز اسددتاتیکی و دینامیکی نانوصددفحه، معادله غیرخطآن

 آیند:به صورت زیر بدست می ایدایره
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 حل استاتیکي -3-1

خطی سازی در این بخش برای حل معادله استاتیکی از روش 

تغییر   ŵ𝑘. بر این اساس،[38] استفاده شده استگام به گام 

 𝑉𝑘اعمالی DCت تاثیر ولتا  ، تحصدددفحهبعد نانوشدددکل بی

𝑉𝑘+1گردد. با افزایش ولتا  اعمالی )تعریف می = 𝑉𝑘 + 𝛿𝑉 ، 

 شود:بعد به صورت زیر در نظر گرفته میبیاستاتیکی  خیز
1 ˆ ˆ .ˆ kk kw w w w     

(27  

 

 χرود که انتظار می 𝛿𝑉گرفتن مقادیر کوچک برای با در نظر 

 𝛿𝑉 برای مقدار مناسببنابراین  ؛ی کافی کوچک باشدبه اندازه

سری تیلور مرتبهتوان می سل  ستفاده از ب  ی اول  به دقتبا ا

(23  

(26  
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را با سددری متناهی از توابع پایه  χتوان کافی دسددت یافت. می

φ
𝑖
(�̂�)   داد بسلبه صورت زیر: 

   
1

ˆ ˆ .
N

i i

i

r a r 




 
(28  

𝑎𝑖به طوری که  که باید محاسددبه  ضددرایب مجهول هسددتند   

ضا  شدوند. اگر توابع پایه شدرایل مرزی هندسدی مسدئله را ار

 تفریقبنابراین با ؛ کندنیز شددرایل مرزی را ارضددا می χکنند 

𝑘از گام   𝑘گام معادله کردن + و اسددتفاده از بسددل سددری  1

زیر  به صورتاستاتیکی ی معادله شدهسازیتیلور، شکل خطی

 :شودبازنویسی می
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 در معادله بالا و ضددرک کردن مانده  28)با جایگذاری معادله 

نهآن در توابع وزن و انتگرال حه، گیری در دام نانوصدددف ی 

 آید:ای از معادلات جبری به صورت زیر بدست میمجموعه

(30   
1

1,2, ,...,
N

e
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ji ji jK K a NK jF


   

 

 که در آن داریم
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و تغییر شدددکل  𝑎𝑖ی جبری، ضدددرایب مجهولمعادله 𝑁با حل

 شود.در هر گام تعیین می نانوصفحه
 

 حل معادله دینامیکي  -3-2

فاده از ر بخشدر این  ندهوش با اسدددت های وزنی گلرکین ما

 حاکم به یک معادله کاهش مرتبه یافتهدیفرانسدددیل  معادله

تبدیل شددده اسددت و نمودارهای پاسددخ فرکانسددی رزونانس 

ها چند ای با استفاده از روش مقیاسغیرخطی نانوصفحه دایره

صددفحه  نانو دینامیکی اسددتخراج شددده اسددت. خیز [39]گانه 

های تواند به صددورت مجموع تعداد محدودی از تابع شددکلمی

 شود:نوشته مناسب با ضرایب وابسته به زمان 

     
1

ˆ ˆˆ ,   ,      1, ˆ ˆ 2, 3
N

d n n

n

w r t u t r n
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شدددکل  𝜓𝑛(�̂�)صدددفحه و نانومختیدددات تعمیم یافته 𝑢𝑛 که 

صددفحه اسددت. با جایگذاری کردن معادله نانوهای طبیعی مد

سدد س ضددرک کردن معادله حاصددل ،  26)در معادله   32)

نه  و انتگرالگیری بر روی  𝜓𝑘( �̂�)در 𝑁قراردادن و دام = 1 ،

𝑢1( �̂�)  = 𝑢( �̂�)  و𝜓1( �̂�)  = 𝜓( �̂�)  تقریب حاصل در معادله

 شود:تک مد منجر به معادله غیرخطی زیر می
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 در آن که
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توان به صورت زیر بازنویسی کرد:را می  33)معادله 
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2 3 5 71 2 4
1 2 3

0 0 0 0 0 0

,   ,   , ,   ,   .
I I II I I

I I I I I I
           

 

له  عاد مه تحلیلی م حل نی فادهبالا برای  از روش  با اسدددت

متغیرهای مقیاس بندی شده به صورت  ،های چندگانهمقیاس

 شوند:زیر معرفی می

(34  
(31  
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2 2 2 2

1 1 2 2 3 3,   ,      ,  ,                   
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 توان به شکل زیر بازنویسی کرد: را می  35)معادله 
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(37  

طابق روش مقیاس نهم مان های چندگا ندی ز یاس ب های مق

 شوند:می تعریفمشتقات زمانی به شکل زیر  ،𝑇𝑛شده 

       0,1  , 2, n

nT t n  
 

(38  
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 بسل داد: εرا بر حسب   35)می توان حل معادله 

     0 0 1 2 1 0 1 2,  ,  ,    ,  ,  , u t u T T T u T T T     (41  

 

معادلات   37)در معادله   41)-  38)با جایگذاری معادلات 

 شوند:زیر حاصل می

2 2

0 0 0 0D u u 
 

(42  
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(43  
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 توان به صورت زیر نوشت:را می  42)حل کلی معادله 
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(45  

 

𝑖2که در آن  = − 1 ،𝐴 دامنه پاسخ  یک تابع مختلل است که

دهد و علامت بار نشددان دهنده مزدوج آهسددته را نشددان می

نتیجه   43)در معادله  𝑢0مختلل کمیت اسدددت. جایگذاری 

 دهد:می
0
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2 2

0 1 1 1
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 (46  

دهد. شدرایل های قبلی را نشدان میمزدوج مختلل ترم ccکه 

له  های تکینحذظ ترم عاد له زیر   46)در م عاد به م منجر 

 شود:می

1 0D A                                              
  

(47  

 

 آید:بیورت زیر بدست می  46)حل خیوصی معادله 
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2
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 Ωافتد که فرکانس تحریک رزونانس اصدددلی وقتی اتفاق می

ستم  سی شد. با معرفی کردن یک ω نزدیک فرکانس خطی  با

نده  چک   σپارامتر تنظیم کن پارامتر کو را   ε ،Ωبه همراه 

 توان به صورت زیر نوشت:می
2Ω σ   . (49  

 

عادلات  گذاری م جای له   49)و   48)،  45)با  عاد   44)در م

 داریم:
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های همگن با ناهمگن شناسایی های تکین از مقایسه ترمترم

 های تکین در معادله بالا داریم:بنابراین با حذظ ترم ؛شودمی
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 (51  

 

شات نانوردن پاسخ برای پیدا ک ابع صفحه تحالت ماندگار ارتعا

صورت قطبی  𝐴مختلل  𝐴به  =
1

2
�̅�𝑒𝑖𝛽 شته می  �̅�که شود نو

 𝐴جایگذاری با زاویه فاز آن اسددت.  βدامنه ارتعاش عرضددی و 

و جدا کردن قسمت حقیقی و موهومی معادله   51) در معادله

 حاصل داریم:
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sin
2 2

da a

dT
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232

3

2

35
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12 8 2

d
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(52  

 

= γکه در آن زاویه فاز با   σ T2– β با . اسددت جایگزین شددده

= 𝑑�̅�/𝑑𝑇1) فرض شرایل پایا  𝑑𝛾/𝑑𝑇1 = در  𝛾وحذظ   (0 

 آید:، معادله پاسخ فرکانسی زیر بدست می 52)معادله 

(50  
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برای مطالعه پایداری پاسدددخ ماندگار سدددیسدددتم رفتار آن در 

,�̅�0 )همسدددایگی نقطه تکین 𝛾0)  بررسدددی شدددده اسدددت. با

گذاری تغییرات جزئی  �̅�جای =  �̅�0 + 𝛿�̅�   و𝛾 =  𝛾0 + 𝛿𝛾 

 داریم: δγو  δa̅های غیرخطی از و حذظ ترم  52)در معادله
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ژه ماتریس  اکوبین به مقادیر وی  54)که پایداری معادله حالت

ماتریس  اکوبین را می ند.  حذظ بسدددتگی دار با  در  γ0توان 

 آید.بدست می  54)معادله 
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 :آیدکه معادله مشخیه آن به صورت زیر بدست می
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Re(λ)که برای   <  خواهد بود. ل پایدارح 0
 

كردن اثرات سطططح بر روی رارامتر تاثیر لحاظ  -4

 :ارتعاشي نانوصفحه دایره ای  یها
سطح بر روی رفتار  سی بهتر تاثیر لحاظ کردن اثرات  برای برر

ای باید تاثیر لحاظ کردن اثرات سطح بر روی نانو صفحه دایره

با توجه به معادلات پارامترهای ارتعاشددی آن بررسددی شددود. 

توان نتیجه گرفت که های قبلی میبدسدددت آمده در بخش

لحاظ کردن اثرات سدددطح بر روی دو پارامتر جرم و ضدددریب 

با  توجه به سددفتی خطی معادل سددیسددتم تاثیرگذار اسددت. 

معادلات می توان متوجه شدددد که لحاظ کردن اثرات سدددطح 

شددود؛ ضددریب سددفتی باعث افزایش جرم معادل سددیسددتم می

ستم هم تغییر می سی سته به م ،کندخطی معادل  قادیر ولی ب

𝐸𝑠  و𝜏𝑠 افزایش یا کاهش یابد. با مقدار آن  ،ممکن هسدددت

توان تغییرات ضریب سفتی می  34)و   33)استفاده از روابل 

در اثر لحاظ کردن اثرات سددطح را به صددورت رابطه زیر خطی 

 بدست آورد: 
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کانیکیبرای خواص  له مورد  ، شدددرایل مرزیم عاد مسدددا و اب

توان نتیجه گرفت که می ،م بت باشددد 𝐼2∆مطالعه اگر علامت 

شده  ستم  سی شدن  سفت تر  سطح باعث  لحاظ کردن اثرات 

توان گفت که اثرات می ،منفی باشددد 𝐼2∆اسددت و اگر علامت 

 شده است. آن سطح باعث نرم تر شدن
 

 نتایج عددی: -5
ای از محاسددبات عددی برای یک نانوصددفحه دایرهبرای نمونه 

 ،انجام شدددده اسدددتو هوا به عنوان سدددیال جنس آلومینیوم 

لیسددت  1جدول در [41, 40]مشددخیددات هندسددی و خواص 

نانو شدددده اند. برای همه نمودارها دامنه ارتعاش نقطه مرکزی 

ست و علامت بالای متغیر شده ا سبه  های بی بعد صفحه محا

برای استخراج در این مقاله  شان داده نشده است.ها ندر شکل

صفحه دایره صفحات ای معادله حرکت نانو ضیات تئوری  از فر

فاده استخطی بین کرنش و تغییر مکان و رابطه  کرشهفنازک 

ید توجه کنیم که  شدددد. در صدددورت کوچک بودن دامنه با

 تواند می نتایج بدسدددت آمده از حل این معادله ،ارتعاشدددات

اثراث غیرخطی بزرگ باشد،  دامنه ارتعاشات اگر درست باشد.

سی اهمیت پیدا می  معتبرو و نتایج حل این معادله  کنندهند

کشیدگی  ازغیرخطی هندسی ممکن است اثراث . نخواهد بود

 صددفحه میانی یو یا انحناهای بزرگ ناشددی شددود. کشددیدگ

حه باطی غیرخطی بین کرنش و تغییر  نانوصدددف به ارت منجر 

 .شودیمکان م
 

 ستاتیکي:اراسخ حل  -5-1
ی گام در روش خطی سدددازی برای پیدا کردن بهترین اندازه

، در (N)گام به گام و نشدددان دادن همگرایی در تعداد مودها 

صفحه برای 2جدول  ستاتیکی  Roولتا  پولین ا = 250 μm  ،

E = 169 GPa ،ν = 0.3 ،g0 = 1μm   و h = 20μm 
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ست. برای اعتبار شده ا سبه  دهی نتایج عددی ولتا  پولین محا

سولا  شده را با نتایج راباک و پور سبه  ستاتیکی محا و  [42]ا

تطابق  3جدول مقایسدده شددده اسددت.  [43]نتایج اوسددتربرگ

به عددی  تایج  ناسدددب ن عددی و دسدددتم تایج  با ن مده را  آ

  دهد.آزمایشگاهی نشان می

 .[41, 40]های استفاده شده در محاسباتداده -1جدول
 پارامتر مقدار

 𝑅𝑜(𝑛𝑚)ای، شعاع نانوصفحه دایره 𝟏𝟓𝟎

فاصله اولیه بین نانوصفحه و الکترود صلب،  𝟏𝟓
𝑔0(𝑛𝑚) 

 h (𝑛𝑚)ضخامت نانوصفحه،  𝟓

 E (GPa)مدول یانگ نانوصفحه،  𝟔𝟖/𝟓

 𝜌𝑝 (𝐾𝑔/𝑚3)چگالی نانوصفحه،  𝟐𝟕𝟎𝟎

 νضریب پواسون،  𝟎/𝟑

 𝐸𝑠(𝑁/𝑚)مدول الاستیک سطحی،  𝟔/𝟎𝟗𝟎−

 𝜏𝑠(𝑁/𝑚)تنش کششی پسماند سطحی،  𝟎/𝟗𝟏𝟎

𝟎/𝟓𝟒𝟔 ×  𝜌𝑠(𝑘𝑔/𝑚2)چگالی سطحی،  𝟏𝟎−𝟔

𝜇(𝑘𝑔ویسکوزیته دینامیکی سیال،  𝟏𝟎𝟓 × 𝟏/𝟖𝟒𝟗 𝑚. 𝑠)⁄ 
 𝜌𝑓 (𝐾𝑔/𝑚3)چگالی سیال،   𝟏/𝟏𝟖𝟒

 

 اعتبار دهي حل عددی. -2جدول

مقدار گام ولتا  

  Vاعمالی )

 0/05 0/01 0/005 0/001 

 Pull-inولتا  

  Vاستاتیکی )

𝐍نتایج برای  =

𝟏 

  
306/5

5 

 
306/4

0 

 
306/3

8 

 
306/3

7 

𝐍نتایج برای  =

𝟐 
 319/1

5 
318/9

6 
318/9

4 
318/9

3 

𝐍نتایج برای  =

𝟑 
 316/9 316/7

3 
316/7

1 
316/7

0 

 

 ی نتایج عددی و آزمایشگاهي.مقایسه -3جدول

مقدار گام ولتا  اعمالی 

(V  

0/05 0/01 0/005 0/001 

درصد خطا )%  در 

 مقایسه با نتایج

 [42]و پورسولا راباک

(311.6 V  

 
1/70 

 
1/64 

 
1/64 

 
1/64 

 V  0/92 0/86 0/86 0/86 314) [43]اوستربرگ

 

سه ستاتیکی برای مقای ی نتایج بدست آمده برای ولتا  پولین ا

  و CCST)سدازگارکوپل تنشصدفحه با اسدتفاده از تئوری نانو

صفحه بر CTتئوری کلاسیک) ستاتیکی مرکز  شکل ا  ، تغییر 

 ،دهدنشان می 2شکلرسم شده است.  2شکلحسب ولتا  در 

فاده ازکه ا پل تئوری تنش سدددت گارکو مدل منجر  سددداز به 

صفحه میتر سفت مقدار ولتا  پولین  شود و بنابراینی از نانو

ستاتیکی محاسبه شده را به مقدار بزرگتر انتقال می د و با دها

تایج دو تئوری  یاس طول اختلاظ ن پارامتر مق قدار  افزایش م

 . شودبیشتر می

 

 
اثر رارامتر مقیاس طول روی مقدار ولتاژ رولین  -2شکل

 ای.استاتیکي نانوصفحه دایره
 

تاثیر لحاظ کردن اثرات سدددطح بر ولتا  ناپایداری  3شدددکل 

شان می ستاتیکی را ن شکل میا توان متوجه دهد. با توجه به 

مقدار ولتا   باعث افزایش شدددد که لحاظ کردن اثرات سدددطح

نین خیز اسددتاتیکی مرکز شددود و همدمی پولین اسددتاتیکی

به خاطر این که لحاظ کردن . دهدصددفحه را کمی کاهش می

اثرات سددطحی باعث افزایش سددفتی خمشددی نانوصددفحه می 

تا  پولین به شدددود.  باید دقت کنیم که افزایش یا کاهش ول

ستگی دارد 𝜏𝑠علامت سطحی  ،ب سماند  چون در اینجا تنش پ

م بت بود، لحاظ کردن اثرات سددطح   𝜏𝑠کشددشددی و علامت 

باعث افزایش مقدار ولتا  پولین اسدددتاتیکی شدددد. اگر تنش 

شاری و علامت  سطحی ف سماند  سطح   𝜏𝑠پ منفی بود، اثرات 

تاثیر  4شددکل باعث کاهش مقدار ولتا  پولین اسددتاتیکی شددد.

صفحه  ستاتیکی نانو لحاظ کردن نیروی کزمیر بر ولتا  پولین ا

توان مشدداهده کرد که دهد. با توجه به شددکل میرا نشددان می

لحداظ کردن اثر نیروی کزمیر بداعدث کداهش ولتدا  پولین 

که نیروی کزمیر از  شدددود.نانوصدددفحه می ید توجه کنیم  با

شی می  صلب نا صفحه و الکترود  اندرکنش بین مولکولی نانو
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شدددود و با فزایش فاصدددله اولیه بین آنها تاثیر نیروی کزمیر 

 کند.  کاهش پیدا می

 
تاثیر لحاظ كردن اثرات سطح بر روی مقدار ولتاژ  -3شکل

 ای.نانوصفحه دایره رولین استاتیکي

 
تاثیر لحاظ كردن اثرات نیروی كزمیر بر ولتاژ رولین  -4شکل

 ای.استاتیکي نانوصفحه دایره
 

 راسخ رزونانس اصلي سیستم  -5-2

شات  شا ضرایب دم ینگ کوچک، دامنه نتایج روش اغت برای 

 حالتکوچک ولتا  هارمونیک و دامنه ارتعاش کوچک حول 

های چندگانه تعادل اسددتاتیکی صددادق هسددتند. روش مقیاس

برای استخراج دامنه پاسخ ماندگار سیستم )برای ارتعاشات با 

ست شده ا ستفاده  ست آمبنابراین نتایج ؛ دامنه کوتاه  ا ده بد

. در همده [44] برای خیزهدای کوچکتر معتبر خواهندد بود

های های ممتد نشدان دهنده پاسدخهای این بخش خلشدکل

سخپایدار و خل چین شان دهنده پا ستند. ها ن های ناپایدار ه

قارن محوری وصدددفحه و  خاطر ت به  مدلسدددازی  در مرحله 

الکترواستاتیک فرض شد که مد اول مد غالب باشد. بارگذاری 

، Vdcهای مختلفی مانند ولتا  پایهدر این قسدددمت اثر پارامتر

و ابعاد هندسددی بر روی رفتار رزونانس اصددلی  Vac دامنه ولتا 

ست. به  شده ا سازی عددی بررسی  شبیه  نانوصفحه از طریق 

سیستم فرکانس تحری صلی  سخ رزونانس ا  کمنظور مطالعه پا

Ω  صلی ستم خطی تغییر می ωدر اطراظ فرکانس ا کند. سی

نتایج بدسدددت آمده از  ،دهی نتایج حل دینامیکیبرای اعتبار

روش شدددوتینگ  با نتایجهای زمانی چند گانه روش مقیاس

ستم یفرکانسی سدامنه پاسخ  5شده است. در شکل  مقایسه

𝑅𝑜برای ) = 100 𝑛𝑚 ، 𝛼𝑐 = 𝛼𝑠 = 𝑙 = 0 ،Vac = 0.02 V ،

Vdc = 0.5 V    با استفاده از روش مقیاس های چند گانه رسم

ست شش نقطه مختلف شده ا سخ و برای  شان داده  دامنه پا ن

سبه شده و شده  شوتینگ هم محا ستفاده از روش  بر روی با ا

ست. نمودار شده ا شان داده  سخ ن ی روش هادیاگرام فازی پا

با رسم شده است.  6در شکل  𝑃6تا  𝑃1های شوتینگ در نقطه

مطابقت خوبی بین نتایج روش مقیاس های  5توجه به شددکل 

 .شودچند گانه و روش شوتینگ مشاهده می

 
های چندگانه و روش مقایسه نتایج روش مقیاس -5شکل 

 .شوتینگ

 

 دیاگرام فازی راسخ سیستم در نقاط مشخص شده. -6شکل 
صلی  7شکل در  اثر پارامتر مقیاس طول روی رفتار رزوناس ا

ستنانو شده ا 𝛼𝑐)  صفحه بررسی  = 𝛼𝑠 =  ِ𝐷𝑠 = 𝜌𝑠 = 0 ،

Vac = 0.1V ،Vdc = 2V   بدسددددت تایج  مده از تئوری و ن آ

lبا نتایج تئوری کلاسددیک) سددازگارکوپل تنش =    مقایسدده0

دار مق یشکه افزاتوان متوجه شد . با توجه شکل میشده است

سطول یاسپارامتر مق سخ  ستم، دامنه حداک ر پا  را کاهش ی

نانس غیر و فرکانس دهدمی دهد. خطی آن را افزایش میرزو
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لحاظ کردن اثرات اندازه باعث سددخت تر شدددن سددیسددتم و 

مدول الاسددتیک  یبراشددود. می یدارشدداخه ناپا یبشدد افزایش

سل گروه یمتفاوت یرمقاد طحی آلومینیومس  قاتییتحق یهاتو

Es ) مختلف گزارش شده است = −6.090 N/m  [40 ,41]  و

Es = 5.1882 N/m [45] .  حاظ کردن  8شدددکل در تاثیر ل

سی  صفحه برر صلی نانو سطحی بر روی رفتار رزوناس ا اثرات 

و پاسددخ رزونانس اصددلی سددیسددتم برای مقادیر مختلف شددده 

Vacاسددت)مدول الاسددتیک سددطحی رسددم شددده  = 0.1V ،

Vdc = 1V   وl = شد که  توان متوجه . با توجه به شکل می0

باعث سددخت تر شدددن سددیسددتم و  لحاظ کردن اثرات سددطح

، اما باید توجه داشددت که شددودافزایش فرکانس خطی آن می

 و شددرایل مرزیبرای خواص مکانیکی کلی نیسددت این نتیجه 

تاثیر لحاظ  9شکلدر . استفاده شده در این مقاله درست است

پاسدددخ فرکانس رزونانس  کردن نیروی کزمیر بر روی نمودار 

نانوصدددفحه بررسدددی شدددده اسدددت. ) Vdcاصدددلی  = 2 V ،

 Vac =  0/1 V وl = 0/1h  . با می که  هده کرد  توان مشدددا

لحاظ کردن نیروی کزمیر باعث افزایش رفتار نرم شدددوندگی 

سیستم و همدنین کاهش فرکانس رزونانس غیرخطی آن می 

شدددوندگی فرکانس رزونانس شدددود. در واقع افزایش رفتار نرم

های تحریک پایین تر انتقال غیرخطی را به سدددمت فرکانس

ست کهدهدمی  مانند نیروینیروی کزمیر تار رف . لازم به ذکر ا

نانوصدددفحه و چون هردو نیرو بین  ،الکترواسدددتاتیکی هسدددت

آید و نانوصفحه را به سمت الکترود به وجود می الکترود صلب

ست که صلب می ستم این ه سی شد، اثر این نیروها بر روی  ک

ستم می سی سفتی معادل  شوند، هردو نیرو اثر باعث کاهش 

ار این نیروها با فاصدددله اولیه بین نرم شدددوندگی دارند و مقد

 نانوصفحه و الکترود نسبت عکس دارد.

 
ورل كمقایسه نتایج تئوری كلاسیک و تئوری تنش  -7شکل 

 .سازگار
 

 

تاثیر لحاظ كردن اثرات سطح بر روی راسخ  -8شکل 

 ای.رزونانس اصلي نانوصفحه دایره

 

 
تاثیر لحاظ كردن نیروی كزمیر بر روی راسخ  -9شکل

 .Vac=0.1Vو   Vdc=3.5Vفركانسي رزونانس اصلي برای 

 

 نتیجه گیری -6
در این مقاله پاسددخ رزونانس اصددلی یک نانوصددفحه دایره ای 

ست.  شده ا سی  ستاتیکی برر تحت تحریک غیرخطی الکتروا

برای در نظر گرفتن اثرات اندازه و سدددطح به ترتیب از تئوری 

سطح گورتین سازگارتنش کوپل  ستفاده -و تئوری   مورداک ا

شددده اسددت. معادلات حاکم بر مسدداله با اسددتفاده از روش 

شده یلتون هم ستخراج  سخ فرکانس ا ستخراج پا ست. برای ا ا

ستفاده شد. رزونانسی سیستم از روش مقیاس های چندگانه ا

سل ولتا  پایه خم می سل ولتا  نانوصفحه تو س س تو شود و 

سان کند. متناوک تحریک می شده نو شود تا حول حالت خم 

ث عنتایج بدست آمده نشان داد که لحاظ کردن اثرات اندازه با

تر شدن نانوصفحه و افزایش فرکانس رزونانس غیرخطی سخت

شدددود و تحریک الکترواسدددتاتیک و نیروی کزمیر اثر آن می

در حالی که اثرات سطحی بسته به خواص  ،شوندگی دارندنرم
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مکانیکی سددطح و ابعاد و شددرایل مرزی مسدداله می تواند اثر 

 شوندگی داشته باشد. سخت یا نرم 
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