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  چكيده
-در اين مقاله، مدلسازي رياضي و پاسخ ديناميكي منيپولاتور موبايل غيرهولونوميك كه از يك زنجيره بازوي رباتيكي با مفاصل دوراني

گيرد. به منظور اجتناب از محاسبه ضرايب  مورد بررسي قرار مي ،هاي تحريك مستقل تشكيل شده است خكشويي و يك پايه متحرك با چر
اپل به فرم بازگشتي آن استفاده شده است. به منظور مدلسازي دقيق اين سيستم - لاگرانژ مرتبط با قيود غيرهولونوميك از روش گيبس

د غيرهولونوميك مربوط به شرط عدم لغزش رباتيكي تأثير متقابل حركت همزمان دوراني و رفت وبرگشتي بازوهاي صلب و همچنين دو قي
ها در اين مقاله لحاظ گرديده است. در پايان يك منيپولاتور كه داراي دو مفصل  ها و شرط عدم حركت در امتداد محور دوران چرخ چرخ

  .گيرد كشويي بوده و بر روي يك پايه متحرك نصب گرديده است؛ مورد تحليل قرار مي-دوراني
  .اپل- منيپولاتور متحرك؛ رفت و برگشتي؛ غيرهولونوميك؛ بازگشتي؛ گيبس :كلمات كليدي

  
Inverse dynamic equations of nonholonomic mobile manipulators with revolute-
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Abstract 
In this study, mathematical modeling and dynamic response of nonholonomic wheeled mobile robotic 
manipulator that consists of a serial manipulator with both Revolute-Prismatic (R-P) joints and an 
autonomous wheeled mobile platform is considered. To avoid the Lagrange multipliers associated with the 
nonholonomic constraints the approach of Gibbs-Appell formulation in recursive form is adopted. For 
modeling the system completely and precisely the coupling effects due to the simultaneous rotating and 
sliding motion of the rigid arms as well as both nonholonomic constraints associated with the no-slipping 
and the no-skidding conditions are included. Finally, the analysis of a mobile manipulator with two (R-P) 
joints is considered. 
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  مقدمه -1
هايي كه  هاي سيار به ربات بيشتر تحقيقات در زمينه ربات

اند، محدود شده است.  تنها از مفاصل دوراني تشكيل شده
هايي كه علاوه بر حركت دوراني داراي  مسئله ديناميك ربات

باشند، موضوع بسيار مهمي  نيز مي حركت رفت و برگشتي
است كه داراي كاربردهاي بسياري است. تركيب چنين 
سيستمي با يك پايه متحرك قادر به انجام عمليات در فضاي 

باشد.  وسيعتري نسبت به يك منيپولاتور با پايه ثابت مي
قابليت تحرك بالاي پايه به همراه چابكي منيپولاتور باعث 

يستمهاي رباتيكي داراي كاربردهاي شده تا اينگونه از س
هايي چون كاوشگرهاي فضايي،  بسياري بويژه در زمينه

عمليات نجات، يافتن مين، عمليات نظامي، نگهداري و تعمير 
  .اي، كشاورزي و غيره باشند تأسيسات هسته

هر پايه سيار با دو چرخ تحريك مستقل داراي سه قيد 
و  1ود غيرهولونوميكباشد كه دو تا از اين قي ديناميكي مي

باشد. در چنين سيستمي، پايه بايستي  ديگري هولونوميك مي
در امتداد محور تقارن خود حركت كند و قادر به انجام 

باشد. اين قيد  حركت در هر جهت دلخواهي نمي
پذير سينماتيكي به عنوان قيد غيرهولونوميك  غيرانتگرال

كه داراي سه  شود. از سوي ديگر، هر پايه سياري شناخته مي
درجه آزادي در صفحه است به عنوان يك سيستم 

سازي  ]. بدليل پيچيدگي مدل1شود [ هولونوميك شناخته مي
شود، بيشتر  كه از ماهيت غيرهولونوميك سيستم منبعث مي

محققين قبلي تنها حركت هولونوميك پايه را در نظر 
ياي منظور استفاده كامل از مزا ]. ولي به 3و  2گرفتند [ مي

بالقوه منيپولاتورها با پايه متحرك، تحليلگر به يك مدل 
هاي ديناميكي واضح، كامل و دقيق از اين دسته از سيستم

رباتيكي نيازمند است. در نظر گرفتن تأثير متقابل بين 
منيپولاتور و پايه متحرك يك مسئله مهم در مدلسازي 

 2كه توسط ليو و لويسديناميكي اينگونه از سيستمهاست 
و  4] و ياماموتو6]، مقداري و همكارانش [5[ 3]، واينز4[

] 8[ 5] مورد مطالعه قرار گرفت. چن و زالزالا7همكارانش [

                                                       
1 Nonholonomic 
2 Liu, Lewis 
3 Wiens  
4 Yamamoto 
5 Chen, Zalzala 

را  گردند قيود غيرهولونوميكي كه از طبيعت پايه ناشي مي
مورد بررسي قرار دادند. در اين تحقيق، معادلات حاكم بر 

استخراج  6اويلر- سيستم با استفاده از فرمولاسيون نيوتن
گرديد. با اين وجود تمامي قيود غيرهولونوميك حاكم بر 

ها در مدل آنها ارائه نشده است. برخي از اينگونه از سيستم
همراه معادلات قيود را به  ] اين9[ 7مانند كالباقمحققين 

و  ديگر همانند ياماموتوديناميكي در نظر گرفتند ولي برخي 
] بعد از در نظر گرفتن تمامي قيود 10همكارش [

غيرهولونوميك حاكم بر سيستم، از نوعي كاهش مختصات 
استفاده نمودند. در كار آنها، معادلات قيدي با استفاده از 

  شده بود.  ضرايب لاگرانژ در معادلات حركت سيستم لحاظ
و  ، قيود غيرهولونوميكمكانيك لاگرانژيبا استفاده از 

ضرايب لاگرانژ مرتبط با آن قبل از استخراج كامل معادلات 
باشند. تنها بعد از استخراج  ديناميكي غير قابل حذف مي

اند، تحليلگر با انجام  معادلات حركت كه با قيود تركيب شده
 8حذف ضرايب لاگرانژ يده قادر بهيكسري عمليات جبري پيچ

باشد. به منظور اجتناب از ضرايب لاگرانژ تنجوور و  مي
را با استفاده از معادلات  ] يك پايه متحرك11[ 9راجاگوپالا

مورد بررسي قرار دادند. در اين تحقيق آنها به مزاياي  10كين
هاي متحرك و  استفاده از فرمولاسيون كين در مدلسازي پايه

استفاده از ابزار مناسب جهت در نظر گرفتن قيود 
] يك مدل 12غيرهولونوميك اشاره نمودند. همچنين در [

كامل براي يك منيپولاتور متحرك با استفاده از فرمولاسيون 
ارائه گرديد. در اين مقاله يك دسته معادله  11ين توسط تانرك

ديناميكي، همچنين يك دسته معادله قيدي براي منيپولاتور 
گرديده است. يك روش ديگر براي با پايه متحرك ارائه 

 13] و انجلس13[ 12لاگرانژ توسط ساهااجتناب از ضرايب 
عه ] ارائه شد كه در آن ديناميك ربات سيار مورد مطال14[

قرار گرفت. در اين مقاله از مفهوم ماتريس متعامد تكامل 

                                                       
6 Newton-Euler 
7 Colbaugh 
8 Lagrange Multipliers 
9 Thanjavur, Rajagopalan 
10 Kane 
11 Tanner 
12 Saha  
13 Angeles  
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براي استخراج معادلات ديناميك حركت استفاده شده  1يافته
  است.

معادلات حركت ربات با پايه متحرك با استفاده از 
هاي متنوعي حل گرديده است. به عنوان مثال با  فرمولاسيون

 2به كار لي و ژائوتوان  اويلر مي- استفاده از فرمولاسيون نيوتن
به مقاله  3دالامبر-]؛ با استفاده از فرمولاسيون لاگرانژ15[

]؛ با استفاده از فرمولاسيون كين به تحقيق 16[ 4چانگ
] و با استفاده از فرمولاسيون لاگرانژ به مقاله 17مقداري [

 6اپل- ] اشاره نمود. معادلات گيبس18و همكارانش [ 5كورايم
ها بسيار  يكي از اصولي است كه از آن در حل ديناميك ربات

هاي شبه مار  كم استفاده شده است. وثوقي و همكارانش ربات
را با استفاده از اين فرمولاسيون مورد بررسي قرار گرفتند 

توان به تحقيق كورايم و شافعي اشاره  ]. همچنين مي19[
لينك الاستيك  nنمود كه در آن معادلات ديناميك ربات با 

كه در آن تمامي مفاصل دوراني بودند، مورد تحليل قرار 
]. در پايان به مقاله اسماعيل زاده خادم و 20گرفت [

 nتوان اشاره نمود كه در آن يك زنجيره از  پيرمحمدي مي
كشويي بودند با - لينك الاستيك كه داراي مفاصل دوراني

اپل مورد تحليل ديناميكي -استفاده از فرمولاسيون گيبس
  ].21قرار گرفت [
گونه كه پيشتر نيز بيان شد، اين مقاله به استخراج  همان

- لينكي با مفاصل دوراني nمعادلات حركت يك منيپولاتور 
وي يك پايه متحرك قرار دارد و روابط آن بر كشويي كه بر ر

اپل بازگشتي استخراج گرديده است، - اساس روش گيبس
پردازد. بنابراين در ادامه ساختار مقاله به شكل زير خواهد  مي

بود. در بخش دوم سينماتيك مسئله شامل سينماتيك 
منيپولاتور، سينماتيك پايه غيرهولونوميك و سينماتيك 

شود. بخش  ت و چپ توضيح داده ميهاي سمت راس چرخ
سوم كه خود شامل سه قسمت است به بررسي معادلات 

پردازد. فرم  ديناميك معكوس سيستم به فرم بسته مي
بازگشتي اين معادلات به منظور استخراج خودكار و 
سيستماتيك معادلات ديناميك معكوس سيستم در بخش 

                                                       
1 Decoupled natural orthogonal complement 
2 Li, Zhao 
3 Lagrange-d’Alembert 
4 Chung 
5 Korayem 
6 Gibbs-Appell 

عددي به  گيرد. يك شبيه سازي چهارم مورد بررسي قرار مي
منظور نشان دادن توانايي اين روش در استخراج معادلات 

ها با درجات آزادي بالا در بخش پنجم ارائه  حركت ربات
گيري و مزاياي  گرديده است. در پايان در بخش ششم نتيجه

  اين روش بيان گرديده است.
  
سينماتيك منيپولاتور با پايه متحرك و مفاصل  -2

  كشويي-دوراني
از سه قسمت تشكيل شده است. در ابتدا اين بخش 

كشويي ارائه - سينماتيك منيپولاتور با مفاصل دوراني
گردد. سپس معادلات سينماتيكي پايه غيرهولونوميك  مي

هاي  گيرد و در پايان سينماتيك چرخ مورد بررسي قرار مي
  گيرند. راست و چپ مورد ارزيابي قرار مي

  
  سينماتيك منيپولاتور - 1- 2

 لينك صلب كه nخش سينماتيك يك زنجيره از در اين ب
اند و كل  كشويي بهم متصل گشته- بوسيله مفاصل دوراني

مجموعه بر روي يك پايه متحرك قرار گرفته است، مورد 
گيرد. اين پايه متحرك كه بر روي زمين  بررسي قرار مي

د. كند تحت تأثير قيود غيرهولونوميك قرار دار حركت مي
طبق قاعده زير به هر لينك يك دستگاه مختصات اختصاص 

000يابد.  مي ZYX چارچوب متصل به زمين است كه در ،
توان آن را چارچوب مرجع در  سينماتيك بازوي رباتيكي مي

iiiنظر گرفت.  zyx  دستگاه مختصات متعلق به لينكi ام را
iكنيم كه مبدأ آن چسبيده بر روي  اي تعريف مي گونه به

در امتداد طول رابط  ixكشويي، محور - امين مفصل دوراني
i ام از مبدأ مختصاتiO  1به سمت مبدأ مختصاتiO  و

امين لينك در نظر iآن به عنوان محور دوران  izمحور 
تكميل كننده دستگاه  iyگرفته شود. همچنين محور 

iiiراستگرد  zyx باشد. مي  
امين بازو iبر روي  Qالمان ديفرانسيلي  1در شكل 

   نشان داده شده است.
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 منيپولاتور با مفاصل رفت و برگشتي -1شكل 

  
موقعيت اين المان ديفرانسيلي نسبت به دستگاه مختصات 

ام توسط بردار iمرجع محلي رابط 
iQ/O

ir


  شود. بيان مي 
)1(  i

i
Q/O

i xηr
i


 

كه در آن  Ti
i x 001
  و استiη  فاصله ميان مبدأ

iO و المان ديفرانسيليQ باشد. شتاب مطلق المان  مي
بيان شده ام iكه در دستگاه مختصات رابط  Qديفرانسيلي 

  گردد. است، به طريق زير ارائه مي

)2(   
ii

iii

Q/O
i

i
i

i
i

Q/O
i

i
i

Q/O
i

i
i

Q/O
i

O
i

Q
i

rωωrω

rωrrr






 2
 

كه در آن 
iO

ir
  شتاب مطلق مبدأ مختصات دستگاه متصل به

iام، iمفصل 
iω
  وi

iω
 اي و شتاب  به ترتيب سرعت زاويه

ام و iاي رابط  زاويه
iQ/O

ir
  و

iQ/O
ir
  به ترتيب سرعت و

نسبت به مبدأ مختصات دستگاه  Qشتاب المان ديفرانسيلي 
دو ترم آخر به طريق زير ارائه باشند.  ام ميiمتصل به مفصل 

  گردند. مي
)3(  i

i
iQ/O

i xηr
i


  

)4(  i
i
iQ/O

i xηr
i


  

) به منظور تشكيل انرژي شتاب 2در بخش بعد معادله (
ها مورد استفاده  سيستم (تابع گيبس) مربوط به حركت لينك

  گيرد. قرار مي
  
  سينماتيك پايه متحرك غيرهولونوميك - 2-2

ارائه  2سينماتيك پايه ربات نشان داده شده در شكل اكنون 
  گردد. مي

ها باعث  عدم حركت پايه در امتداد محور دوران چرخ
(نقطه تقاطع محور تقارن پايه  Aشود تا سرعت نقطه  مي

ها) نسبت به دستگاه مختصات  ربات با محور دوران چرخ

000 zyx  مختصات متصل به پايه ربات) به فرم زير (دستگاه
  ارائه گردد.

)5(  0
00 xvv AA


 

  
  پايه متحرك - 2شكل 

  
طريق  باشد كه به  مي 0yاي پايه ربات در امتداد  سرعت زاويه
  گردد. زير ارائه مي

)6(  
0

00 y
   

كه در آن  Ti
i y 010
  است. اكنون با داشتن سرعت

اي پايه، شتاب مطلق مركز  و سرعت زاويه Aمطلق نقطه 
نسبت به دستگاه  Gها يعني نقطه جرم مجوعه پايه و چرخ

000 zyx گردد. به طريق زير ارائه مي  
)7(      0

0
0

020 zdvxdvv AAG

   
كه در آن  Ti

i z 100
 باشد. همچنين  ميd  فاصله

شتاب  و  Aشتاب مطلق نقطه  G ،Avو  Aبين نقطه 
باشد. در بخش بعد معادله  اي مربوط به پايه ربات مي زاويه

) به منظور تشكيل تابع گيبس مربوط به پايه مورد استفاده 7(
  قرار خواهد گرفت.

A

G

b d

ar 0x

0z



Av
0O

G
0O



A

0x

0y

0z

مركز جرم مجموعه پايه  
و چرخ ها

 Xبه موازات محور 

محور دوران چرخ ها
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  هاي سمت راست و چپ سينماتيك چرخ - 3- 2
با توجه به شرط عدم لغزش و قيود غيرهولونوميك حاكم بر 

هاي سمت راست و  چرخاين سيستم رباتيكي، سرعت مركز 
  گردد. چپ به طريق زير ارائه مي

)8(  0
00 xθrv R/LaR/L


 

Rθهاي متحرك و  شعاع چرخ arكه در آن 
  وLθ

  به ترتيب
باشند.  هاي سمت راست و چپ مي اي چرخ سرعت زاويه

طريق زير نيز  به و  Av) را بر حسب 6توان معادله ( مي
  ارائه نمود.

)9(    0
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هاي متحرك  و مركز چرخ Aفاصله بين نقطه  bكه در آن 
Rθ)، 9) و (8باشد. با توجه به معادلات ( مي
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  به فرم

  گردند. زير ارزيابي مي
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به منظور محاسبه تابع گيبس  )10معادله ( 3در بخش 
هاي متحرك و همچنين محاسبه نيروهاي  مربوط به چرخ

هاي  تعميم يافته ناشي از اعمال گشتاورهايي كه به چرخ
  گيرند. گردد، مورد استفاده قرار مي راست و چپ اعمال مي

  
  معادلات ديناميك سيستم -3

اين بخش از سه قسمت تشكيل شده است. در ابتدا انرژي 
گردد. سپس مشتقات جزئي انرژي  ب سيستم محاسبه ميشتا

شود. و در  ها ارائه مي شتاب سيستم نسبت به شبه شتاب
پايان معادلات ديناميك معكوس اين سيستم رباتيكي به فرم 

  گيرد. بسته مورد ارزيابي قرار مي
  
  انرژي شتاب سيستم (تابع گيبس) - 1- 3

انرژي شتاب منيپولاتور با پايه متحرك از سه جزء اصلي 
) به دليل 2ها  ) به دليل حركت لينك1تشكيل شده است. 

هاي محرك. براي  ) به دليل حركت چرخ3حركت پايه و 
ها، در ابتدا انرژي شتاب براي  محاسبه تابع انرژي شتاب لينك

ام نوشته iيك المان ديفرانسيلي دلخواه بر روي رابط 
گيري از اين انرژي شتاب ديفرانسيلي  شود. سپس انتگرال مي

بر روي تمام طول لينك، كل انرژي شتاب مربوط به آن رابط 
ها،  تك رابط كند. با جمع كردن انرژي شتاب تك را ايجاد مي

  انرژي شتاب كل منيپولاتور بدست خواهد آمد.
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ها نيستند؛  هايي كه شامل شبه شتاب توان از ترم شتاب مي

هاي  به محاسبه تابع گيبس چرخصرفنظر نمود. در ادامه 
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گذرد) و  ها مي عمودي كه از مركز جرم مجموعه پايه و چرخ
wI هاي راست و چپ (حول محور دوران  ممان اينرسي چرخ
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اي  و در پايان مشتق جزئي تابع گيبس نسبت به شتاب زاويه
  گردد. به شكل زير ارائه مي پايه يعني 
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در اينجا بايد به اين نكته اشاره شود كه در معادلات بالا 
aaTهاي پاد متقارن كه  از اين خاصيت ماتريس  

  استفاده شده است.
  
  معادلات ديناميك معكوس به شكل بسته - 3- 3

معادلات سيستم رباتيكي مذكور با در نظر گرفتن نيروهاي 
تعميم يافته مربوط به گرانش زمين و ديگر نيروهاي خارجي 

گردد، كامل خواهد گشت. تأثير  كه به سيستم وارد مي
توان به سادگي با قرار دادن  ها را مي بارگذاري گرانش بر رابط
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  در نظر گرفت؛ كه در آن g  ترم مربوط به

توان فرض نمود كه پايه ربات  گرانش است. در اين صورت مي
كند. بنابراين بدون  به سوي بالا حركت مي g1با شتاب 

هيچگونه محاسبات اضافي تأثير بارگذاري گرانش لحاظ 
باري بر گونه  گردد. در اين مقاله فرض بر آن است كه هيچ مي

گردد. لذا تنها نيروهاي خارجي  ها اعمال نمي روي لينك
(كه  jτاعمالي به اين سيستم ديناميكي عبارتند از گشتاور 

(كه به   jFگردد)، نيروي  امين مفصل دوراني اعمال ميjبه 
jگردد) و گشتاورهاي  امين مفصل كشويي اعمال ميRτ  و
Lτ هاي سمت راست و چپ اعمال  كه به ترتيب به چرخ

kگردد. با اين فرض، نيروهاي تعميم يافته مربوط به  مي

  گردد. امين شبه سرعت به طريق زير محاسبه مي
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اكنون معادلات حركت ربات متحرك با مفاصل  دهد. نشان مي

اپل به -كشويي با استفاده از فرمولاسيون گيبس- دوراني
  گردد. طريق زير كامل مي
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باشند. در اين  معادلات بالا به فرم ديناميك معكوس مي
نوع ديناميك با دانستن يك حالت مشخص از پيكربندي ربات 
(موقعيت، سرعت و شتاب) گشتاور و نيروهاي اعمالي به 

  مفاصل به راحتي بدست خواهد آمد.
  

  معادلات ديناميك معكوس به فرم بازگشتي -4
 nدر بخش قبل، معادلات ديناميك معكوس يك منيپولاتور 

كشويي كه بر روي يك پايه متحرك - لينكي با مفاصل دوراني
غيرهولونوميك نصب شده است، مورد بررسي قرار گرفت. به 
منظور استخراج سيستماتيك و خودكار معادلات حركت 

ها و بهبود راندمان محاسباتي، ارائه يك  اينگونه از ربات
فرمولاسيون بازگشتي اجتناب ناپذير است. به منظور تحقق 

هدف اين بخش، در ابتدا فرم مجموع عبارات 
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بايستي ارائه گردد. با در اختيار داشتن اين جملات به صورت 
مجموع، امكان محاسبه مشتقات جزئي 
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jq ،jη Av  و  ظاهر ) 28 - 26، 23معادلات (كه در
  گردد. اند، ميسر مي گشته

شتاب مطلق مبدأ دستگاه مختصات مرجع محلي جسم 
iگردد. ام به شكل زير ارائه مي  

)34( 


 1
1

11
1

1
1

1
1

11
1

1
1

11
1

1
1

1
1

1

2

1

























i
i

ii-
i-

i-
i-

i
i

ii-
i-

i
i

ii-
i-

i
i

iO
i-

i
i

O
i

xωω

xωxω

xrRr
i-i

















 

  ام عبارت است از:iاي رابط  كه شتاب زاويه در حالي
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امين مبدأ مختصات مرجع محلي را jمرجع محلي نسبت به 

دهد كه در آن  نشان مي ji .  
استخراج بازگشتي معادلات ديناميك معكوس نيازمند 

شود. در  مراحلي است كه در اين بخش به آنها پرداخته مي
) و 46معادله مربوط به مفاصل دوراني، با جايگذاري روابط (

) و تبديل آن به يك رابطه بازگشتي 30) در معادله (48(
  گردد. نتيجه زير حاصل مي

)52(  jj
jT

j
j τχz 

 
  كه در آن

)53(  1
1

11

~





 j
j

j
j

j
j

/OO
j

j
j

j
j χRrTχ

jj


 

)54(   1
1

1
1

1 





  j
j

j
j

j
j

j
j SR 

 
در معادله مربوط به حركت رفت و برگشتي مفاصل، با وارد 

) و تبديل آن به يك رابطه 31) در معادله (51كردن معادله (
  بازگشتي عبارت معادل زير بدست خواهد آمد.
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) در معادله 49مرحله قبل، با وارد كردن معادله ( همانند
) و تبديل آن 32مربوط به حركت انتقالي پايه يعني معادله (

به يك رابطه بازگشتي، عبارت معادل زير براي حركت انتقالي 
  پايه بدست خواهد آمد.
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پايه در پايان براي تبديل معادله مربوط به حركت دوراني 
) 33) را در معادله (50و  47به يك رابطه بازگشتي، روابط (

جايگذاري نموده كه در اينصورت عبارت معادل زير براي 
  حركت دوراني پايه حاصل خواهد گشت.
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) فرم بازگشتي معادلات ديناميك 57- 55، 52معادلات (
  دهد.  معكوس منيپولاتور با پايه متحرك را نشان مي

  
  سازي عددي شبيه - 5

سازي براي يك منيپولاتور با دو  در اين قسمت نتايج شبيه
كشويي كه بر روي يك پايه متحرك نصب -مفصل دوراني

ربات مورد نظر را نشان  3گردد. شكل  شده است، ارائه مي
دهد. همچنين تمامي پارامترهاي مورد نياز براي  مي

 Iارائه گرديده است كه در آن  1سازي در جدول  شبيه
باشد. نيرو و گشتاور اعمالي به مفاصل  همان ماتريس يكه مي

 گردند. نيز به صورت زير ارائه مي
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 نشان پاسخ زماني منيپولاتور 7- 4هاي  شكلدر ادامه در 
رم ندر  ode45معادلات با استفاده از دستور  داده شده است.

  افزار متلب حل شده است.
  

  
كشويي بر روي پايه - ربات با دو مفصل دوراني-3شكل

 متحرك
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 سازي پارامترهاي مورد نياز براي شبيه 1جدول 

  واحد  مقدار  پارامتر

21 LL   1 m 
21 μμ   1 1mkg 
21 JJ   00080.I  mkg  

g  10 2 sm 
wI 0010. 2mkg  
pwI 063630. 2mkg 

pwM 646. kg

d20. m

H 20.m

ar  080. m

b1450. m

Rτ  10. mN 

Lτ  20. mN 

  

 
 اي بازوهاموقعيت زاويه - 4شكل 

  

 
 اي بازوهاسرعت زاويه -5شكل 

  
سازي ديناميكي مشاهده  گونه كه در نتايج شبيه همان

ها در نظر گرفته شده  گردد، يك قيد براي حركت لينك مي
 رسد  است. زماني كه لينك به ابتدا يا انتهاي طول خود مي

  

  
 ها موقعيت طولي لينك - 6شكل 

  

  
  ها سرعت طولي لينك - 7شكل 

  
)0li   ياii Ll  آنگاه با سرعتي برابر با منفي مقداري كه ،(

به ابتدا يا انتهاي خود رسيده است، در خلاف جهت ادامه 
). اگر اين قيد در نظر گرفته نشود، 7دهد (شكل  حركت مي

0liآنگاه ممكن است كه در شبيه سازي با مواردي چون (  

iiيا  Ll  .برخورد نماييم كه از لحاظ فيزيكي بي معنا است (
پاسخ مربوط به پايه ارائه  11- 8هاي  در ادامه در شكل

  گردد. مي
  

  
  XYمسير حركت ربات در صفحه  -8شكل
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 XYمسير حركت ربات در صفحه - 9شكل 

  

 
 XYمسير حركت ربات در صفحه - 10شكل 

  
گونه كه  دهد. همان مسير حركت پايه را نشان مي 8شكل 

قبلاً نيز اشاره شد، پايه تحت تأثير دو قيد غيرهولونوميك قرار 
اپل نيازي به در نظر گرفتن - دارد. اگر چه در روش گيبس

  معادلات قيدي نيست، ولي اين دو معادله قيدي عبارتند از: 
)58(  0cossin   AA yx  
)59(    ALRAA v

r
yx   

2
sincos 

در  Aهاي سرعت نقطه  ترتيب مؤلفه به Ayو  Axكه در آن 
) و 9هاي ( دهد. در شكل را نشان مي 0Yو  0Xهاي  جهت

اند. با توجه به اين دو  )  اين دو معادله قيدي رسم شده10(
شود كه معادلات قيدي در طول زمان  شكل، نتيجه مي

اند. در پايان به منظور بررسي  سازي كاملاً ارضا شده شبيه
نياز براي كارآيي الگوريتم بازگشتي پيشنهادي، زمان مورد 

دلات حركت و حل آنها براي سيستم نشان داده استخراج معا
شده، بايستي ارائه گردد. زمان مورد نياز براي مدت زمان 

 Duo 2(كه توسط كامپيوتري با مشخصات  s1.5شبيه سازي 

Processor E7500 @ 3GHz CoreTM Intel® ( انجام
باشد. اين زمان با استفاده از  مي 34.32sپذيرفته است، 

دستور تيك و تاك نرم افزار متلب كه به ابتدا و انتهاي برنامه 
  افزوده شده است، بدست آمده است.

  گيري نتيجه -6
 G-Aدر اين مقاله يك روش بازگشتي بر اساس فرمولاسيون 

براي استخراج معادلات ديناميك معكوس ربات سيار با 
ورده شده است. از اين روش براي كشويي آ-مفاصل دوراني

توان  سازي معادلات حركت مي طراحي سيستم كنترل و شبيه
هاي قبل  استفاده كرد. مزيت عمده اين روش نسبت به روش

باشد كه  اي مي كاهش حجم محاسبات به ميزان قابل ملاحظه
منجر به صرف زمان كمتري براي بررسي رفتار ديناميكي 

توان از اين روش  ارهاي آينده ميعنوان ك گردد. به مدل مي
براي استخراج معادلات حركت ربات با لينك الاستيك كه 

باشد، استفاده كرد.  كشويي مي- داراي مفاصل دوراني
هايي كه مفاصل آنها  توان ربات هاي بعد مي همچنين در گام
  باشند با اين روش مورد بررسي قرار داد. نيز الاستيك مي

 
  منابع

[1] Holmberg R, Khatib O (2000) Development and 
control of a holonomic mobile robot for mobile 
manipulation tasks. International Journal of 
Robotics Research 19(11): 1066–1074. 

[2] Tarn TJ, Yang SP (1997) Modeling and control for 
underwater robotic manipulators-An example. 
IEEE Int Conf Robotics and Automation, 
Albuquerque, New Mexico: 2166–2171. 

[3] Dubowsky S, Vance EE (1989) Planning mobile 
manipulator motions considering vehicle dynamic 
stability constraints. IEEE Int Conf Robotics and 
Automation: 1271–1276. 

[4] Liu K, Lewis FL (1990) Decentralized continuous 
robust controller for mobile robots. IEEE Int Conf 
Robotics and Automation: 1822–1827. 

[5] Wiens GJ (1989) Effects of dynamic coupling in 
mobile robotic systems. Proc World Conf on Robot 
Res, Detroit, MI, SME: 43–57. 

[6] Meghdari A, Durali M, Naderi D (2000) 
Investigating dynamic interaction between the one 
D.O.F manipulator and vehicle of a mobile 
manipulator. Journal of Intelligent and Robotic 
Systems: Theory and Applications 28(3): 277–290. 

[7] Yamamoto Y, Yun X (1996) Effect of the dynamic 
interaction on coordinated control of mobile 
manipulators. IEEE Trans Robotics Automation 
12(5): 816–824. 

[8] Chen MW, Zalzala AMS (1997) Dynamic modeling 
and genetic-base trajectory generation for 

0 0.5 1 1.5
-0.5

0

0.5

t (sec)
 

 

xdot*sin(phi)
-ydot*cos(phi)
xdot*sin(phi)-ydot*cos(phi)

0 0.5 1 1.5
-2

-1

0

1

2

t (sec)
 

 

xdot*cos(phi)
ydot*sin(phi)
xdot*cos(phi)+ydot*sin(phi)
-Va



 
 
  

  21    شافعي       كورايم و  4/ شماره 3/ دوره 1392ها/ سال ها و شارهمكانيك سازه
  

 

nonholonomic mobile manipulators. Control 
Engineering Practice 5(1): 39–48. 

[9] Colbaugh R (1998) Adaptive stabilization of mobile 
manipulators. Journal of Robotic Systems 15(9): 
511-523. 

[10] Yamamoto Y, Yun X (1994) Coordinating 
locomotion and manipulation of a mobile 
manipulator. IEEE Trans Automatic Control 39(6): 
1326–1332. 

[11] Thanjavur K, Rajagopalan R (1997) Ease of 
dynamic modeling of wheeled mobile robots 
(WMRs) using Kane's approach. IEEE In. Conf 
Robotics and Automation, Albuquerque, New 
Mexico: 2926–2931. 

[12] Tanner HG, Kyriakopouos KJ (2001) Mobile 
manipulator modeling with Kane's approach. 
Robotica 19(6): 675–690. 

[13] Saha SK, Angeles J (1989) Kinematics and 
dynamics of a three-wheeled 2-dof AGV. IEEE Int 
Conf Robotics and Automation 3, Piscataway, NJ: 
1572–1577. 

[14] Angeles J (2003) Fundamentals of robotic 
mechanical systems: theory, methods and 
algorithms. Springer, New York, 2nd edition. 

[15] Li JJ, Zhao XH (2012) Dynamics modeling and 
simulation of tracked five DOF mobile 
manipulator. Advanced Materials Research 433-
440: 4817–4822. 

[16] Chung JH, Velinsky SA, Hess RA (1998) 
Interaction control of a redundant mobile 
manipulator. International Journal of Robotics 
17(12): 1302–1309. 

[17] Meghdari A, Mahboobi AH, Gaskarimahalle AL 
(2006) Dynamic modeling of 'CEDRA' rescue 
robot on uneven terrain. Scientia Iranica 13(3): 
272–283. 

[18] Korayem MH, Rahimi HN, Nikoobin A (2012) 
Mathematical modeling and trajectory planning of 
mobile manipulators with flexible links and joints. 
Applied Mathematical Modelling 36(7): 3229–
3244. 

[19] Vossoughi G, Pendar H, Heidari Z, Mohammadi S 
(2008) Assisted passive snake-like robots: 
conception and dynamic modeling using gibbs-
appell method. Robotica 26(3): 267–276. 

[20] Korayem MH, Shafei AM (2009) Motion 
equations proper for forward dynamic of  robotic 
manipulators with flexible links by using recursive 
gibbs-appell formulation. Scientia Iranica 
Transaction B-mechanical engineering 16(6): 479–
495. 

[21] Khadem SE, Pirmohammadi AA (2003) 
Analytical development of dynamic equations of 
motion for a three-dimensional flexible  link 
manipulator with revolute and prismatic joints. 
IEEE Transactions on Systems, Man, and 
Cybernetics 33(2): 237–24. 

 

  


