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 چکیذٌ
 ٌگيیاض یًبهَضؼ تِیؿیالاؾت يهترلرل ثط اؾبؼ تئَض یقسُ ثب هَاز هسضج تبثؼ سُی/ًبًَ ّوگي پَقىطٍیه يطّبیهمبلِ اضتؼبقبت آظاز ت يیزض ا

اؾتفبزُ قسُ اؾت.  وَقٌىَیت طیت يّوبى تئَض بی طّبیهطتجِ اٍل ت یثطق تئَضي اظ حطوت هؼبزلات اؾترطاج هٌظَض قسُ اؾت. ثِ یثطضؾ

 یلتحلی ضٍـ زض. اًس هرتلف حل قسُ يهطظ ظیقطا يثطا يٍ ضٍـ ػسز كیزل یلتحلی ضٍـ زٍ اظ اؾتفبزُ ثب آهسُ زؾت ثِ وتهؼبزلات حط

 .پبضاهتط ٍ ثبثت هدَْل ّؿتٌس يوِ ذَز قبهل تؼساز یٌسآ یزؾت هثِ  خبییخبثِ يّب هَلفِ یقًَس ٍ پبؾد ولیاثتسا هؼبزلات حطوت حل ه

. زض حل قًَس یاؾترطاج ه یؼیعج ّبي وِ اظ حل آى فطوبًؽ نضؾی یزؾتگبُ هؼبزلِ ه هیثِ  طیت يزٍ اًتْب زض يهطظ ظیقطا يؾپؽ ثب ثطلطاض

 حیًتب ؿِیاظ همب اؾتفبزُاثتسا ثب  حیحل هؼبزلات حطوت اؾتفبزُ قسُ اؾت. زض ثرف ًتب يثطا بفتِی نیتؼو یلیفطاًؿیاظ ضٍـ هطثؼبت ز يػسز

حبنل اظ زٍ ضٍـ  حی. ؾپؽ ًتبقَزیه سییهمبلات، نحت ٍ زلت ضٍـ حبضط تب طیهكبثِ اضائِ قسُ زض ؾب حیهمبلِ ثب ًتب يای اظ آهسُ زؾت ثِ

 عاىیه طیوٌس. زض ازاهِ تبث یه سییحبنل اظ زٍ ضٍـ نحت ّط زٍ ضٍـ ضا تب حیوِ تغبثك ًتب قًَس یه ؿِیاضائِ قسُ همب يٍ ػسز یلیحل تحل

 .طزگی یهَضز هغبلؼِ لطاض ه یؼیعج يّب ثط همساض فطوبًؽ ِیآى لا رلزضنس ترل عاىیه يیهترلرل ٍ ّوچٌ ِیضربهت لا

؛ ضٍـ كیزل یلی؛ حل تحلٌگيیاض یًبهَضؼ تِیؿیالاؾت يهترلرل؛ تئَض ی/ًبًَ؛ هَاز هسضج تبثؼىطٍیه يطّبیاضتؼبقبت آظاز؛ ت 7كلیذیكلمبت 

 .بفتِی نیتؼو یلیفطاًؿیهطثؼبت ز
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Abstract   
In this paper, the free vibration of homogeneous micro / nano beams coated by a functionally graded layer is 

investigated based on the Eringen's nonlocal elasticity theory. In order to extract the equations of motion, the 

first-order shear deformation beam theory (Timoshenko's beam theory) has been used. The obtained 

equations of motion are solved using two different analytical and numerical methods for different boundary 

conditions. In the analytical method, the equations of motion are first solved and the general functions for the 

displacements are obtained. The functions include a number of unknown parameters and constants. Then, by 

considering the boundary condition equations at both ends of the beam, a set of algebraic equations is 

extracted. Finally, the natural frequencies are obtained form the nonzero solution of the algebraic equations. 

In the numerical solution, the generalized differential quadrature method is used to solve the equations of 

motion. In the results section, first, the validity of present methods should be confirmed. Hence, the results 

obtained from this article are compared with the corresponding results presented in the litterature. Then, the 

results of the two analytical and numerical methods are compared, which confirms the consistency of the 

results of both two methods. The effects of thickness of porous layer and also the percentage of porosity of 

porous layer on the natural frequencies of beams are studied. 

Keywords: Free Vibration; Micro/Nano Beams; Functionally Graded Porous Material; Eringen's Nonlocal 

Elasticity Theory; Exact Analytical Solution; Generalized Differential Quadrature Method (GDQM). 
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  مقذمٍ -0
 یتیاظ هَاز وبهپَظ يسی( ًؿل خسFGM) یهَاز هسضج تبثؼ

اظ هحممبى ٍ زاًكوٌساى زض  يبضیّؿتٌس وِ هَضز تَخِ ثؿ

زٌّسُ هَاز  لیؾطاؾط خْبى لطاض گطفتِ اؾت. زضنس اخعا تكى

FGM  َؾتِیزض هبزُ ثِ نَضت پ گطیًمغِ تب ًمغِ ز هیاظ 

ضا  ِیچٌسلا یتیهكىلات هَاز وبهپَظ ٌطٍیوٌس ٍ اظ ایه طییتغ

ّب اظ ِ یلا ىٌَاذتی طیٍ غ یحطاضت يّبوِ ثط اثط تٌفًساضز 

اخعا  َؾتِیپ طاتییتغ يچٌی ّن ؛قسًس یخسا ه گطیىسی

 یىیوِ ذَال هىبً قَزیؾجت ه FGMزٌّسُ هبزُ  لیتكى

 گطیثِ ًمغِ ز اياظ ًمغِ َؾتِپی نَضت زؾتِ اظ هَاز ثِ يیا

 .]1،2[ وٌس طییتغ

قسُ اظ هَاز هترلرل هبًٌس  لیؾجه تكى ّبي ؾبظُ

هٌحهط ثِ فطزقبى  ّبي یػگیٍ لزلی ثِ ،يفلع يّب فَم

 یٍ هٌْسؾ يَّافضب، ذَزضٍؾبظ غیزض نٌب يوبضثطز گؿتطزُ ا

 يیوِ ا ییثبلا ییتَاًب لزلی ثِ يیّوچٌ ؛]6-3[ػوطاى زاضًس 

همبٍم  ّبي ؾبظُ ػٌَاى ثِ ،زاضًس يزؾتِ اظ هَاز زض خصة اًطغ

 تی. تطوطًسگی یهَضز اؾتفبزُ لطاض ه یىیٌبهیتحت اثط ثبض ز

اظ هَاز  يسیٍ هترلرل هٌدط ثِ تَؾؼِ زؾتِ خس FGMهَاز 

 گطیثِ ًمغِ ز ايًمغِ اظ ّب ترلرل عاىیوِ زض آى ه قَز یه

ثب  يهَاز دبزیٍ ثبػث ا وٌسیه طییتغ َؾتِپی نَضت ثِ

 .]10-7[ قَز یه تط ٌِیثْتط ٍ ثْ ايؾبظُ يّبتیلبثل

ٍ اثطات ٍاثؿتِ  یهَلىَل يیث يطٍّبی/ًبًَ ًىطٍیاثؼبز ه زض

 َؾتِیپ ظیهح هیٍ هىبً قًَس یثِ اثؼبز وَچه هْن ه

 اثؼبز زض ّبؾبظُ یىیضفتبض هىبً لیلبزض ثِ تحل هیولاؾ

 ظیهح هیهىبً يتئَض يؾط هی ٌطٍی. اظاؿتی/ًبًَ ًىطٍهی

 وِ اًسٍاثؿتِ ثِ اثؼبز تَؾظ زاًكوٌساى اضائِ قسُ َؾتِیپ

 اثؼبز زض ّب ؾبظُ یىهىبًی ضفتبض ّب،ثب اؾتفبزُ اظ آى تَاى یه

 يیاضائِ قسُ زض ا ّبي يوطز. اظ تئَض لی/ًبًَ ضا تحلىطٍهی

 ي، تئَض]14-11[تٌف خفت  ّبييتئَض تَاى یه ٌِیظه

، ]16[ یًبهَضؼ تِیؿیالاؾت ي، تئَض]15[وطًف  بىیگطاز

 انلاحتٌف خفت  ي، تئَض]17[ؾغح  تِیؿیالاؾت يتئَض

ضا  ]19[انلاح قسُ  یًبهَضؼ تِیؿیالاؾت يٍ تئَض ]18[قسُ 

 ًبم ثطز.

 یزض هَضز هَاز هسضج تبثؼ يبزیظ يّب پػٍّف تبوٌَى

 ثطاؾبؼ ّباظ آى ي( اًدبم قسُ اؾت وِ تؼسازFGPهترلرل )

-ی/ًبًَ هىطٍیهَاز زض اثؼبز ه يٍ ثطا ٌگيیاض یًبهَضؼ تئَضي

اضتؼبقبت آظاز  ،]20[ٍ ّوىبضاى  قبفؼی هثبل، ػٌَاى . ثِثبقٌس

 هطثؼبتضا ثب اؾتفبزُ اظ ضٍـ  FGP/ًبًَ ىطٍیه يطّبیت

( هَضز هغبلؼِ لطاض زازًس. GDQM) بفتِی نیتؼو یلیفطاًؿیز

ضا زض زٍ ضاؾتب زضًظط گطفتٌس.  FGP هسضج ذَال ّب آى

ًبًَ لطاض  يطّبیت یاضتؼبقبت آظاز ذغ ،]21[ یٍ ثطات یویاثطاّ

 یؿیوِ اظ هبزُ الىتطٍهغٌبع هیثؿتط الاؾت يگطفتِ ضٍ

قسُ اؾت ضا  لیتكى یثب ذَال هسضج تبثؼ هیهترلرل الاؾت

هَضز هغبلؼِ لطاض  طّبیهطتجِ ؾَم ت یثطق يثط اؾبؼ تئَض

ضٍـ  هی اظ اؾتفبزُ ثب ضا آهسُ زؾت ثِ هؼبزلات ّب زازًس. آى

 عاىیهرتلف اظ خولِ ه يپبضاهتطّب طیحل وطزًس ٍ تبث یلیتحل

 يوطزًس. قبَّضز یثطضؾ طّبیاضتؼبقبت آظاز ت يترلرل ضا ضٍ

ٍ  ٌگيیاض یًبهَضؼ ّبي ياظ تئَض زُثب اؾتفب ،]22[ یٍ ثطات

 طیًبًَ ضا تحت تبث ّبي ٍضق یوطًف، ضفتبض اضتؼبق بىیگطاز

 اظ ّب هَضز هغبلؼِ لطاض زازًس. آى ییگطهب-یضعَثت يثبضگعاض

توبم  طیحل هؼبزلات اؾتفبزُ وطزًس ٍ تبث يثطا يگلطوی ضٍـ

هغبلؼِ وطزًس. فبلح ٍ ّوىبضاى  طیاضتؼبـ ت يپبضاهتطّب ضا ضٍ

 طیضا تحت تبث اي اؾتَاًِ ّبيپَؾتِ ياضتؼبقبت اخجبض ،]23[

 یًبهَضؼ ّبييضا ثط اؾبؼ تئَض یقؼبػ یىیٌبهیز يثبضگعاض

ضا  یضظًٍبًؿ یوطزًس ٍ ًَاح یوطًف ثطضؾ بىیٍ گطاز ٌگيیاض

 هی ،]24[ٍ ّوىبضاى  َیذَز هكرم وطزًس. آض لیزض تحل

ًبًَ  يطّبیووبًف ٍ اضتؼبقبت آظاز ت يهسل اخعا هحسٍز ثطا

 غیهرتلف اظ خولِ تبثغ تَظ يپبضاهتطّب طیاضائِ وطزًس ٍ تبث

ووبًف ٍ اضتؼبقبت  يضا ثط ضٍ طیضربهت ت يترلرل زض ضاؾتب

 ىٌَاذتیطیٍ غ ىٌَاذتی غتَظی زٍ ّب وطزًس. آى یآظاز ثطضؾ

اًتربة  یىیهىبً ّبيهَلفِ يهغبلؼِ اثط ترلرل ثط ضٍ يضا ثطا

 يثطا یضظًٍبًؿ لیتحل هی ،]25[ٍ ّوىبضاى  يوطزًس. هحوس

لطاض  یطذغیغ هیثؿتط الاؾت يوِ ضٍوطزًس اضائِ ًبًَ  يطّبیت

 طّبیت يیزض همبلِ ذَز اضتؼبقبت آظاز ا يّوچٌی ّبزاضًس. آى

حل  يضا ثطا يیلطاض زازًس ٍ ضٍـ گلطو یهَضز ثطضؾ عیضا ً

 ،]26[ ّوىبضاى ٍ ٍاى فًَگ. ثطزًس وبض هؼبزلات حطوت ثِ

ٍ  یىیذوف اؾتبت یثطضؾ يضا ثطا ایعٍغئَهتطیهضٍـ  هی

 لتحلی زض ّبًبًَ اؾتفبزُ وطزًس. آى ّبياضتؼبقبت آظاز ٍضق

 ٌگي،یاض یذَز هكبّسُ وطزًس وِ ذَال هَاز، پبضاهتط ًبهَضؼ

 ؿتنیؾ یىیضفتبض هىبً يترلرل ثط ضٍ عاىیٍ ه يهطظ ظیقطا

ضٍـ  گطیهمبلِ ز هی زض ّبزاضًس. آى ايلبثل هلاحظِ طیتبث

 طّبیت یطذغیغ یهغبلؼِ ضفتبض ضظًٍبًؿ يضا ثطا ایعٍغئَهتطیه

 ،]28[ٍ ّوىبضاى  یضحوبً. ]27[هَضز اؾتفبزُ لطاض زازًس 

لطاض  يًبًَ زٍضاى وٌٌسُ حَل هحَض يطّبیاضتؼبقبت آظاز ت
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ضا هَضز هغبلؼِ لطاض زازًس.  طیگطفتِ زض اًتْب ٍ ػوَز ثط هحَض ت

 زؾت ثِ يضز یثطق تئَضي ثطاؾبؼ ضا حطوت هؼبزلات ّبآى

 اؾتفبزُ ّبحل آى يثطا GDQM ضٍـ اظ ؾپؽ ٍ آٍضزًس

 يذَال هَاز ضا زض زٍ ضاؾتب طاتتغیی ّبآى يچٌی ّن ؛وطزًس

 ،]29[زضًظط گطفتٌس. ثْساز ٍ ّوىبضاى  طیهحَض ٍ ضربهت ت

 يًبًَ يطّبیٍ اضتؼبقبت آظاز ت یىیٌبهیز يساضیپب

 طی/غیهَضؼ يزٍفبظ تِیؿیضا ثب اؾتفبزُ الاؾت هیؿىَالاؾتیٍ

ذَز ضا ثط  یبضضی هسل ّبلطاض زازًس. آى یهَضز ثطضؾ یهَضؼ

 GDQMثٌب ًْبزًس ٍ اظ ضٍـ  وَقٌىَیت طیت ياؾبؼ تئَض

 یاثطات ؾغح يّوچٌی ّبآى. وطزًس اؾتفبزُ ّبحل آى يثطا

 هَضز هغبلؼِ لطاض زازًس.  طّبیت یضا ثط ضفتبض اضتؼبق

-بؼیهْن هَاز هترلرل زض ّوِ هم ياظ وبضثطزّب یىی

 اًطغي خبشة ػٌَاى ثِ ّب/ًبًَ/هبوطٍ اؾتفبزُ اظ آىىطٍیه ّبي

 بضیثؿ يّب وِ تبوٌَى پػٍّف اؾت یٍ حطاضت ینَت كیٍ ػب

-ثِ تَاىینَضت گطفتِ اؾت. هؿلوب ه ٌِیظه يیزض ا یاًسو

حبلت اٍل  ؛طًسیفَق زٍ حبلت ضا زضًظط ثگ وبضثطزّبي هٌظَض

حبلت زٍم اظ پَقف  ٍ زض طًسیول ؾبظُ ضا هترلرل زضًظط ثگ

 ٌِیثْ یاؾتفبزُ وطز تب ّن عطاح یؾبظُ انل يثطا هترلرل

 ّبٍاضز ًكَز. ترلرل یذلل یقَز ٍ ّن ثِ ػولىطز ؾبظُ انل

 بی ىٌَاذتی نَضتثِ تَاًٌسیهترلرل ه یپَقك ِلای زض

 ّبيتحلرل غی( ثبقٌس. ّط وسام اظ اًَاع تَظFGP) یهسضج تبثؼ

زٍ ًَع  ّطذَز ضا زاضًس ٍ زض پػٍّف حبضط  يفَق وبضثطزّب

 اؾتحىبم ثط ّبآى طیٍ تبث طزیگ یلطاض ه یترلرل هَضز ثطضؾ

-ؾبظُ يیاظ هْوتط یىی طی. تطًسیگ یلطاض ه یهَضز ثطضؾ طّبتی

 ّبيزض حَظُ اياؾت وِ وبضثطز گؿتطزُ یىیهىبً ّبي

/ًبًَ، هَاز ىطٍیه بؼیزض هم يچٌیّن ؛زاضز غیهرتلف نٌب

ثبلا  يثب زاضا ثَزى هؿبحت ؾغح ٍ لسضت اًتربثگط هترلرل

هثل زهب، ضعَثت ٍ ًَض پبؾد  ظیزض هح یخعئ طیثِ همبز

/ًبًَ ثِ ىطٍیه بؼیهَاز زض هم يیػلت اظ ا يی. ثسزٌّس یه

 يیاظ ا یوِ زضنس لبثل تَخْ قَز یاؾتفبزُ هػٌَاى ؾٌؿَض 

ٍ  ٌطٍی. اظ اقًَسیزضًظط گطفتِ ه طیت هی نَضتؾٌؿَضّب ثِ

اضتؼبقبت  یقسُ زض ثبلا، ثطضؾ تِهغبلت گف تیثب تَخِ ثِ اّو

ثطذَضزاض اؾت وِ  ییثبلا تیاظ اّو یهَضز ثطضؾ يطّبیآظاز ت

ّوگي  يطّبیثبض اضتؼبقبت آظاز ت يیاٍل يهمبلِ ثطا يیزض ا

/ًبًَ ثب ىطٍیه بؼیزض هم FGPهترلرل  ِیقسُ ثب لا سُیپَق

هَضز هغبلؼِ  ٌگيیاض یًبهَضؼ تِیؿیالاؾت ياؾتفبزُ اظ تئَض

 يٍ تئَض وَقٌىَیت طیت يهمبلِ اظ تئَض يیزض ا .طزگییلطاض ه

ٍ اؾترطاج  يهسلؿبظ يثطا ٌگيیاض یٍاثؿتِ ثِ اثؼبز ًبهَضؼ

اظ تئَضي  همبلات هرتلفی). قَز یهؼبزلات حبون اؾتفبزُ ه

ّبي هىبًیىی هرتلف تیطّب ثطاي تحلیل پبؾدتیط تیوَقٌىَ 

ؾپؽ ثب اؾتفبزُ اظ زٍ ضٍـ . (]32-30[ اًساؾتفبزُ وطزُ

ضا حل  لیفطاًؿیزهؼبزلات  GDQM يٍ ضٍـ ػسز یلیتحل

ثبض اؾت وِ  يیاٍل ياضائِ قسُ ثطا یلیضٍـ تحل. نوٌییه

ّن ثِ  حیزض لؿوت ًتب .قَزیاضائِ ه FGP يطّبیت يثطا

 يهرتلف ضٍ يپبضاهتطّب طیٍ تبث حیزلت ٍ نحت ًتب یثطضؾ

 .نپطزاظی یاضتؼبقبت آظاز ه

 

 یبضیر یسبزمذل -5

 ىگهیار یوبمًضؼ تٍیسیالاست -5-0
الاؾتیؿیتِ ًبهَضؼی اضیٌگي تٌف زض یه ًمغِ  يزض تئَض

ثلىِ ثِ  ،زاضز یهطخغ ًِ تٌْب ثِ وطًف زض آى ًمغِ ثؿتگ

ٍاثؿتِ اؾت وِ  عیوطًف زض توبم ًمبط ّوؿبیِ آى ًمغِ ً

ٍ ًتبیح  اياتوی زیٌبهیه قجىِ يایي زیسگبُ ثطاؾبؼ تئَض

تٌف زض  يثی ضاثغِ. اؾت آهسُ زؾتتدطثی پسیسُ تفطق ثِ

 طیثب تٌف زض ؾب یًبهَضؼ تِیؿیًمغِ هطخغ زض الاؾت هی

 :]16[ قَزیه بىیث( 1)ًمبط ثط اؾبؼ ضاثغِ 

𝜎
  
( )  ∫  (|    |)     (  )          

 

 

(1)  

σوِ زض ضاثغِ فَق 
  

ّبي تٌف ًبهَضؼی تطتیت هَلفِثِ    ٍ  

  ثبقٌس ٍ تبثغ تضؼیف اضیٌگي ٍ تٌف هَضؼی ولاؾیه هی

هیعاى هكبضوت ؾبیط ًمبط زض پبؾد ًمغِ هطخغ اؾت. فطم 

اؾتفبزُ زض ضٍاثظ ضاحتی لبثل اًتگطالی فَق پیچیسُ اؾت ٍ ثِ

 نَضتتط زیفطاًؿلی ثًِیؿت. اظ ایٌطٍ اضیٌگي یه فطم ؾبزُ

 اضائِ وطز: (2ضاثغِ )

(2) (     )𝜎
  
( )     ( ) 

ػولگط لاپلاؾی    پبضاهتط ًبهَضؼی ٍ   وِ زض ضاثغِ ثبلا 

اؾت. ضاثغِ ثبلا تٌف ًبهَضؼی ضا زض یه ًمغِ ثب اؾتفبزُ اظ 

تٌف ولاؾیه زض آى ًمغِ هطثَط  یه ضاثغِ زیفطاًؿیلی ثِ

 وٌس.هی

 

 FGPشذٌ بب مًاد  ذٌیَمگه پًش ریت -5-5
ًوبیف  FGP، یه تیط ّوگي پَقیسُ قسُ ثب لایِ 1زض قىل 

 ٍ تیط یعَل ضاؾتبي زض x هحَض وِ عَضيثِ ،اؾت قسُ زازُ
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 FGPتیر َمگه پًشیذٌ شذٌ بب لایٍ  -0شکل 

 

، Lتیط زاضاي عَل . اؾتزض ضاؾتبي ضربهت تیط  zهحَض 

تغییطات ذَال هسضج تبثؼی اؾت.  h، ٍ ضربهت ول bػطو 

اؾت. ثطاي تَظیغ ترلرل زض  FGPزض ضاؾتبي ضربهت لایِ 

(، 1ضاؾتبي ضربهت، ؾِ هسل غیطیىٌَاذت هتمبضى )هسل 

( زضًظط 3( ٍ یىٌَاذت )هسل 2)هسل  ًبهتمبضىغیطیىٌَاذت 

قَز. چگبلی ٍ هسٍل الاؾتیؿیتِ زض ضاؾتبي گطفتِ هی

تطتیت ثب اؾتفبزُ اظ ضٍاثظ ضربهت تیط ثطاي ؾِ هسل فَق ثِ

 :]33[قًَس ثیبى هی( 3)

{
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 (  
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(3)  
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تطتیت هسٍل الاؾتیؿیتِ ٍ ثِ   ٍ    وِ زض ضٍاثظ ثبلا 

ؾِ ًَع تبثغ تَظیغ  ثبقٌس.هی FGPچگبلی زض وف لایِ 

تطتیت تبثغ تَظیغ ثِ 3ترلرل ًكبى زازُ قسُ زض ضاثغِ 

غیطیىٌَاذت هتمبضى، تبثغ تَظیغ غیطیىٌَاذت غیطهتمبضى ٍ 

ثبقٌس. زض تبثغ تَظیغ غیطیىٌَاذت اذت هیتبثغ تَظیغ یىٌَ

ّبي ترلرل ًؿجت ثِ نفحِ هیبًی لایِ هتمبضى، تَظیغ ؾَضاخ

هترلرل هتمبضى ثَزُ ٍ تغییطات آى ثطاؾبؼ تبثغ وؿیٌَؾی 

چٌیي زض ایي هسل اظ تبثغ تَظیغ ثیكتطیي همساض ّن ؛اؾت

ترلرل ٍ هٌفصّب زض ؾغح هیبًی لایِ هترلرل لطاض زاضز. زض 

تَظیغ  ،ٍم وِ تبثغ تَظیغ غیطیىٌَاذت غیطهتمبضى اؾتهسل ز

ایي تفبٍت  ترلرل ٍ هٌفصّب ثطاؾبؼ تبثغ وؿیٌَؾی اؾت ثب

تَظیغ  زض ایي حبلت وِ ًؿجت ثِ حبلت اٍل تَظیغ ترلرل

ًبهتمبضى ثَزُ ٍ هٌبفص ًؿجت ثِ ؾغح هیبًی لایِ هترلرل 

. زض زاضزلطاض  ي ثیطًٍی لایِّبزض لجًِیع  هٌبفصثیكتطیي همساض 

تبثغ تَظیغ ترلرل ًَع ؾَم تَظیغ ترلرل ٍ هٌفصّب زض ول 

  ٍ    ،    چٌیيّن اؾت؛نَضت یىٌَاذت لایِ هترلرل ثِ

ثبقٌس وِ اظ یىسیگط هؿتمل ًیؿتٌس ٍ پبضاهتطّبي ترلرل هی

ضا ثط حؿت   ٍ    تَاى ثب اؾتفبزُ اظ ضٍاثظ ظیط همبزیط هی

 زؾت آٍضز:ثِ   

      √     

(4)   
 

  

 
 

  

(
 

 
√     

 

 
  )  

تطتیت هطثَط ثِ وِ ثِ ّؿتٌسپبضاهتطّبي ترلرل    ٍ     

ثبقٌس ٍ ّطچِ همساض ایي هسٍل الاؾتیؿیتِ ٍ چگبلی هی

ثِ هؼٌی آى اؾت وِ تؼساز ٍ حدن  ،ضطایت ثیكتط ثبقس

ثِ ثیبى زیگط  ثیكتط اؾت.زض لایِ هترلرل ّب ٍ هٌبفص ترلرل

چٌس زضنس حدن لایِ هترلرل  ،وٌسهیهكرم    ضطیت 

ًیع یه پبضاهتط ترلرل   اًس. ضطیت ضا هٌبفص تكىیل زازُ

آیس ٍ فمظ زض تبثغ زؾت هیثِ   ثطحؿت پبضاهتط  اؾت وِ

 ضٍز.وبض هیتَظیغ یىٌَاذت ثِ

 

 تئًری تیر تیمًشىکً -5-3
خْت خبیی زض ؾِّبي خبثِزض تئَضي تیط تیوَقٌىَ هَلفِ

 س:ًقَنَضت ظیط ثیبى هیهرتهبت ثِ

   (       )   (   )    (   ) 

   (       )    

(5)   (       )   (   ) 

ٍ     خبیی زض خْت هحَضي هَلفِ خبثِ   وِ زض ضاثغِ ثبلا 

ثیبى   ٍ   تیط اؾت.    خبیی زض خْت ػطضی هَلفِ خبثِ   

ثبقٌس ٍ هَلفِ هی z=0خبیی زض ؾغح ّبي خبثِوٌٌسُ هَلفِ

 وٌس.هكرم هی xضا حَل هحَض  z=0هیعاى چطذف تیط   

 

 استخراج مؼبدلات حركت -5-0

ّبي وطًف هٌظَض اؾترطاج هؼبزلات حطوت اثتسا ثبیس هَلفِثِ

ّبي ٍ تٌف ولاؾیه ضا اؾترطاج وٌین. ثب اؾتفبزُ اظ هَلفِ

ظیط نَضت ّبي وطًف ثِ(، هَلف5ِخبیی زض هؼبزلات )خبثِ

 آیٌس:زؾت هیثِ

         ⁄       ⁄  

(6)         ⁄    

ّبي  نَضت ظیط ثطحؿت هَلفِولاؾیه ثِ ٍ هَلفِ ّبي تٌف

 آیٌس:زؾت هیوطًف ثِ

    ( )   ( )(    ⁄       ⁄ ) 

(7)     
 ( )

 (   )
(    ⁄   ) 

ّویلتَى زؾت آٍضزى هؼبزلات حطوت اظ انل ثطاي ثِ

 قَز:ثیبى هی( 8ضاثغِ )نَضت وٌین وِ ثِاؾتفبزُ هی

(8) ∫ (     )   
 

 

تطتیت اًطغي خٌجكی ٍ اًطغي ثِ  ٍ   وِ زض ضاثغِ ثبلا 

نَضت ظیط ثطاي ول حدن تیط اضائِ ثبقٌس ٍ ثِپتبًؿیل تیط هی

 :قًَسهی

  
 

 
 ∫ ∫∫ ( ) ((

   

  
)

 

 (
   

  
)

 

)

 

 

 

 

   

    

       

(9)   
 

 
∫ ∫∫𝜎      𝜎     

 

 

 

 

   

    

       

ثبقٌس. ّبي تٌف ًبهَضؼی هیهَلفِ   σ    ٍσزض ضاثغِ ثبلا 

ٍ  (5)خبیی ٍ وطًف زض هؼبزلات خبثِ ّبيثب اؾتفبزُ اظ هَلفِ

ٍ اؾتفبزُ اظ ضٍـ اًتگطال خع ثِ خع ٍ هؿبٍي نفط لطاض ( 6)

، هؼبزلات حطوت ٍ قطایظ هطظي   ، ٍ   ،   زازى ضطایت 

 آیٌس:زؾت هینَضت ظیط ثِثِ
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(10)     
    

  
   

   

   
   

-زؾت هینَضت ظیط ثٍِ قطایظ هطظي زض زٍ اًتْبي تیط ثِ

 آیٌس:

              

              

(11)              

 وِ زض ضٍاثظ ثبلا زاضین:

     ∫ ∫ 𝜎  

   

    

 

 

   

     ∫ ∫ 𝜎  

   

    

 

 

    

(12)     ∫ ∫ 𝜎  

   

    

 

 

   

-تٌف ثِ ّبي ًبهَضؼیثطحؿت هَلفِ (10)هؼبزلات حطوت 

ضا زض ایي هؼبزلات ضطة       اگط ػولگط  .ًساهسُآزؾت 

اؾتفبزُ وٌین، هؼبزلات  (7)ٍ  (2)وٌین ٍ ؾپؽ اظ ضٍاثظ 

زؾت نَضت ظیط ثِخبیی ثِّبي خبثِحطوت ثطحؿت هَلفِ

 آیٌس:هی

     

   

   
   

   

   
  

                      (     ) (  
   

   
   

   

   
)    

      

   

   
   

   

   
   (

  

  
  ) 

                        (     ) (  
   

   
   

   

   
)    

      (
   

   
 

  

  
)  (     )    

   

   
   

(13)  

 وِ

 (        )  ∫ ∫ (      ) ( )  

   

    

 

 

 

(14) (        )  ∫ ∫ (      ) ( )  

   

    

 

 

 

 حل مؼبدلات -3
 ريش تحلیلی -3-0

نَضت تحلیلی، اثتسا یه ثِ (13)ثطاي حل هؼبزلات حطوت 

گیطین. خبیی زض ًظط هیّبي خبثِپبؾد ولی ثطاي هَلفِ

نَضت یه زؾتگبُ هؼبزلات زیفطاًؿیل ثِ (13)هؼبزلات 

ثٌبثطایي حل ولی  ثبقٌس؛ت ثبثت هیخفت قسُ ذغی ثب ضطای

 ثبقٌس:نَضت تبثغ ًوبیی ظیط هیهؼبزلات فَق ثِ

    ̅        

    ̅        

(15)    ̅        

زض هؼبزلات  (15)خبیی اظ هؼبزلِ ّبي خبثِهَلفِ خبیگصاضيثب 

    ٍ ّوچٌیي فبوتَض گطفتي اظ همساض ًبنفط   (13)حطوت 

 ضؾین:نَضت ظیط هیزؾتگبُ هؼبزلِ ثِثِ یه 

*

   
  (       

 )              
  (       

 )  

   
  (       

 )     
  (       

 )     

                                                    

                                     

 
    

   
    (     )  

+  {
 ̅
 ̅
 ̅

}   

 

(16)  

زؾتگبُ هؼبزلِ ثبلا حل ثسیْی نفط زاضز. ثطاي زؾتیبثی ثِ 

حل غیطثسیْی)ًبنفط( ثبیس زتطهیٌبى هبتطیؽ ضطایت هؿبٍي 

-نفط لطاض زازُ قَز وِ هٌدط ثِ ایدبز یه هؼبزلِ خجطي ثط

  قَز. اظ حل ایي هؼبزلِ قف همساض ثطاي هی   حؿت هَلفِ

( 17ضاثغِ )نَضت خبیی ثِ خبثِّبي آیس ٍ هَلفِ زؾت هیثِ

 قًَس:اضائِ هی

 

 

 

(17) 

  ∑ ̅  
       

 

   

      ∑  ̅  
   

 

   

     

  ∑ ̅  
   

 

   

                                            

  

اظ ّن هؿتمل ًیؿتٌس.   ̅ ، ٍ  ̅ ،  ̅ وِ زض ضٍاثظ فَق ثَاثت 

زض زٍ هؼبزلِ  (17)ّط وسام اظ قف پبؾد هؼبزلِ  خبیگصاضيثب 

نَضت اذتیبضي(، ضٍاثظ )ثِ (13)اظ ؾِ هؼبزلِ حطوت 

 آیٌس: هی زؾتٍاثؿتگی ظیط ثیي ثَاثت ثِ

  ̅   
    

     
 

    
     

 
 ̅  

(18)  ̅   
    

    
     

 
 ̅  
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اَز،    همبزیط هكرهِ  اَل ه  بّيٌّسؾِ تیط ٍ فطوبًؽثطحؿت ذ

 (17)زؾت آهسُ زض هؼبزلات ّبي ثِثبقٌس. اگط پبؾدعجیؼی هی

وٌین ثِ هی خبیگصاضي 11ضا زض قف هؼبزلِ قطط هطظي  (18)ٍ 

ضؾین هی  ̅ یه زؾتگبُ هؼبزلات ّوگي ثط حؿت قف ثبثت 

-ّبي عجیؼی اؾترطاج هیوِ اظ حل ًبثسیْی آى همبزیط فطوبًؽ

طایظ هطظي ثطاي چْبض ًَع قطط هطظي هرتلف هؼبزلات ق قًَس.

 ًكبى زازُ قسُ اؾت. 1زض خسٍل 

 

 GDQMريش ػذدی  -3-5
 GDQMنَضت ػسزي اظ ضٍـ ثطاي حل هؼبزلات حطوت ثِ

اؾتفبزُ قسُ اؾت. ثطاؾبؼ ایي ضٍـ ػسزي هكتك هطتجِ 

k ِ34[قَز نَضت ظیط ثیبى هیثِ   ام یه تبثغ زض ًمغ[: 

(19) 
   ( )

   
|
    

 ∑    
( )

 (  )

 

   

       

   وِ زض ضاثغِ ثبلا 
ام  ضطایت ٍظى هطتجظ ثِ هكتك هطتجِ  ( )

فمظ  ًظط تؼساز ًمبط قجىِ ثٌسي اؾت وِ ثطاي تیط هَضز  ٍ 

ثبقٌس. همبزیط ضطایت ٍظى ثطاي زض اهتساز هحَض عَلی تیط هی

 قًَس:ثیبى هی( 20ضاثغِ )نَضت ثِ 1هكتك هطتجِ 

    
( )

 
∏ (     )

 
       

(     )∏ (     )
 
       

           

(20)    
( )

 
∏ (     )

 
       

(     )∏ (     )
 
       

           

نَضت ظیط ثِ    همبزیط ضطایت ٍظى ثطاي هكتك هطتجِ 

 قًَس:ثطحؿت ضطایت ٍظى هطتجِ پبییٌتط ثیبى هی

    
( )

  (   
(   )

   
( )

 
   

(   )

(     )
)            

(21)    
( )

  ∑    
( )

 

       

           

 وِ  زاضز ٍخَز ثٌسيقجىِ ًمبط ثطاي تَظیغ تبثغ چٌسیي

تَظیغ یىٌَاذت اؾت. زض ایٌدب اظ تبثغ تطیي ًَع آى ؾبزُ

ضاؾتبي هحَض عَلی تیط ثط اؾبؼ ثٌسي غیطذغی زض قجىِ

 تبثغ تَظیغ ظیط اؾتفبزُ قسُ اؾت:

(22)    
 

 
(     (

   

   
 ))     

خبیی هَخَز زض هؼبزلات حطوت ّبي خبثِّبي هَلفِهكتك

 قًَس:نَضت ظیط ثیبى هیثِ GDQMثطاؾبؼ ضٍـ  (13)

(23) 
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 ∑    
( )

 (  )

 

   

  

  
|
    

 ∑    
( )

 (  )  

 

   

 

، ثِ تؼساز (13)زض هؼبزلات حطوت  (23)هؼبزلات  خبیگصاضيثب 

-خبثِ ّبيهؼبزلِ گؿؿتِ ثطحؿت هَلفِ ؾِ ثطاثط ًمبط قجىِ

ّوچٌیي اگط  ؛آیٌسزؾت هیثِ (  ) ٍ  (  ) ، (  )  خبیی

 خبیگصاضي (11)ضا زض هؼبزلات قطایظ هطظي  (23)هؼبزلات 

-زؾت هیخبیی فَق ثِّبي خبثِهؼبزلِ ثطحؿت هَلفِ 6وٌین 

آیٌس. ایي قف هؼبزلِ هطظي ثبیس ثب قف هؼبزلِ حطوت زض 

ؾِ ثطاثط ًمبط  ًمبط هطظي خبیگعیي قًَس تب زضهدوَع ثِ تؼساز

هؼبزلِ حطوت ٍ هؼبزلِ قطط هطظي زاقتِ ثبقین وِ  قجىِ

،  (  )  خبییخبثِ ّبيهَلفِ ؾِ ثطاثط ًمبط قجىِثطحؿت 

ثبقٌس. ایي هؼبزلات ّوگي ٍ زاضاي حل هی (  ) ٍ  (  ) 

ثسیْی نفط ّؿتٌس. اظ حل ًبثسیْی ایي زؾتگبُ اظ هؼبزلات، 

 قًَس.اؾترطاج هیّبي عجیؼی تیط همبزیط فطوبًؽ

 

 دست آمذٌ در حل تحلیلی مؼبدلات شرایط مرزی بٍ -0جذيل 

    هطظ     هطظ  قطط هطظي

H-H (     )(∑  (   ̅     ̅ ) 
   

 

   

)    (     )(∑  (   ̅     ̅ ) 
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 (     )(∑  (   ̅     ̅ ) 
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C-H (     )(∑  (   ̅     ̅ ) 
   

 

   

)    ∑ ̅  
   

 

   

   

 (     )(∑  (   ̅     ̅ ) 
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   ∑ ̅  
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بذين دروظر  ]32[مقبیسٍ فركبوس طبیؼی ايل حبصل از حل تحلیلی حبضر بب مقبدیر ارائٍ شذٌ تًسط چه ي َمکبران  -5جذيل 

 52گرفته رابطٍ 

  ⁄  
 1ترلرل  تبثغ تَظیغ

 ]35[چي ٍ ّوىبضاى 
 ضٍـ تحلیلی حبضط

 2ترلرل تبثغ تَظیغ 

 ]35[چي ٍ ّوىبضاى 
 ضٍـ تحلیلی حبضط

 H-H  H-H  

10 2798/0 2643/0 2599/0 2408/0 

20 1422/0 1341/0 1318/0 1219/0 

 C-C  C-C  

10 5944/0 5652/0 5475/0 5198/0 

20 3166/0 2992/0 2888/0 2728/0 

 C-H  C-H  

10 4242/0 4020/0 3898/0 3679/0 

20 2203/0 2080/0 2013/0 1894/0 

 C-F  C-F  

10 1008/0 0951/0 0917/0 0865/0 

20 0508/0 0479/0 0462/0 0435/0 
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بب دروظر  ]32[مقبیسٍ فركبوس طبیؼی ايل حبصل از حل تحلیلی حبضر بب مقبدیر ارائٍ شذٌ تًسط چه ي َمکبران  -3جذيل 

 52گرفته رابطٍ 

  ⁄   
 1ترلرل تبثغ تَظیغ 

 ] 35 [چي ٍ ّوىبضاى 
 ضٍـ تحلیلی حبضط

 2ترلرل تبثغ تَظیغ 

 ] 35 [چي ٍ ّوىبضاى 
 تحلیلی حبضطضٍـ 

 H-H  H-H  

10 2798/0 2798/0 2599/0 2550/0 

20 1422/0 1422/0 1318/0 1293/0 

 C-C  C-C  

10 5944/0 5944/0 5475/0 5475/0 

20 3166/0 3166/0 2888/0 2888/0 

 C-H  C-H  

10 4242/0 4242/0 3898/0 3898/0 

20 2203/0 2203/0 2013/0 2013/0 

 C-F  C-F  

10 1008/0 1008/0 0917/0 0917/0 

20 0508/0 0508/0 0462/0 0462/0 

 

 C-Cي  H-Hَبی تحلیلی ي ػذدی حبضر مربًط بٍ مذل ايل تًزیغ تخلخل ي شرایط مرزی فركبوس طبیؼی ايل حبصل از حل -0جذيل 

   ⁄          
H-H 

 ضٍـ ػسزي
 ضٍـ تحلیلی

C-C 
 ضٍـ ػسزي

 ضٍـ تحلیلی

0/0 0/0 0/0 2641/0 2641/0 5700/0 5700/0 

  5/0 2578/0 2578/0 5535/0 5535/0 

 5/0 0/0 2642/0 2643/0 5652/0 5652/0 

  5/0 2580/0 2580/0 5489/0 5489/0 

       

2/0 0/0 0/0 2641/0 2641/0 5700/0 5700/0 

  5/0 2578/0 2578/0 5535/0 5536/0 

 5/0 0/0 2659/0 2659/0 5696/0 5696/0 

  5/0 2596/0 2596/0 5533/0 5533/0 

       

4/0 0/0 0/0 2641/0 2641/0 5700/0 5700/0 

  5/0 2578/0 2578/0 5535/0 5535/0 

 5/0 0/0 2578/0 2578/0 5552/0 5552/0 

  5/0 2517/0 2517/0 5392/0 5392/0 
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ي  H-Cَبی تحلیلی ي ػذدی حبضر مربًط بٍ مذل ايل تًزیغ تخلخل ي شرایط مرزی فركبوس طبیؼی ايل حبصل از حل -2جذيل 

 C-Fشرایط مرزی 

   ⁄       
H-C 

 ضٍـ ػسزي
 ضٍـ تحلیلی

C-F 
 ضٍـ ػسزي

 ضٍـ تحلیلی

0/0 0/0 0/0 4034/0 4034/0 0949/0 0949/0 

  5/0 3924/0 3924/0 0951/0 0951/0 

 5/0 0/0 4020/0 4020/0 0951/0 0951/0 

  5/0 3910/0 3910/0 0953/0 0953/0 

       

2/0 0/0 0/0 4034/0 4034/0 0949/0 0949/0 

  5/0 3924/0 3924/0 0951/0 0951/0 

 5/0 0/0 4048/0 4048/0 0957/0 0957/0 

  5/0 3937/0 3937/0 0959/0 0959/0 

       

4/0 0/0 0/0 4034/0 4034/0 0949/0 0949/0 

  5/0 3924/0 3924/0 0951/0 0951/0 

 5/0 0/0 3934/0 3934/0 0927/0 0927/0 

  5/0 3827/0 3827/0 0929/0 0929/0 

 
ي  H-Hَبی تحلیلی ي ػذدی حبضر مربًط بٍ مذل ديم تًزیغ تخلخل ي شرایط مرزی فركبوس طبیؼی ايل حبصل از حل -3جذيل 

 C-Cشرایط مرزی 

   ⁄       
H-H 

 ضٍـ ػسزي
 تحلیلی ضٍـ

C-C 
 ضٍـ ػسزي

 ضٍـ تحلیلی

0/0 0/0 0/0 2641/0 2641/0 5700/0 5700/0 

  5/0 2578/0 2578/0 5535/0 5535/0 

 5/0 0/0 2408/0 2408/0 5198/0 5198/0 

  5/0 2351/0 2351/0 5048/0 5048/0 

       

2/0 0/0 0/0 2641/0 2641/0 5700/0 5700/0 

  5/0 2578/0 2578/0 5535/0 5535/0 

 5/0 0/0 2690/0 2690/0 5756/0 5756/0 

  5/0 2626/0 2626/0 5591/0 5591/0 

       

4/0 0/0 0/0 2641/0 2641/0 5700/0 5700/0 

  5/0 2578/0 2578/0 5535/0 5535/0 

 5/0 0/0 2673/0 2673/0 5736/0 5736/0 

  5/0 2610/0 2610/0 5571/0 5571/0 
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ي  H-Cَبی تحلیلی ي ػذدی حبضر مربًط بٍ مذل ديم تًزیغ تخلخل ي شرایط مرزی فركبوس طبیؼی ايل حبصل از حل -4جذيل 

 C-Fشرایط مرزی 

   ⁄          
H-C 

 ضٍـ ػسزي
 ضٍـ تحلیلی

C-F 
 ضٍـ ػسزي

 ضٍـ تحلیلی

0/0 0/0 0/0 4034/0 4034/0 0949/0 0949/0 

  5/0 3924/0 3924/0 0951/0 0951/0 

 5/0 0/0 4020/0 4020/0 0865/0 0865/0 

  5/0 3910/0 3910/0 0867/0 0867/0 

       

2/0 0/0 0/0 4034/0 4034/0 0949/0 0949/0 

  5/0 3924/0 3924/0 0951/0 0951/0 

 5/0 0/0 4093/0 4093/0 0968/0 0968/0 

  5/0 3981/0 3980/0 0970/0 0970/0 

       

4/0 0/0 0/0 4034/0 4034/0 0949/0 0949/0 

  5/0 3924/0 3924/0 0951/0 0951/0 

 5/0 0/0 4072/0 4072/0 0962/0 0962/0 

  5/0 3961/0 3961/0 0964/0 0964/0 

 

 وتبیج ػذدی -0
ثؼس هٌظَض همبیؿِ پصیط ثَزى ًتبیح ػسزي، اظ یه ضاثغِ ثیثِ

عجیؼی ٍ پبضاهتط ًبهَضؼی  ظیط ثطاي ثیبى فطوبًؽ نَضتثِ

 قَز:اؾتفبزُ هی

 

 
 

 

(24) 
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             ∫ ∫     

   

    

 

 

     ∫ ∫     

   

    

 

 

  ̅     ⁄             

  

زض اثتسا ثِ ًتبیح حبنل اظ ایي همبلِ ثب ًتبیح اضائِ قسُ تَؾظ 

پطزاظین. زض هبوطٍ هیّبي ثطاي ٍضق ]35[چي ٍ ّوىبضاى

نَضت ظیط زضًظطگطفتِ قسُ وطًف ثِ-ّب ضاثغِ تٌفهمبلِ آى

 اؾت وِ:

(25)    ( )  
 ( )

    
(    ⁄       ⁄ )  

زض ّوِ ًتبیح اضائِ قسُ زض ایي همبلِ اظ فَم فَلازي ثب ذَال 

 ظیط اؾتفبزُ قسُ اؾت:

             

(26)                   ⁄⁄  

لبثل شوط اؾت وِ هٌظَض اظ فطوبًؽ عجیؼی زض توبم خساٍل ٍ 

ثؼس قسُ زض ًوَزاضّبي ایي همبلِ، همساض فطوبًؽ عجیؼی ثی

اگط ثطاؾبؼ تئَضي تیط تیوَقٌىَ ضٍاثظ ( اؾت. 24ضاثغِ )

-زضحبلی ،ضؾینهی 7تٌف وطًف ضا اؾترطاج وٌین ثِ ضاثغِ 

وِ زض همبلِ چي ٍ ّوىبضاى اظ ضاثغِ زٍثؼسي فَق ثطاي ثیبى 

ًتبیح  3ٍ  2وطًف اؾتفبزُ قسُ اؾت. زض خساٍل -ضٍاثظ تٌف

حبنل اظ ایي همبلِ ثطاي ّط زٍحبلت ثب ًتبیح همبلِ چي ٍ 

 ،قَزّوىبضاى همبیؿِ قسُ اؾت. ّوبًگًَِ وِ هكبّسُ هی

یي ًتبیح تغبثك وبهل ث ،زضًظط ثگیطین ضا (25)اگط ضاثغِ 

حبنل اظ حل تحلیلی حبضط ثب ًتبیح اضائِ قسُ تَؾظ چي ٍ 

ّب ٍ ًتبیح ّوىبضاى ٍخَز زاضز وِ تبییس وٌٌسُ نحت ضاثغِ

 زؾت آهسُ حبنل اظ ایي همبلِ اؾت.ثِ

ثب اؾتفبزُ اظ ّط زٍ ضٍـ حل تحلیلی ٍ  5ٍ  4زض خساٍل 

-ػسزي، فطوبًؽ عجیؼی اٍل تیط ثطاي همبزیط هرتلف ًؿجت
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، پبضاهتط e0َل ثِ ضربهت تیط، پبضاهتط ترلرل ّبي ع

ٍ ّوچٌیي قطایظ هطظي هرتلف اضائِ قسُ اؾت.  µًبهَضؼی 

ثبقٌس. ًتبیح ایي خسٍل هطثَط ثِ هسل اٍل تَظیغ ترلرل هی

ًمغِ قجىِ اؾتفبزُ قسُ اؾت وِ  25ثطاي حل ػسزي اظ 

هٌدط ثِ ّوگطایی ًتبیح زض ّوِ حبلات ٍ قطایظ هطظي 

زؾت قَز، ًتبیح ثِهیعَض وِ هكبّسُ قَز. ّوبىهرتلف هی

آهسُ ثب اؾتفبزُ اظ زٍ ضٍـ تغبثك وبهل زاضًس وِ تبییس وٌٌسُ 

ثبقس. ًتبیح هكبثْی زض نحت ًتبیح حبنل اظ ّط زٍ ضٍـ هی

ثطاي هسل زٍم تَظیغ ترلرل اضائِ قسُ  7ٍ  6ّبي خسٍل

 اؾت.

 تغییطات فطوبًؽ عجیؼی اٍل تیط ًؿجت ثِ 2زض قىل 

تغییطات ًؿجت ضربهت لایِ ّوگي ثِ ضربهت ول تیط ثطاي 

( اضائِ S-Sهفهل  )-ٍ قطایظ هطظي هفهل 1تبثغ ترلرل ًَع 

̅ اظاي قسُ اؾت. ًتبیح ایي قىل ثِ ٍ پٌح همساض هرتلف    

قَز پبضاهتط ترلرل اضائِ قسُ اؾت. ّوبًغَض وِ هكبّسُ هی

فطوبًؽ اض ثب افعایف همساض ضربهت لایِ ّوگي زض اثتسا همس

یبثس ٍ ثؼس اظ ضؾیسى ثِ یه همساض ثیكیٌِ عجیؼی افعایف هی

ؾپؽ ثب افعایف همساض ضربهت لایِ ّوگي همساض فطوبًؽ 

یبثس تب ثِ یه همساض وویٌِ ثطاي فطوبًؽ عجیؼی وبّف هی

ضؾین. ؾپؽ زض اًتْب ثب افعایف همساض ضربهت عجیؼی هی

بثس. ثِ ثیبى یعجیؼی افعایف هیفطوبًؽ لایِ ّوگي همساض 

تَاى گفت وِ ًوَزاضّبي فَق زاضاي یه همساض زیگط هی

ثبقٌس. ّطچِ همساض پبضاهتط ثیكیٌِ ٍ یه همساض وویٌِ هی

ثبیس، قست تغییطات فطوبًؽ عجیؼی ترلرل افعایف هی

ًؿجت ثِ تغییطات ًؿجت ضربهت لایِ ّوگي ثِ ضربهت ول 

قَز، ول هیعَض وِ هكبّسُ یبثس. الجتِ ّوبىتیط افعایف هی

تغییطات فطوبًؽ ثطاي همبزیط پبضاهتط ترلرل ًكبى زازُ قسُ 

    ًوَزاضّبیی هكبثِ 3حساوثط زُ زضنس اؾت. زض قىل 

̅ اظاي ٍ ثِ 2قىل   1ّبي اًس. اظ همبیؿِ قىلضؾن قسُ   

قَز وِ ٍخَز پبضاهتط ًبهَضؼی ؾجت وبّف هكبّسُ هی 2ٍ 

تغییطي زض ضًٍس قَز ٍلی زض ول همساض فطوبًؽ عجیؼی هی

ًوَزاضّب، زضنس تغییطات ٍ حتی هحسٍزُ ًمبط وویٌِ ٍ 

      3ٍ  2آیس. ًوَزاضّبیی هكبثِ قىل ٍخَز ًویثیكیٌِ ثِ

ٍ ثطاي  5ٍ  4ّبي زض قىل 2تطتیت ثطاي تبثغ ترلرل ًَع ثِ

ًوبیف زازُ قسُ  7ٍ  6ّبي زض قىل 3تبثغ ترلرل ًَع 

ِ تبثغ ترلرل ًبهتمبضى وِ هطثَط ث 5ٍ  4ّبي اؾت. زض قىل

    3ٍ  2ثبقٌس، ضًٍس ًوَزاضّب هكبثِ قىل ّبي هی 2ًَع 

ثیكیٌِ ٍ یه ًمغِ وویٌِ  ثبقٌس ٍ ًوَزاضّب یه ًمغِهی

زاضًس ثب ایي تفبٍت وِ قست تغییطات زض اثتساي ًوَزاضّب 

اؾت. زض  1ٍ زض اًتْبي ًوَزاضّب ووتط اظ ًَع  1ثیكتط اظ ًَع 

 3ثَط ثِ تبثغ ترلرل یىٌَاذت اظ ًَع وِ هط 7ٍ  6ّبي قىل

اؾت، ضًٍس ًوَزاضّب تب حسٍزي هتفبٍت اؾت. ًوَزاضّب زض ایي 

حبلت ًیع زاضاي ًمبط ثیكیٌِ ٍ وویٌِ هكبثْی ًؿجت ثِ 

اظاي همبزیط هرتلف ّبي لجل ّؿتٌس ثب ایي تفبٍت وِ ثِحبلت

وٌٌس وِ وبهلا  پبضاهتط ترلرل، ًوَزاضّب یىسیگط ضا لغغ ًوی

 بٍت اظ زٍ حبلت لجل اؾت.هتف

 

 
تببغ  ومًدار تغییرات فركبوس طبیؼی پبیٍ تیر وسبت بٍ تغییرات وسبت ضخبمت لایٍ َمگه بٍ ضخبمت كل تیر، بب -5شکل 

̅ ي  0تخلخل از وًع     
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 ومًدار تغییرات فركبوس طبیؼی پبیٍ تیر وسبت بٍ تغییرات وسبت ضخبمت لایٍ َمگه بٍ ضخبمت كل تیر، بب تببغ -3شکل 

̅ ي  0تخلخل از وًع     
 

 
تببغ  ومًدار تغییرات فركبوس طبیؼی پبیٍ تیر وسبت بٍ تغییرات وسبت ضخبمت لایٍ َمگه بٍ ضخبمت كل تیر، بب -0شکل 

̅ ي  5تخلخل از وًع     
 

 
تببغ  ومًدار تغییرات فركبوس طبیؼی پبیٍ تیر وسبت بٍ تغییرات وسبت ضخبمت لایٍ َمگه بٍ ضخبمت كل تیر، بب -2شکل 

̅ ي  5تخلخل از وًع     
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تببغ  ومًدار تغییرات فركبوس طبیؼی پبیٍ تیر وسبت بٍ تغییرات وسبت ضخبمت لایٍ َمگه بٍ ضخبمت كل تیر، بب -3شکل 

̅ ي  3 تخلخل از وًع    
  

 
تببغ  ومًدار تغییرات فركبوس طبیؼی پبیٍ تیر وسبت بٍ تغییرات وسبت ضخبمت لایٍ َمگه بٍ ضخبمت كل تیر، بب -4شکل 

̅ ي  3تخلخل از وًع     
 

تغییطات فطوبًؽ ثٌیبزي تیط ًؿجت  11-8ّبي زض قىل

تطتیت ثطاي قطایظ هطظي ثِ تغییطات پبضاهتط ًبهَضؼی ثِ

گیطزاض -(، گیطزاضS-Cگیطزاض )-(، هفهلS-Sهفهل)-هفهل

(C-Cگیطزاض ٍ ،)-( آظازC-F اضائِ قسُ اؾت. ًوَزاضّب ثطاي )

زٍ همساض هرتلف پبضاهتط ترلرل ٍ زٍ همساض هرتلف پبضاهتط 

خع ثطاي قطایظ هطظي قَز، ثِاًس. هكبّسُ هیاضائِ قسُ ⁄   

فطوبًؽ عجیؼی ثب افعایف پبضاهتط ًبهَضؼی ثب آظاز وِ -گیطزاض

وٌس، ثطاي ؾبیط قطایظ هطظي قیت ووی افعایف پیسا هی

همساض فطوبًؽ عجیؼی ثب افعایف پبضاهتط ًبهَضؼی وبّف     

قَز وِ افعایف ّط وسام اظ چٌیي هكبّسُ هییبثس؛ ّنهی

هٌدط ثِ وبّف همساض  ⁄   پبضاهتطّبي ترلرل ٍ پبضاهتط 

قَز وِ ایي وبّف همساض ثطاي پبضاهتط یؼی هیفطوبًؽ عج

گیطي ّب ایٌگًَِ ًتیدِثیكتط اؾت. اظ همبیؿِ قىل ⁄   

قَز وِ ٍخَز قطط هطظي گیطزاض تبثیط ترلرل ضا ثط همساض هی

 زّس.فطوبًؽ عجیؼی تیط افعایف هی

تغییطات فطوبًؽ عجیؼی ًؿجت ثِ  15-12ّبي زض قىل

ٍ همساض هرتلف پبضاهتط تغییطات پبضاهتط ًبهَضؼی ثطاي ز

اًس. ًكبى زازُ قسُ ⁄   ترلرل ٍ زٍ همساض هرتلف پبضاهتط 

ّب هطثَط ثِ تبثغ تَظیغ ترلرل ًوَزاض اضائِ قسُ زض ایي قىل

اؾت. زض ّط قىل، ًوَزاضّب ثطاي چْبض قطط هطظي  2ًَع 

گیطزاض ٍ -گیطزاض، گیطزاض-هفهل، هفهل-هرتلف هفهل

قَز، عَض وِ هكبّسُ هیبىاًس. ّوآظاز ضؾن قسُ-گیطزاض

گیطزاض ٍ ؾپؽ -قیت تغییطات ثطاي قطط هطظي گیطزاض

گیطزاض ثیف اظ زٍ حبلت قطایظ هطظي زیگط اؾت. -هفهل
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ٍ ثطاي تبثغ ترلرل  19-16ّبي ًوَزاضّبي هكبثْی زض قىل

ثب  19-16ّبي اًس. اظ همبیؿِ قىلاضائِ قسُ 3یىٌَاذت ًَع 

طایظ هطظي ثط همساض قَز وِ تبثیط قیىسیگط هكرم هی

فطوبًؽ عجیؼی ثِ هطاتت ثیف اظ تبثیط ترلرل ٍ پبضاهتط 

قَز وِ چٌیي ًتیدِ هیًبهَضؼی اؾت. اظ ایي همبیؿِ ّن

ًیع افعایف پبضاهتط ترلرل  3ثطاي تبثغ تلرلرل یىٌَاذت ًَع 

 .زّسهمساض فطوبًؽ عجیؼی ضا وبّف هی

 

 
 0وسبت بٍ تغییرات پبرامتر وبمًضؼی، بب تببغ تخلخل از وًع  S-Sومًدار تغییرات فركبوس طبیؼی پبیٍ تیر بب شرایط مرزی  -5شکل 

 

 
 0وسبت بٍ تغییرات پبرامتر وبمًضؼی، بب تببغ تخلخل از وًع  S-Cومًدار تغییرات فركبوس طبیؼی پبیٍ تیر بب شرایط مرزی  -6شکل 

 

 
 0وسبت بٍ تغییرات پبرامتر وبمًضؼی، بب تببغ تخلخل از وًع  C-Cومًدار تغییرات فركبوس طبیؼی پبیٍ تیر بب شرایط مرزی  -01شکل 
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 0وسبت بٍ تغییرات پبرامتر وبمًضؼی، بب تببغ تخلخل از وًع  C-Fومًدار تغییرات فركبوس طبیؼی پبیٍ تیر بب شرایط مرزی  -00شکل 

 

 
ومًدار تغییرات فركبوس طبیؼی پبیٍ تیر بب شرایط مرزی مختلف وسبت بٍ تغییرات پبرامتر وبمًضؼی، بب تببغ تخلخل از  -05شکل 

⁄           ي  5وًع       

 

 
ل از ومًدار تغییرات فركبوس طبیؼی پبیٍ تیر بب شرایط مرزی مختلف وسبت بٍ تغییرات پبرامتر وبمًضؼی، بب تببغ تخلخ -03شکل 

⁄           ي  5وًع       
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ومًدار تغییرات فركبوس طبیؼی پبیٍ تیر بب شرایط مرزی مختلف وسبت بٍ تغییرات پبرامتر وبمًضؼی، بب تببغ تخلخل از  -00شکل 

⁄           ي  5وًع       

 

 
ومًدار تغییرات فركبوس طبیؼی پبیٍ تیر بب شرایط مرزی مختلف وسبت بٍ تغییرات پبرامتر وبمًضؼی، بب تببغ تخلخل از  -02شکل 

⁄           ي  5وًع       

 

 
ل از ومًدار تغییرات فركبوس طبیؼی پبیٍ تیر بب شرایط مرزی مختلف وسبت بٍ تغییرات پبرامتر وبمًضؼی، بب تببغ تخلخ -03شکل 

⁄           ي  3وًع       
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ومًدار تغییرات فركبوس طبیؼی پبیٍ تیر بب شرایط مرزی مختلف وسبت بٍ تغییرات پبرامتر وبمًضؼی، بب تببغ تخلخل از  -04شکل 

⁄           ي  3وًع       
 

 
ومًدار تغییرات فركبوس طبیؼی پبیٍ تیر بب شرایط مرزی مختلف وسبت بٍ تغییرات پبرامتر وبمًضؼی، بب تببغ تخلخل از  -05شکل 

⁄           ي  3وًع       

 

 
ومًدار تغییرات فركبوس طبیؼی پبیٍ تیر بب شرایط مرزی مختلف وسبت بٍ تغییرات پبرامتر وبمًضؼی، بب تببغ تخلخل از  -06شکل 

⁄           ي  3وًع       
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 وتیجٍ گیری -0
زض همبلِ فَق اضتؼبقبت آظاز تیطّبي هیىطٍ/ًبًَ ّوگي پَقیسُ 

ثب هَاز هسضج تبثؼی هترلرل هغبلؼِ قس. هؼبزلات قسُ 

حطوت حبون ثط هؿبلِ ثب اؾتفبزُ اظ تئَضي هىبًیه هحیظ 

پیَؾتِ الاؾتیؿیتِ ًبهَضؼی اضیٌگي ٍ تئَضي ثطقی هطتجِ 

اٍل تیطّب اؾترطاج قس. اظ زٍ ضٍـ حل تحلیلی زلیك ٍ حل 

اؾترطاج ًتبیح ػسزي ثطاي حل هؼبزلات ٍ  GDQMػسزي 

زؾت آهسُ اظ زٍ ضٍـ ثب همبیؿِ ًتبیح ػسزي ثِاؾتفبزُ قس. 

ّب ثب ًتبیح چٌیي همبیؿِ ًتبیح حبنل اظ آىیىسیگط ٍ ّن

ّبي حل ضا تبییس ّب ٍ ضٍـهمبلات زیگط نحت ٍ زلت ضاثغِ

گیطي قس وِ افعایف همساض وٌس. اظ ًتبیح ػسزي ًتیدِهی

ِ وبّف همساض فطوبًؽ عجیؼی ترلرل لایِ هترلرل هٌدط ث

عَض ولی افعایف یب چٌیي هكبّسُ قس وِ ثِّن ؛قَزتیط هی

وبّف ضربهت لایِ ّوگي هٌدط ثِ افعایف یب وبّف 

قَز ٍ زض ثركی اظ ًوَزاض افعایكی ٍ زض فطوبًؽ عجیؼی ًوی

نَضت وِ ثب افعایف ضربهت ثركی زیگط وبّكی اؾت. ثسیي

زضنس ول ضربهت تیط، لایِ ّوگي اظ نفط زضنس تب نس 

همساض فطوبًؽ عجیؼی زض اثتسا افعایف ؾپؽ وبّف ٍ زض 

خع ثطاي یبثس. ٍخَز پبضاهتط ًبهَضؼی ثِاًتْب زٍثبضُ افعایف هی

آظاز هٌدط ثِ وبّف همساض فطوبًؽ -قطایظ هطظي گیطزاض
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