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  چكيده
يافته  در اين مقاله، بررسي رفتار ترك در مواد ارتوتروپيك به صورت محاسبه ضرايب شدت تنش با استفاده از روش المان محدود توسعه

)XFEM .سازي حوزه نوك ترك و ناپيوستگي متغير در سطح ترك با استفاده از  سازي ترك شامل فرآيند غني مدل) ارائه شده است
مجموعه بردارهاي مرتبه اي انجام شده است. در معادلات الاستوديناميك گسسته، براي انتگرال زماني روش نيومارك بكار برده شده است. 

دت تنش به كار رفته است. در چند مثال عددي، رفتار ترك تحت بارگذاري استاتيكي كنش نيز براي محاسبه ضرايب ش روش انتگرال برهم
  .شده داردنتايج تحليل تطابق قابل قبولي با مقادير گزارش .و ديناميكي بررسي شده و نتايج مورد بحث قرار گرفته است

   .كنش انتگرال برهم ؛؛ روش المان محدود توسعه يافته؛ ضرايب شدت تنشمواد ارتوتروپيك: كلمات كليدي
Technical Note:
Dynamic analysis of the fixed crack in 2D orthotropic media by the extended finite 

element method 
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Abstract 
In this paper, the extended finite element method is implemented to compute dynamic stress intensity factors 
in orthotropic media. The implicit crack model including discontinuities on the surface of the crack and 
crack-tip enrichment is prepared in the framework of partition of unity. The Newmark time integration 
schemes are used to numerical solve the spatial-discretized elastodynamic governing equations and obtain 
the time history of the stress intensity factors. Also, stress intensity factors are computed using the 
interaction integral method. In several static and dynamic examples, the obtained results and reported others 
are in good agreement. 

Keywords: Orthotropic media; Extended finite element method; Stress intensity factors; Interaction integral. 
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  مقدمه -1
بيشتر از  ارتوتروپيكاز آنجايي كه مقاومت بر واحد وزن مواد 

اي اخير كاربردهاي مهندسي و ه لسادر متعارف است،  مواد
ترين آسيب در اين  رايج .است صنعتي اين مواد توسعه يافته

، ايجاد ترك است. افتداتفاق ميمواد كه در شرايط مختلف 
ها در بارهاي  ها باعث گسيختگي سازه وجود ترك در سازه

 ينيبپيشلذا بررسي و  شود. كمتر از مقدار مورد انتظار مي
ضروري  ، لازم وارتوتروپيكرفتار رشد ترك و شكست مواد 

در طي  ارتوتروپيكمواد ي شكست  است. مطالعات در زمينه
  است.گسترش يافته ي گذشته  دو دهه

 محدود و المان مرزي المانهاي  روش 1987از سال 
اند و در هر يك از اين  كردن ترك به كار گرفته شده براي مدل

، ولي مشكل شده استهايي حاصل  دو روش نيز پيشرفت
 ، ريز كردنبندي مشترك اين دو روش، تطبيق ترك با مش

مش در حوزه نوك ترك براي رصد تكيني تنش در اين ناحيه 
رشد و تغيير مش در هر مرحله از هاي تكين  و يا كاربرد المان

هايي كه با تأثير در روابط  . يكي از روشباشد ترك مي
گيرد، روش المان  سينماتيك حضور ترك را در نظر مي

است. در اين روش با افزودن درجه  1محدود توسعه يافته
شود. اين  هاي اطراف ترك، حضور ترك مدل مي آزادي به گره

 سال درشكل گرفته است.  روش بر مبناي روش افراز واحد
 محدودالمان  روشاز  بار اولين براي 3بلك و 2بليچكو 1998
]. 1كردند [ استفاده شكست مكانيك مسايل در يافته توسعه
المان محدود كه نياز به  روشي بر پايهو همكارانش  4ماوس
بندي مجدد نداشت را براساس مفهوم تفكيك پيوستگي  مش

]. آنها بهبود يك روش جديد براي 2بنيانگذاري كردند [
  5مدلسازي ترك در چارچوب المان محدود ارائه كردند. دالبو

سازي  هاي اطراف ترك و غني جزئيات مربوط به تعيين گره
اي  ايه جهت اضافه كردن توابع پلهها را بيان كرد و روابط پ آن

اي  هاي چهار گره هاي ساده با المان واحد و تكين را براي مدل
هاي دو بعدي ارائه معيار  در بررسي ترك]. 3نمود [ارائه 

 سازي برايشان انجام هايي كه بايد غني تشخيص و انتخاب گره

                                                       
1 Extended Finite Element Method 
2 Belytschko 
3 Black 
4 Moes 
5 Dolbow 

هاي سه بعدي  مشكل در مدلشود، كار دشواري است و اين 
 از اين رو روشي به نام ،ود پيدا كرده استبيشتر نم
و  7استولارسكاتوسط  2001در سال  6اي هاي مرتبه مجموعه

  ].4[ شده استبكار گرفته  همكارانش در حالت دو بعدي
شكست ديناميكي مواد مركب يكي از  در دهه گذشته

و  8]. سانچز5زمينه هاي مورد توجه محققين بوده است [
، به تجزيه و تحليل روش المان مرزيهمكارانش با استفاده از 

در مواد جامد الاستيك دو بعدي،  تحت بارديناميكيترك 
توسعه توابع جديد  ].6پرداختند [ ناهمسانگرد و همگن
مواد ارتوتروپيك  در XFEMسازي براي تجزيه و تحليل  غني

مدي معت. ]9- 7[ و همكاران گزارش شده است اسدپورتوسط 
 به ،سازي توابع غني ايناز ] با استفاده 11 و 10و محمدي [

پايداري ترك در مواد مركب  رشد ديناميكي و بررسي
براي محاسبه  ௞ܬدر تحقيقات اخير، از انتگرال  .اندپرداخته

 ௞ܬضرايب شدت تنش استفاده شده است. براي اينكه انتگرال 
باشد، بايد از چگالي انرژي كرنشي روي مستقل از مسير 
گيري شود كه توسط معتمدي و محمدي  سطح ترك انتگرال
]. علاوه بر اين، ضرايب شدت تنش از 12انجام نشده است [

بدست  ௞ܬيك معادله غيرخطي جبري بر حسب مقادير 
تنش ديناميكي در محيط آيد. در اين مقاله، ضرايب شدت  مي

استفاده از انتگرال مستقل از مسير  دو بعدي ارتوتروپيك با
  كنش محاسبه شده است. برهم

در يك  ترك براي تحليلشكست  روابطدر بخش بعدي، 
در مواد ارتوتروپيك تحت بار ديناميكي محيط دوبعدي 

 حوزهدر  تنشهاي جابجايي و  ميدانو  شده است معرفي
سازي ترك  در مدل XFEMو كاربرد  شده آورده نوك ترك 

 شرح داده شده است.نوك ترك  سازي ديناميكي با توابع غني
 از انتگرال ضرايب شدت تنش ديناميكيمحاسبه براي 
كنش استفاده شده است و در معادلات الاستوديناميك  برهم

بكار برده شده  9نيوماركروش  ،گسسته براي انتگرال زماني
به منظور بررسي در نهايت، تعدادي شبيه سازي عددي است. 

و شده  ارائهآن  تواناييبررسي و دقت و بهره وري از فرمول 
  .استگرديده داده هاي موجود مقايسه نتايج بدست آمده با 

                                                       
6 Level Sets 
7 Stolarska 
8 Sanchez 
9 Newmark 



 
 
  

  151    جعفري و همكاران       3/ شماره3/ دوره1392ها/ سالها و شارهمكانيك سازه
  
  

 

  مكانيك شكست مواد مركب -2
  روابط تنش و كرنش  -2-1

را اشغال  ߁با مرز  ߗدامنه  tفرض مي شود جسم در زمان 
 مي ௗ߁و  ௧߁و  ௨߁ هاي  بخشمتشكل از  ߁. مرز كرده است

߁باشد، به طوريكه  ൌ ௗ߁ ∪ ௧߁ ∪ ، همانطور كه در شكل  ௨߁
و  معادلات تعادل و شرايط مرزي ) نشان داده شده است.1(

  ]:3از [عبارتنداوليه براي بارگذاري 

)1(  

.ߘ ߪ ൅ ܾ ൌ ሷݑߩ ݅݊ ߗ  
.ߪ ݊ ൌ ̅ݐ ݊݋  ௧߁
.ߪ ݊ ൌ  ௗ߁		݊݋						0
ݑ ൌ  ௨߁						݊݋				തݑ
,ݔሺݑ ݐ ൌ 0ሻ ൌ തሺ0ሻݑ  
ሶݑ ሺݔ, ݐ ൌ 0ሻ ൌ ሶതሺ0ሻݑ

تانسور تنش  ߪباشد. در رابطه فوق،  بردار نرمال يكه مي nكه 
چگالي نيروي حجمي است. رابطه خطي ساختاري  bكوشي و 

 شود: نيز در مواد ارتوتروپيك به صورت زير تعريف مي
݆݅ߪ )2( ൌ  ݈݇ߝ݈݆݇݅ܥ

 ௜௝௞௟ܥ به ترتيب تانسور تنش و كرنش ௞௟ߝو  ௜௝ߪكه در آن 
  تانسور الاستيك مي باشد.

 

 
 جسم با مرزهاي داخلي و خارجي تحت بارگذاري -1شكل 

  
 هاي تنش و جابجايي در نوك ترك ميدان - 2-2

هاي تنش و  هاي مرسوم مكانيك شكست، ميدان در تئوري
يكپارامترمثلضريب شدت تنش كرنش حوزه نوك ترك با 

فرض برقراري شرايط ناحيه تسليم  گردد. با تعيين مي

عنوان يك خصوصيت ماده ه ضرايب شدت تنش را ب 1كوچك
هاي حوزه نوك ترك بكار  توان براي توصيف ميدان مي

برد.ميدان تنش و جابجايي در حوزه نوك ترك در يك 
  : پيوستار ارتوتروپيك بصورت زير است

  
باشد.  مي  ܫܫو ܫ	ضرايب شدت تنش مود  ூூܭو  ூܭكه در آن،

௜݂௝اي  توابع زاويه
	 ሺߠሻ  ݃و௜

	 ሺߠሻ  به صورت زير بيان
  ]:7شوند[ مي

)4(  

ଵ݂ଵ
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1 Small-Scale Yielding (SSY) 
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)5(  

݃ଵூሺߠሻ

ൌ ࢋࡾ ൤
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ଵߤ െ ଶߤ
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െ ݏ݋ଵඥܿݍ ߠ ൅ ଵߤ ݊݅ݏ  ൟ൨ߠ
௞݌ ൌ ܽଵଵߤ௞ଶ ൅ ܽଵଶ െ ܽଵ଺ߤ௞						݇ ൌ 1,2 
௞ݍ ൌ ܽଵଶߤ௞ ൅

ܽଶଶ
௞ߤ

െ ܽଶ଺ 								݇ ൌ 1,2 
  ريشه معادله مشخصه زير مي باشد: ߤ
)6(  ܽଵଵߤସ െ 2ܽଵ଺ߤଷ ൅ ሺ2ܽଵଶ ൅ ܽ଺଺ሻߤଶെ2ܽଶ଺ߤ

൅ ܽଶଶ ൌ 0
  ) داراي چهار ريشه بصورت زير است:6معادله (

1,2ߤ  )7( ൌ 1ߙ േ  1ߚ݅
3,4ߤ ൌ 2ߙ േ 2ߚ݅

اعضاء ماتريس نرمي كاهش  ௜௝ܽ )،6در معادله مشخصه (
 يافته صفحه است كه براساس فرض تنش دومحوره

ሺߪ௭ ൌ ߬௫௭ ൌ ߬௬௭ ൌ 0ሻ بصورت تابعي از ماتريس نرمي ،௜ܵ௝ 
,ݎሺباشند.  مي مختصات قطبي محلي در نوك ترك، مانند  ሻߠ

  ) است.2شكل (
  

 
 مختصات قطبي محلي نوك ترك - 2شكل 

  

محدود توسـعه  سازي ترك با روش المان  مدل -3
 يافته

ها در  سازي ترك در مقايسه با تقريب كلاسيك براي مدل
سازي ناپيوستگي، هندسه ترك به  محدود، با غني  روش اجزاء

 شود. در روش المان صورت مستقل از شبكه، نمايش داده مي
محدود توسعه يافته از توابع شكل المان محدود استاندارد 

هاي اطراف ترك  زادي گرهشود و تنها درجات آ استفاده مي
در اين صورت تابع تقريبي غني شده كند.  افزايش پيدا مي

  شود: به صورت زير تعريف مي ሻݔሺݑبراي ميدان جابجايي 

درجات آزادي گره كلاسيك در مدل المـان   ூݑ )،8( رابطهدر 
 ܬتابع شكل مربوط بـه گـره مـي باشـد و      ூ߶محدود است و  

شـامل   ாܰو 1هاي وابسته به بخش ميـاني تـرك   مجموعه گره
نيـز مجموعـه    ܭگيـرد؛   را در بر مي  ௗ߁تمام نقاطي است كه 

 ܬهاي مجموعه  باشد. براي نمونه، گره وابسته به نوك ترك مي
) مشـخص  3با مربع در شـكل (  ܭهاي مجموعه  با دايره و گره

   د.ان شده
 

  
اند  هايي كه با دايره مشخص شده غني سازي گره-3شكل

هايي كه  كند و گره مدل مي ࢖گسستگي را تا نقطه  ሻ࢞ሺࡴبا  
  .شوند اند با توابع حوزه نوك غني مي با مربع مشخص شده

                                                       
1 Crack interior 
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ூ

௡಺∈ே

൅ ෍ ߶௃ሺݔሻܪሺݔሻ ௃ܾ
௃

௡಻∈ேಶ

൅ ෍ ߶௞ሺݔሻ
௞∈௄భ

൭෍ܥ௞	
௟ଵܨ௟

ଵሺݔሻ
ସ

௟ୀଵ

൱

൅ ෍ ߶௞ሺݔሻ
௞∈௄మ

൭෍ܥ௞	
௟ଶܨ௟

ଶሺݔሻ
ସ

௟ୀଵ

൱ 
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௞ܥو  ௃ܾ)، 8در رابطه (
௟ اند.  درجات آزادي گرهي اضافي

تابع تغيير   ሻݔ௟ሺܨاست. 1نيز تابع تعميم يافته هويسايد ሻݔሺܪ
هاي  باشد كه از جابجايي مكان دوبعدي نزديك نوك ترك مي

نزديك نوك در جسم دو بعدي در معرض  2عيمماسي واق
  شود. بارگذاري عمومي مشتق مي

هاي  شوند كه ميدان توابعي در نظر گرفته مي ሻݔ௟ሺܨتوابع 
دهند. در مكانيك شكست  ) را پوشش مي3جابجايي رابطه (

اي به صورت زير  چهار جمله خطي براي مواد ارتوتروپيك تابع 
مورد استفاده قرار  ترك  هاي اطراف نوك  سازي گره براي غني

   ]:7گيرد[ مي

)9(  

ሼܨ௟ሺݎ, ሻሽ௟ୀଵߠ
ସ ൌ 

൜√ݎ ݏ݋ܿ
ଵߠ
2
ඥ݃ଵሺߠሻ, ݎ√ ݏ݋ܿ

ଶߠ
2
ඥ݃ଶሺߠሻ,

ݎ√ ݊݅ݏ
ଵߠ
2
ඥ݃ଵሺߠሻ, ݎ√ ݊݅ݏ

ଶߠ
2
ඥ݃ଶሺߠሻൠ 

  :آيند ) بدست مي10از روابط ( ௞ߠو  ሻߠ௞ሺ݃كه 
݃௞ሺߠሻ ൌ ටሺܿߠݏ݋ ൅ ሻଶߠ݊݅ݏ௞௫ߤ ൅ ሺߤ௞௬ߠ݊݅ݏሻଶ 

)10( θk ൌ arctg ቆ
ߠ݊݅ݏݕ݇ߤ

ߠݏ݋ܿ ൅ ߠ݊݅ݏݔ݇ߤ
ቇ 

   ଵ௫ߤ،  ଵߙ)7در رابطه ( باشد. ) مي6ريشه معادله مشخصه ( ߤ
  است. ଵ௬ߤ نيز برابر و 	ଵߚاست

انرژي كرنشي  ان محدود استاندارد از طريق رابطهدر الم
توان ماتريس سفتي المان را به دست آورد كه به  المان مي

  صورت زير است:

௘ܭ  )11( ൌ නሾܤሿ் ܦ ሾܤሿ݀ߗ

ఆ೓

 

ماده اسـت كـه متقـارن     الاستيكماتريس  D) ، 11در رابطة (
و در حالت دو بعدي با توجه بـه نـوع تحليـل تـنش      باشد مي

گراديـان   ܤ گردد. اي مشخص مي اي و يا كرنش صفحه صفحه
باشـد و   يافته مي سازي شده توابع شكل توسعه متقارن گسسته

  هاي آن به صورت زير است: مولفه

௜ܤ  )12(
௨ ൌ ቎

ଵܰ,௫

0
ଵܰ,௬

0
ଵܰ,௬

ଵܰ,௫

቏ 

                                                       
1 Heaviside 
2 Exact asymptotic displacements 

  
௝ܤ
௔ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ቀۍ ෩ܰ௝ܪ൫ݔ௝൯ቁ,௫

0
ቀ ෩ܰ௝ܪ൫ݔ௝൯ቁ

,௬

0
ቀ ෩ܰ௝ܪ൫ݔ௝൯ቁ

,௬

ቀ ෩ܰ௝ܪ൫ݔ௝൯ቁ
,௫ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
 

  
௞ܤ
௕௟ห

௟
ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ቀۍ ෩ܰ௞ܨ௞

௟ሺݔ௞ሻቁ
,௫

0
ቀ ෩ܰ௞ܨ௞

௟ሺݔ௞ሻቁ
,௬

0
ቀ ෩ܰ௞ܨ௞

௟ሺݔ௞ሻቁ
,௬

ቀ ෩ܰ௞ܨ௞
௟ሺݔ௞ሻቁ

,௫ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
 

݈ ൌ 1,2,3,4 
  آيد: مطابق زير بدست مي ܯماتريس جرم 

݁ܯ  )13( ൌ නሾܰሿܶߩሾܰሿ݀ߗ

	

݄ߗ

 

ماتريس توابع شكل نيز  ሾܰሿچگالي ماده و ߩ)، 13در رابطة (
  هاي آن به صورت زير است: باشد و مولفه يافته مي توسعه

)14(

ሾܰሿ ൌ ൣ ௜ܰ
௨

௝ܰ
௔

௞ܰ
௕ଵ

௞ܰ
௕ଶ

௞ܰ
௕ଷ

௞ܰ
௕ସ൧

௜ܰ
௨ ൌ ൤ ௜ܰ 0

0 ௜ܰ
൨ 

௝ܰ
௔ ൌ ቈ ௝ܰܪ൫ݔ௝൯ 0

0 ௝ܰܪ൫ݔ௝൯
቉ 

௞ܰ
௕௟ห

௟ୀଵ,ଶ,ଷ,ସ
ൌ ቈ ௞ܰܨ௞

௟ሺݔ௞ሻ 0
0 ௞ܰܨ௞

௟ሺݔ௞ሻ
቉ 

سازي ارائه شده در قسمت قبل،  با توجه به معيار غني
شده به هر گره در ابعاد ماتريس   افزودهتأثير درجات آزادي 

ሾܤሿ  وሾܰሿ  در نظر گرفته مي شود. لذا ابعاد اين ماتريس ها
كند و براي هر نوع گره سهم مناسبي در  نيز تفاوت مي

گسسته  لحاظ مي گردد. در نهايت فرم ሾܰሿو  ሿܤሾماتريس 
  باشد: معادله حركت به صورت زير مي

ሷݑܯ  )15( ൅ ݑ	ܭ ൌ ݂௘௫௧ 
در اين مطالعه، روش نيومارك براي انتگرالگيري زماني 
معادلات المان محدود توسعه يافته مورد استفاده قرار گرفته 

. ، معادلات نهايي  بيان شده است݊است. در هر مرحله زماني
ሶݑ، ௡ݑكه در آن  ௡  ݑوሷ ௡ ترتيب بردار جابجايي، بردار  به

به ترتيب  ܭو  ܯباشند.  ها مي سرعت و بردار شتاب گره
افزايش  ݐ∆بردار نيرو و  ܨباشند.  ماتريس جرم و سفتي مي

ߙباشد. در اينجا، پارامترهاي  مي ݊ زمان در هر گام ൌ
ଵ

ଶ
و  

ߚ ൌ
ଵ

ସ
  د.شوندر نظر گرفته مي 
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كنش براي تحليل شكست  انتگرال برهمروش  -4

 مواد ارتوتروپيك

هاي خطي،  براي محاسبه ضرايب شدت تنش در سيستم
توان  باشد؛ كه مي كنش يك روش مناسب مي انتگرال برهم

براي مواد ارتوتروپيك نيز از آن استفاده كرد. در اين بخش، 
هاي  كنش براي مواد ارتوتروپيك و ميدان روش انتگرال برهم

هاي كمكي  شود. ميدان كنش خطي ارائه مي ي براي برهمكمك
  شوند: جابجايي و تنش بصورت زير در نظر گرفته مي

)17(  

௜௝ߪ
௔௨௫ ൌ

ூܭ
௔௨௫

ݎߨ2√
௜݂௝
ூ ሺߠሻ ൅

ூூܭ
௔௨௫

ݎߨ2√
௜݂௝
ூூሺߠሻ 

௜ݑ
௔௨௫ ൌ ூܭ

௔௨௫ඨ
ݎ2
ߨ
݃௜
ூሺߠሻ

൅ ூூܭ
௔௨௫ඨ

ݎ2
ߨ
	 ௜݃
ூூሺߠሻ 

ூܭكه در آن 
௔௨௫  ܭوூூ

௔௨௫  ܫܫو  ܫضرايب شدت تنش مودهاي 
௜݂௝اي  باشند. توابع زاويه مي

	 ሺߠሻ   و௜݃
	 ሺߠሻ ) 5و () 4در رابطه (

كنش  براي يك سيستم خطي، انتگرال بر هم اند. بيان شده
هاي اصلي و كمكي براي مواد  براي اعمال همزمان بارگذاري

  ]:13ن است [همگن در حالت ديناميكي بصورت زير قابل بيا
ܯ  )18( ൌ ׬ ൫ߪ௜௝ݑ௜,ଵ

௔௨௫ ൅ ௜௝ߪ
௔௨௫ݑ௜,ଵ െ஺

ܹ௜௡௧ߜ௜௝൯ݍ,௝ ܣ݀ ൅ ׬ ൫ݑߩపሷ ௜,ଵݑ
௔௨௫൯ݍ		ܣ݀஺

  
 పሷݑهاي بردار تغييرمكان است و  مولفه ௜ݑدر اين رابطه 

ناحيه محصور به منحني  ܣهاي بردار شتاب است،  مولفه
تابع چگالي انرژي كرنشي  ௜௡௧ܹدلخواه شامل ترك است و 

  شود: مكانيكي برهمكنش است و بصورت زير تعريف مي
)19(  ܹ௜௡௧ ൌ ௜௞ߝ௜௞ߪ

௔௨௫ 
 ூூܭو  ூܭكنش و ضرايب شدت تنش  رابطه بين انتگرال برهم

  ]:7در حالت ديناميكي بصورت زير قابل بيان است[
ܯ  )20( ൌ 2ܿଵଵܭூܭூ

௔௨௫ ൅ ܿଵଶሺܭூܭூூ
௔௨௫ ൅

ூܭ
௔௨௫ܭூூሻ ൅ 2ܿଶଶܭூூܭூூ

௔௨௫  
  كه در آن:

  
ܿଵଵ ൌ െ

ܽଶଶ
2
ሺ࢓ࡵ

ଵߤ ൅ ଶߤ
ଶߤଵߤ

ሻ 
  
  
  

)21(  
ܿଵଶ ൌ െ

ܽଶଶ
2
൬࢓ࡵ

1
ଶߤଵߤ

൰ ൅
ܽଵଵ
2
 ଶሻߤଵߤሺ࢓ࡵ

ܿଶଶ ൌ
ܽଵଵ
2
ଵߤሺ࢓ࡵ ൅  ଶሻߤ

) ضرايب  ܫܫو مود ܫهاي كمكي ( مود با انتخاب مناسب ميدان
  آيد: با حل رابطه زير بدست مي ூூܭو  ூܭشدت تنش 

)22(  
ሺଵሻܯ ൌ 2ܿଵଵܭூ ൅ ܿଵଶܭூூ 

ሺܫܭ
ݔݑܽ ൌ 1		, ܫܫܭ

ݔݑܽ ൌ 0 ሻ
ሺଶሻܯ ൌ ܿଵଶܭூ ൅ 2ܿଶଶܭூூ 

ሺ	ܭூ
௔௨௫ ൌ 0		, ூூܭ

௔௨௫ ൌ 1 ሻ
  

  نتايج عددي - 5
در چند مثال، ضرايب شدت تنش ديناميكي  در اين قسمت

هاي ايزوتروپيك و ارتوتروپيك محاسبه شده است.  در صفحه
اي فرض شده است و  در تمامي مسائل شرايط تنش صفحه

بعد  مطابق رابطه زير بي ூூܭو  ூܭمقدار ضرايب شدت تنش 
-د. ناحيه انتگرال گيري براي محاسبه انتگرال بر همشده ان

در نظر گرفته شده  ൫ඥܵ௧௜௣൯ × 3اي به شعاع  كنش، دايره
  مي باشد. برابر مساحت المان حاوي نوك ترك ௧௜௣ܵ است كه

ூ௡ܭ  )23( ൌ
ூܭ

ߨܽ√ߪ
 

ூூ௡ܭ   ൌ
ூூܭ
ߨܽ√ߪ

 
  
اي براي ماده ايزوتروپيك در حالت  ترك لبه - 5-1

  استاتيكي
ݓيك صفحه ايزوتروپيك با عرض  ൌ  واحد و ارتفاع 7

ܮ ൌ در نظر گرفته مي شود كه داراي ترك مستقيم  واحد 16
ܽاي به طول  لبه ൌ  واحد است، صفحه تحت تنش ثابت 3/5
σ  ݒ) ). ضريب پواسون  4مطابق شكل ((قرار دارد ൌ و   0/3

ܧمدول الاستيسيته  ൌ 106
  در نظر گرفته شده است. ݅ݏ݌

براي تعداد  ூூ௡ܭو  ூ௡ܭمقدار ضرايب شدت تنش 
آورده شده است. همچنين  1هاي مختلف در جدول  المان

، نتايج با نتايج تحليلي مقايسه  ൈ 24 48بندي  براي المان
  گرديده است.

  
  
  

)16(  
 

ሷݑ ௡ ൌ
ܨ െ ܭ ቀݑ௡ିଵ ൅ ሶݑݐ∆ ௡ିଵ ൅ ሺ1 െ ሻߚ2 ∆௧

మ

ଶ
ሷݑ ௡ିଵቁ

ሺܯ ൅ ሻܭଶݐ∆ߚ
 

ሶݑ																							 ݊ ൌ ሶݑ ݊െ1 ൅ ሺ1 െ ሷݑݐ∆ሻߙ ݊െ1 ൅ ሷݑݐ∆ߙ ݊ 

݊ݑ ൌ െ1݊ݑ ൅ ሶݑݐ∆ ݊െ1 ൅ ሺ1 െ ሻߚ2
2ݐ∆

2
ሷݑ ݊െ1 ൅ ሷݑ2ݐ∆ߚ ݊ 
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(ب)                          (الف)                     
(الف) هندسه  اي تحت كشش صفحه داراي ترك لبه - 4شكل

  بندي صفحه وناحيه انتگرال گيري و بارهاي اعمالي (ب) مش
  

  ]:14با توجه به حل تحليلي ارائه شده [
ூܭ  )24( ൌ  ߨܽ√ߪܥ

  از رابطه زير بدست مي آيد: ܥكه 
ܥ  )25( ൌ 1.12 െ 0.231 ቀ௔

௪
ቁ ൅ 10.55 ቀ௔

௪
ቁ
ଶ
െ

21.72 ቀ௔
௪
ቁ
ଷ
൅ 30.39 ቀ௔

௪
ቁ
ସ

  
 ܥمقدار ،  ݓو  ܽبا توجه به معادله بالا و جايگزيني مقادير 

) 24بعد كردن معادله ( بدست مي آيد. با بي 8264/2 برابر
آيد. با توجه به جدول  بدست مي 8264/2 برابر ூܭمقدار 
بدست آمده است كه  7532/2شده  از روش ارائه ூ௡ܭمقدار 
  است. 59/2تحليلي نزديك است و خطاي آن % با حل 

  
بعد براي يكبيمقادير ضرايب شدت تنش -1جدول 

 اي صفحه ايزوتروپيك حاوي ترك لبه

 ூூ௡ܭ ூ௡ܭ درجه آزاديها تعداد المان

12 ൈ24 628 6594/2  0 

24ൈ48 2380 7536/2  0001/0-  

36 ൈ46 3412 7532/2  0002/0-  

  
براي ماده ارتوتروپيك در حالت  اي ترك لبه -2- 5

 استاتيكي

ܮو ارتفاع  ݓيك صفحه با عرض  ൌ شده  در نظر گرفته  ݓ	2
ܽ اي به طول داراي ترك مستقيم لبه است كه  ൌ  ݓ	0/5

شخصات م قرار دارد. ߪاست، صفحه تحت تنش يكنواخت 

12ݒماده  ൌ 1ܧو  0/21 ൌ 2ܧو  ܽܲܩ	114/8 ൌ

12ܩو  ܽܲܩ	11/7 ൌ   مي باشد. ܽܲܩ	9/66
براي زواياي  ூூ௡ܭو  ூ௡ܭمقدار ضرايب شدت تنش 

، كه نتايج در  گرديده) محاسبه αناهمسانگردي (مختلف 
آورده شده است. همچنين نتايج با مقادير  6و  5هاي   شكل

] مقايسه شده 7توسط اسدپور و همكارانش [ شده گزارش
  د.شو ها ديده مي است، كه اختلاف كمي بين مقدار آن

با  ூூ௡ܭو   ூ௡ܭ، مقدار ضرايب شدت تنش نتايجمطابق 
افزايش زاويه ناهمسانگردي، ابتدا افزايش يافته و سپس 

درجه و  45در   ܫكاهش مي يابد. ضريب شدت تنش مود 
درجه به مقدار حداكثر  30در  ܫܫضريب شدت تنش مود  

  خود مي رسند.
  

  
در يك صفحه  ࢔ࡵࡷبعد مقادير ضريب شدت تنش بي-5شكل

  )હارتوتروپيك براي زواياي مختلف الياف (
  

  
در يك  ࢔ࡵࡵࡷبعد مقادير ضريب شدت تنش بي - 6شكل 

  )હصفحه ارتوتروپيك براي زواياي مختلف الياف (
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ترك مركزي براي ماده ارتوتروپيك در حالت  -3- 5
  استاتيكي

ݓيك صفحه مربعي با طول ضلع  ൌ در نظر گرفته واحد  20
2ܽبه طول   است كه داراي ترك مركزي شده  ൌ واحد  2

). 7شكل قرار دارد ( ߪاست.  صفحه تحت تنش يكنواخت
12ݒمشخصات ماده    ൌ 1ܧو   0/21 ൌ و  	ܽܲܩ	114/8
2ܧ ൌ 12ܩو  ܽܲܩ	11/7 ൌ   .است ܽܲܩ	9/66

  

 صفحه داراي ترك مركزي تحت تنش يكنواخت - 7شكل 
  

در هر نوك ترك  ூூ௡ܭو   ூ௡ܭشدت تنش مقدار ضرايب 
آورده شده است.   2در جدول مختلف  هاي المانتعداد براي 

با نتايج بدست آمده توسط اسدپور و  3در جدول اين نتايج 
  .] مقايسه گرديده است8همكارانش [

  
بنديبعد در مشمقادير ضرايب شدت تنش بي - 2جدول 

  هاي مختلف براي ماده ارتوتروپيك
تعداد 
ها المان

درجه 
ூ௡ܭ آزادي

ଵ ܭூ௡
ଶ ܭூூ௡

ଵܭூூ௡
ଶ 

36 ൈ35 2588 2130/12123/1 0 0 
40 ൈ40 3272 9582/09589/0 0001/0 0001/0- 
46 ൈ45 4216 9816/09806/0 0001/0 0001/0- 

  
بعد براي مادهمقايسه ضرايب شدت تنش بي - 3جدول 

  هاي ديگر ارتوتروپيك با روش

درجه  روش
 آزادي

تعداد 
 ூூ௡ܭ ூ௡ܭ  ها المان

  0 018/1 42782025 ]8[و همكاراناسدپور 
  0 997/0 117022001 ]15[ كيم و پائولينو

 0001/0 9816/0 2070 4216 ارائه شده نتايج

توابع غني  در مسائل بررسي شده، با توجه به استفاده از
شده توسط اسدپور و همكاران مقادير متفاوتي  ارائهسازي 

هاي با  است، اين اختلاف به سبب استفاده از المان بدست آمده
اندازه متغير توسط اسدپور و همكاران مي باشد. در اين مقاله 

  است. مساله استفاده شدهاين از المان هاي برابر براي حل 
  
اي براي ماده ارتوتروپيك تحت بار  ترك لبه - 4- 5

  مكانيكي (ديناميكي)
واحد و ضخامت  w=  52واحد و  h2=  40يك صفحه با ابعاد 

شود كه داراي ترك به اندازه كافي كوچك در نظر گرفته مي
است، صفحه تحت  واحد a=  12اي به طول  مستقيم لبه

تواند  قرار دارد. ناهمسانگردي مي σتنش ثابت و يكنواخت 
ماده مشخصات  ) داشته باشد.αبه محور افقي زاويه ( نسبت

12ݒ ൌ E1و   0/083 ൌ 118/3	Gܲa	  وE2 ൌ  ܽܲܩ		54/8
12ܩو  ൌ ρو  ܽܲܩ	8/79 ൌ 1900 ௞௚

௠య و شرايط  باشد مي
  اي فرض شده است.تنش صفحه

ݐ∆زماني برابر  هاي گامهمچنين  ൌ
௔

ଷ௖೗
 و يك بار نيز 

ݐ∆ ൌ
௔

ଵ଴௖೗
௟ܿكه  ،در نظر گرفته شده است  ൌ ට

஼మమ
ఘ

 ଶଶܥو  
σتي مي باشد (مولفه ماتريس سف ൌ cε(.  

  

  
اي تحت بار  صفحه ارتوتروپيك داراي ترك لبه-8شكل

  ديناميكي
  

براي  ூ௡ܭ مقدار ضريب شدت تنش ديناميكي بي بعد
محاسبه و نتايج در شكل   78 × 60هاي مختلف با مش  زمان

آورده شده است. بعلاوه، نتايج بدست آمده با ضريب شدت  9
] 6ارائه شده توسط سانچز و همكارانش [ ூ௡ܭ تنش ديناميكي

گرديده است و انطباق قابل قبولي را نشان مي دهد، مقايسه 
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درصد  4مقدار بيشينه ضريب شدت تنش در روش ارائه شده 
  كمتر از مقدار ارائه شده توسط سانچز مي باشد.

  

 
هايدر زمان࢔ࡵࡷبعدمقدار ضريب شدت تنش بي - 9شكل 

  مختلف در ماده ارتوتروپيك
  

 بعددر اين مثال، مقادير ضريب شدت تنش ديناميكي بي
 و اندازه متغير 78 × 60با مش هاي مختلف و در زمان ூ௡ܭ

، در اين حالت اندازه المان ها هر چه به نيز بدست آمده است
هاي  . گامنزديكتر مي شوند، كوچكتر مي گرددنوك ترك 

ݐ∆زماني برابر  ൌ
௔

ଷ௖೗
  در نظر گرفته شده است. مطابق  

نسبت به حالت قبل  ூ௡ܭ در اين حالت مقادير، 10شكل 
  بيشتر شده و به نتايج سانچز نزديكتر است.

  

 
هايدر زمان࢔ࡵࡷبعدمقدار ضريب شدت تنش بي - 10شكل 

  مختلف با مش بندي مختلف
  

شعاع هاي  براي ூ௡ܭ همچنين در اين مثال مقادير
 11آمده است و در شكل  بدستانتگرالگيري مختلف نيز 

حالت  دواست. در اين شكل نمودار ها براي رسم گرديده 

 رسم گرديدهStip(3√( و )Stip√(مختلف، يعني شعاع برابر 
  شود.با افزايش بيشتر شعاع تغييري در نمودار ديده نمي است.

  

  
هاي  در زمان ࢔ࡵࡷ بعد مقدار ضريب شدت تنش بي-11شكل

  با شعاع انتگرالگيري مختلفمختلف 
  

ترك مركزي براي ماده ارتوتروپيك در حالت  - 5- 5
  ديناميكي

݄يك صفحه  با طول   ൌ ݓو عرض واحد 40 ൌ در واحد  20
است كه داراي ترك مركزي مستقيم به طول   نظر گرفته شده

2ܽ ൌ قرار دارد.  σو صفحه تحت تنش  واحد است4/8
12ݒمشخصات ماده  ൌ 1ܧو   0/083 ൌ و  	ܽܲܩ	118/3
2ܧ ൌ 12ܩو  ܽܲܩ		54/8 ൌ ߩو  ܽܲܩ	8/79 ൌ 1900 ௞௚

௠య 
ݐ∆ برابرهمچنين گام زماني باشد.  مي ൌ 0.02

௛

௖೗
در نظر  

௟ܿ گرفته شده است. كه در ൌ ට
஼మమ
ఘ

مولفه ماتريس  ଶଶܥو  
ߪتي مي باشد (سف ൌ   .)ߝܿ

در اين مثال ضرايب شدت تنش ديناميكي در زمان هاي 
زواياي الياف مختلف با استفاده از روش  برايمختلف و 
بدست آمده و رسم گرديده است و با نتايج  شكن انتگرال برهم

المان مرزي توسط سانچز و همكاران بدست آمده از روش 
] مقايسه گرديده است. مطابق نمودارها نتايج بدست آمده 6[

با توجه به مقادير گزارش شده قابل قبول است. به عنوان 
 ூ௡ܭهمسانگردي صفر درجه مقدار بيشينه مثال، در زاويه نا

 5مي باشد كه با مقدار ارائه شده توسط سانچز  365/2برابر 
 60تلاف دارد. همچنين در زاويه ناهمسانگردي درصد اخ

است كه با مقدار ارائه  566/0برابر  ூூ௡ܭ درجه مقدار بيشينه
  درصد اختلاف دارد. 1شده توسط سانچز 
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در ترك افقي࢔ࡵࡷبعدمقدار ضريب شدت تنش بي -12شكل 

و زواياي الياف مختلف در ماده ارتوتروپيك  ها در زمان
  ]11(الف)با روش ارائه شده (ب)توسط سانچز و همكاران [

  
 اثر ارتوتروپيك مواد ،زاويه ناهمسانگردي درنتايجمطابق 

به ضرايب شدت تنش ديناميكي دارد.  رويقابل توجهي 
نشان داده  13و شكل  12در شكل  همانطور كه ،نمونهعنوان 

ضرايب شدت تنش  حداقل ياحداكثر  شده است، مقدار
براي زواياي مختلف ، ها وقوع آن و زمانديناميكي 

مي باشد. به عنوان نمونه، مقدار ناهمسانگردي متفاوت 
و  365/2در زاويه ناهمسانگردي صفر درجه برابر   ூ௡ܭبيشينه 

به ترتيب  درجه 60و  45،  30،  15براي زاويه ناهمسانگردي 
  مي باشد. 827/1و  446/2،  246/2، 865/1برابر 

  همچنين، زمان رسيدن موج تنش به نوك ترك براي 
  
  

  

  
در ترك  ࢔ࡵࡵࡷبعد  مقدار ضريب شدت تنش بي-13شكل

و زواياي الياف مختلف در ماده ارتوتروپيك ها  افقي در زمان
  ]11[ (الف)با روش ارائه شده (ب)توسط سانچز و همكاران

  
زواياي ناهمسانگردي مختلف اندكي متفاوت است. با رسيدن 
موج تنش به نوك ترك، براي تمام زوايا سطوح ترك از هم 

درجه ضريب شدت  30و  15. اما براي زواياي شودميباز 
در ابتدا منفي و سپس مثبت است. اين تغييرات  ܫܫتنش مود 

  براي زواياي بزرگتر عكس است.
  

دار براي ماده ارتوتروپيك در  مركزي زاويهترك -6- 5
  حالت ديناميكي

در اين مثال صفحه با خصوصيات مثال قبل و داراي ترك با 
  درجه نسبت به افق مورد بررسي قرار مي گيرد.   45زاويه 
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در ترك با࢔ࡵࡷبعدمقدار ضريب شدت تنش بي -14شكل 
لياف مختلف هاي مختلف و زواياي ا درجه در زمان 45زاويه 

 در ماده ارتوتروپيك با روش ارائه شده

  

 
در ترك با࢔ࡵࡵࡷبعدمقدار ضريب شدت تنش بي - 15شكل 
هاي مختلف و زواياي الياف مختلف  درجه در زمان 45زاويه 

 در ماده ارتوتروپيك با روش ارائه شده

  
در مقدار زاويه ترك  14و  12 هاي با توجه به شكل
حائز اهميت است. نمودار و رفتار ترك ضرايب شدت تنش 

بيانگر تاثير زاويه ترك بر روي مقادير  15و  14هاي  شكل
 ها تنش و زمان وقوع آن شدتضرايب حداكثر و حداقل مقدار 

در زاويه 13به عنوان مثال با توجه به شكل  مي باشد.
)، در حالتي كه زاويه ترك = 0θناهمسانگردي صفر درجه (

در تمامي زمان ها برابر  ூூ௡ܭ)، مقدار = 0θبرابر صفر است (
 درجه 45صفر است، در صورتي كه مقدار آن براي زاويه ترك 

 

)45β =همچنين 15كند (شكل  ) با گذشت زمان تغيير مي .(
 ياحداكثر  )، مقدار= 0θدر زاويه ناهمسانگردي صفر درجه (

درجه   45ها، نيز در زاويه ترك  زمان وقوع آنو  ூ௡ܭ حداقل
)45θ =0( )، نسبت به زاويه ترك صفر درجهθ =متفاوت ،( 

افت  زاويه ناهمسانگرديبا افزايش  ூூ௡ܭ حداكثر مقدار است.
نمايد. براي ترك مايل، تغيير زاويه ناهمسانگردي باعث مي

شود. بطوريكه، در زاويه عوض شدن رفتار آن مي
رسيدن موج درجه، سطوح ترك با  30ناهمسانگردي كمتر از 

شود. اما براي زواياي بزرگتر تنش باز و پس از مدتي بسته مي
  شود.سطوح ترك بسته نمي

  
  گيري نتيجه -6

 براي تحليل ديناميكي ترك XFEMروش در اين مطالعه، 
به كار  هاي دوبعدي از مواد ارتوتروپيك در محيط هاي ايستا
  رفته است.

علاوه زاويه ناهمسانگردي مشخص،  زاويه تركبراي يك 
زمان رسيدن موج  رويبر مقدار بيشينه ضرايب شدت تنش 

تنش به نوك ترك و در نتيجه شروع تغييرات ضرايب شدت 
است. مقدار حداكثر و حداقل ضرايب شدت تنش  موثر تنش،

در زواياي ترك مختلف به و زمان بسته شدن ترك  ديناميكي
نابراين، با انتخاب زاويه بزواياي ناهمسانگردي وابسته است. 

توان رفتار ترك را كنترل نمود. مناسب ميناهمسانگردي 
علاوه بر همگرايي ضرايب شدت هاي ارائه شده نيز نتايج مثال

تنش با ريز شدن المانها به مقدار دقيق و استقلال از سطح 
تطابق قابل قبولي بين نتايج تحليل و انتگرال برهم كنش، 

  .دهدنشان مي را شدهمقادير گزارش
  
  ضميمه -7

  گيري گوسي انتگرال
براي گره اطراف  ،الماني را در دو ناحيه قطع كند وقتي ترك

اي واحد ايجاد شود،  سازي به روش تابع پله آن شرايط غني
مجموعة الماني اطراف آن گره به دو ناحيه تقسيم 

لازم است 16در شكل  ABCDبراي مثال، براي المان شود. مي
هاي كوچكتري تقسيم شده و  المان به مثلث تا اين
 17 ها صورت پذيرد. در شكل گيري روي اين زيردامنه انتگرال

  بندي براي المان نوك نشان داده شده است. اين مثلث
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هاي استفاده شده براي المان بريده شده مثلث -16شكل 

  )EF توسط ترك (
  
  

 
حاوي نوكهاي استفاده شده براي المان مثلث - 17شكل 

  )F ( ترك
  

ها صورت  گيري روي اين مثلث از آنجا كه عمل انتگرال
ها ، از  گيرد، جهت دستيابي به نتايج صحيح، در اين مثلث مي

كنيم. در اين  الاتر استفاده ميسازي گاوسي مرتبه ب مربع
 3براي المان نوك و  نقطه گاوسي در هر مثلث 13مقاله، 

هاي بريده شده  تر در الماننقطه گاوسي در هر مثلث كوچك
  استفاده شده است.
هاي برخورد كرده با  گيري عددي براي المان روند انتگرال

  ترك به صورت زير است:
هاي  بندي دلاني براي تشكيل مثلث ايجاد مثلث -1

 كوچكتر

هاي نقاط  براي هر مثلث كوچكتر، مختصات و وزن -2
گاوسي محاسبه شده و به سيستم مختصات اصلي 

  شده است.منتقل 
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