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   چکیده

در پژوهش حاضر، یک مدل دینامیکی به منظور بررسی ارتعاشات غیر خطی میکرو حسگرهاي فشار روزنانسی ارایه شده است. میکرو 

در  موجب جابجایی ورق ،ار در دو سمت ورق. اختلاف فشاستاي تحت تحریک الکترواستاتیک  حسگر به صورت یک میکرو ورق دایره

باشد. به منظور  د مبناي تخمین فشار اعمالیتوان د و این تغییر فرکانس طبیعی میشو غییر فرکانس طبیعی آن میمیدان الکتریکی و ت

حاکم بر رفتار دینامیکی میکرو ورق در مختصات قطبی استخراج  معادلهبا فرض تغییر شکل متقارن محوري میکرو حسگر،  سازي مدل

کارگیري ه ادله حاکم به یک معادله دیفرانسیل معمولی غیر خطی کاهش داده شده و با باستفاده از روش کاهش مرتبه، مع باشده است. 

پوانکاره، فرکانس طبیعی ارتعاشات غیر خطی میکرو ورق استخراج گردیده است. در بخش نتایج، اثر ولتاژ اعمالی و -روش لیندشتد

دهد که تخمین فشار بر اساس  یج این پژوهش نشان میهمچنین فشار محیط روي فرکانس طبیعی میکرو حسگر بررسی شده است. نتا

با افزایش دامنه ارتعاشات میکرو د و شواي  هگیري قابل ملاحظ تواند منجر به خطاي اندازه فرکانس خطی و صرفنظر از اثرات غیر خطی، می

 یابد.  ق، این خطا افزایش میور

 .گیري خطاي اندازه ؛فرکانس طبیعی ؛ارتعاشات غیر خطی ؛میکرو حسگر فشار رزونانسی :کلمات کلیدي

  

Investigation of the Nonlinear Vibration and Linearization Error in Resonant 
Pressure Micro Sensors 

 
M. Rahaeifard* 

Assoc. Prof., Mech. Eng., Ardakan Univ., Ardakan, Iran. 

 
Abstract 

In the present paper, a dynamic model is presented to investigate the nonlinear vibration of resonant pressure 
micro sensors. The device is considered as a circular micro plate under electrostatic actuation. Due to 
external pressure, the micro plate deflects and moves in the electric field. This motion changes the natural 
frequency of the micro plate and this frequency change is used to estimate the external pressure. To model 
the micro sensor, the equation governing the axisymmetric deflection of the micro plate is derived in polar 
coordinate system. This equation is reduced to a nonlinear ODE and solved utilizing Lindstedt-Poincaré 
method. The nonlinear natural frequency of the micro sensor is calculated and effects of applied voltage and 
pressure on this frequency are studied. Findings of this work reveal that estimating the external pressure 
based on the linear natural frequency may results in a considerable measurement error which increases as the 
amplitude of plate vibration increases.   

Keywords: Resonant Pressure Micro Sensor; Nonlinear Vibration; Natural Frequency; Measurement Error. 
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  مقدمه  -1

تجهیزاتی کاربردي  1هاي میکرو الکترومکانیکی سیستم

هستند که از ترکیب اجزاي کوچک مکانیکی (مانند میکرو 

شوند.  تیر و میکرو صفحه) با مدارهاي الکتریکی حاصل می

ر در تجهیزات ر و یا عملگها به عنوان حسگ امروزه این سیستم

، ]1[. میکرو حسگرهاي دما برد دارندکار مختلف

، ]3[ها  سنج ، میکرو شتاب]2[میکروحسگرهاي فشار 

و میکرو  ]4[ساز امواج مادون قرمز  حسگرهاي آشکار

هایی از حسگرهاي میکرو  نمونه ،]5[ها  ژیروسکوپ

الکترومکانیکی هستند که در بسیاري از وسایل و تجهیزات 

شوند. این حسگرها مزایاي متعددي  ر برده میجدید به کا

توان به  هاي ماکرو دارند که از جمله آنها می نسبت به نمونه

وزن کم، سرعت بالا، مصرف انرژي اندك و قیمت ارزان اشاره 

  . ]7 و 6[کرد  

هاي میکرو الکترومکانیکی، یک میکرو  بخش مهم سیستم

. اساس استورق  سازه انعطاف پذیر مانند میکرو تیر یا میکرو

کار حسگرهاي میکرو الکترومکانیکی، خیز استاتیکی و یا 

. در ]9 ،8[تغییر پارامترهاي دینامیکی این میکرو سازه است 

حالت اول، پارامترهاي محیطی مانند دما، فشار، شتاب و 

شود و با  غیره، موجب ایجاد خیز استاتیکی در میکرو سازه می

توان مقدار پارامتر  کرو سازه، میگیري خیز استاتیکی می اندازه

محیطی (دما، فشار، شتاب و غیره) را تخمین زد. در حالت 

دوم، پارامترهاي محیطی موجب تغییر فرکانس طبیعی میکرو 

 ،گیري تغییرات فرکانس طبیعی سازه د و با اندازهشو سازه می

  توان اندازه پارامتر محیطی را حساب کرد.  می

فشار نیز روش کار به همین  در اغلب میکرو حسگرهاي

صورت است. این حسگرها به طور معمول از یک میکرو ورق 

را از فضاي  خلاءاند که یک محیط  ذیر تشکیل شدهانعطاف پ

دهد.  کند و تحت فشار محیط تغییر شکل می اطراف جدا می

توانند به  بسته به شیوه عملکرد، عمده این میکرو حسگرها می

 ]12[و رزونانسی  ]11[پیزوالکتریک  ،]10[سه دسته خازنی 

  تقسیم شوند. 

در میکرو حسگرهاي خازنی و پیزوالکتریک، اساس کار 

سیستم خیز استاتیکی میکرو ورق است. در این حالت، خیز با 

هاي پیزو الکتریک نصب  استفاده از ظرفیت خازنی و یا لایه

شود. از آنجا که خیز  گیري می شده روي میکرو ورق اندازه

                                                        
1 MicroElectroMechanical Systems (MEMS) 

جاد شده در ورق متناسب با اختلاف فشار دو سمت آن ای

توان مقدار فشار محیط را تخمین  است، با دانستن خیز می

  زد. 

در میکرو حسگرهاي فشار رزونانسی، تغییرات فرکانس 

شود و این پارامتر مبناي  گیري می طبیعی میکرو ورق اندازه

  گیرد.  تخمین فشار محیط قرار می

فشار در یکی از این سه دسته هرچند عمده حسگرهاي 

هایی دیگري هم از حسگرهاي فشار  گیرند، نمونه قرار می

توان  یی و ساخته شده است. به عنوان مثال مطراح

 ،13[پیزوالکتریک را نام برد -حسگرهاي ترکیبی ارتعاشی

14[.  

میکرو حسگرهاي فشار به گستردگی در صنایع مختلف 

هاي متنوعی از آنها  نهگیرند و نمو مورد استفاده قرار می

آرفین و  طراحی و ساخته شده است. به عنوان مثال،

همکاران، یک نمونه میکرو حسگر فشار خازنی را طراحی 

حسگر ساخته  ،. ایشان نشان دادند]15[نموده و ساختند 

شده علاوه بر مصرف انرژي کم و دقت بالا، در محدوده قابل 

ولد و همکاران، یک توجهی از فشار، رفتاري خطی دارد. بالا

میکرو حسگر فشار خازنی با محدوده کاري وسیع طراحی 

. ایده اصلی کار ایشان، استفاده از چهار میکرو ]16[کردند 

اي  هاي مختلف بود. هر میکرو ورق در محدوده ورق با ضخامت

از فشار قابل استفاده بود و مجموعه آنها، طیف وسیعی از 

پاراتاساراتی و ملارویژي یک  کرد. گیري می فشار را اندازه

میکرو حسگر فشار خازنی جهت سنجش ارتفاع در هواپیماها 

. ایشان همچنین روشی ]17[دند کرو احسام پرنده طراحی 

براي ساخت این حسگر فشار پیشنهاد دادند. میشرا و 

یک نمونه میکرو حسگر فشار خازنی جهت  ،همکاران

گیري فشار  . اندازه]18[گیري فشار خون، طراحی کردند  اندازه

شود.  حسگرهاي فشار نیز انجام می خون با انواع دیگر میکرو

به عنوان نمونه، پانوار و همکاران یک میکروحسگر فشار پیزو 

. سئو و همکارن از ]19[دند کرالکتریک بدین منظور طراحی 

این نوع حسگرهاي فشار براي اندازه گیري سرعت سیال در 

 و 20[سانتیگراد استفاده کردند  درجه 1000دماي بالاي 

21[.  

هاي مختلفی  میکرو حسگرهاي فشار رزونانسی نیز کاربرد

هاي متنوعی از آنها طراحی  در صنایع گوناگون دارند و نمونه

 ،و تولید شده است. یک نمونه از این میکرو حسگرهاي فشار
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. ایشان نشان ]22[توسط ژو و همکاران ساخته شده است 

اخته شده در محدوده قابل توجهی از فشار (از دادند حسگر س

کیلو پاسکال) قابل استفاده است. ین و همکاران،  260تا  20

یک میکروحسگر فشار رزونانسی با حساسیت کم به دما 

. حسگر طراحی شده توسط ایشان در ]23[طراحی کردند 

درجه سانتیگراد) قابل  65تا  - 45محدوده وسیعی از دما (از 

ت. بانرجی و همکاران یک طرح بهینه به منظور استفاده اس

بهبود حساسیت و ضریب کیفیت میکروحسگرهاي فشار 

اي از طرح بهینه را ساختند  رزونانسی ارایه کردند و نمونه

]24[ .  

به طور معمول، در میکروحسگرهاي فشار روزنانسی، 

شود ارتعاشات میکرو ورق خطی است و فشار محیط  فرض می

شود. از  س رزونانس خطی تخمین زده میبر اساس فرکان

و ورق و تعیین طرفی، بدون تحلیل ارتعاشات غیر خطی میکر

توان در مورد اعتبار این فرض اظهار  خطاي خطی سازي نمی

نظر کرد. از این رو، در پژوهش حاضر، ارتعاشات غیر خطی و 

خطاي حاصل از خطی سازي در یک میکرو حسگر فشار 

است. حسگر از یک میکرو ورق رزونانسی بررسی شده 

اي تحت تحریک الکترواستاتیک تشکیل شده است. در  دایره

اثر اختلاف فشار بین دو سمت صفحه و همچنین نیروي 

الکترواستاتیک، خیز در صفحه ایجاد شده و فرکانس طبیعی 

ارتعاشات میکرو  سازي مدلکند. به منظور  آن تغییر می

میکی ورق در مختصات حسگر، معادله حاکم بر حرکت دینا

قطبی نوشته شده است. با استفاده از روش کاهش مرتبه، 

معادله حاکم به یک معادله دیفرانسل معمولی غیر خطی 

کاهش داده شده است. این معادله غیر خطی با استفاده از 

حل شده و فرکانس طبیعی  1پوانکاره-روش لیندشتد

   است. غیر خطی میکرو ورق استخراج گردیده ارتعاشات 

براي حالت هاي خاص، نتایج روش حاضر با نتایج موجود در 

هاي این پژوهش نشان داده  منابع مقایسه شده و دقت یافته

ولتاژ  ،شده است. در نهایت اثر پارامترهاي مختلف مانند

اعمالی و فشار خارجی روي فرکانس طبیعی میکرو حسگر 

 بررسی و در مورد خطاي خطی سازي (خطاي حاصل از

تخمین فشار بر اساس فرکانس طبیعی خطی) بحث شده 

  است.

  

                                                        
1 Lindstedt-Poincaré Method 

  میکرو حسگر فشار رزونانسی سازي مدل -2

  استخراج معادله حاکم - 2-1

یک میکروحسگر فشار رزونانسی نشان داده شده  1در شکل 

  است. 

  

  
  یک میکرو حسگر فشار رزونانسی - 1شکل 

  

رش خورده میکرو حسگر نماي ب 1شکل  ،قابل ذکر است

اي به شعاع  از یک میکرو ورق دایره سیستمدهد.  می ا نشانر

R  تشکیل شده است که یک فاصله اولیه از یک پایه صلب

دارد. در اثر اعمال فشار و همچنین نیروي الکترواستاتیک، 

دهد و فرکانس طبیعی آن نیز  میکرو ورق تغییر شکل می

، رقر محاسبه فرکانس طبیعی میکرو وکند. به منظو تغییر می

نخست معادلات حاکم بر حرکت دینامیکی سیستم استخراج 

د. رابطه حاکم بر حرکت دینامیکی یک ورق به صورت شو می

 .]26 ،25[است ) 1رابطه (

)1(  ���� + �ℎ
���

���
= �(�, �, �) 

ضخامت  hچگالی حجمی ورق،  ρخیز ورق،  wدر رابطه بالا، 

 Dو عملگر گرادیان  �د سطح ورق، بار گسترده بر واح qورق، 

  است. ) 2رابطه (خمشی ورق و به صورت  سفتی

)2(  � =
�ℎ�

12(1 − ��)
 

، خیز ورق به صورت يجه به تقارن هندسه و بارگذاربا تو

شود. در این حالت، گرادیان  متقارن محوري در نظر گرفته می

) 3بطه (رادر مختصات قطبی به صورت ) ��مرتبه چهارم ( 

  . ]28 و 27[قابل بیان است 

)3(  �� =
��

���
+

2

�

��

���
−

1

��

��

���
+

1

��
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رابطه و معادله حاکم بر خیز دینامیکی میکرو ورق به شرح 

  آید. می به دست) 4(
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��
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���
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) و بار pبار گسترده وارد بر ورق از دو بخش فشار (

تشکیل شده است. بار الکترواستاتیک بر )  ��الکترواستاتیک (

  .]29[قابل محاسبه است ) 5(ق از رابطه واحد سطح ور

)5(  �� =
����

2(� − �)�
 

بیانگر ولتاژ اعمالی بین ورق و  �در رابطه بالا، پارامتر

ضریب  ��بیانگر فاصله اولیه بین ورق و پایه و  dپایه، 

��گذردهی خلاء است ( = 8.854 × 10����������� .(

  شود. ) نوشته می6) به صورت رابطه (4معادله (یت، در نها

� �
��

���
+

2

�

��

���
−

1

��

��

���
+

1

��

�

��
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���(�, �)

���
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 با تکیه گاه ثابت در اطراف متقارن اي براي یک ورق دایره

اي در مرکز، شرایط مرزي به صورت زیر قابل  بدون بار نقطه و

  .]26[بیان است 

��

��
�

���
= ��

���

���
+

���

���
−

1

�

��

��
��

���

= 0 

)7(  �(�) =
��

��
�

���
= 0 

انسی، حرکت دینامیکی ورق اساس کار حسگرهاي رزون

حول خیز استاتیکی (تعادل استاتیکی) است. در این حالت، 

با تغییر فشار خارجی، خیز استاتیکی و فرکانس طبیعی 

کند و  ارتعاشات میکرو ورق حول تعادل استاتیکی تغییر می

همین تغییر فرکانس به عنوان شاخصی براي تخمین فشار 

ا نخست تعادل استاتیکی شود. در اینج خارجی استفاده می

میکرو ورق تحت فشار خارجی و بار الکترواستاتیک بررسی 

شده و در ادامه ارتعاشات میکرو ورق حول تعادل استاتیکی 

  مطالعه گردیده است. 

  

  ورقمحاسبه خیز استاتیکی میکرو  -2-2

) و انجام چند 6با حذف جمله مربوط به اینرسی از معادله (

له حاکم بر خیز استاتیکی میکرو ورق عمل ریاضی ساده، معاد

  شود. نوشته می) 8رابطه (به صورت 

��
���� =

1

�
�� +

����

2(� − ��)�
� −

2��
���

�
+

��
��

��
−

��
�

��
 

)8(    

) بیانگر ′پرایم (خیز استاتیکی و علامت  �� بالا، معادلهدر 

) یک معادله غیر خطی 8رابطه (است.  r بت بهمشتق نس

است که به صورت مستقیم قابل حل نیست. براي حل این 

معادله از یک روش مبتنی بر تکرار استفاده شده است. بر این 

اساس، نخست خیز ورق و مشتقات اول تا سوم آن برابر صفر 

شود. در ادامه با معلوم بودن مقدار فشار و  در نظر گرفته می

) و در نتیجه مشتق چهارم خیز 8تاژ، سمت راست معادله (ول

  قابل محاسبه است. ) 9رابطه (به صورت 

)9(  ��
����(�) =

1

�
�� +

����

2��
� 

) و ارضاي 9با چهار بار انتگرال گیري عددي از معادله (

)، یک حدس اولیه براي 7شرایط مرزي بیان شده در معادله (

با استفاده از  آید. می به دستتقات اول تا سوم آن خیز و مش

) را دوباره 8توان سمت راست معادله ( این حدس اولیه می

و ارضاي شرایط مرزي،  يحساب کرد و با انتگرال گیري عدد

 به دستحدس دومی براي خیز و مشتقات اول تا سوم آن 

کند تا زمانی که خیز همگرا  آورد. این روند ادامه پیدا می

ود. معیار همگرایی خیز، تغییر ناچیز خیز بیشینه ورق با ش

ادامه روند محاسبات است. از نظر ریاضی، معیار همگرایی به 

  در نظر گرفته شده است.) 10رابطه (صورت 

)10(  �
��(0)|��� − ��(0)|�

�
� < 10�� 

  تعداد دفعات تکرار محاسبات است.  iکه 

  

  رکانس طبیعی میکرو ورقمحاسبه ف - 2-3

فرکانس طبیعی، خیز کلی میکرو ورق به  محاسبهبه منظور 

صورت مجموع خیز استاتیکی و حرکت دینامیکی (ارتعاشی) 

  شود. بنابراین حول تعادل استاتیکی در نظر گرفته می

)11(  �(�, �) = ��(�) + ��(�, �) 

سط تیلور بار ب و) 6) در معادله (11دادن رابطه ( ا قرارب

��حول ستاتیک حول تعادل استاتیکی ورق (الکتروا = 0 (

  .شود حاصل می) 12(معادله 

� �
��

���
+

2

�

��

���
−

1

��

��

���
+

1

��

�

��
� (�� + ��) 

             +�ℎ
����

���
= � 

+���� �
1

2(� − ��)�
+ �

(� + 1)(��)�

2(� − ��)���

�

���

� 

)12(    
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) 8خیز استاتیکی از رابطه ( چهارمبا جایگذاري مشتق 

) ساده 13رابطه ()، این معادله به صورت 12در معادله (

  شود. می

  

)13(  
� �

����

���
+

2

�

����

���
−

1

��

����

���
+

1

��

���

��
�

+ �ℎ
����

���
= �0�2 �

(� + 1)(��)�

2(� − ��)�+2

∞

�=1

 

رابطه  دینامیکی میکرو ورق به صورت خیزدر ادامه، 

  شود. فرض می )14(

)14(  ��(�, �) = ��(�)�(�) 

  .شود بازنویسی می) 15() به شکل 13، رابطه (بنابراین

)15(  
� �

����

���
+

2

�

����

���
−

1

��

����

���

+
1

��

���

��
� � + (�ℎ ��)

���

���

= �0�2 �
(� + 1)(���)�

2(� − ��)�+2

∞

�=1

 

اي متقارن به  ارتعاشات عرضی ورق دایره اول شکل مد

  .]25[است ) 16رابطه (صورت 

)16(  �(�) = ��(��)��(��) − ��(��)��(��) 

�که  = به ترتیب توابع بسل و بسل  I0و  J0و  �/3.196

 معادله شکل مد ورق در ضرببا  تعمیم یافته نوع اول هستند.

) و انتگرال گیري از رابطه حاصل روي سطح ورق، معادله 15(

 فتیحاکم بر ارتعاشات میکرو ورق و همچنین جرم و س

  آید. می دست به )17رابطه ( صورت بهمعادل سازه 

�
���

���
+ �� = � ��

�

���

�� = ��� + �(��) 

� = �ℎ � �� � � ��

�

�

 

� = � � ���
���� +

2��
���

�
−

��
��

��
+

��
���

��
�

�

�

� � �� 

)17(  �� =
(� + 1)����

2
�

(��)� �

(� − ��)���

�

�

 � �� 

ول تعادل در نهایت، با فرض ارتعاشات کوچک ح

 �توان از جملات مرتبه دو و بالاتر  یکرو ورق، میاستاتیکی م

صرفنظر کرد و فرکانس طبیعی ارتعاشات خطی میکرو حسگر 

  د.کرمحاسبه  )18رابطه ( را به صورت

)18(  Ω� = �
� − ��

�
 

  

  بررسی ارتعاشات غیر خطی میکرو ورق -2-4

، به منظور محاسبه فرکانس طبیعی خطی 3-2در بخش 

) صرفنظر شد. 17، از جملات غیر خطی معادله (میکرو ورق

حال به منظور بررسی اعتبار این خطی سازي، نیاز است با در 

جملات غیر خطی، رفتار دینامیکی سیستم گرفتن نظر 

بررسی گردد تا معلوم شود فرض ارتعاشات خطی تا چه اندازه 

عاشات غیر خطی سیستم معتبر است. تنها با بررسی ارت

اي از حرکت، اثرات  کرد که در چه محدوده صتوان مشخ می

  جملات غیر خطی ناچیز است. 

در این بخش براي بررسی ارتعاشات غیر خطی ورق، از 

با تعریف د. شو استفاده می ]32-30[پوانکاره -روش لیندشتد

  شود. ) شکل بی بعد زیر نوشته می17، معادله (Tزمان بی بعد 

���

���
+  � =

1

�Ω�
 � (���� + ���� + ⋯ ), 

)19(  � =
�

�∗
 , �∗ =

1

Ω�

 

Ω� ) شود. بر اساس روش لیندشتد ) محاسبه می18از رابطه-

  د. شو تعریف می) 20رابطه (به صورت  τپوانکاره، متغیر 

� = (1 + ��� + ���� + ⋯ )� 

)20(     = (1 + ��� + ���� + ⋯ )Ω�� 

یک پارامتر بی بعد و کوچک است.  �ها اعدادي ثابت و  βکه 

بر این اساس، مشتق مرتبه دوم زمانی به صورت زیر به مشتق 

  شود.  مرتبط می τ نسبت به

)21(  ��

���
= (1 + ��� + ���� + ⋯ )�  

��

���
 

  شود. یبه شکل زیر بسط داده م �همچنین تابع 

)22(  �(�) = ���(�) + ����(�) + ⋯ 

) و 19) در رابطه (22) و (21معادلات ( جایگذاريبا 

 به دست، معادلات زیر �هاي مشابه  جداسازي ضرایب توان

   آید. می

)23(  ����� ��:  �̈� + �� = 0 

)24(  ����� ��:  �̈� + �� = −2�� �̈�  +
����

 �

�Ω�
 � 
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����� ��:  �̈�  + �� = −(��
 � + 2��) �̈�  

)25(                      −2�� �̈� +
2������ + ����

 �

�Ω�
 �  

) بیانگر مشتق نسبت به ̇که نقطه در بالاي پارامترها (

  ) به صورت زیر است.23است. پاسخ معادله ( �

)26(  ��(�) = ��cos (� + ��) 

دامنه و فاز ارتعاشات هستند. با قرار دادن  ��و   ��که 

  د.شو حاصل می )27( )، معادله24) در رابطه (26معادله (

  �̈�  + �� = 2����cos (� + ��) 

)27(        +
����

 �

2�Ω�
 � {1 + cos (2� + 2��)} 

�) cosضرایب ( 1جملات دیرپا صفر کردن + ) در (��

  دهد. می به دست) رابطه زیر را 27معادله (

)28(  2���� = 0 ⇒ �� = 0 

به ) به شکل زیر 24خصوصی معادله ( پاسخدر ادامه 

   آید. می دست

)29(  ��(�) =
����

 �

6�Ω�
 � {3 − cos (2� + 2��)} 

) و 25) در معادله (29و ( )28، ()26با قرار دادن روابط (

ساده سازي رابطه حاصل و در نهایت صفر قراردادن جملات 

  آید.  می به دست) 30(دیرپا، معادله 

)30(  ��
 � �

10��
 �

��Ω�
 � +

9��

�Ω�
 �� + 24���� = 0 

  :دهد که نتیجه می

)31(  �� = −��
 � �

5��
 �

12��Ω�
 � +

3��

8�Ω�
 �� 

  :دهد ) می20) در معادله (31معادله ( دادنقرار 

� = �1 − ����
 � �

5��
 �

12��Ω�
 � +

3��

8�Ω�
 ��� Ω�� + �(��) 

)32(    

  :) می توان نوشت22بر اساس معادله (

)33(  �(�) = ���(�) + �(��) 

  آید. رابطه زیر به دست می) 26) و (32و با توجه به معادلات (

�(�) 

= ��� cos �Ω� �1 − ����
 � �

���
 �

����Ω�
 � +

���

��Ω�
 ��� � + ���  

)34(  +�(��) 

                                                        
1 Secular Terms 

توان پاسخ  ) می14و با استفاده از رابطه ( (�)� داشتنبا 

دینامیکی سیستم را محاسبه کرد. بیشترین تغییر شکل 

بیشینه  (�)�دینامیکی در ورق زمانی اتفاق می افتد که تابع 

  گردد. در این صورت

)35(  �� = �����(�) 

کی نقطه وسط ورق حالت خیز دینامی اینحال اگر در 

  باشد، آنگاه λ(دامنه نوسان نقطه وسط ورق) برابربا  

)36(  λ = �����(0) ⇒ ��� =
λ

��(0)
 

  شود. دینامیکی ورق به شکل زیر حاصل میو معادله حرکت 

��(�, �) =
λ��(�)

��(0)
cos(Ω��� + ��) + �(��) 

)37(    

فرکانس طبیعی غیر خطی سیستم است و طبق  ��Ωکه 

  آید. می به دست) به صورت زیر 36) و (34روابط (

Ω�� =  Ω� �1 − �
λ

��(0)
�

�

�
5��

 �

12��Ω�
 � +

3��

8�Ω�
 ��� 

)38(    

طبیعی، تابع  فرکانساز رابطه بالا نتیجه می شود که 

ت است که این مسئله نتیجه ذات غیر خطی دامنه حرک

سفتی سیستم تابع هاي غیر خطی،  درسیستم. استسیستم 

رابطه بین  ها جابجایی است. به عبارت دیگر در این سیستم

نیرو و جابجایی غیر خطی است. از این رو، با تغییر دامنه 

عوض و در نتیجه فرکانس طبیعی حرکت، سفتی سیستم 

تابع دامنه  فرکانس طبیعی ها این سیستم در بنابراین ؛شود می

در میکرو ورق حاضر، نیروي حرکت خواهد بود. 

الکترواستاتیک رابطه غیر خطی با جابجایی ورق دارد و همین 

سفتی و و وابستگی عامل موجب ایجاد رفتار غیر خطی 

اگر دامنه ارتعاش بسیار شود.  میفرکانس طبیعی به دامنه 

فرکانس طبیعی خطی و غیر خطی کوچک باشد، اختلاف بین 

این دامنه  این است که مسأله مهم شود. سیستم ناچیز می

را بر مبناي  باید چه مقدار کوچک باشد تا بتوان فشار

  تخمین زد.خطی طبیعی فرکانس 

  

  نتایج و بحث -3

فشار با  میکروحسگربه منظور استخراج نتایج عددي یک 

 شود. فته میدر نظر گر 1مشخصات ارایه شده در جدول 
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  اعتبار سنجی -1- 3

در این بخش، به منظور بررسی درستی و دقت روش حل 

ارایه شده، نتایج کار حاضر در حالت خاص با نتایج موجود در 

ي منابع مقایسه شده است. نخست الگوریتم ارایه شده برا

د. خیز شو بررسی می ورق محاسبه خیز استاتیکی میکرو

اي با تکیه گاه ثابت و تحت فشار  استاتیکی یک ورق دایره

  .]33 و 26[قابل محاسبه است  ) 39( رابطهبا ،  pیکنواخت 

)39(  ��(�) =
�

64�
(�� − ��)� 

) مقایسه 39نتایج روش حاضر با نتایج رابطه ( 2در شکل 

  شده است. 

هاي این  فتهشود، یا همانگونه که در شکل دیده می

) دارد که این 39پژوهش، تطبیق بسیار خوبی با نتایج رابطه (

تطبیق بیانگر دقت بالاي روش عددي ارایه شده در این مقاله 

  است. 

  

  میکروحسگر فشار رزونانسیمشخصات     - 1 جدول

 مقدار  مشخصه

 R(  200 µmشعاع میکرو ورق (

 h( 1 µmضخامت میکرو ورق (

 E(  150 GPaمدول الاستیک (

 ρ(  kg/m3 2300چگالی (

ν( 23/0نسبت پواسون (  

 d(  1 µmفاصله اولیه ورق و پایه (

  

  
  

  مقایسه خیز استاتیکی میکرو ورق با نتایج تحلیلی -2 شکل

در ادامه، فرکانس طبیعی میکرو ورق با نتایج تحلیلی 

اي با  د. فرکانس پایه ارتعاشات خطی ورق دایرهشو مقایسه می

قابل ) 40(اه ثابت (بر حسب رادیان بر ثانیه) از رابطه تکیه گ

  .]26[محاسبه است 

)40(  
Ω� =

10.2158

�� ��
�ℎ�  

، فرکانس خطی میکرو ورق بر اساس رابطه 2در جدول 

هاي پژوهش حاضر مقایسه  ) محاسبه گردیده و با یافته40(

  شده است. 

پژوهش، جرم در روش ارایه شده در این  ،قابل ذکر است

و سفتی مودال با انتگرال گیري از خیز استاتیکی محاسبه 

بنابراین، به منظور ایجاد خیز استاتیکی بار اندکی بر  ؛شود می

روي ورق فرض شده است. مقدار بار بسیار کوچک در نظر 

گرفته شده تا تاثیر قابل توجهی بر فرکانس طبیعی نداشته 

  باشد.

حاضر در هر سه حالت ، نتایج پژوهش 2مطابق جدول 

بارگذاري کوچک با نتایج تحلیلی (که مربوط به ورق بدون بار 

بنابراین  ؛درصد اختلاف دارد 01/0گذاري است) حدود 

خوبی فرکانس بسیار روش حاضر با دقت  ،توان گفت می

  کند.  طبیعی ورق را محاسبه می

  

  فرکانس طبیعی خطی میکرو ورق - 2- 3

طی میکرو ورق بر حسب فشار ، فرکانس طبیعی خ3در شکل 

اعمالی و به ازاي ولتاژهاي مختلف نشان داده شده است. این 

نمودار، مهمترین مشخصه میکروحسگرهاي فشار رزونانسی 

توان به خوبی در این  است و شیوه کارکرد میکرو حسگر را می

شکل دید. مطابق این نمودار، با اعمال فشار فرکانس طبیعی 

یابد و همین کاهش فرکانس طبیعی  میکرو ورق کاهش می

  همچنین گیرد؛ قرار استفاده مورد فشار تخمین در تواند می

  

  مقایسه فرکانس طبیعی ورق با نتایج تحلیلی  -2 جدول

  ولتاژ

  (ولت)

  فشار

  (پاسکال)

فرکانس طبیعی 

  (پژوهش حاضر)

فرکانس طبیعی 

 ]26[تحلیلی 

0 01/0  rad/s 0/611864    

01/0  0  rad/s 9/611863  rad/s 5/611794 

01/0  01/0  rad/s 7/611863  

 

0 50 100 150 200

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3  

 

p=50 Pa (present work)

p=50 Pa (analytical [26,33])

p=100 Pa (present work)

p=100 Pa (analytical [26,33])

p=150 Pa (present work)

p=150 Pa (analytical [26,33])

r (µm) 

w
s (

µ
m

)
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  فرکانس طبیعی خطی میکرو ورق بر حسب فشار - 3 شکل

  

اثر اعمال ولتاژ نیز در این شکل قابل مشاهده است. در   

حالتی که ولتاژي به سیستم اعمال نشود، اختلاف فشار 

کند، اما در  تغییري در فرکانس طبیعی سیستم ایجاد نمی

لتاژ، اعمال فشار کاهش قابل توجهی در فرکانس حضور و

کند. در واقع دلیل کاهش فرکانس، جابجایی  طبیعی ایجاد می

میکرو ورق در میدان الکتریکی و کاهش پتانسیل الکتریکی 

  آن است. 

با افزایش فشار اعمالی به سیستم، فرکانس کاهش 

شود. این  یابد تا جایی که مقدار آن صفر می بیشتري می

ه، فشار ناپایداري سیستم است و از نظر فیزیکی میکرو نقط

کند و با آن تماس پیدا  ورق به سمت پایه ثابت حرکت می

د. این شو کند و در این حالت عملکرد سیستم متوقف می می

کارگیري میکروحسگرهاي فشار در نظر ه مساله باید در ب

گرفته شود و فشار کاري سیستم باید فاصله قابل قبولی با 

  فشار ناپایداري داشته باشد. 

همانگونه که گفته شد، پارامتر مهم در این شکل، اختلاف 

میان فرکانس طبیعی میکرو ورق قبل و پس از اعمال فشار 

، اندازه این اختلاف فرکانس (قدر مطلق 4است. در شکل 

  اختلاف فرکانس) نمایش داده شده است.

، اعمال فشار شود که در ولتاژهاي بالاتر در شکل دیده می

شود. این  موجب تغییرات بزرگتري در فرکانس طبیعی می

گیري فشار در ولتاژهاي بالاتر  بدان معنا است که اندازه

توان فشار را با دقت بیشتري تخمین زد.  تر است و می راحت

از طرفی، با افزایش ولتاژ، فشار ناپایداري (و به تبع آن محدوه 

نابراین افزایش ولتاژ اعمالی از یابد؛ ب کاري سیستم) کاهش می

برد و از طرفی موجب  گیري را بالاتر می یک طرف دقت اندازه

  شود. کاهش محدوده کاري سیستم می

  
تغییرات فرکانس طبیعی خطی میکرو ورق در اثر  -4 شکل

  اعمال فشار

  

  فرکانس طبیعی غیر خطی و خطاي اندازه گیري -3- 3

شود، فرکانس طبیعی  نباط می) است38همانگونه که از رابطه (

با افزایش و  غیرخطی میکرو ورق از فرکانس خطی کمتر است

دلیل  یابد. کاهش می غیر خطی دامنه نوسان، فرکانس طبیعی

این پدیده، رفتار غیر خطی نیروي الکترواستاتیک است. این 

افزایش خیز، مقدار آن  نیرو هم جهت با خیز سازه است و با

دیگر این نیرو یک سفتی منفی در بیان ه یابد. ب افزایش می

کند که اندازه آن با افزایش دامنه نوسان  سیستم ایجاد می

یابد. از این رو، با بزرگ شدن دامنه نوسان، سفتی  افزایش می

اي و سفتی حاصل از بار  کل سیستم (مجموع سفتی سازه

یابد و همین امر موجب کاهش  الکترواستاتیک) کاهش می

به منظور مقایسه مقادیر شود.  ی غیر خطی میفرکانس طبیع

  فرکانس ولت، 2 ولتاژ فرض با ،5 شکل در فرکانس، دو این

  

  
مقایسه فرکانس طبیعی خطی و غیر خطی میکرو  - 5 شکل

  ورق
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طبیعی غیر خطی میکرو ورق بر حسب فشار اعمالی ترسیم 

  شده و با فرکانس طبیعی خطی مقایسه گردیده است.

می شود که با افزایش دامنه نوسان نقطه در شکل دیده 

ها افزایش  )، اختلاف میان فرکانسλوسط میکرو ورق (

یابد. همچنین با افزایش فشار نیز این اختلاف زیاد  می

افزایش دامنه نوسان  گونه که پیشتر گفته شد،همان  شود. می

و یا خیز میکرو ورق، موجب بزرگتر شدن اندازه سفتی حاصل 

د. با توجه به منفی بودن این شو واستاتیک میاز بار الکتر

افزایش دامنه نوسان و یا  که توان نتیجه گرفت سفتی، می

وجب کاهش م ،افزایش خیز میکرو ورق (در اثر فشار اعمالی)

هش فرکانس طبیعی غیر کا سفتی کلی سیستم و در نتیجه

خطی کمتر از  غیر طبیعی شود. از آنجا که فرکانس می خطی

خطی است، این دو عامل (افزایش دامنه یعی طبفرکانس 

) موجب افزایش اختلاف میان این دو نوسان و افزایش فشار

  . شود می فرکانس

در این میکرو حسگرها، فشار محیط بر اساس  از طرفی،

و این  شود فرکانس طبیعی میکرو ورق تخمین زده می

. گرددگیري  تواند منجر به خطاي اندازه اختلاف فرکانس می

شود که فرکانس طبیعی میکرو ورق  ه عنوان نمونه فرض میب

ه و دامنه نوسان مرکز ورق هم بر ثانی رادیان 520000برابر 

، بر 5) باشد. با توجه به شکل µm 2/0=λمیکرو متر ( 2/0

پاسکال  244اساس تحلیل غیر خطی، فشار وارد به ورق 

، است. حال اگر فرکانس خطی مبناي تخمین فشار قرار گیرد

د. به عبارتی، شو پاسکال محاسبه می 259فشار وارد به ورق 

پاسکال در تخمین فشار  15خطی سازي خطایی معادل 

نشان داده شده  ���ایجاد کرده است (این خطا در نمودار با 

است). در واقع فرض ارتعاشات خطی ورق و نادیده گرفتن 

در  رفتار غیر خطی میکرو سازه، موجب ایجاد این خطا

گیري فشار شده است. حال اگر دامنه ارتعاش ورق  اندازه

مقدار خطا کاهش و اگر دامنه ارتعاش بیشتر  ،کوچک شود

  یابد.  ایش میزشود مقدار آن اف

    ، با6به منظور بررسی دقیق تر این موضوع، در شکل 

گیري فشار  اندازه خطاي نسبی،  µm 2/0=λدر نظر گرفتن 

ترسیم شده ي مقادیر مختلف ولتاژ ازا به )بر حسب درصد(

  است.

توان نتیجه گرفت که خطاي  با توجه به شکل می

  توان  قابل توجه است و نمی  µm 2/0=λگیري در حالت  اندازه

  
  

خطاي نسبی تخمین فشار بر مبناي فرکانس  - 6 شکل

  طبیعی خطی

  

در این حالت فرکانس خطی را مبناي تخمین فشار قرار داد. 

بی در فشارهاي کم مقدار بالایی است؛ همچنین در خطاي نس

گیري  محدوده وسیعی از دامنه کاري سیستم، خطاي اندازه

  % است که مقادیر زیادي هستند.  15% تا 5بین 

در بخش عمده دامنه کاري شود که  در شکل مشاهده می

بر خطاي  اي ملاحظهاعمالی اثر قابل  ولتاژتغییر سیستم، 

موجب کاهش خطاي نسبی فزایش فشار اما ا ،نسبی ندارد

نمایش داده شده،  6آنچه در شکل  ،قابل ذکر است. شود می

) رخطاي نسبی (نسبت خطاي تخمین فشار به اندازه فشا

طاي نسبی با بنابراین اگرچه خ ؛نه مقدار مطلق خطا ،است

یابد، ممکن است خطاي مطلق  افزایش فشار کاهش می

  افزایش یابد. 

مهمی  ق کمیتوارد، بیشینه خطاي مطلدر بسیاري از م

در حسگرها است. براي یک میکرو حسگر فشار، یک پارامتر 

مهم بیشنه خطاي مطلق در محدوده کاري سیستم است. این 

    در . استگیري میکرو حسگر  پارامتر همان دقت اندازه

(با به عبارتی دقت میکرو  گیري ، بیشینه خطاي اندازه7شکل 

منه نوسان مرکز میکرو ورق نمایش داده بر حسب دا حسگر)

  شده است.

شود که ولتاژ اعمالی اثر قابل توجهی  در شکل دیده می

توان حداکثر دامنه  بر بیشنه خطا دارد. بر اساس این شکل می

اي تعیین کرد که خطاي  نوسان میکرو ورق را به گونه

گیري (اختلاف میان تخمین فشار بر اساس فرکانس  اندازه

کرو ورق و فشار واقعی) از مقدار مشخصی کمتر خطی می

  فرض ولت 2 ولتاژ تحت حسگر میکرو نمونه عنوان به باشد.
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بیشینه خطاي تخمین فشار  بر حسب دامنه نوسان  -7 شکل

  مرکز ورق

  

گیري فشار  شود. اگر فرکانس طبیعی خطی ملاك اندازه می

اشد، باید پاسکال مد نظر ب 2گیري معادل  باشد و دقت اندازه

میکرو متر  06/0) کمتر از λدامنه ارتعاشات میکرو ورق (

توان دامنه ارتعاشات مجاز را براي  صورت می همینباشد. به 

. بر اساس این آورد به دستدیگر مقادیر ولتاژ و دقت حسگر 

توان محدوده مجاز ارتعاشات میکرو ورق را تعیین  می نمودار

ض ارتعاشات خطی، فشار را با اي که بتوان با فر گونهه ب ،کرد

  دقت قابل قبولی تخمین زد.

  

  هاي مدل ارایه شده محدودیت - 4- 3

مهم به شرح مبتنی بر سه فرض ارایه شده در این مقاله،  مدل

  زیر است.

الف) خیز دینامیکی میکرو ورق به صورت متقارن 

محوري فرض شده است. این فرض بر اساس تقارن 

خاذ گردیده است.  اگر بار و هندسه میکرو ورق ات

این موارد در سیستم برقرار نباشد، مودهاي 

عال خواهند شد و این ارتعاشی غیر متقارن نیز ف

 ؛هاي طبیعی متفاوتی هستند فرکانسمودها داراي 

بنابراین، در صورتی که ارتعاش میکرو ورق 

توان نتایج حاضر را به کار  نمی ،نامتقارن باشد

  گرفت.

 سازي مدلاز اثرات اندازه در ب) در پژوهش حاضر 

هاي انجام  میکرو ورق صرفنظر شده است. پژوهش

هاي اخیر نشان داده است که در ابعاد  شده در سال

بیشتر از ا ه سفتی میکرو سازه ،ممکن استکوچک 

هاي رایج  سفتی پیش بینی شده بر اساس نظریه

ید مانند هاي جد برخی نظریه. ]35 و 34[باشد 

نظریه کوپل تنش اصلاح  کرنش ونظریه گرادیان 

سازي میکرو  توانند اثرات اندازه را در مدل شده می

. بر اساس این ]35 و 34[ها لحاظ نمایند  سازه

براي  1ها، پارامتر جدیدي به نام مقیاس طول نظریه

 ،دهد ها نشان می گردد. پژوهش هر ماده تعریف می

طول  در صورتی که ضخامت ورق در حدود مقیاس

باشد، اثرات اندازه مهم  تشکیل دهنده آنماده 

به میزان قابل  ورق اما اگر ضخامت ؛هستند

(مثلا حدود ده  مقیاس طول باشدتوجهی بزرگتر 

توان با تقریب خوبی از  ، میبرابر یا بیشتر باشد)

بنابراین نتایج این  ؛]34[ اثرات اندازه صرفنظر کرد

 پژوهش در مواردي داراي اعتبار است که ضخامت

ورق به مقدار قابل توجهی بزرگتر از مقیاس طول 

  ماده تشکیل دهنده ورق باشد.

سازه اي که در اینجا بررسی شده است، یک ورق پ) 

دایره اي تحت بار الکترواستاتیک است. قطر این 

میکرومتر است و بیشینه خیز ورق در  400ورق 

 حدود یک هشتصدم(میکرومتر  5/0حالت پایدار 

براین خیز در مقایسه با ابعاد سازه بنا ؛است قطر)

توان میکرو ورق را خطی  و می بسیار کوچک است

اي  . از طرفی بار الکترواستاتیک رابطهفرض کرد

اله موجب رفتار همین مس ،غیر خطی با خیز دارد

در این حالت سیستم . دشو غیر خطی سیستم می

به صورت یک سازه خطی تحت بار غیر خطی 

اگر خیز  ،. بدیهی است]37 و 36[ خواهد بود

زه نیز وارد سا ،میکرو ورق بزرگ باشد ممکن است

با در  محدوده غیر خطی گردد. در این صورت باید

نظر گرفتن خیز بزرگ، معادله حاکم را بازنویسی 

 کرد. 

  

  نتیجه گیري -4

در این مقاله، رفتار دینامیکی و ارتعاشات غیر خطی میکرو 

بررسی قرار گرفت. حسگر به  حسگرهاي فشار رزونانسی مورد

اي تحت تحریک الکترواستاتیک  صورت یک میکرو ورق دایره

                                                        
1 Length Scale Parameter 
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. نخست معادله حاکم بر حرکت میکرو استو فشار خارجی 

مختصات قطبی استخراج گردید و با استفاده از روش  ورق در

کاهش مرتبه به یک معادله دیفرانسیل معمولی غیر خطی 

له، فرکانس طبیعی غیر کاهش داده شد. با حل این معاد

خطی میکرو حسگر استخراج شد و با فرکانس طبیعی خطی 

مقایسه گردید. در ادامه اثرات تغییر ولتاژ روي دقت سیستم و 

محدود کاري آن بررسی گردید. در نهایت خطاي خطی 

اس فرکانس سازي (خطاي حاصل از محاسبه فشار بر اس

ارتعاشات  حداکثر دامنه مجازو  شد بررسیطبیعی خطی) 

 سیستم به منظور کنترل خطا در یک محدوده قابل قبول

  .محاسبه گردید
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